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Resumo

A aprendizagem das representagoes matemdaticas por parte dos alunos vem merecendo
crescente atengdo dos investigadores. Nesta comunicagdo, procuramos compreender as
representacoes usadas pelos alunos de 3.° ano, o seu papel na resolugdo de problemas
e 0 modo como as representagoes se relacionam com os raciocinios que realizam. Os
dados foram recolhidos através de gravacoes audio e video na sala de aula, bem como
das produgoes escritas dos alunos. Verificamos que os alunos usam representa¢oes
bastante diversificadas, que variam segundo o objetivo que lhe atribuem -—
representa¢do como processo ou como instrumento de comunicagdo. Através das
representacoes dos alunos é possivel identificar e compreender as suas estratégias de
raciocinio.

Palavras-Chave: Representagdes, Raciocinio, Resolugdo de problemas, 1.° ciclo.

Introducio

As representagdes matematicas desempenham um papel fundamental na aprendizagem
desta disciplina, sendo cada vez mais valorizadas pelos documentos curriculares (Ponte
& Serrazina, 2000). Esta comunicagdo procura compreender quais as representagdes
utilizadas por alunos do 3.° ano de escolaridade e qual o seu papel na resolucao de
problemas. Procuramos, ainda, saber quais os raciocinios que os alunos fazem a partir

das diversas representagdes que usam.

Representacdes matematicas
Goldin (2008) refere que a relacdo entre a representacao e o objeto representado ¢ mais
complexa do que o que se poderia pensar. Assim, uma palavra pode representar varios

objetos diferentes e um dado numeral pode representar os elementos de um conjunto ou

*® Este trabalho ¢ financiado por fundos nacionais através da FCT — Fundacdo para a Ciéncia e
Tecnologia no ambito do Projeto Prdticas Profissionais dos Professores de Matematica (contrato
PTDC/CPE-CED/0989311/2008).
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um ponto numa reta numérica. Este autor fala das representacdes internas (mentais) das
criangas e externas (observaveis num certo suporte). Referindo-se as representacdes

externas, Bruner (1999) distingue entre representagdes ativas, iconicas e simbolicas.

Sdo varios os investigadores que se tém debrucado sobre a aprendizagem das
representacdes matematicas, analisando a forma como os alunos aprendem os conceitos.
Por exemplo, Webb, Boswinkel e Dekker (2008) distinguem trés tipos de
representacoes: informais, preformais e formais. Estes autores descrevem o percurso
que os alunos podem fazer na sua aprendizagem das representagdes em trés fases
distintas: (i) a fase informal, em que os conceitos sdo abordados de forma concreta num
contexto familiar; (ii)) a fase pré-formal, em que, progressivamente, o grau de
complexidade vai aumentando para representagdes mais abstratas e formais; e (iii) a
fase formal, em que sdo utilizadas notagdes matematicas formais. Na sua perspetiva, os
alunos comegam por recorrer a representagdes informais e, gradualmente, vao-nas
formalizando. Tanto Goldin (2000) como Webb et al. (2008) referem que perante um
novo contexto, quando os alunos se sentem mais inseguros ou quando tém davidas na
realizagdo de uma tarefa, voltam a utilizar algumas das representagcdes informais e

preformais que tinham deixado de utilizar.

Alguns investigadores procuram estudar o modo como os alunos formam as suas
representacdes internas através da analise das representacdes externas que produzem.
Para Goldin (2000) investigar as representacdes matematicas dos alunos “permite-nos
compreender detalhadamente o [seu] desenvolvimento matematico em interagdo com o
ambiente que os rodeia” (p. 180). Na perspetiva de Stylianou (2011) “representar” é
uma ferramenta importante para os alunos comunicarem o seu raciocinio aos que 0s
rodeiam, permitindo compreender o percurso que seguiram na resolu¢do de uma
determinada tarefa. Também para o NCTM (2007), os professores podem compreender
o raciocinio dos seus alunos a partir das representagdes por eles utilizadas. As
representacdes surgem assim como um importante objeto de estudo tendo em vista

interpretar o raciocinio matematico dos alunos durante a realizacao de tarefas.

Metodologia de investigacao
Este estudo segue uma abordagem qualitativa e interpretativa (Bogdan & Biklen, 1994)
e foi realizado num Agrupamento de Escolas localizado na zona limitrofe de Lisboa. Os

participantes sdo a professora Fernanda e os seus 19 alunos do 3.° ano (todos os nomes,
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da professora e dos alunos, s@o ficticios). A professora leciona no Agrupamento ha
cerca de dez anos, pertence ao respetivo quadro e acompanha estes alunos desde o inicio
da sua escolaridade. Segundo ela, os alunos estdo habituados a resolver problemas na
sala de aula, tendo realizado uma tarefa idéntica um més antes. Nesta comunicagao,
analisamos uma aula com a duragdo de cerca de uma hora e vinte minutos, registada em
audio (para as interacdes entre a professora e cada par de alunos) e em video (durante a
resolugdo da tarefa e a discussao final coletiva). Recolhemos também as produgdes dos
alunos. A observagdo, feita pela primeira autora, assumiu uma natureza nao
participante. A andlise de dados focou-se nas representacdes utilizadas pelos alunos
segundo as categorias (i) escolha da representagdo, (ii) tipo de raciocinio; e (iii)

comunicacao do raciocinio.

Os alunos e as representacgoes

Fernanda comega por escrever no quadro o problema para os alunos resolverem a pares,
registando a sua resposta numa folha A3, tendo em vista a respetiva discussdo com a
turma: “Numa quinta existem 21 patos e coelhos. Se contarmos as patas sabemos que
sao 54 no total. Quantos serao os patos e quantos serao os coelhos?” Depois de uma
breve explicagdo por parte da professora sobre o que se pretende, os alunos comecam a
trabalhar, solicitando o seu auxilio, sempre que consideram necessario. Quando esta
com cada par, a professora volta a analisar o enunciado da tarefa de modo a ajudar os
alunos a interpretar e representar o problema. Quase todos tentam resolver a tarefa por

tentativa-erro, desenhando e apagando os seus registos.

Escolha da representagdo adequada
Os alunos usam sobretudo representacdes informais (desenhos dos animais) e pré-
formais (esquemas com tracinhos ou patas em representagdo dos animais). Alguns pares
usam um determinado tipo de representacdo durante todo o seu trabalho, outros mudam
de representacdo a meio da sua resolugdo. Por exemplo, Guida e Julio comegam por
desenhar animais, mas chegam a conclusdo que este tipo de representacdo ndo ¢ o mais
adequado. Assim, apagam o que fizeram e fazem um novo esquema, desta vez
desenhando apenas as patas. O mesmo acontece com Daniel e Nuria que justificam
assim a razdo da mudanca: “Nos ja tinhamos comecado... Ja estdvamos a fazer
desenhos, mas depois ela [Nuria] disse: ‘Vamos apagar porque assim vamos demorar!’

E depois fizemos por patas!” Estes alunos, que fazem representagdes figurativas, muito
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pormenorizadas, incluindo informagdo que depois verificam ser desnecessaria e
consumidora de tempo, avaliam o seu trabalho e alteram as representacdes, de forma a
resolverem a tarefa. Assim, denota-se que percebem a necessidade de adequar a
representacdo usada as necessidades da resolugdo do problema, concluindo que basta

representar apenas as patas de cada tipo de animal.

Patricio e Sandro, os dois alunos mais velhos da turma, para resolver a tarefa comegam
por usar uma representagdo formal (calculo horizontal), o que ndo traduz as condi¢des
do problema. Questionados pela professora, compreendem o que ¢ pedido e optam por
uma representacao invulgar e diferente de toda a turma. Recorrem a primeira letra do
nome de cada animal, P (patos) e C (coelhos), e desenham pequenas patas nas letras
(duas nos P e quatro nos C). Esta representagdo, que poderia facilitar o seu raciocinio,
revela-se demasiado formal para estes alunos, que acabam por confundir o nimero de
patas com o nimero de animais (Figura 1), ndo conseguindo resolver a tarefa sozinhos.
No final, depois de assistirem a apresentagdo dos colegas (que utilizam representagdes
mais informais), conseguem traduzir as representacdes dos outros alunos para o seu

esquema e registam a resposta correta.

Figura 1. Representacdo utilizada por Patricio e Sandro

Muitas vezes, os professores consideram que as representacdes formais sao as mais
adequadas e refletem um raciocinio elaborado (Ponte & Velez, 2011). Esta parece ser a
ideia de Patricio e Sandro, que insistem numa representagdo (primeiro formal e depois
pré-formal) que nao dominam, mas que ¢ claramente mais elaborada que a da maioria
dos seus colegas. No final, conseguem perceber a resolu¢do do problema através da
discuss@o na turma (durante a qual se mantém calados) e da interpretagdo das
representacdes utilizadas pelos colegas, que, para ecles acabam por ser mais

significativas do que as suas proprias representagoes.

Outros pares optam por nunca mudar a representagio escolhida. E o caso Maria e Tiago

que recorrem a representagdes pictoricas, desenhando pormenorizadamente cada animal
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(Figura 2), sem, no entanto, chegarem a solugdo correta. A representacdo que usam
impossibilita a resolu¢do atempada do problema, pois cada vez que substituem um
animal por outro, voltam a reproduzir os pormenores do desenho, dispersam-se muito e

perdem o seu raciocinio.

s

Y

Figura 2. Representacdo utilizada por Maria e Tiago

Verificamos que 3 pares representam os animais com grande pormenor, 3 pares
desenham apenas uma parte de cada animal (cabega ou patas) ¢ os restantes recorrem a

tracinhos (3 pares) ou letras (1 par) (tabela 1),

Tabela 1. Representagdes utilizadas pelos alunos

Representagdo utilizada Alunos
Desenho pormenorizado Tiago e Maria
de animais Vanessa e Eloisa
Joaquim e Francisco
Desenho de parte do Renata e Rui
animal (cabega ou Guida e Julio
patas) Nuria e Daniel

' Dario e Katia
Esquema com tracinhos Bruna
Ernesto e Patrick

Esquema com letras Patricio e Sandro

Representagoes e raciocinio
Quase todos os alunos resolvem o problema por tentativa-erro, mas no seu raciocinio,

diferenciam-se dois grupos distintos: os que resolvem o problema de forma organizada
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e sistematica (trés pares) e os que o resolvem de forma erratica (sete pares), como

mostra a Tabela 2.

Tabela 2. Raciocinio utilizado pelos alunos na resolugdo da tarefa

Raciocinio utilizado Alunos

Patricio e Sandro
Guida e Julio
Joaquim e Francisco
Resolugdo erratica Vanessa ¢ Eloisa
Maria e Tiago
Bruna
Daniel e Nuria

Renata e Rui
Ernesto e Patrick
Dario e Katia

Resolugdo organizada
e sistematica

Vejamos primeiro os pares que usaram raciocinios sistematicos e organizados. Por
exemplo, Renata e Rui percebem de imediato que tém que utilizar os dois animais:
Renata: Nos desenhamos um pato e um coelho e desenhamos outro pato e outro
coelho... Fomos fazendo assim...

Professora: Foram desenhando um pato, um coelho, um pato, um coelho, um pato,
um coelho... Sempre...

Renata: Sim... E depois... Paravamos um bocadinho, contavamos... Contavamos
as patas e quantos animais tinhamos que fazer e... Contavamos as patas para
ver se tinhamos que apagar ou acrescentar mais, ou apagar e ficar assim.
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Figura 3. Representacdo utilizada por Renata e Rui
Durante a discussdo, os alunos explicam a turma que, para obterem os animais

pretendidos, comegaram por desenhar a cabecas intercaladamente, “um coelho e um

pato” (Figura 3), partindo do pressuposto que o numero de animais deve ser semelhante.

A certa altura, como explicam a professora, avaliaram o seu trabalho, apercebendo-se
que, apesar do numero de patas ser elevado, o seu nimero de animais era claramente

inferior ao numero de animais indicado na tarefa:

Renata: Temos... Dezasseis [animais]!
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Professora: Entdo filha, mas eu preciso de vinte ¢ um!

Renata: Entdo... Nos estavamos quase a chegar aos cinquenta [patas] e ele [Rui]
diz: “Ai que horror ja vamos nos cinquenta!”... Apagamos um coelho e
pusemos um pato!

Professora: Entdo e agora ias apagar o qué? Vais substituir...

Renata: Os coelhos por patos!
Assim, substituem alguns coelhos e comecam a desenhar patos, de forma a obter os 21
animais. Com esta estratégia, acabam por desenhar os 21 animais pretendidos, mas sao
surpreendidos com o nimero de patas que se revela insuficiente. Ficam um pouco
atrapalhados, mas, com a ajuda da professora, conseguem perceber que tém que

substituir alguns patos por coelhos.

Professora: Tens vinte e um animais, mas tens patas a menos... E agora?
Renata: Tenho que por uns coelhos e...

Professora: E fazer o qué?

Renata: E...

Professora: Pdes mais coelhos? Mas se te pdes a desenhar mais coelhos, vao ficar
mais de vinte e um animais, ou ndo? Como ¢ que n6és vamos fazer isso?

Rui: Apagando...
Professora: Apagando? Apagando o qué?
Renata: Apago dois patos e desenho um coelho!

Professora: Humm... Substituis dois patos por um coelho... OK... Entdo vamos
14 a tentar...

Levados pela sua intui¢ao, os alunos percebem que nao sao precisas grandes alteracoes
e substituem 4 patos por 2 coelhos. A professora ajuda-os a fazer o ponto da situacdo ¢
os alunos rapidamente concluem quais os animais que devem ainda desenhar para

resolver o problema:

Professora: Entdo?

Renata: Apagamos quatro patos e fizemos dois coelhos!

Professora: Sim, senhora... E agora? Quantas patas ha e quantos animais ha? Rui?
Rui: Agora temos... Um, dois, seis (conta as patas de um em um) Cinquenta!

Professora: Cinquenta patas... Eu quero cinquenta e quatro! Estamos quase 14! E
quantos animais temos?

(os alunos contam um a um)
R: Dezanove?

Professora: E quantos animais temos que ter?
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Renata: Vinte e um...

Professora: Tens dezanove animais... Certo? Quantos precisa para os vinte € um?
Quantos animais faltam?

Renata: Faltam dois animais!
Professora: E quantas patas?

Renata: Cinquenta... Cinquenta e quatro, por isso precisamos desenhar dois
patos!!

Professora: Porqué?

Renata: Porque... Dois mais dois € quatro e nds como temos cinquenta [patas] e
precisamos de mais dois animais e os patos tém duas patas... Acho que vai
funcionar!

Ernesto e Patrick também apresentam um raciocinio mais elaborado, mostrando, desde
o inicio da resolu¢do do problema, que compreendem a relagdo entre o numero patas e
animais (figura 4). Estes alunos representam os animais por tracinhos, contabilizando
simultaneamente o niumero de patas e o nimero de animais, como explicam depois na

discussao com a turma:

Figura 4. Representacéo utilizada por Ernesto e Patrick

Ernesto: Nos fizemos 6 coelhos e 15 patos, o que nos deu 21 animais e 54 patas.
Nos comecamos aqui a fazer por esquemas. ..

Professora: (...) Mas como ¢ que voc€s pensaram para chegar ao resultado? A
unica coisa que vocés me disseram foi o resultado...

Patrick: Nos fizemos por esquemas e tentativas... (...) Nos pensamos 10 patos e
11 coelhos. Mas depois vimos que nao da 54 patas e fizemos de novo.

Professora: E tiveram o qué sempre em conta? O nimero de...

Ernesto: Patas... Em relagdo ao nimero de animais!
Um terceiro par que utiliza um raciocinio sistematico ¢ formado por Dario e Katia, que,
no inicio do trabalho, interpreta assim o problema:

Dario: Hum... 54 [patas]: 2, 4... (desenha tracinhos 2 a 2 a simbolizar os patos)

Katia: S6 patos?
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Dario: Nao, primeiro temos que ver quantos sao. Quantos coelhos sdo... E patos?
Katia: Sao 21...

Dario: 21 qué?

Katia: Patos?

Dario: Na, na, ndo... Sdo 21 patos... E coelhos!! Temos que saber quantos patos
ha e quantos coelhos ha, de maneira a ter os doooois! Percebes?

Outros alunos seguem uma estratégia diferente. Inicialmente, comecam por desenhar
apenas coelhos ou patos até obterem os 21 animais. Por exemplo, Vanessa ¢ Eloisa
comecam por desenhar apenas coelhos ¢ a certa altura apercebem-se que ultrapassaram
em muito o nimero de patas permitido. Apagam varios coelhos, ao acaso, ¢ desenham
patos. Fazem isto varias vezes até obterem as 54 patas. Nesta altura, constatam que tém
20 animais e, com a ajuda da professora, encontram a solugo correta.

Professora: Entdo? Ja chegaram a solugdo?

Vanessa: Estamos quase 14! S6 falta mais um bocado!

Professora: (conta os animais um a um com os dedos) Dezanove! Deixa 14 ver se
cu contei bem... (conta de novo um a um) Dezanove! Dezanove animais! Mas
vocés tém que ter vinte e um! E as cinquenta e quatro patas?

(os alunos acenam afirmativamente com a cabeca)
Professora: O que ¢ que vao fazer?

Vanessa: Temos que substituir...

Professora: Substituir porqué? E pelo qué?

Eloisa: Os coelhos por patos...

Professora: Huummm... Quantos coelhos por quantos patos?

Vanessa: Vou tirar... Vou tirar um coelho e depois vou por... (olha para os patos)
Vou por dois, porque tém duas patas!

De modo semelhante, Guida e Julio também comeg¢am por desenhar s6 um tipo de
animal (patos):

Guida: Nos estavamos a fazer... 2 [Duas patas — um pato] até 19 [animais], mas
depois ndo da 54 patas!

Rapidamente concluem que se continuarem a desenhar apenas patos, ultrapassardo o
numero de animais ¢ ao compreender que um coelho equivale a dois patos chegam
facilmente a solugdo do problema. Desta forma comecam a fazer substituigdes
calculadas (substituem dois patos por um coelho ou vice-versa) até terem o niimero de
animais e de patas correto. Assim, tanto Guida e Julio como Vanessa e Eloisa comegam
por representar um s6 tipo de animal, mas, a certa altura, fazendo uma avaliagdo,

percebem que precisam de combinar os dois tipos de animal e usam uma estratégia
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sistematica de substituicdo de animais ja desenhado pelo outro animal até chegarem a

solucdo correta.

Ha outros pares de alunos que resolvem erraticamente o problema, sem nunca terem
uma estratégia definida. Por exemplo, Nuria e Daniel desenham patos e coelhos
indefinidamente. Inicialmente, parecem confundir patas e animais, mostrando algum
desanimo. Com a ajuda da professora, procuraram a soluc¢do por tentativa-erro, mas de
modo erratico. Assim, contam sucessivamente o numero de animais ¢ de patas até
acertarem, por acaso, no numero definido inicialmente no problema. No entanto, apesar
disso, ndo mostram sinais de compreender a relacdo entre o nimero de animais e de

patas.

As estratégias de raciocinio utilizadas pelos diferentes pares diferem bastante, conforme
o modo sequencial ou erratico como que resolvem o problema. Os pares que definem
logo a partida uma estratégia sistematica ou que a meio do percurso fazem uma
avaliacdo e tentam encontrar uma relagdo entre os diferentes elementos, resolvem a

tarefa com maior facilidade.

Representagoes como apoio a comunicagdo
Alguns dos pares usam uma representacdo para comunicar aos colegas os resultados

obtidos que difere da que usaram na resolucdao do problema (Tabela 3).

Tabela 3. Representagdo dos alunos durante a resolugdo e na comunicagio de resultados.

Alunos Representa(;é(j na Representa?ao 1~1a
resolugdo comunicacao
Renata e Rui Desenhos Desenhos e célculo horizontal
Patricio e Sandro Esquema Esquema
Ernesto e Patrick Esquema Esquema
Guida e Julio Esquema Esquema
Joaquim e Desenhos Desenhos
Francisco

Vanessa ¢ Eloisa Desenhos Desenhos
Tiago e Maria Desenhos Desenhos
Bruna Desenhos Esquema
Dario e Katia Esquema Desenhos
Nuria e Daniel Esquema simbdlico Esquema simbolico
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Renata e Rui e Bruna recorrem a representagdes informais e pré-formais para resolver o
problema mas, na sua resposta escrita, sentem necessidade de formalizar um pouco mais
a representacdo. Bruna, depois de descobrir a solugdo correta, apaga todos os desenhos

que fez e substitui-os por tracinhos (figura 5).

Figura 5. Representacao utilizada por Bruna

Por sua vez, Renata e Rui, depois de descobrirem a solugdo correta, tendo por base os
desenhos das cabecas dos animais, fazem uma representacdo formal, através do calculo

vertical, para mostrar que a sua resposta esta correta (figura 6).

Figura 6. Representacdo utilizada por Renata e Rui

Na discussdo final, Renata refere: “Depois fomos fazendo a conta, fomos fazendo a

conta... E o resultado deu 54 [patas]... Por isso estava certo!”
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Assim, verificamos que os alunos modificam a sua representagdo para partilhar com os
colegas os resultados obtidos. No processo de resolugdo, recorrem a uma representacao
mais informal, mas quando pretenderam verificar e comunicar o resultado obtido,
recorrem a uma representacdo mais formal.

Curiosamente, com o mesmo objetivo, Dario e Katia fazem precisamente o contrario.
Recorrem a uma folha de rascunho para resolver o problema através de tracinhos, mas,
quando registam a solucao na folha A3 dada pela professora, desenham um coelho e um
pato e fazem uma pequena legenda com a resposta correta (figura 7). Para apoiar o seu
raciocinio utilizam os tracinhos, mas para comunicar aos colegas a resposta correta,
consideram que s3o mais adequados os desenhos. S6 depois da intervengdo da
professora, compreendem que podem utilizar a representacao que fizeram em papel de
rascunho e que passaram para a folha da resposta definitiva. No entanto, mesmo
recorrendo ao esquema que utilizaram, demonstram grande dificuldade em explicar a

forma como chegaram ao resultado correto
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Figura 7. Representacdes utilizadas por Dério e Katia

Conclusao

A resolucdo do problema envolve trés momentos cruciais: (i) a compreensdo e
representacdo dos dados, (ii) a definicdo de uma estratégia de resolucdo e (iii) a
aplicagdo/monitorizacdo dessa estratégia. No primeiro momento, os alunos tém de
perceber o que ¢ dado e que ¢ pedido e fazer uma representacdo adequada. Alguns

alunos recorrem a representagdes informais muito pormenorizadas, de cunho figurativo,
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desenhando os animais em detalhe, o que torna o processo de representacdo muito
moroso e os distrai com aspetos irrelevantes. Outros optam por representagdes pré-
formais como tragos e patas, sem perder tempo com pormenores, O que torna a
resolugdo mais célere e permite concentrar a aten¢do nos aspetos importantes do
problema. Entre estes, alguns representam os patos e coelhos em linhas separadas ou
blocos distintos, o que lhes permite maior facilidade de contagem. H4 ainda os que
utilizam representacdes formais, seja para resolver o problema (caso em que nao
conseguem ter €xito), seja para comunicar aos colegas os resultados obtidos (pensando
talvez que desse modo sdo mais convincentes). Num segundo momento, com base na
sua representacdo realizada, ¢ possivel definir uma estratégia de resolucdo. Para estes
alunos, a estratégia mais frutuosa € a tentativa-erro organizada e sistematica. Num
terceiro momento, a aplicacdo desta estratégia requer que os alunos monitorizem o0s

resultados que vao obtendo, de modo a caminharem efetivamente para a solugao.

Os alunos que usam representacdes figurativas tendem a usar uma estratégia de
resolucdo erratica, mostrando muita dificuldade em compreender o problema. Os alunos
que usam representacdes simbodlicas desde o inicio também nao conseguem sucesso na
resolugdo, pois as representacdes que escolhem nao sdo apropriadas para traduzir as
condi¢cdes do problema. S@o os alunos que usam representagdes esquematicas, de
caracter pré-formal (Webb et al., 2008) onde se salientam os aspetos mais relevantes do
problema (numero de patas de cada animal) e se omitem carateristicas irrelevantes
(como aspeto fisico de cada animal), que conseguem formular as estratégias mais
eficientes de resolugdo. A realizacdo de representagdes de natureza muito diversa por
parte dos alunos, com potencialidades bem distintas para a resolu¢do do problema,
mostra a importancia do papel do professor. Investigar o modo como este pode apoiar
os alunos na aprendizagem do uso de representagdes progressivamente mais sofisticadas
e que sejam capazes de usar com pleno significado, como ferramentas intelectuais
poderosas para a resolucdo de problemas, podera ser assim o foco de futuras

investigacdes.
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