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Resumo: Neste estudo analisamos a forma como a utilizacdo do tangram favorece o
aprofundamento da compreensdo do conceito de area em futuros professores dos primeiros
anos de escolaridade. Num contexto de investigacdo sobre a pratica, realizada no ambito de
uma experiéncia de formacao, consideramos o trabalho desenvolvido por um grupo de quatro
estudantes do 2.2 ano de Licenciatura em Educagao Basica no decurso de uma tarefa proposta
a partir do tangram. Tendo por base dados recolhidos através de registos dudio e video
constatamos que o uso deste recurso promove tanto o desenvolvimento de ideias
fundamentais a compreensdo da medida da area, como permite explorar diferentes
abordagens ao conceito de area.
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Introdugao

7

O professor é o elemento-chave para a qualidade da educagdo matematica que é
proporcionada as criangas sendo que lhe cabe a tarefa de organizar o ambiente de sala de
modo a promover as aprendizagens matematicas dos seus alunos (Serrazina, 2002). Varios
estudos mostram que tais aprendizagens sdo influenciadas por aquilo que os professores
fazem na sala de aula (Mewborn, 2003), podendo-se facilmente concluir que a formacao
matematica dos professores é crucial. Esta asser¢do é particularmente dbvia quando falamos
de professores dos primeiros anos de escolaridade, seja pela importancia destes primeiros
anos na definicdo do percurso escolar dos alunos, seja pela fraca formacdo matematica que
muitos dos futuros professores destes niveis de ensino trazem consigo ao ingressarem nos
cursos de formacdo inicial. Muitos destes, marcados por um passado de insucesso em
Matematica, carregam a sua propria experiéncia para as salas de aulas onde irdo ensinar
(Grevholm, 2007).

A formacdo de um professor devera estar orientada com aquilo que dele se espera enquanto
profissional. Formar professores para o ensino da Matematica é um processo complexo que
envolve varios aspetos relacionados entre si. Ponte e Chapman (2008) destacam alguns destes
como sejam os tipos e a natureza do conhecimento, as competéncias, atitudes e valores que o
futuro professor deve desenvolver ou as opgbes curriculares dos programas de formagdo
inicial, incluindo as abordagens pedagdgicas aos temas. Ao nivel do ensino da Matematica nos

! Trabalho realizado no ambito do Projeto P3M — Prdticas Profissionais de Professores de Matemadtica, apoiado pela
FCT — Fundac&o para a Ciéncia e Tecnologia (contrato PTDC/CPE/098931/2008).
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primeiros anos, varios estudos realizados em Portugal e noutros paises ddo conta da
prevaléncia de praticas de ensino dominadas por uma visdo «instrumental», baseada na
mecanizagao de processos algoritmicos (Thompson, 1992; Palhares, Gomes & Mamede, 2002),
tendéncia essa que, apesar de todos os esforgos, continuamos a testemunhar. Entendendo-se
atualmente que o ensino da Matematica deve centrar-se na criacdo de oportunidades de
construcdo ativa do conhecimento, por parte dos alunos, e na criacdo de estruturas
conceptuais que suportem uma compreensao para além da reproducao de procedimentos, é
necessario que a educacdao matemadtica dos futuros professores lhes proporcione um tipo de
conhecimento matematico alinhado com essa perspetiva. Para que se possa refletir de forma
fundamentada acerca dos processos de formag¢ao matematica dos futuros professores e sobre
as implicagbes dessa formagao no desenvolvimento do conhecimento matematico que
necessitam para ensinar, precisamos aprofundar a nossa compreensdo acerca do que
aprendem e como aprendem (Adler, Ball, Krainer, Lin & Novotna, 2005).

Contexto e objetivos

O estudo que apresentamos decorre num contexto de formacdo inicial de professores dos
primeiros anos de escolaridade, numa turma composta por 23 estudantes do 2.2 ano da
Licenciatura em Educacdo Basica a frequentar a unidade curricular de Geometria, Grandezas e
Medida. O modelo predominante de aula nesta unidade assenta na realizacdo de tarefas de
natureza exploratdria/investigativa e na resolucdo de problemas geométricos, recorrendo
muitas vezes a materiais manipuldveis ou recursos tecnoldgicos. No caso em analise o trabalho
decorre em torno do conceito de poligono e pretende-se, por um lado, introduzir o tangram
como recurso de sala de aula e, por outro, fazer uma primeira incursdo no conceito de area.
Este estudo centra-se na utilizacdo do tangram pelos futuros professores e o seu papel no
aprofundamento da compreensao deste conceito.

As questdes que orientam o estudo sao:

— De que forma é que o uso do tangram favorece o aprofundamento da compreensao
do conceito de area nos futuros professores dos primeiros anos de escolaridade?

— Que ideias fundamentais a essa compreensdo sdo articuladas a partir dessa
manipulagdo?

Compreender o conceito de area

Para estabelecer a nogcdo de grandeza num conjunto de objetos é necessario construir uma
relacdo de equivaléncia, definir uma relacdo de ordem e criar uma operacdo de composicao.
Em qualquer um destes aspetos a grandeza area é muito mais complexa do que outras,
nomeadamente o comprimento (Freudenthal, 1999). Medir a drea de um dominio plano é um
processo que se inicia com a compreensdo da area enquanto propriedade que é passivel de ser
guantificada. Envolve a escolha de uma grandeza da mesma natureza, uma unidade, que possa
servir como «termo de comparacdo» com a area a medir. A comparagdo entre unidade e a
figura a medir permitird associar um nimero a quantidade de grandeza. Este processo, geral
para qualquer tipo de grandeza (comprimento, amplitude angular, volume, massa, etc.) soa a
algo estranho para a maioria dos nossos estudantes para quem a determina¢do de uma drea
significa multiplicar dois comprimentos ou utilizar uma qualquer férmula da qual ndo
entendem o significado.
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A construgdao da compreensdao da medida da grandeza area envolve a coordenagdo de uma
rede de conceitos e ideias relacionadas entre si. Varios investigadores identificaram um
conjunto de conceitos fundamentais nos quais assenta essa compreensdo (Lehrer, 2003;
Sarama & Clements, 2009):

1. A compreensdo do atributo: Passa por entender a area como atributo especifico e
intrinseco do objeto em causa e envolve dar um significado quantitativo a uma porcao
limitada de superficie.

2. Conservagdo ou invaridncia: A conservacao significa compreender que determinada
grandeza associada a um objeto ndo se altera se sobre ele se aplicarem determinadas
acdes. No caso da drea o principio da conservacgado implica que uma porgao limitada de
superficie pode ser decomposta e recomposta com uma forma diferente sem que a
area se altere. Este conceito esta muito relacionado com o de aditividade.

3. Transitividade: Tem a ver com a capacidade de obter, por deducdo, uma relacdao de
igualdade ou desigualdade a partir de outras duas (ou eventualmente mais). Por
exemplo, compreender de que se a quantidade de area de uma figura A é igual
(inferior/superior) a quantidade de area da figura B e, por sua vez, a quantidade de
area da figura B é igual (inferior/superior) a quantidade de area da figura C entdo A
tem uma quantidade de area igual (inferior/superior) a da figura C.

4. Decomposicdo em partes iguais: Trata-se da operagdo mental que consiste em
subdividir ou decompor um objeto num nidmero de partes de igual tamanho
(normalmente congruentes). Esta atividade é mais complexa do que se pode imaginar
a primeira vista, uma vez que obriga a que se encare a area como algo que pode ser
«partido» em partes mais pequenas, mesmo antes de se proceder ao ato de medir.
Este processo introduz o conceito de estruturacao em filas organizadas.

5. Unidades e iteragcdo da unidade: Requer conceber a unidade como parte da area a
medir, pelo que a sua iteracdo envolve pavimentar a porc¢do de superficie cuja area se
pretende avaliar. No contexto destas noc¢des, é fundamental entender e
operacionalizar a necessidade de subdividir a unidade e o impacto desta acdo na
medida obtida, para além de que esse preenchimento do objeto se relaciona com a
sua decomposi¢do em partes iguais.

6. Aditividade: Estabelece que a drea de um dominio plano é igual a soma das areas dos
elementos de uma sua partigdo arbitraria.

7. Relagdo entre numero e medida: Medir esta intimamente relacionado com a contagem
tratando-se, porém, de algo conceptualmente mais sofisticado que requer que se
articule a contagem (o discreto) com a natureza das unidades que estdo a ser
contadas/iteradas (o continuo).

8. Estruturagdo espacial: Trata-se da operagdo mental que consiste em construir uma
organizacdo ou configuracdo para um objeto ou conjunto de objetos no espaco.
Envolve a nocdo de que a regido a medir precisa ser completamente preenchida sem
lacunas ou sobreposi¢des. Implica estruturar esse preenchimento em filas de modo a
que iterar uma unidade possa ser visto como iteracdo de filas (linhas ou colunas) de
unidades. E este processo que permite abstrair formulas para o calculo de areas,
coordenando comprimentos e unidades de comprimento de modo a obter unidades
de drea e areas.

Freudenthal (1999) aponta vérias aproximagdes ao conceito de area, das quais se realgam as
seguintes:
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i. Repartigcdo equitativa, que inclui situacdes em que é necessario «partir» uma figura
em partes equivalentes;

ii. Comparagdo e reprodugdo, que inclui situagdes em que é necessdrio comparar (por
inclusdo, por operagdes de decomposicdao e recomposicao de figuras, por medida)
duas porcdes de superficie e também aquelas em que é necessario reproduzir uma
mesma quantidade de area mas com uma forma diferente.

iii. Medicdo, que inclui situacdes que envolvam o preenchimento de uma por¢cao de
superficie recorrendo a figuras congruentes (interpretadas como unidades que sdo
iteradas), operacdes de decomposicdo e recomposicdo (com o objetivo de quantificar
uma area ou deduzir formulas para o seu calculo) ou a utilizacdo de relacGes
geométricas gerais (utilizando comprimentos e férmulas para calcular dreas ou ainda o
uso de transformacbes geométricas como as de semelhangca ou o principio de
Cavalieri, por exemplo).

A utilizacdo das varias aproximacdes oferece uma perspetiva da complexidade do conceito de
area, proporcionando condi¢ées para o desenvolvimento da compreensdao dos conceitos
envolvidos no processo de medicdo e da construcdo de ferramentas conceptuais dai
decorrente — como é o caso das formulas (Lehrer, Jaslow & Curtis, 2003).

O conhecimento matematico do professor

Ninguém hoje questiona a nocdo de que os professores que ensinam Matematica necessitam
de um profundo conhecimento matematico para poderem desempenhar a sua fung¢do. No
entanto, foi-se tornando claro que o conhecimento matemadtico convencional, por muito
avancado que seja, é insuficiente para proporcionar aos professores o suporte para um ensino
orientado para a compreensdo. Nas ultimas décadas muitos investigadores tém procurado
caracterizar aquele que deverd ser um conhecimento matematico multidimensional e
especifico do professor (Shulman, 1986; Ma, 1999; Ball & Bass, 2003; Ball, Thames & Phelps,
2008).

Apesar das vdrias conceptualizagBes, algumas caracteristicas comuns desse conhecimento sdo
identificadas. Uma é a de que um tal conhecimento devera ir além das representagées
simbdlicas e abstratas que sintetizam conceitos e procedimentos, que deve inclui
representagbes alternativas (mais ou menos formais) dos conceitos matematicos e uma
diversidade de aproximagBes a essas nogles, tendo em conta o desenvolvimento ou
construcdo dos mesmos por parte dos alunos. Esta forma «descompactada» de saber
Matematica é especifica do trabalho de ensinar e ndo é, em geral, necessaria fora deste
contexto. Assim, aprender Matematica para ensinar deve incluir oportunidades para
«descompactar» conceitos matematicos e procedimentos que sdo familiares mas que sdo
utilizados sem se pensar muito acerca do que encerram em si. Um tal conhecimento devera
dar ao professor a capacidade de antecipar — erros, mas concec¢les, producdes, interesses e
dificuldades dos alunos. Um conhecimento matematico desta natureza devera ser conexo,
quer entre dominios da Matematica, quer ao longo do tempo, a medida que as ideias
matematicas se desenvolvem e se estendem, tendo em consideragdo a forma como serdo
abordadas ao longo dos varios niveis de escolaridade.
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As tarefas e os recursos

Ensinar Matematica numa perspetiva exploratéria (Ponte, 2005) implica dar aos estudantes a
oportunidade de se envolverem ativamente num trabalho de descoberta e de construgdo do
seu proprio conhecimento. Para que tal possa acontecer é necessario que lhes sejam
propostas tarefas que permitam observar o surgimento de conceitos matemadticos em
contextos propicios a compreensdo e a (re)construcdo de significados. Por esse motivo, a
preparacao de tarefas matematicas é um aspeto extremamente importante na formacao
inicial de professores. Peled (2007) propde uma classificacdo das tarefas em funcdo de
objetivos formativos bem definidos e que podem ser psicolégicos, -curriculares,
epistemolégicos ou pedagdgicos. A tarefa a partir da qual se baseia este estudo insere-se em
objetivos psicoldgicos, na medida em que se espera que os futuros professores ultrapassem
dificuldades analogas aquelas encontradas pelas criancas na abordagem ao conceito de drea e
sua medida. Por outro lado, o seu enquadramento num conjunto mais vasto de tarefas coloca-
a no ambito de objetivos epistemoldgicos, uma vez que se promove a construcdo de conexdes
entre tépicos através da identificacdo de estruturas semelhantes de modo a facilitar a sintese

e a generalizacdo (Peled, 2007).

Aprendizagens significativas pressupdem tarefas orientadas para a compreensdo das ideias
matematicas. Neste contexto os recursos educativos jogam um papel muito importante uma
vez que podem fornecer suporte para diferentes representagcées dessas nog¢des ou
inclusivamente para lhes dar significado. O conceito de «recurso» pode ser bastante amplo e
incluir coisas tdo obvias como o professor, mesas e cadeiras ou ainda a linguagem, mas
quando falamos de recursos tendemos a referir-nos a recursos materiais. Adler (2000)
distingue varias categorias de recursos materiais: tecnoldgicos, escolares especificos, objetos
matematicos e objetos do dia-a-dia.

O que define a ligacdo entre o trabalho matematico na sala de aula e os recursos é a forma
como estes ultimos sdo utilizados, ou seja, a sua transparéncia (Gravemeijer, 2005). Este
conceito foi desenvolvido por Lave e Wenger e associa a transparéncia de um artefacto a
compreensdao do modo de funcionamento do mesmo e as formas como o seu uso se torna
parte do processo de aprendizagem. Para que um recurso seja transparente (permitindo assim
0 acesso a uma determinada prdtica) é necessario um equilibrio entre as suas fungdes
complementares de visibilidade e invisibilidade. A fungdo de visibilidade é estabelecida no
momento em que o recurso entra na sala de aula e se torna o centro das atengdes. A partir do
momento em que os estudantes se familiarizam com o recurso e o comegam a encarar como
um meio para aprender conceitos matematicos (deixando de ser ele mesmo o centro da
atencdo) o recurso passa a assumir a sua funcdo invisivel. A transparéncia ndo é, portanto,
uma caracteristica inerente ao proéprio recurso mas antes uma fung¢do do seu uso na pratica,
em contexto de sala de aula. Deste modo, a forma como os estudantes utilizam os recursos
para aprender Matematica ndo depende dos conceitos que consideramos que O recurso
encerra em si mesmo mas antes é funcdo das interagdes com os significados que lhes
atribuem, da tarefa proposta pelo professor, da regulacdo da atividade dos estudantes e da
cultura de sala de aula (Adler, 2000).

Metodologia do estudo

O estudo apresentado insere-se num trabalho mais abrangente que visa compreender a forma
como os futuros professores dos primeiros anos de escolaridade aprofundam a sua
compreensdo dos conceitos relacionados com a medida em Geometria, em resultado de uma
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experiéncia de formacdo (Cobb, 2000; Simon 2000); que decorre no contexto descrito
anteriormente. O estudo assume uma abordagem tedrica interpretativa, no sentido em que é
apresentada por Erickson (1986). Trata-se de uma investigacdo sobre a pratica (Borko, Liston &
Whitcomb, 2007), onde o investigador, que é simultaneamente o docente da unidade
curricular referida, procura compreender aspetos da sua pratica no seu contexto local.

Os participantes neste estudo sdo quatro estudantes da turma do 2.2 ano do curso de
Licenciatura em Educacao Basica da Escola Superior de Educacdo de Santarém, escolhidas por
apresentarem percursos escolares distintos, no que ao estudo da Matematica diz respeito, e
por pretenderem no futuro ingressar numa carreira de professoras no 1.2 ou 2.2 ciclos do
ensino basico. O facto de constituirem um grupo natural de trabalho também foi um fator de
decisdo importante. Os dados usados neste estudo foram recolhidos a partir da gravagao dudio
e video de um momento de aula, em que os estudantes da turma se encontram a realizar a
tarefa proposta. O trabalho desenvolvido pelo grupo foi visionado e parcialmente transcrito,
procurando-se identificar na atividade das estudantes as ideias fundamentais e as
aproximacdes ao conceito de area, enumerados em 1 a 8 e i a iii da sec¢do «Compreender o
conceito de area».

A integracao do tangram como recurso de sala de aula

O tangram é um conhecido puzzle composto por sete pecas com formas de poligonos que
guardam entre si relacbes matematicas importantes. A primeira tarefa proposta é a sua
construcdo, pelos estudantes, a partir de um pedaco de cartolina com forma de quadrado. Os
estudantes estdo organizados em pequenos grupos de 3 ou 4 elementos, sendo distribuidos
pelos individuos quadrados (congruentes mas diferentes na cor) em cartolina. Através de
indicacOes verbais envolvendo no¢des geométricas elementares tais como ponto médio de um
segmento, diagonal e lados consecutivos de um poligono, cada aluno traca no seu quadrado
de cartolina as linhas por onde ird recortar de modo a obter as sete pecas. O tangram foi
posteriormente usado em atividades de desenvolvimento de capacidades de visualizagdo
espacial, no estudo das propriedades dos poligonos e dos conceitos de perimetro e area.

A tarefa que é proposta aos estudantes apds a construgao, e aquela em cuja realizagao deste
estudo se baseia, é a identificagcdo, entre as sete pec¢as do tangram, dos poligonos que sdo
congruentes, dos que sdao semelhantes e dos que s3o equivalentes. Ndo se antecipam
dificuldades com a nog¢do de congruéncia uma vez que foi ja estudada em aulas precedentes
na unidade curricular. Também o conceito de semelhanca foi j& abordado em situagGes
anteriores e nesta fase, apesar de ainda ndo ter sido completamente sintetizado, é ja
conhecido dos estudantes. Um dos aspetos tidos em conta na discussdo da tarefa é a
importancia de sublinhar a relagdo entre estes dois conceitos, na medida em que a
congruéncia é um caso particular de semelhanca. Jad a no¢do de equivaléncia surge aqui pela
primeira vez na unidade curricular. Pretende-se introduzir a nocdo de area enquanto grandeza,
isto é, area enquanto propriedade intrinseca de uma figura bidimensional, correspondente a
porcdo de superficie que se encontra delimitada pela sua fronteira. Ndo sendo dado aos
estudantes uma explicitacdo do conceito nem do que se entende por figuras equivalentes,
pretende-se que olhem para os varios poligonos e que vejam para além da sua forma e dos
seus elementos (lados e dngulos), focando-se na porg¢do de superficie que ocupam. Assim,
discutindo em pequenos grupos, espera-se que vao chegando a conclusdo da relagdo dbvia
entre a congruéncia e equivaléncia (duas figuras congruentes sao equivalentes) mas também,
progressivamente, a possibilidade da existéncia de figuras que tendo formas diferentes
ocupam a mesma quantidade de espago bidimensional. Para tal, espera-se que os estudantes
usem compara¢do direta (sobrepondo as vdrias pegas duas a duas e concretizando a
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comparacdo recorrendo a um processo mental de decomposicdo e recomposi¢do das figuras)
ou a comparagao indireta (tomando alguma das pe¢as como unidades de conveniéncia).
Antecipa-se assim que a manipulacdo deste material seja importante na construcdo da
particdo do conjunto das sete pecas em classes de equivaléncia — subconjuntos de figuras com
area igual — passiveis de serem ordenadas segundo as diferentes quantidades da grandeza.

Analise e discussdo da atividade desenvolvida

Apds cada estudante construir o seu préprio tangram foi proposto que identificassem quais as

figuras congruentes, quais as figuras semelhantes e quais as que eram

equivalentes. Tal como se esperava, a questdo da congruéncia foi resolvida A D
de forma muito rdpida e sem dificuldades. Apesar de terem a sua disposicdo 5 E
uma figura com a representacdo do tangram (com as vdrias pegas £
designadas por letras de A a G, conforme mostra a figura ao lado) as G c

estudantes preferiram usar as pecgas que construiram, sobrepondo os dois
pares de triangulos congruentes como meio de validacdo das suas respostas. A procura do
estabelecimento de uma relagdo entre o quadrado e o paralelogramo leva a um didlogo no
seio do grupo.

Amélia: Entdo o G e o E? Devem relacionar-se em alguma coisa.

A Carla sobrepbe as duas figuras e a Mariana afirma que “se inclinarmos os lados [do
paralelogramo] fica igual ao quadrado, por isso eles sdo...” — e ndo soube como completar. Esta
afirmacdo tem tanto de interessante, no que a equivaléncia entre figuras diz respeito, como de
inesperada. De facto, aquilo que a Mariana parece identificar, apesar de ndo o verbalizar da
melhor forma, é uma transformacdo que preserva a drea e que é referida por Freudenthal
(1999) como «shearing», termo que vem da mecéanica e designa a deformacdo causada pela
aplicacdo de forgas paralelas em sentidos opostos. E evidente que a afirmag¢do da Mariana ndo
esta correta, uma vez que alterar a orientacdo dos lados (tornando retos os angulos internos)
do paralelogramo nao daria origem a um quadrado, antes a um retangulo com uma area
maior. No entanto, é claro que a Mariana identifica, nas duas figuras, bases e alturas iguais, o
que pelo principio de Cavalieri resultaria em dareas iguais. Temos aqui uma aproximacdo ao
conceito de drea por via da medicdo com recurso a relagGes geométricas entre as figuras. A
Mariana percebeu que existia uma relagdo forte entre estas figuras, ndo conseguindo naquele
momento decidir a designacdo a dar a tal relacdo. No caso da Amélia, que é quem origina o
didlogo que conduz a observacdo da Mariana, ndo é claro se pensou da mesma forma ou se
apenas se limitou a considerar o quadrado e o paralelogramo por serem o0s Unicos
quadrilateros do tangram.

Em consequéncia das muitas duvidas em torno dos significados das palavras «semelhantes» e
«equivalentes», o professor leva a discussdao em torno destes conceitos para toda a turma. So
quando o professor desloca o conceito para outro contexto de medida ndo geométrica
(dinheiro) é que as estudantes estabelecem a no¢do de equivaléncia como tendo a ver com o
«ocupar o mesmo espago». Para a Celeste foi claro desde o primeiro minuto que duas figuras
seriam equivalentes se tivessem a mesma drea e é ela que a certa altura assume a conduc¢do
da discussdo do grupo:

Celeste: Se os juntares assim [sobrepondo quadrado e paralelogramo] tens metade de um
e metade de outro [apontando para as partes das pegas que ndo ficam sobrepostas].

Amélia: Pois é, o que sobra é metade de cada um.
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Neste didlogo fica evidente a presenca de alguns dos conceitos em que assenta a compreensao
da grandeza — a conservacgdo, a decomposicdo em partes iguais e a transitividade, com base
nos quais se estabelece a equivaléncia entre o quadrado e o paralelogramo. Aqui a abordagem
ao conceito de area é feito por comparacdo, usando transformacdes de decomposicdo e
recomposicdo. A comparacdo partindo da sobreposicdo das duas figuras assume-se a partir
deste momento como a forma privilegiada de argumentacdo e de justificacdo. Nesta altura
esta também ja estabelecida a equivaléncia entre as pecas congruentes (tridngulos grandes e
triangulos pequenos), sé ainda ndo se estabeleceu a equivaléncia do triangulo médio com o
paralelogramo e o quadrado. A este é até atribuida (pela Celeste) uma classe de equivaléncia
da qual é o Unico elemento. No entanto, da manipulagao dos dois tridangulos pequenos surgem
novas perspetivas. A Carla forma um quadrado a partir dos dois tridngulos pequenos. Ao
sobrepor o quadrado e o paralelogramo a Mariana observa:

Mariana: Se dividirmos este [paralelogramo] em dois tridngulos temos um quadrado,
entdo estes sdo equivalentes.

Amélia: Pois é, dois triangulos formam um quadrado [e sobrep&e os dois triangulos com o
quadrado].

Este comentario revela o desenvolvimento de uma aproximacdo a no¢ao ndo apenas por via da
decomposi¢cdo em partes iguais mas também emerge aqui a utilizacdo da nocdo de unidade e
da sua iteracgdo.

Ao serem interpeladas pelo professor acerca do tridngulo médio, afirmam que ndo é
equivalente a nenhuma das outras. No entanto, hd muito pouca certeza deste ponto de vista e
tentam estabelecer a equivaléncia do tridangulo médio com o quadrado e com o
paralelogramo. A Carla e a Celeste sobrepem o triangulo médio e o paralelogramo e
raciocinam de forma semelhante aquela que fizeram anteriormente, comparando apenas as
partes dos poligonos que ndo se sobrepdem. A Amélia e a Mariana procuram construir o
triangulo médio utilizando os dois triangulos pequenos.

Mariana: O G e o C sdo equivalentes... para C sdo precisos dois tridngulos... para G é a
mesma coisa, sdo precisos dois triangulos [pequenos] para fazer o paralelogramo.

Carla: Também podiamos fazer assim [mostra as duas figuras sobrepostas], cortando esta
parte [a parte ndo sobreposta do paralelogramo] e colocando-a aqui [a parte ndo
sobreposta do triangulo médio].

Nesta fase, a Celeste ja assumiu que o triangulo médio é equivalente ao paralelogramo e ao
guadrado mesmo ndo o tendo comparado diretamente com este Ultimo (apenas o faz a pedido
do docente). Apesar de ndo o explicitar, percebe-se que se apoia na transitividade, uma vez
gue apenas comparou o paralelogramo com o quadrado (numa primeira fase) e o
paralelogramo com o tridngulo médio, concluindo que as trés figuras sdo equivalentes. A Carla
chega a mesma conclusdo mas demonstra uma maior necessidade de confirmar sobrepondo
as pecas duas a duas das trés formas possiveis para definir a classe de equivaléncia. E na sua
percecdo que se apoia, ndo na transitividade da relagdo de equivaléncia, e por isso a
manipulagdo para ela é muito importante. Para a Mariana e para a Amélia as coisas ndo estdo
assim tdo claras. Uma vez que preenchem a superficie do quadrado com os dois triangulos
peguenos, consideram (corretamente) que o quadrado é equivalente a composicdo dos dois
tridangulos pequenos concluindo (erradamente) que o quadrado e o tridngulo pequeno sdo
equivalentes.

Mariana: O C e o E sdo equivalentes. O D e o E também.

Amélia: Ou seja, sdo todos!
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Mariana: Pois, sdo todos.

Gera-se uma discussao.

Carla: Como assim?

Celeste: Nao!

Carla: O F s6 ocupa uma parte, tu ndo consegues preencher o quadrado com o F.

Mariana: Entdo espera ail O F é igual ao D, ndo é? Mas os dois da para preencher o
guadrado.

Celeste: Mas tu tens de comparar s6 duas figuras, ndo podes comparar trés.

Professor: Sim, mas vocés podem usar as outras figuras para vos ajudar a pensar. Ndo se
esquecam do que significa duas figuras serem equivalentes...

Mariana: E ocupar o mesmo espago...

Agora a Mariana e a Amélia usam os triangulos pequenos como unidade para medir a area das
trés figuras equivalentes, preenchendo a vez o quadrado, o tridngulo médio e o paralelogramo
com os tridngulos pequenos estabelecendo a partir daqui a equivaléncia das trés figuras. Este
didlogo ilustra a diferenca conceptual entre uma abordagem ao conceito de area por
comparacdo e reproducdo e a abordagem por medicdo, onde intervém uma terceira figura, a
unidade, que é iterada. Aqui, torna-se necessario que os estudantes compreendam que a
unidade desempenha um papel especifico no processo de medicdo e que é do nimero de
unidades iteradas que surge a medida que permitira, neste caso, estabelecer a equivaléncia
entre as trés figuras.

Neste episdédio podemos testemunhar a utilizagdo do recurso para explorar varias
aproximacbes ao conceito de darea. A sobreposicdo (comparacdo direta) de figuras
equivalentes ndo congruentes conduziu a decomposicdo em partes iguais uma vez que as
partes sobrepostas sdo congruentes as partes ndo sobrepostas das figuras. Por esse motivo, as
estudantes referiram-se a estas partes como “metades”. A utilizagao dos triangulos pequenos
permitiu reproduzir outras figuras, precisamente aquelas que se pretendiam comparar,
ocorrendo transformagbes de decomposicao e recomposicdo de figuras. A utilizacdo dos
triangulos pequenos no preenchimento das formas a comparar permitiu que a nogao de area
surgisse ligada a um processo de medida, assumindo estes tridangulos o papel de unidade. A
manipulagdo deste recurso possibilitou passar de uma abordagem para outra, estabelecendo
relagbes entre perspetivas, contribuindo para que se desenvolva uma compreensdo do
conceito de area e introduzindo a no¢do de medida da area.

Conclusoes

Da realizacdo deste estudo conclui-se que o uso do tangram favoreceu a aproximac¢do ao
conceito de drea, seja pela comparacdo e reproducdo (recorrendo a operacbes de
decomposicdo e recomposicdo de figuras), seja pela medicdo (pelo preenchimento da porcdo
de superficie com unidades). Permitiu o estabelecimento da noc¢do da grandeza area, através
da decomposicdo do conjunto das varias pecas em classes de equivaléncia, a definicdo de uma
relacio de ordem entre elas (por inclusdo) e a materializacdo de uma operagdo de
composicdo. A determinacdo da equivaléncia das trés pecas ndo semelhantes do tangram
levou a definicdo de critérios e de operacGes mentais que fundamentassem argumentos e
demonstracdes intuitivas levando as estudantes a construcdo de um verdadeiro processo de
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medicdo, envolvendo comparagdo, conservagao, aditividade, a criagdo de uma unidade de
medida conveniente para a situacdo e a sua iteragdo (Freudenthal, 1999; Lehrer, Jaslow &
Curtis, 2003).

No decurso da tarefa, a manipulagdo deste recurso forneceu oportunidades para desenvolver
e articular varios conceitos fundamentais para a compreensdo da medida da drea, em
particular, a compreensdao do atributo, a decomposicdo em partes iguais, o conceito de
unidade e sua iteracdo. Outros conceitos, nomeadamente a conservacao e a aditividade foram
assumidos pelas estudantes de forma imediata e sem dificuldades, o que podera levar a crer
gue essas noc¢des encontram-se ja, dado o nivel de escolaridade, relativamente assimiladas. A
relagdo entre o nimero e a medida ndo aparece nesta tarefa de forma muito elaborada
(limitando-se a medida das trés pecas equivalentes igual a dois tridngulos pequenos), nem
tampouco a estruturagdo espacial (Sarama & Clements, 2009). No entanto, a tarefa
apresentada neste trabalho é apenas a primeira de uma sequéncia de propostas com o
objetivo de trabalhar o conceito de area e sua medida, utilizando este e outros recursos.

Outros aspetos dignos de referéncia tém a ver com, por um lado, a forma como o tangram foi
integrado na prdpria tarefa e, por outro, as limitagdes encontradas no uso deste recurso.
Sendo o tangram conhecido dos estudantes enquanto puzzle, consideramos que a sua
construcgdo pelos estudantes foi uma forma de ativar a funcdo de invisibilidade do recurso. Em
vez de partir para a atividade de exploracdo usando conjuntos ja feitos e fornecidos aos
estudantes, a construcdo pelos préprios do recurso permitiu uma focalizagdo nas relacGes
matemadticas presentes nas pecas e, consequentemente, possibilitou redirecionar a atencdo
dos estudantes do jogo para os conceitos matematicos que se pretendiam estudar (Adler,
2000). Relativamente ao uso deste recurso, a par dos beneficios identificados, detetdmos
também alguns condicionalismos. Em primeiro lugar, o tangram revelou-se insuficiente para
abordar o conceito de area por via de algumas transformacdes que a conservam, como é o
caso do «shearing» descrito atrds, identificado pela Mariana, e cuja explora¢cdo se mostrou
menos natural (dadas as caracteristicas do proprio material) do que a decomposicdo e
recomposicdo de figuras (Freudenthal, 1999). Em segundo lugar, notou-se na atividade
desenvolvida pela Celeste que a nog¢do de transitividade e o seu uso para fazer dedugbes
tendia a diminuir a necessidade de manuseamento deste recurso. Esta estudante foi a Unica
qgue ndo necessitou de comparar diretamente as trés figuras equivalentes entre si, duas a duas,
de todas as formas possiveis, e a partir de certa altura apenas utilizou o puzzle com objetivo de
validar perante o grupo as suas opinides. Este facto leva-nos a questionar se o seu uso pelas
restantes colegas ndo as possa ter, de algum modo, inibido de utilizar mais o raciocinio
transitivo. No entanto, a utilizacdo deste recurso revelou-se extremamente pertinente e
apropriada, seja pela necessidade de as futuras professoras reconstruirem um conceito
fundamental na Matemadtica que terdo um dia de ensinar, seja pelo conhecimento do préprio
recurso ou pelo modo de trabalhar na sala de aula.
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