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RESUMO

Nesta dissertacao aborda-se uma variante de Problemas de Arvores em Gra-
fos onde, para além de custos associados as ligagoes entre os nodos, existem
também custos associados ao grau dos nodos. Esta variante é motivada no
contexto de redes de telecomunicagoes, onde estes custos se encontram asso-
ciados a equipamento de routing que é necessario instalar em todo os nodos
que estejam ligados a mais do que um nodo na rede. Neste tipo de redes é
ainda usual restringir o nimero maximo de ligacoes de cada vértice de forma
a reduzir interferéncias de sinal. Esta variante é aplicada a dois problemas
classicos de Arvores em Grafos: o problema da Arvore de Suporte de Custo
Minimo e o problema da Arvore de Steiner com Recolha de Prémios. Incor-
porando esta variante nas formulagoes tradicionalmente utilizadas para estes
problemas chega-se a modelos nao lineares, devido a presenca dos custos as-
sociados ao grau dos vértices. Duas técnicas de reformulagao de modelos sao
entao utilizadas: a técnica de Reformulacao por Discretizacao e a técnica de
Reformulacao por Caminhos. Ao utilizar qualquer uma destas duas técnicas
no modelos tradicionais, obtém-se modelos lineares. Além disso, as duas
técnicas permitem construir conjuntos de desigualdades validas que ao ser
adicionadas a um modelo fortalecem-no no que diz respeito a respectiva re-
laxacao linear. A segunda técnica s6 pode ser aplicada ao primeiro problema
devido a existéncia de uma estrutura de Saco Mochila, presente neste pro-
blema.

Os modelos apresentados sao comparados utilizando um conjunto de

instancias com 25 e 50 nodos.

Palavras-chave: Arvore de Suporte, Arvore de Steiner, Reformulagao

por Discretizacao, Reformulagcao por Caminhos, Saco Mochila.






ABSTRACT

In this dissertation a new variant of Tree Problems in Graphs is considered.
In this variant, besides the costs associated to the links between the nodes,
there also exist costs associated with the degree of the nodes. This variant
is motivated in the context of telecommunications networks where this type
of costs is associated with routing equipment that has to be installed in
every node that is connected with more than one node in the network. In
this kind of networks it is usual to limit the number of links in any node to
prevent signal interferences. This variant is applied to two classical problems:
the Spanning Tree Problem and the Prize-collecting Steiner Tree Problem.
By integrating this variant in traditional formulations for these problem one
obtains non-linear models, due to the presence of the costs associated with
the degree of the nodes. Two reformulations techniques are then used: the
Reformulation by Discretization technique and the Reformulation by Paths
technique. Linear models are obtained by using any of these two techniques
in the traditional models. In addition, different sets of valid inequalities can
be constructed with the use of these techniques which, when added to a
model, strengthen it in terms of the respective linear relaxation. The second
technique can only be applied to the first problem due to the existence of a
Knapsack structure present in this problem.

The presented models are compared using a set of instances with 25 and 50

nodes.

Keywords: Spanning Tree, Steiner Tree, Reformulation by Discre-

tization, Shortes-Path Reformulation, Knapsack.
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A hundred times a day I remind myself that my inner and outer
life depends on the labor of other, living and dead, and that [
must exert myself in order to give in the same measure as I have

received and am still receiving.

Albert Einstein
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NOTACAO UTILIZADA

Notacao associada ao desenho da rede

oV Conjunto de nodos, V = {1,...,n};
o I Conjunto de arestas (num grafo nao orientado), £ C V?;
o F(i) Conjunto de arestas, e = {i, j} € F, incidentes no nodo i;
o A Conjunto de arcos (num grafo orientado), A C V?;
o A(S) Conjunto de arcos, (i,j) € A, taisque i, € SCV (A(V) = A);
e A(Q,S) Conjunto de arcos, (i,7) € A, taisquei € Q,j € Se@,S CV;
e A(S,S) Conjunto de arcos, (i,j) € A, taisquei € S=V\{S},j€SeS CV;
o A" (i) Conjunto de arcos, (i,7j) € A, divergentes do nodo i

(A"() = A{i1, V\{i}) )
o A (i) Conjunto de arcos, (j,i) € A, convergentes no nodo i

(A () =AV\{i} {i}) );
e d(7) Grau do nodo i no grafo ( d(i) = |E(7)] );
e g7 (i) Grau externo do nodo 7 na solugao;
® g (i) Grau interno do nodo ¢ na solugao;
e g(7) Grau do nodo 7 na solugao ( g(i) = g+ (i) + ¢~ (i) );
°ec, Custo da aresta e € E;
® i Custo do arco (i,j) € A.

Notacao tecnoldgica

o) Capacidade (ntmero de portas) de cada médulo de interface;
o M Quantidade maxima de moédulos instalados em cada nodo;
o K Custo (fixo) associado a matriz de routing;
o Ky Custo (varidvel) associado a cada mddulo de Arco Desagregadas.



Xvi

Notacao associada aos modelos

e Adm(P) Conjunto de solu¢oes admissiveis do modelo P;

e Opt(P) Conjunto de solucoes 6ptimas do modelo P;

o V(P) Valor éptimo do modelo P;

e LP Relaxacao Linear do modelo P;

e Conv(X) Envolvente convexo do conjunto X'

e proj.(R) Projeccao do poliedro R no espago das varidveis x, i.e.,
{z: (z,y) € R para algum y};

o U™(O) > 0eo Vi’

e U(O) > _gee Vo-

Notacao diversa

o B {0,1}"™, conjunto dos vectores binarios de dimensao n
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Capitulo 1

Introducao: Revisao de
Modelos e Técnicas de

Reformulacao

Este capitulo encontra-se dividido em trés sec¢oes principais. Na Seccao 1.1
faz-se um resumo histérico de alguns problemas de determinacao de arvores
em grafos, nomeadamente daqueles que serao abordados nos Capitulos 3 e 4:
o Problema da Arvore de Suporte de Custo Minimo e o Problema da Arvore
de Steiner com Recolha de Prémios. Para estes dois problemas sao apresen-
tadas algumas formulagoes que surgem tradicionalmente na literatura, com
destaque para aquelas que serao mais tarde utilizadas para os problemas em
estudo. A Seccao 1.2 introduz alguns problemas de determinacao de arvores
em grafos com restrigoes a sua estrutura topologica, dando especial atencao a
restricao de grau mdzrimo em cada nodo, restricao que sera considerada nos
dois problemas estudados na dissertacao. Na Seccao 1.3 sao revistas duas
técnicas de reformulagao de modelos: a reformulagao por discretizacao e a

reformulagao por caminhos.



2 1.1. PROBLEMAS DE ARVORES

1.1 Problemas de Arvores

Qualquer problema de Arvores em Grafos pode ser formulado num grafo co-
nexo nao orientado, G = (V, E c.), onde V. = {1,...,n} é o conjunto de
nodos e £ C V? é o conjunto das arestas. Cada aresta e € F tem um
custo, usualmente nao negativo, c. > 0, associado a sua utilizacao. No en-
tanto, num estudo efectuado por Magnanti e Wolsey (ver [43]), os autores
concluem que se obtém formulagoes mais compactas e/ou com relaxagoes li-
neares mais fortes se o problema for definido num grafo orientado. Seguindo
este resultado, os problemas em estudo ao longo da dissertacao serao modela-
dos numa versao orientada do grafo original, G = (V| E,c.). O problema da
determinacao de uma arvore no grafo nao orientado torna-se assim no pro-
blema da determinagao de uma arborescéncia (érvore orientada) num grafo
orientado, G = (V, 4, ¢;;), obtido do grafo original, onde o conjunto de no-
dos se mantém e onde A representa o conjunto de arcos. Como qualquer
arborescéncia em G tem de se ser orientada a partir de um nodo especifico,
é necessario considerar um nodo-raiz genericamente designado por r. Pela
natureza simétrica dos custos ¢;;, este nodo r pode ser um nodo escolhido
arbitrariamente em V' ou num seu subconjunto (quando se conhece, a par-
tida, um conjunto de nodos que obrigatoriamente tem de estar presente na
solu¢do) ou um nodo extra, i = 0, ficticio (quando nao se conhecem, a par-
tida, quais os nodos que estarao presentes na solu¢ao). Cada aresta do grafo
original e{i,j} € FE é substituida por dois arcos no grafo orientado, (3, j),
(7,1) € A, com um custo igual ao da aresta. No caso de r € V', cada aresta
adjacente ao nodo raiz é substituida por apenas um arco (r,j), divergente
da raiz. Quando a raiz é um nodo ficticio, basta adicionar arcos (0, j) com

custo nulo, para todos os nodos j € V.
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1.1.1 Arvore de Suporte de Custo Minimo

Um dos mais antigos problemas de determinagao de arvores num grafo a ser
estudado foi o problema da Arvore de Suporte de custo minimo (ASup) para
o qual existem algoritmos que permitem obter a solucao 6ptima em tempo
polinomial (ver [40, 50]). O problema ¢é definido da seguinte forma: dado um
grafo conexo definido por um conjunto de nodos e um conjunto de arestas
com custos associados, o problema consiste em determinar a arvore que inclui
todos os nodos do grafo e cujo custo total das arestas escolhidas é minimo.
Num grafo orientado o problema consiste em determinar a arborescéncia ori-
entada a partir do nodo 7, que inclui todos os nodos de V' e cuja soma dos
custos dos arcos na solucao é minima. Para construir um modelo genérico
para o problema (Asup) num grafo orientado, considere-se o seguinte con-

junto de variaveis topoldgicas bindrias:

. 1 se o arco (7,7) esta na solugao
V(i,j)eA, x; =
0  caso contrario

O modelo genérico para o (ASup) é apresentado na Figura 1.1

(i,J)EA

sa: X(A (i) =1 ieV\{r} (1.2)
{(,j) € A:z;; =11} é conexo (1.3)
Tij € {0,1} (i,j) € A (1.4)

Figura 1.1: Modelo genérico para o (ASup).
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As restrigoes (1.2), designadas por restri¢ées de grau interno, garantem que
qualquer nodo i € V\{r} estd presente na solucao, havendo exactamente
um arco a chegar a cada nodo excepto para o nodo r, a partir do qual a
arborescéncia esta orientada. As restrigdes (1.3) sdo aqui apresentadas de
uma forma genérica e garantem que a solucao é um subgrafo conexo de G.
Podem ser representadas por diversos conjuntos equivalentes de restrigoes
lineares. Em conjunto com as restrigdes (1.2) garantem que a solu¢ao tem
uma estrutura de arborescéncia de suporte.

O modelo genérico da Figura 1.1 pode ser usado para obter diversas for-
mulacoes, utilizando conjuntos de restrigoes ja conhecidos para garantir a
conexidade da solucao, dos quais se apresentam de seguida quatro conjuntos.
Os dois primeiros conjuntos de restri¢oes originam formulagoes ditas natu-
rais, pois apenas envolvem as varidveis topologicas, x;;, enquanto os dois
ultimos originam formulacoes ditas estendidas, pois para além das variaveis

topologicas, z;;, envolvem também um outro conjunto de varidveis adicionais.

1.1.1.1 Restricoes de Corte

O primeiro conjunto é uma versao orientada das chamadas Restricoes de

Corte RC' (ver [43]):

X(AS,8)>1  SCV\{r}|S|>2 (1.5)

Para qualquer conjunto de nodos que nao contenha a raiz, estas restrigoes,
em numero exponencial, garantem que haja pelo menos um arco convergente
num desses nodos com origem num dos nodos do conjunto complementar

(onde se encontra a raiz). Quando S = {i}, a restrigao de corte associada
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reduz-se a X(A (7)) > 1 que é dominada pela restri¢ao de grau interno (1.2)
para o nodo i e portanto sé ¢ necessério considerar restrigoes RC' com |S| > 2.
As restrigoes RC', por si 86, nao garantem a nao existéncia de subcircuitos.
Apenas quando conjugadas com as restri¢oes de grau interno (1.2), permitem
garantir a estrutura de arvore da solucao. De facto, ao somar as restricoes

de grau interno para todos os nodos i € V\{r}, obtém-se:

> XA ()=n-1

iE€V\{r}

Como X (A" () =0 e X(A(V)) =Yy X(A"(0)) = Xy X(A (0)) fica
garantido que qualquer solucao terd apenas n — 1 arcos e sendo conexa nao

podera conter subcircuitos.

1.1.1.2 Restricoes de Eliminacao de Subcircuitos

Outro conjunto de restri¢oes lineares que é usual utilizar neste contexto (ver
[43]) é uma versao orientada das chamadas Restricoes de Elimina¢ao de Sub-

circuitos RES":

X(AWS) <[S[-1  SCV\{r},|5] =2 (1.6)

assim designadas pelo facto de que um circuito que envolva apenas |S| nodos,
tem exactamente |S| arcos. A titulo de exemplo, quando S = {i,j} a res-
tricao de eliminacao de subcircuitos associada a este conjunto €, z;; +x;; < 1,
que indica que um arco e o seu simétrico nao podem estar simultaneamente
na solucao (ou seja, no grafo original, qualquer aresta na solugao s pode ser
percorrida num sentido a partir do nodo 7). Ao garantir, para todo o con-

junto S, que o nimero maximo de arcos com ambos os nodos contidos em
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S é no maximo |S| — 1, garante-se a inexisténcia de subcircuitos em V\{r}.
Visto no grafo G = (V, A, ¢;;), versao orientada do grafo original, ndo existi-
rem arcos convergentes no nodo r, a presenca da raiz em qualquer conjunto
S nunca ird criar um circuito, dai sé ser necessario garantir as restricoes de
eliminagao de subcircuitos para conjuntos S C V\{r}.

Estas restricoes por si s6 nao garantem a conexidade da solucao! mas, quando
conjugadas com as restrigoes de grau interno (1.2), garantem a estrutura de
arvore da solugao. Além disso, utilizando as restricoes RES para modelar a
restrigao genérica (1.3), o conjunto de solugoes admissiveis da relaxagao linear

do modelo assim obtido tem todos os pontos extremos inteiros (ver [43]), i.e.:

Adm(LSUP ~RES) = conv(AS)

onde (SUP~RES) = {(1.1),(1.2),(1.4) e (1.6)} e AS designa o conjunto de
vectores de incidéncia das arvores de suporte do grafo original G = (V, E, c.).
Na versao nao orientada do modelo (SUP ~ RES) o resultado anterior
também se verifica. Magnati & Wolsey [43] mostram que, na versao ori-
entada, as restrigoes RC' e as restricoes RES sao equivalentes, para qualquer
conjunto de nodos que nao inclua a raiz. Assim sendo, é possivel substituir
as restrigoes RES pelas restricoes RC' no modelo, sem que o conjunto de

solugoes admissiveis da relaxacao linear do problema sofra alteragoes, ou seja:

Adm(LSUP ~RC) = Adm(LSUP ~ RES) = conv(AS)

onde (SUP ~ RC') = {(1.1),(1.2),(1.4) e (1.5)}. Na versao nao orientada
do modelo (SUP ~ RC') o resultado anterior nao se verifica. De facto, na
versao nao orientada, o conjunto Adm(SUP ~ RC') tem geralmente pontos

extremos fraccionérios.

!Basta considerar, por exemplo, a solugao z;; =0V (i,7) € A.
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1.1.1.3 Sistema de fluxos com comodidade tinica

A utilizagao de qualquer um dos conjuntos de restrigoes RES ou RC origina
modelos com um nimero exponencial de restricoes. Uma forma de reduzir o
numero de restrigdes que garantam a conexidade da solucao, fazendo uso do
facto do problema ser formulado num grafo orientado, consiste em usar for-
mulagoes estendidas. Para tal, é possivel combinar a estrutura topologica nas
varidveis x;; com uma estrutura de fluxos envolvendo um novo conjunto de
variaveis. Obtém-se assim formulagoes compactas, ou seja, com um numero

polinomial de varidveis e restrigoes.

Esta estrutura de fluxos serve para modelar caminhos com origem na raiz e
destino em cada um dos nodos i € V\{r} e assim garantir a conexidade da
solugao. Estes caminhos podem ser definidos através de uma unica comodi-
dade ou através de multiplas comodidades. Nos resultados computacionais
apresentados nos Capitulos 3 e 4, a sigla SC (do inglés single commodity)
associada a um dado modelo P indicara que no modelo P ¢ utilizado um sis-
tema de fluxos com comodidade tinica para garantir a conexidade da solucao.
De igual forma, a sigla MC' (do inglés multicommodity) indicara que no mo-

delo P é utilizado um sistema de fluxos com multiplas comodidades.

Utilizando apenas uma comodidade é necessario criar, para cada arco
(i,7) € A, uma varidvel f;; > 0 que represente a quantidade de fluxo que
tem origem em 7 e que percorre o arco (i,7) (neste sentido). Com estas
variaveis é possivel escrever o sistema de fluxos com comodidade tinica como
¢ apresentado na Figura 1.2 (considerando f;, =0,V j € V\{r}). Segundo
a notacio usada, F(A"(i)) e F(A (i) representam respectivamente, o fluxo

total que sai do nodo 7 e o fluxo total que entra no nodo 7.
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. _ n—1 i=r (1.7a)
FAG) - FA @) =1 " v )
wij < fig < (n—1) - @y (4,j) € A (1.7¢)
fij >0 (i,]) cA (17d)

Figura 1.2: Sistema de fluxos SC para o (ASup).

Assim, do nodo raiz (F'(4, ) = 0), saem exactamente n— 1 unidades de fluxo
e em cada um dos restantes nodos, pelas restricoes de conservacao de fluxo
(1.7b), fica retida exactamente uma unidade de fluxo, o que permite interpre-
tar cada varidvel f;; como representando na solugao, o nimero de nodos na
subarvore com raiz no nodo j. As restrigdes (1.7a) e (1.7b) permitem assim
modelar n—1 caminhos de fluxo que ligam a raiz a cada um dos restantes no-
dos. Note-se ainda que a restri¢ao (1.7a) é implicada pelas restrigoes (1.7b).
De facto, somando estas iltimas para todos os nodos ¢ € V\{r} é possivel
deduzir a primeira.

As restrigoes (1.7¢) fazem a ligacao entre a estrutura de fluxos e a estrutura
topoldgica da solugao: o arco (i,j) € A tem de estar presente na solucao,
caso haja fluxo a passar no arco, qualquer seja o seu valor 2. Por outro lado,
se o arco (i,j) estiver presente na solugao entdo sera utilizado para fazer
circular pelo menos uma unidade de fluxo.

Quando o valor das varidveis z;; ¢ inteiro, o sistema da Figura 1.2 tem sempre
uma solucao 6ptima inteira. No entanto, quando se relaxa a condigao de inte-

gralidade das varidveis x;;, as restrigoes de ligagao (1.7c) revelam-se fracas (no

2Para os arcos (i,j), i # 7, é possivel ainda apertar o segundo membro da segunda
desigualdade para (n — 2) - x;;, visto apenas nos arcos divergentes da raiz o fluxo poderd

ter o valor maximo, n — 1.
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maximo apenas um arco podera ter fluxo igual a n — 1; nos restantes sera es-
tritamente inferior). Considere-se (SUP ~ SC') como sendo o modelo de pro-
gramagcao inteira, utilizando o sistema da Figura 1.2 para garantir a conexi-
dade da solucdo, ou seja, (SUP~SC) = {(1.1),(1.2),(1.4) e (1.7a)—(1.7d) }.
Este modelo é de facto mais fraco que o anterior modelo inteiro (SUP ~ RC'),
em termos das respectivas relaxacoes lineares. Considere-se um conjunto

S CV\{r},|S| > 2 e somem-se as respectivas restri¢oes (1.7b):

> (F(AT6) = F(A~ @) = ISl

€S

© F(A(S,5)) = F(A(S, S\{r})) = 8| & F(A(S.5)) = |S]

Somando as restrigoes de ligagao (1.7¢) para todo o arco (i,7) € A(S,S)
obtém-se

o que conjugando com o anterior resultado permite obter para o conjunto

S C V\{T}a |S| > 2

X(AG, 5) >

n—1

Ou seja, projectando o sistema de fluxos da Figura 1.2 no espago das variaveis
x, obtém-se restricoes de corte do tipo das restricoes RC' mas mais fracas
visto o segundo membro da desigualdade ser |S|/(n — 1) < 1. Isto permite

concluir que:

proj.(Adm(LSUP~SC)) C Adm(LSUP ~ RC) = conv(AS)
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1.1.1.4 Sistema de fluxos com multiplas comodidades

Uma maneira de tornar mais forte o sistema de fluxos consiste em desa-
gregar o fluxo, considerando comodidades multiplas, uma por cada nodo
i € V\{r}. Para tal considerem-se as variaveis f;; € {0,1}, que representam
a unidade de fluxo que atravessa o arco (i, j), enviada da raiz e tendo como
destino o nodo k € V\{r}. Obviamente ter-se-d, fF = 0,V j,k € V\{r} e
fii = 0,¥ (k,j) € A. Utilizando a notagao FFAT (1) = DAt () fhoe
FFA™ (1)) = Do (i)eA (i) 1, o sistema de fluxos com miltiplas comodidades

encontra-se descrito na Figura 1.3.

1 ke V\{r}i=r (1.8a)

FHA' (1) = FHA () =1 0 ik € V\{r},i#k (1.8b)
1 keV\{r}i=k (1.8¢)

b < @ (i,7) € A, k€ V\{r,j} (1.8d)
fl =y (i,7) € A (1.8¢)
fi=0 (1,5) € A, ke V\{r} (1.8f)

Figura 1.3: Sistema de fluxos MC para o (ASup).

Tendo como destino cada um dos nodos k£ € V\{r}, o primeiro conjunto de
igualdades indica que do nodo raiz sai exactamente uma unidade de fluxo, o
segundo conjunto indica que essa unidade de fluxo nao deve ficar retida em
nenhum dos outros nodos ao passo que o terceiro conjunto indica que essa
unidade deve ficar retida no nodo k. As restrigoes (1.8d) e (1.8e) relacionam
as duas estruturas do modelo e garantem que, caso haja fluxo a atravessar
o arco (4,7), qualquer que seja o seu destino, entao esse arco tem de estar

presente na solucao.
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As restrigoes (1.8e) obrigam a que, caso o arco (i, j) esteja na solucdo, entao
o fluxo originado na raiz, que chega ao nodo j, tem de chegar na totalidade
pelo arco (i, j).
Também no caso deste sistema de fluxos, para cada comodidade k € V\{r},
a restrigdo (1.8a) é implicada pelas restrigoes (1.8b), Vi € V\{r, k} e pela
restrigao (1.8¢). De facto, somando as restrigoes (1.8b) Vi € V\{r, k} com
a restricao (1.8c) para um dada comodidade k € V\{r} obtém-se a restri¢ao
(1.8a) para essa mesma comodidade:
S (FHATE) - FRATG)) - FAT () = —1 &
ieV\{r,k}
& (FHAWN{r k) + FYA () = (FHAV\r k) + FHA' () -
—FYA (k) =-1a FFA (r) =1

Para cada comodidade/nodo k, o sistema de fluxos da Figura 1.3 pode ser
visto como um tipico problema de fluxos no grafo G = (V, A) entre dois
nodos especificos. Os nodos r e k, sao respectivamente, o nodo origem e o
nodo destino e para cada arco (,7), o valor da varidvel z;; representa a sua
capacidade. O problema consiste em enviar uma unidade de fluxo da origem
r ao destino k. Como consequéncia do Teorema do Fluzo Mdzimo/Corte de
Capacidade Minima (ver [1]) existe um vector de fluxo admissivel no grafo G
(i.e., respeitando as restrigoes (1.8a)-(1.8f)) se e s6 se, a capacidade de qual-
quer corte (S,9), tal que r € S,k € S, for nao inferior a 1 (verificando-se
assim as restrigdbes RC' para todos os conjuntos S C V\{r} que contenham

o nodo k). Este resultado permite afirmar o seguinte:

proj.(Adm(LSUP ~MC)) = Adm(LSUP ~ RC') = conv(AS)

onde (SUP~MC) = {(1.1), (1.2), (1.4) e (1.8a) — (L.8f)}.
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O sistema de fluxos da Figura 1.3 é uma versao desagregada do sistema de
fluxos da Figura 1.2 e as variaveis de ambos os sistemas relacionam-se da

seguinte forma:

fa= > ff (GjeA (1.9)

keV\{r}

Somando as igualdades (1.8a), V k € V\{r}, e usando as igualdades de
ligacao (1.9) obtém-se a igualdade (1.7a). De igual forma, para cada i # r,
somando as igualdades (1.8b), V k£ € V\{r,i}, com a igualdade (1.8¢) (k = 1)
e usando novamente (1.9), obtém-se a igualdade (1.7b) para o respectivo
nodo 7. Ao somar as restrigoes de ligagao (1.8d), V k € V\{r,j} com a res-
tricao de ligagao (1.8e), e usando as igualdades (1.9) obtém-se a restrigao de
ligacao fi; < (n —1) - x;; do sistema SC. Analogamente, ao somar as res-
trigoes de (1.8f), V k € V\{r,j} com a restrigao de ligacao (1.8e), e usando

as igualdades (1.9) obtém-se a restricao de ligagdo x;; < f;; do sistema SC.

A versao com multiplas comodidades é de facto mais forte do que a versao
com comodidade tinica; ao passo que, no caso com comodidade tinica se tem

(pelas restri¢oes (1.7¢)):

S
ij
fii _ kev\(r}

n—1 n—1

Zl,’ij Z (Z,j) c A

no caso com multiplas comodidades tem-se (pelas restri¢oes (1.8d)):

(i,j) € A

k
T;; > max f.;
Y kev\{r} i
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ou seja, enquanto no primeiro caso o valor da varidvel z;; tem de ser nao
inferior ao valor do fluxo médio entre todas as comodidades que usam o arco
(1,7), no segundo caso o valor da varidvel tem de ser nao inferior ao maior
valor de fluxo de entre todas as comodidades que usam o arco (i,7). Este
raciocinio permite concluir que, embora o ntimero de restrigoes e de variaveis
aumente quando se passa do sistema SC para o sistema MC| a relaxacao

linear do modelo (SUP ~ SC') é mais fraca do que a relaxacao linear do

modelo (SUP~MC).

Dos quatro conjuntos de restricoes apresentados para descrever as restricoes
genéricas (1.3), apenas os sistemas de fluxos SC e MC sao considerados,
aquando da implementacao dos modelos descritos no Capitulo 3. A ideia de
nao escolher apenas o sistema de fluxos mais forte em termos da relaxagao
linear é a de fazer um estudo comparativo em termos de qualidade do limite
inferior versus rapidez na obtencao da solugao 6ptima (tanto do modelo in-
teiro como da sua relaxacao linear). A relaxacao linear do modelo com um
sistema de fluxos SC pode ainda ser fortalecida adicionando desigualdades
implicadas pelo modelo com comodidades multiplas. Como tal, nos resul-
tados computacionais apresentados foram utilizadas as desigualdades RES

para conjuntos com |S| =2, i, # r:

ZTij —|—5L’ji < 1 (Z,j) - A, 1< j, ’L,j 7A r (110)

que se revelaram bastante eficazes para o efeito ®. A sigla SC* designard o

sistema de fluxos SC reforcado com estas desigualdades.

3Estas desigualdades sao implicadas pelo modelo (SUP~ MC) dada a equivaléncia em

termos da respectiva relaxagao linear entre este modelo e o modelo (SUP~ RES).
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1.1.2 Arvore de Steiner

Um outro problema classico de arvores em grafos, relacionado com o ante-
rior, surge quando se deixa de exigir que todos os nodos estejam presentes na
solugao, mas apenas um subconjunto pré-definido de nodos, V; C V. Obtém-
-se assim o problema da Arvore de Steiner de custo minimo (ASt)*. Aqui
o objectivo consiste em determinar uma drvore de Steiner, (i.e., uma &rvore
que inclui todos os nodos do subconjunto V; e possivelmente alguns dos ou-
tros nodos) que minimize o custo total das arestas escolhidas. Os nodos do
subconjunto V; sao geralmente designados por nodos terminais e os restan-
tes, i € Vi = V\V;, sao geralmente designados por nodos de Steiner. Estes
podem ou nao ser incluidos na solucao por forma a garantir a conexidade
da solugao e/ou reduzir o custo total da arvore. Os nodos terminais podem
ser vistos, no contexto de redes de telecomunicagoes, como sendo centrais de
telecomunicagoes que obrigatoriamente tém de estar presentes na rede para
que haja fornecimento de servigo ao passo que os nodos de Steiner podem
ser vistos como pontos de ligacao da rede. Este problema, ao contrario do
(ASup) é NP-hard (ver [25]). Alguns dos primeiros estudos sobre o (ASt)
devem-se a Gilbert & Pollack [27] em 1968 e a Dreyfus & Wagner [17] em
1972. Goemans & Myung [30] em 1993 apresentam véarias formulagoes para
o problema enquanto Goemans & Williamson [31] em 1995 apresentam uma
técnica generalizada de aproximagao para uma extensa gama de problemas

e aplicam-na ao (ASt). Em 1998, Koch & Martin [38] apresentam um algo-

4Este problema deve o seu nome a Jakob Steiner (1796 - 1863), matemédtico e geémetra
suico. Foi um dos grandes estudiosos do problema de geometria referente a determinagao
de um ponto adicional cuja soma das distancias aos trés nodos de um triangulo acutangulo
seja minima. Este problema foi pela primeira vez denominado Problema de Steiner no
livro What is Mathematics? (1941) de R. Courant e H. Robbins (ver [12] - 2* edi¢ao,
1996).
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ritmo de branch-and-cut para resolver o (ASt), baseado numa formulagao ori-
entada e utilizando pre-processamento, algoritmos de separagao e heuristicas
primais. O (ASup) pode ser visto como um caso particular do (ASt) em que

todos os nodos sao terminais.

Um outro problema, aparentado com o (ASt), compreende para além dos
custos das arestas, pesos associados aos nodos da rede (mais concretamente,
aos nodos de Steiner ji que para os nodos terminais os pesos serao irrele-
vantes dada a sua presenca obrigatdria na solugdo). O objectivo consiste
em determinar a drvore de Steiner que minimiza a soma do custo total das
arestas escolhidas para a solugdo com o peso total dos nodos (de Steiner)
presentes na solucao. Define-se assim o problema da Arvore de Steiner com
Pesos nos Vértices > (AStPV) (ver Goemans [29]). J& antes em 1987, Segev
[53] tinha considerado uma variante do (AStPV) em que o conjunto de nodos
terminais consiste em apenas um nodo e mostrado que este caso especial é
NP-complete. O (ASt) pode ser considerado um caso particular do (AStPV)

em que o peso de qualquer nodo é nulo.

1.1.3 Arvore de Steiner com Recolha de Prémios

No problema da Arvore de Steiner com Recolha de Prémios © (AStRP), além
dos custos associados as arestas, existem também prémios, p; > 0, associados
aos nodos. Mas ao contrario do (AStPV), no (AStRP) nao existem nodos
terminais, i.e., qualquer nodo pode ou nao estar presente na solucao. Além
disso, o objectivo consiste em determinar a arvore que minimiza a soma do

custo total das arestas envolvidas com o prémio total dos nodos que nao

5Node-Weighted Steiner Tree Problem na terminologia anglo-saxénica.
6Prize Collecting Steiner Tree Problem na terminologia anglo-saxénica.
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estdo presentes na solucao (ver [31]). Com a fungao objectivo construida
desta maneira o prémio de um nodo pode ser interpretado como uma esti-
mativa da perda potencial de lucro se esse nodo nao for incluido na solucao.
Em certas situagoes reais os nodos do grafo com ”prémios”’nao negativos,
podem ser vistos como potenciais clientes que, em troca de um certo tipo de
servigo, oferecem um prémio/contributo; nodos com ”prémios” nulos actuam
como pontos de ligacao por forma a permitir ligagoes entre os nodos clien-
tes. O objectivo ideal seria ter todos os clientes potenciais na solucao por
forma a evitar a perda dos respectivos prémios/contributos, mas isto pode
encarecer demasiado a solu¢ao em termos do custo das ligagoes da estrutura
de arvore que interliga os clientes servidos. Existe portanto, uma contrapar-
tida entre o custo das ligagoes escolhidas para fazerem parte da solucao e os
contributos dos clientes servidos. A terminologia "recolha de prémios” (prize
collecting) foi introduzida pela primeira vez em 1989 por Balas [3] para o
problema do Caizeiro Viajante com Recolha de Prémios © (CVRP). Neste
problema o caixeiro viajante recebe um ”prémio” por cada cidade visitada e
paga uma penalidade por cada cidade nao visitada e o objectivo consiste em
minimizar os custos de viagem e as penalidades totais, visitando cidades sufi-
cientes para recolher uma quantidade minima pré-definida de prémio. Desta
forma, o conceito de ”prémio” utilizado na presente dissertacao corresponde

ao conceito de "penalidade” utilizado por Balas no (CVRP).

Nos tltimos anos muitos trabalhos tém sido publicados sobre o (AStRP).
Canuto et al. [5] em 2001 descrevem um algoritmo de pesquisa local. Ljubi¢
et al. [41] apresentam, com bons resultados, um algoritmo de branch-and-cut
baseado numa formulacao orientada para o problema e utilizam preproces-

samento e algoritmos de separacao de restrigoes generalizadas de corte.

"Prize Collecting Traveling Salesman Problem na terminologia anglo-saxénica.
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Lucena & Resende [42] em 2004, apresentam um algoritmo de branch-and-
-cut baseado numa formulacao nao orientada para o problema e utilizam
preprocessamento e algoritmos de separagao de restricoes generalizadas de
quebra de subcircuitos. Em 2006 Chapovska & Punnen [6] apresentam um
estudo sobre variantes do (AStRP) em termos da funcao objectivo. Em 2006,
Uchoa [55] apresenta testes de reducao para o (AStRP), embora use a ter-
minologia nodo terminal para designar os nodos com prémios estritamente
positivo (nodos clientes potenciais). Em 2006 Costa et al., [10] apresentam
um estudo sobre a classificacao, métodos de resolucao e respectivos testes
de pre-processamento para algumas generalizagoes do (ASt), considerando
prémios nos nodos. Além do (AStPV) consideram também o Quota Steiner
Tree Problem with Profits onde o objectivo consiste em minimizar o custo
total das arestas da solucao garantindo uma quantidade minima de prémio
recolhido, o Budget Steiner Tree Problem with Profits onde o objectivo con-
siste em maximizar o prémio total recolhido garantindo que o custo total das
arestas da solugao nao excede uma limite maximo. Consideram ainda o Frac-
tional Steiner Tree Problem with Profits, uma versao nao linear onde o valor
de qualquer solucao é dado pelo quociente entre o prémio total recolhido e a
soma de um custo fixo com o custo total das arestas da solucao; o objectivo
consiste em determinar a solugao com maior valor. Mais recentemente, os
mesmos autores [11] voltaram ao Budget Steiner Tree Problem with Profits
e introduziram restricoes de salto para limitar superiormente o niimero de

arestas entre qualquer nodo na solu¢ao e um dado nodo raiz.

O (AStPV) pode ser visto como um caso particular do (AStRP) em que o
prémio associado aos nodos terminais é suficientemente grande. Para cada

um dos restantes nodos o seu peso € igual ao simétrico do respectivo prémio.
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Para poder criar um modelo genérico para o (AStRP) é preciso ter em conta
que ao contrario do problema anterior ja nao é possivel escolher arbitra-
riamente o nodo-raiz. Pode-se sim, sem perda de generalidade, orientar a
solucao a partir de um dos nodos com p; > 0, presentes na solucao®. De facto,
a presenca na solucao de nodos com p; = 0, implica a presenca na solucao
de pelo menos um nodo com p; > 0 e como tal, é sempre possivel reduzir o
conjunto de ”candidatos a raiz”’a apenas nodos com p; > 0. Ainda assim,
nao é possivel escolher arbitrariamente um destes nodos ja que nao se sabe
a partida quais deles estarao presentes na solucao. E necessério portanto,
criar um nodo-raiz ficticio, ¢ = 0, ligd-lo a todos os nodos com prémio nao
negativo, garantindo na solucao que apenas um destes nodos estara ligado a

raiz ficticia, sendo portanto o nodo raiz no grafo original G = (V, A, ¢;5).

Considere-se entao a particao do conjunto de nodos, V, em nodos com prémio
positivo e nodos com prémio nulo. Os nodos do primeiro conjunto, V., sao
clientes potenciais e serao designados, sem perda de generalidade, por nodos
clientes. Em oposi¢ao, o segundo conjunto, V., contém os restantes nodos
designados por nodos nao-clientes. O problema serd entao modelado num
grafo aumentado, Gy = (Vp, Ao, ¢;;), em que o novo conjunto de nodos é

Vo = V.UV,.U{0} e 0 novo conjunto de arcos é Ag = AU{(0,7):7 € V.}.

Quanto as variaveis do modelo, mantém-se as mesmas varidveis topologicas
definidas para o (ASup) estendendo a sua defini¢ao aos arcos (0,j),j € V..
Estas dltimas podem também ser interpretados como indicando se o nodo

J € V. serd ou nao a raiz da solugdo no grafo orientado G' = (V, 4, ¢;;).

80s nodos com prémio p; > 0 sdo conhecidos & partida.
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Recorrendo ainda a um conjunto extra de variaveis binarias z; definidas como:

1 se o nodo 7 esta na solucao
VieV, z = (1.11)

0 caso contrario

¢ possivel criar o modelo genérico para o (AStRP) (ver Figura 1.4).

(StP) min Y cjzi+ Y pi(1—2) (1.12)
(4,5)€A 1eVe

sa: X(Ay (i) =z ieV (1.13)

{ (i,j) € A : m;j = 1 } é conexo (1.14)

X(4,(0) =1 (1.15)

xzi; € {0,1} (i,5) € Ao (1.16)

z €{0,1} ieV (1.17)

Figura 1.4: Modelo genérico para o (AStRP).

A fungao objectivo comporta duas componentes, a primeira referente ao custo
total das ligacoes entre os nodos presentes na solucao e a segunda parte diz
respeito ao prémio total néo recolhido. A parte de uma constante (D iev, i),

é possivel redefinir a funcao objectivo como:

max E Pi- Zi — E Cij xij

1€V, (i,j)€A

colocando em evidéncia o objectivo de recolher o prémio total maximo, des-

contando o custo total da ligacao dos nodos.
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As restrigoes (1.13) generalizam as restri¢oes de grau interno escritas para
o (ASup) e garantem que apenas os nodos de V', que estiverem presentes
na solucao, terao um grau interno igual a 1. Destes, e tendo em conta a
restri¢ao (1.15), apenas um terd grau interno nulo no grafo G = (V, A, ¢;;),

sendo portanto a raiz da solugao no grafo original.

Note-se que, devido a simetria dos custos das ligacoes, uma solucao do
(AStRP) com p nodos de V, pode ser representada por p arborescéncias di-
ferentes no grafo Gy = (Vp, Ao, ¢;j), dependendo do nodo-cliente que estiver
ligado a raiz ficticia. Sendo assim e para eliminar estas situagoes, reduzindo
o espago de solugoes admissiveis do modelo (StP), é possivel utilizar as se-

guintes desigualdades de Assimetria (ver [7, 41]):

2o <l—2z VijeV.,i<j (1.18)

Estas restri¢oes fixam a raiz das arborescéncias no grafo G = (V, 4, ¢;;) como
sendo o nodo de menor indice, de entre os nodos de V, presentes na solucao.
De facto, seja i; o menor indice dos nodos clientes pertencentes a uma dada
solugao. Entao, para qualquer nodo j € V. presente na solucao ter-se-a,
xo; <1 —2, =0. A restricao (1.15) garante que x¢;, = 1 e portanto o nodo

11 € a raiz da solugao no grafo original.

1.1.3.1 Restricoes de Corte Generalizadas

Tal como para o (ASup) anteriormente modelado, é possivel substituir a res-
trigdo genérica (1.14) pelas Restri¢oes de Corte Generalizadas RCG, pelas
Restricoes de Eliminagao de Subcircuitos Generalizadas RESG ou por sis-

temas de fluxos, semelhantes aos apresentados anteriormente.
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As restricoes RCG sao adaptadas das restricoes RC apresentadas para o

(ASup)?:
X(A(S,8) >z keS8 ScV,|S|>2 (1.19)

Para qualquer conjunto de nodos que nao inclua a raiz ficticia, estas res-
trigdes garantem a presenga de pelo menos um arco convergente em al-
gum dos seus nodos se e s6 se o conjunto em questao contiver algum nodo
da solucao. Para o caso, S = V, a restricao RCG seria escrita como
X(Ap({0},V)) > 2z, V k € V, dominada pela restrigdo (1.15) do modelo
genérico (StP).

1.1.3.2 Restricoes de Eliminacao de Subcircuitos Generalizadas

As restricoes RESG sao também adaptadas das restricoes RE S apresentadas
para o (ASup):

X(A(9)) < Z(S\{k}) ke S, SCVI[S[>2

Se o conjunto S nao incluir nenhum nodo presente na solugao (o segundo
membro da desigualdade serd nulo), entao estas desigualdades impedem que
qualquer arco com ambos os nodos no conjunto S esteja na solucao. Por
outro lado, se todos os nodos de S vierem a estar presentes na solugao, as
respectivas restrigoes RESG resumem-se a versao classica, com o segundo
membro igual a |S| — 1. Para qualquer conjunto de nodos em que p deles
estejam presentes na solugao o segundo membro serd min(p,p — 1) = p — 1,
ou seja, no conjunto S nao podem existir circuitos que envolvam apenas estes

p nodos.

9Note-se que a raiz ficticia pertence ao conjunto S.
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Analogamente ao que se passava com as restricoes RC' e RES também com
as restricoes RC'G e RESG se verifica a equivaléncia dos respectivos mode-
los em termos da relaxacao linear. De facto, somando as restrigoes de grau

interno (1.13) para todos os nodos i € S, S C V,|S| > 2 obtém-se:

X(Ao(S,5)) + X(A(S)) = Z(S) = Z(S\{k}) + 2  Vkes

Daqui resulta que as restricoes RC'G sao validas para um dado conjunto S
e um dado nodo k € S, se e sé se, as respectivas restricoes RESG forem

validas para os mesmos S e k.

1.1.3.3 Sistema de fluxos com comodidade tnica

Para obter versoes dos sistemas de fluxos com comodidade tnica e com
multiplas comodidades apresentados anteriormente, ha que notar que ape-
nas é necessario garantir a chegada de uma unidade de fluxo, a cada um dos
nodos de V, que esteja na solucao. Nos restantes nodos apenas é necessario
garantir a conservacao de fluxo. Existe assim uma economia em termos de
restricoes de fluxo em relagao ao caso em que se garante a chegada de uma
unidade de fluxo a todos os nodos que estiverem presentes na solucao. Assim,
no sistema de fluxos SC (ver Figura 1.5) o fluxo total que sai da raiz ficticia
é Z(V,) e em cada nodo de V, fica retida uma unidade de fluxo, se e s6 se, o

nodo cliente estiver na solucao.

As restricoes de ligacao entre as variaveis f;; e as varidveis x;; podem ainda
ser apertadas para arcos (i,7), ¢ # 0 tendo em conta que uma unidade de

fluxo é imediatamente consumida por um nodo de V., a saida da raiz ficticia.
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Z(V,) i=0 (1.20a)
F(Ag (1)) = F(Ag (i) = { —z icV, (1.20b)
0 i € Ve (1.20¢)
zij < fij < Vel -y (i,7) € Ag (1.20d)
fij =0 (i,7) € Ag (1.20e)

Figura 1.5: Sistema de fluxos SC para o (AStRP).

Assim, para esses arcos podem-se substituir as restrigoes (1.20d) por:

T < fiy S(Vel = 1) -y (4,5) €A

Estas restricoes em conjunto com as restricoes de grau interno garantem
ainda que a passagem de fluxo num dado arco (i,7), j € V,,., implica a pre-

senca do nodo nao cliente, 7, na solucao.

1.1.3.4 Sistema de fluxos com miltiplas comodidades

Analogamente ao sistema de fluxos anterior, no sistema de fluxos com
multiplas comodidades, MC, apresentado na Figura 1.6, apenas se definem
comodidades para os nodos de V.. Tendo em conta que este sistema é uma
versao desagregada do sistema anterior, também fica garantida a presenca
na solucao de qualquer nodo nao cliente onde haja passagem de fluxo, para
qualquer comodidade, k € V.. Pelas mesmas razoes apresentadas para os sis-
temas de fluxos para o (ASup), também para o (AStRP) o sistema de fluxos

MC' é mais forte que o sistema de fluxos SC.
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Zk keVe,i=0 (1.21a)
FF(4q (1)) = F* (45 (1)) = { 0 keVe,ieV\{k} (1.21b)
—z keVe, i=k (1.21c)
£l < i (i,j) € Ao, k€ Ve, k#4,5  (1.21d)
1l =i (i,7) € Ao, Ve (1.21e)
=0 (i,§) € Ao, k eV, (1.21f)

Figura 1.6: Sistema de fluxos MC para o (AStRP).

Para a implementacao dos modelos descritos no Capitulo 4 apenas foram
considerados os sistemas de fluxos das Figuras 1.5 e 1.6 para descrever as
restrigoes (1.14). As razoes desta escolha sdo as mesmas da escolha feita
para o (Asup). Em relagao aos modelos que utilizam o sistema de fluxos SC,

utilizaram-se ainda as desigualdades RESG para conjuntos com 2 nodos:
Tig+ x5 <% (i,7) € A, i< g, i, j#r
Tij + x5 <z () €A, i<y i,J#T

por forma a fortalecer as respectivas relaxacoes lineares. O sistema de fluxos

assim obtido foi novamente designado por SC™.

1.2 Restricoes em Problemas de Arvores

Diversas variantes " dificeis” podem ser obtidas do (PASup) quando sao intro-
duzidas restrigoes adicionais a topologia da solucao. Entre estas encontra-se

o problema da Arvore de Suporte com restricio de Diametro'® (ver por exem-

0 Bounded Diameter Minimum Spanning Tree Problem ou Diameter-constrained Mini-

mum Spanning Tree Problem na terminologia anglo-saxénica.
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plo [34, 54]) onde se impde que a solugao seja uma arvore de suporte em que
o numero de arestas no caminho entre qualquer par de nodos nao excede um

dado valor inteiro.

No problema da Arvore de Suporte com restricio de Salto™ (ver por exemplo
[35]) impde-se um limite superior ao nimero de arcos no caminho desde um

nodo raiz pré-definido até qualquer um dos outros nodos do grafo.

O problema da Arvore de Suporte com restrigio de Capacidade (ver [32, 48,
56]) é um problema classico na area de desenho de redes e consiste na deter-
minagao de uma arvore de suporte de custo minimo em que a procura total
dos nodos de qualquer subarvore, orientada a partir de um dado nodo raiz,

nao pode exceder um dado valor.

As restrigoes de grau em problemas de arvore podem ser aplicadas a um
unico nodo, a um subconjunto de nodos ou a totalidade dos nodos. Podem
além disso limitar inferiormente e/ou superiormente o grau de cada nodo,
podendo este limite ser ou nao o mesmo para todos os nodos.

As restri¢coes que limitam superiormente o grau dos nodos estao geralmente
associadas a problemas em redes de telecomunicacoes. Dizem respeito a
necessidade de impor um nimero maximo de ligagdes em cada nodo, de tal
forma que seja minimizado o trafego/interferéncias de sinais em cada nodo.
Um limite inferior no grau de cada nodo (ver [2]) estd associado a problemas
onde seja necessario distinguir entre nodos ”centrais” (centro de distribuicao)
e nodos "periféricos” (clientes ou consumidores individuais). Aqui um nodo
sera considerado ”central”’se estiver afecto a um numero minimo de nodos,

caso contrario sera um nodo ”periférico” (com grau 1).

1 Hop-constrained Minimum Spanning Tree Problem na terminologia anglo-saxénica.
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Quanto aos problemas com restrigdo de grau maximo, Gabow [24] em 1978
considera o problema em que apenas um nodo (raiz) tem um grau determi-
nado a priori, um problema que foi primeiramente estudado por Glover &
Klingman [28] e apresenta um algoritmo polinomial (O(|E| - log(log |V|) +
|V|-log |V'|)) para a sua resolu¢do. Cunha e Lucena [15] em 2005, consideram
um limite superior diferente para cada nodo da rede. Quando o grau maximo
é igual a 2 para todos os nodos da rede, a solucao sera um caminho Hamil-
toniano de custo minimo, que esta relacionado com o problema do Caizeiro

Viajante e ¢ N'P-dificil [26].

Quando o conjunto de nodos é composto por pontos no plano e os custos
das arestas sao definidos como a distancia euclidiana, pode-se provar (ver
[46]) que qualquer arvore de suporte de custo minimo tem um grau maximo
igual a 5 em qualquer nodo. Papadimitriou & Vazirani [49] provaram que,
encontrar uma arvore de suporte com um grau maximo em todos os nodos
igual a 3, é N'P-dificil, além de terem deixado em aberto que se mantém
NP-dificil mesmo quando o grau maximo é 4. Khuller et al. [37], provaram
mais tarde que esta suposicao estava correcta. Ainda no plano euclidiano,
varios autores [39, 47] descreveram algoritmos exactos de branch-é-bound
e apresentam [21, 52| heuristicas polinomiais eficientes para o problema no

espago euclidiano.

Os problemas estudados nesta dissertacao aplicam-se ao desenho de redes de
telecomunicagoes onde é natural considerar uma restricao que limite superior-
mente o nimero de ligagoes em cada nodo da rede. Esta restricao é motivada
pela necessidade de limitar o niimero de portas de acesso em cada nodo de-
vido as limitagoes de equipamento instalado. Em redes do tipo wireless, em

que nao existem ligacoes fisicas, esta restricao é ainda mais pertinente.
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Neste tipo de redes, cada ligacao entre dois nodos é estabelecida através
de um sistema constituido por um par de antenas emissora/receptora (uma
antena em cada nodo da ligacdo). Estas antenas utilizam um canal de
frequéncia especifico escolhido de entre um conjunto limitado de canais. Em
cada nodo, por cada ligacao a estabelecer existe um sistema destes, por con-
seguinte, um canal de frequéncia sera utilizado. Para evitar interferéncias
entre os sinais emitidos/recebidos, que poderiam provocar eventuais erros de
transmissao, é necessario escolher, para o mesmo nodo, canais de frequéncia
relativamente distintos uns dos outros. A restrigao do nimero de ligacoes por
nodo é consequéncia do nimero limitado de canais de frequéncia diferentes

existentes.

1.3 Técnicas de Reformulacao

1.3.1 Reformulacao por discretizacao

A técnica de reformulacao por discretizacao pode ser aplicada quando no mo-
delo ha um conjunto de varidveis com dominio inteiro limitado e um outro
conjunto de variaveis binarias ambas relacionadas com a mesma entidade. O
segundo conjunto indica se a entidade esta presente na solugao e o primeiro
conjunto indica um valor associado a entidade caso esta esteja presente na
solugao. Esta técnica permite substituir estes dois conjuntos de variaveis por
um outro conjunto de variaveis binarias que através de um indice extra incor-
pora toda a informacao, todos os possiveis valores que a variavel inteira possa
tomar. Como exemplo, as formulagoes time-dependent para o problema do
Caixeiro Viajante (ver [22]) podem ser vistas como formulagoes discretizadas

para o problema original.
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Para melhor entender esta técnica considere-se, genericamente, uma variavel
inteira x que, caso a entidade a ela associada esteja presente na solugao,
toma valores no dominio inteiro positivo {A, ..., B}, caso contrario sera nula.
Considere-se ainda a variavel bindaria y tal que, y = 1, significa que a entidade
esta presente na solucao, caso contrario, y = 0. O seguinte sistema permite

modelar o dominio destas variaveis:

A-y<z<B-y (1.22a)
y € {0,1} (1.22D)
r €Ny (1.22¢)
Criando varidveis binarias ”discretizadas” designadas por z, (¢ = A, ..., B)

é possivel substituir as anteriores variaveis por estas ultimas através das se-

guintes relacoes lineares:

B

r=Y q-z (1.23a)

q=A

B
y=> z (1.23b)
q=A

B

d <1 (1.23¢)
q=A
z, € {0,1} ¢g=A,..., B (1.23d)

As anteriores desigualdades (1.22a), que relacionam as variaveis x e as variaveis
y, tornam-se redundantes depois da substituigao usando as restrigoes (1.23a)
e (1.23b) (visto A < ¢ < B ), podendo ser removidas do modelo. No fundo,
as restrigoes (1.23a), (1.23¢) e (1.23d) garantem o dominio inteiro {A, ..., B}

da variavel x, caso a entidade esteja presente na solucao.
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As restrigoes (1.23b), (1.23¢) e (1.23d) garantem o dominio binario da varidvel
y. Além disso, a igualdade (1.23b) mantém a consisténcia da transformacao,
garantindo que cada valor da varidavel = estd associado a apenas uma variavel

bindria z,, exactamente aquela cujo indice ¢ igual ao valor de x.

Este tipo de técnica faz aumentar polinomialmente o niimero de varidveis do
modelo, no entanto permite lidar com fungdes/restrigdes ”complicadas”em

termos lineares, como nos seguintes exemplos.

Exemplo 1.1: Restricoes disjuntivas

Considere-se a seguinte restricao disjuntiva na variavel inteira x:
2<xr<3 ou H<xr<8

Esta restricao pode ser modelada recorrendo a uma varidvel

bindria ¢ e a dois conjuntos de restricoes, da seguinte forma '2:

2: (<2 <3 64+M-(1-9)
5-(1-¢§)<x<8-(1-&)+M-¢

Em alternativa, utilizando a técnica de discretizacao, substitui-se
a variavel x recorrendo a um conjunto de varidveis bindrias,

reescrevendo aquela restrigao disjuntiva da seguinte forma:

Zq S {07 1}

120nde M ¢é um inteiro ”suficientemente grande”.



30 1.3. TECNICAS DE REFORMULACAO

Ou seja, basta escrever x em funcao de z, através das equacoes
(1.23a), anulando todas as varidveis z, cujo indice corresponda

aos valores que a variavel x nao pode tomar.

Exemplo 1.2: Fungoes quadraticas

Seja, p(r) = a-2? + bz + ¢, uma fungao quadratica em x com
dominio inteiro {1,...,Q}. A linearizacao desta fungao passa

pela seguinte discretizacao da variavel x:

Q Q
Zaq+bq “Zgtc e qu:

g=1

qu{O,l} g=1,...,Q

No fundo, discretizam-se as variaveis inteiras, z2 e , recorrendo

as mesmas variaveis bindrias, z,.

Exemplo 1.3: Funcgoes lineares por segmentos em

Considere-se uma particao do dominio I da variavel inteira x
L

em L subconjuntos, I = UIZ" LN =0,4j=1,...,L;i#j.
i=1
Seja ¢(x) uma funcao tal que ¢(z) = a; se z € I;. Utilizando a

técnica de discretizacao, a funcao anterior é reescrita como:

Zal Z e quzl

q€l; qel

2z, € {0,1} gel
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Este ultimo exemplo ilustra como modelar fungoes de custos do género da
que sera motivada no préximo capitulo. Outra aplicacao importante desta
técnica no contexto dos modelos apresentados nos Capitulos 3 e 4 é a possi-
bilidade de criar desigualdades validas que permitem fortalecer os modelos,
em termos da respectiva relaxacao linear. Estas desigualdades sao bastante
intuitivas no espago das variaveis discretizadas mas dificeis ou mesmo im-

possiveis de escrever no espacgo das variaveis originais.

Esta técnica de discretizagao foi originalmente utilizada por Gouveia [32] que
demonstrou como transformar um modelo de fluxos com comodidade tnica
num modelo discretizado equivalente em termos das respectivas relaxacoes
lineares. Posteriormente esta técnica surgiu aplicada a outros problemas (ver,
por exemplo, [8, 9, 18, 33, 56]). Nestes trabalhos, a razao principal para
aplicar esta técnica é a criacao de novos conjuntos de desigualdades validas.
Porém, em [32] e mais tarde em [18] e [33], o uso de variaveis discretizadas
permite ainda modelar versoes do problema original com custos nao lineares.
Os problemas em estudo nesta dissertacao enquadram-se neste caso onde a
funcao de custos inclui uma componente nao linear, como sera descrito no

Capitulo 2.

1.3.2 Reformulacao por caminhos

Esta técnica é usada em casos em que o modelo (ou parte dele) pode ser re-
formulado como um problema de Caminho mais Curto sem restri¢oes entre
dois pares de nodos num grafo expandido, desde que, a dimensao deste grafo
seja uma func@o polinomial da dimensao do grafo original (ver [45] para uma
abordagem mais geral desta técnica). Os problemas de caminho mais curto

com restri¢oes sao bons candidatos a aplicacao desta técnica.
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Como exemplo, Dahl et. al. [16] aplicaram esta técnica ao problema da
Arvore de Suporte de Custo Minimo com Restricao de Salto que consiste
em determinar a arvore de suporte com custo minimo onde o tinico caminho
entre um dado nodo raiz, i = 0, e qualquer um dos restantes nodos tem no
méximo H saltos (arestas). Para cada um destes nodos, k € V\{0}, os auto-
res consideram uma relaxacao do subproblema da determinacao do caminho
com restricao de niimero maximo de saltos, assumindo que o caminho do
nodo raiz ao nodo k pode ser nao elementar (como o custo de cada arco é
nao negativo fica garantida a existéncia de pelo menos uma solucao 6ptima
em que os caminhos sao elementares). Mostram de seguida que este subpro-
blema relaxado pode ser reformulado como um problema de caminho mais
curto sem restrigoes num grafo expandido aciclico. Este grafo é construido
usando "niveis”, onde cada nodo do grafo original é replicado H — 1 vezes
(H vezes para o nodo k), uma para cada salto e onde o conjunto de arcos é
tal que, qualquer caminho entre o nodo origem e o nodo destino corresponde
a um caminho entre o nodo @ = 0 e o nodo k no grafo original, com nao mais

do que H saltos.

Exemplo 1.4: Construcao de um grafo expandido

A Figura 1.7 mostra um exemplo da expansao de um grafo origi-
nal com 5 nodos e um nimero maximo de saltos igual a 3 para um
dado nodo k =5 (o grafo expandido pode ainda ser simplificado
eliminando todos os arcos (a tracejado) que nao fagam parte de
algum caminho do nodo 0y ao nodo 53). Qualquer caminho no
grafo expandido do nodo 0y ao nodo 53 representa um caminho

do nodo 0 ao nodo 5 com no méaximo 3 saltos no grafo original.
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No grafo expandido, qualquer caminho que contenha um dos arcos
(51, 5n41), h = 1,2, representa um caminho com um ntimero de
saltos estritamente inferior a 3 no grafo original. Aqueles arcos

representariam lacetes no nodo 5 no grafo original.

(a) Grafo original. (b) Grafo expandido.

Figura 1.7: Reformulacao por caminhos: construgao do grafo expandido associado

a um grafo original com 5 nodos e H = 3.

Utilizando a tradicional formulacao de fluxos para o problema da deter-
minacao do caminho mais curto no grafo expandido consegue-se obter uma
formulagao exacta para o problema original obtendo assim uma descrigao
completa do envolvente convexo do subproblema relaxado. Esta formulacao
envolve um novo conjunto de variaveis, associadas aos arcos do grafo expan-
dido e como tal fornece uma representacao estendida do envolvente convexo

do subproblema relaxado.
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Além disso é compacta visto o ntimero de novas varidveis e restrigoes ser
uma fungao polinomial da dimensao do grafo original. Através de uma com-
binagao adequada entre esta descricao estendida e a estrutura de arvore do
problema, os autores conseguem obter uma formulacao compacta para o pro-

blema em questao.

A utilizagao desta técnica na Seccao 3.5 permite nao s6 obter uma descricao
completa do envolvente convexo de um subproblema mas também resolver a

nao linearidade da fungao objectivo.
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Custos dependentes do grau:

motivacao tecnolégica

A maior parte dos trabalhos na area de problemas de arvore com restrigao
de grau nos nodos nao consideram custos associados ao grau de cada nodo
(ver [15], e as referéncias nele contidas). Nos dois problemas abordados nesta
dissertacao, além desta restricao de grau nos nodos, consideram-se também
custos associados ao valor do grau dos nodos na solugao. A funcao objectivo
torna-se assim mais abrangente, considerando além do custo associado a
construgao da rede em si (das ligagoes entre os nodos), um custo associado
ao numero de ligacoes que cada nodo tem na solucao. Para estabelecer
as ligagoes entre os nodos € necessario instalar equipamento especial nos
nodos. E natural que nodos com apenas uma ligagao necessitem de menor
tecnologia instalada e, consequentemente, tenham um custo mais baixo do
que nodos com mais do que uma ligacao; além disso, quanto maior o ntimero
de ligacoes maior deve ser o custo associado. Este tipo de custos é motivado,
por exemplo, no contexto de redes de telecomunicacoes wireless onde estes

custos geralmente dominam os custos associados as ligacoes em si, 7.e., o custo
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total associado ao equipamento instalado nos nodos é uma parte significativa
do custo total da rede.

Em redes por cabo, o custo das ligagoes tem-se tornado cada vez mais baixo
em comparacao com os custos do equipamento, pois muitas vezes as ligagoes
sao estabelecidas aproveitando cabos ja existentes (eventualmente de outro
tipo de redes). Quando estes cabos nao existem, em vez de construir novos
cabos, os operadores preferem, cada vez mais, utilizar tecnologia wireless,

com um custo de instalacao mais baixo.

O custo associado ao grau dos nodos esta associado a equipamento routing
que necessita de ser instalado em nodos ligados a mais do que um nodo na
rede. Este equipamento consiste numa matriz de routing e num interface
constituidos por médulos. Cada matriz de routing instalada num nodo é
responsavel pela decisao de reencaminhamento do trafego que chega a esse
nodo. Assim, sempre que um pacote! chega a um nodo nestas condicoes, a
matriz de routing, através da leitura da informagao no cabecalho do pacote,
decide por qual das portas dos médulos de interface instalados, este pacote
deve ser reenviado (ou se é efectivamente para o nodo em causa). O pacote
é entao colocado na respectiva fila de espera. Cada modulo de interface tem
um numero fixo de portas podendo ser instalado em qualquer nodo mais
do que um médulo de acordo com as necessidades expressas pelo ntimero
de ligacoes no nodo. Como consequéncia, nem todas as portas dos médulos
instalados num dado nodo tém de estar a ser utilizadas. Um nodo que na
solugao s6 tenha uma ligacao (designado por nodo folha) nao precisa deste
tipo de tecnologia instalada, pois limita-se a receber pacotes cujo destino é
o proprio nodo, dai o custo tecnoldgico s ser considerado para nodos com

grau superior ou igual a 2 na solugao.

! Packet na terminologia anglo-saxénica.
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Numa abordagem do (PAStRP) é possivel considerar adicionalmente que os
nodos com prémio nulo, apenas representam pontos de ligacao na rede e por-
tanto limitam-se a receber e a enviar pacotes nao sendo eles préprios destino
de nenhum pacote enviado pela rede. Assim sendo, um nodo deste tipo s6
estara presente em qualquer solucao, se o seu grau for superior ou igual a
2. Acresce ainda que, no caso do seu grau ser efectivamente igual a 2, nao
devera ter custo tecnoldgico associado, visto qualquer pacote que chegue por
uma das duas ligagoes tera de ser obrigatoriamente reencaminhado através
da outra ligacao, nao havendo necessidade da instalacao da matriz de rou-
ting. Além disso, também nao é necessario instalar um modulo neste nodo:
as duas ligagoes podem ser ligadas directamente, virtualmente eliminando o
nodo. O custo tecnoldgico destes nodos so é entao considerado quando o seu

grau é superior ou igual a 3 na solucao.

O custo associado ao nimero de ligagoes de cada nodo nao folha pode entao
ser dado em funcao do nimero de médulos instalados nesse nodo, ou seja,

para cada nodo:

¢m:Kl+m-KQ,Vm:1,...,M (21)

Os parametros K; e K, representam respectivamente, o custo da matriz de
routing e o custo do modulo de interface; m representa o nimero de modulos
necessarios para estabelecer todas as ligagoes de recepc¢ao/reenvio no nodo

em causa.

Como o nimero de moédulos instalados depende do grau do nodo, a funcao
(2.1) deve ser definida em termos de ¢(i), o grau do nodo i em qualquer
solucao admissivel. Considere-se, para tal, o parametro () como sendo a ca-

pacidade de qualquer médulo (o nimero fixo de portas em qualquer médulo
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de interface), e seja D o nimero maximo de ligagoes que qualquer nodo pode
ter, i.e., g(i) < D para qualquer nodo i. Sendo assim, é possivel definir o
mator numero de modulos que necessitam de ser instalados em qualquer nodo

como sendo? M = {%-‘

O custo associado ao numero de ligacoes de qualquer nodo i, definido em

fungao do grau do nodo na solugao, é dado explicitamente pela funcao (2.2):

p

0 g(i)=0,1

¢t 2<g(i) <Q

P (m—=1)-Q+1<g(i)<m-Q ,m=2,...,M—1
(oM (M —-1)-Q+1<g(i) <D

No Capitulo 4 esta funcao aparece redefinida para os nodos cujo prémio é
nulo devido as razoes explicadas anteriormente. Na Figura 2.1 é apresen-
tado um exemplo de uma funcao ®(g(i)), para uma instancia com @ = 3,
(K1, K3) = (100,20) e D = 8, onde se pode observar que a fungao é concava

e linear por segmentos.

160 e
140 1 e

custo
N

120 1 -

grau

Figura 2.1: Fungao de custos ®(-) com (K7, K2) = (100,20), @ =3 e D =8.

2[p] =min{z € Z:x > p}
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Exemplo 2.1: Efeito da restricao de grau e funcao de custos de grau

Na Figura 2.2 apresenta-se um exemplo de como se comporta o

(ASup) face a insercao de restrigoes de grau e custos de grau.

(a) Rede inicial. (b) Arvore de suporte de custo

minimo.

(¢) Arvore de suporte de custo (d) Arvore de suporte de custo
minimo com restricao de grau. minimo com restricao de grau e
funcao de custos de grau.
Figura 2.2: Aplicacao da restrigao de grau maximo (D = 4) e de uma funcao de

custos de grau.

Na Figura 2.2(b) é apresentada a solugao do (ASup) — sem a

adicao de qualquer restricao ou custos extra — com custo 12.
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Ao introduzir um grau maximo igual a 4, esta solucao deixa de
ser admissivel, obtendo-se agora a solucao apresentada na Figura
2.2(c), com custo 24. Porém, quando se consideram mddulos de
capacidade () = 3 e custos de equipamento, K; = 100 e Ky = 20,

ou seja, ao introduzir a funcao de custos de grau:

0 se g(i) =1
D(g(i)) = 4120 se g(i) =2,3
140 se g(i) =4

a solugao da Figura 2.2(c) deixa de ser éptima (o seu custo total
passa a ser de 524). A nova solugdo éptima passa agora a ser a
solucao da Figura 2.2(d) com custo igual a 409 (o custo total de
arestas é de 29).

Este exemplo ilustra o efeito que a funcao de custos de grau de-

sempenha no (re)desenhar da solug¢ao/éarvore de suporte.

Nos dois capitulos seguintes serao abordados dois problemas de determinacao
de arvores que, para além de incorporarem uma restricao de grau maximo
em todos os nodos como a descrita na secgao anterior, incorporam também

uma fungao de custos do tipo da fungao (2.2). Assim, no Capitulo 3 é abor-

grau e Custos dependentes do Grau (designado por (ASupCG)) enquanto

Prémios com restrigao de grau e Custos dependentes do Grau (designado por

dado o problema da Arvore de Suporte de custo minimo com restricdio de

no Capitulo 4 é abordado o problema da Arvore de Steiner com Recolha de

(AStRPCG)).



Capitulo 3

O problema (ASupCGQG)

Neste capitulo analisam-se varios modelos para o (ASupCG), comparando-os
em termos das respectivas relaxacoes lineares. Estes modelos sao baseados
no modelo genérico enunciado na Sec¢ao 1.1.1 para o (ASup) (ver Figura 1.1)
e serao também aqui apresentados de uma forma genérica no que diz respeito
as restricoes de conexidade. Sendo assim, aquando da apresentacao de cada
modelo sera omitida a designacao ”genérico”, salvo caso em contrario.

Na Seccao 3.1 apresenta-se um primeiro modelo basico , recorrendo a dois
conjuntos de variaveis: o primeiro associado aos arcos do grafo e o segundo
associado aos nodos do grafo. No entanto este modelo é nao linear, no que
diz respeito a fungao objectivo. Aplicando neste modelo as duas técnicas de
reformulagao introduzidas no Capitulo 1 (Seccao 1.3) obtém-se os modelos
lineares das seccoes seguintes.

Na Seccao 3.2 apresentam-se dois modelos usuais na literatura para proble-
mas de Network Loading. Estes modelos utilizam varidveis binarias relacio-
nadas com o numero de médulos instalados em cada nodo e sao equivalentes

no que diz respeito as respectivas relaxacoes lineares.

41
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Na Seccao 3.3 introduz-se um modelo que utiliza a técnica de discretizacao
aplicada as variaveis-nodo do modelo nao linear e mostra-se que é equivalente
aos dois modelos anteriores no que diz respeito a relaxacao linear.

Na Seccao 3.4 apresenta-se um modelo linear onde, para além das variaveis-
-nodo discretizadas, as variaveis-arco sao também discretizadas, dando ori-
gem a um novo conjunto de varidveis-arco discretizadas. Com este modelo
estendido é possivel obter desigualdades validas que permitam fortalecer o
modelo anterior. Na Secgao 3.4.1 mostra-se que estas desigualdades permi-
tem ainda obter, por projeccao, desigualdades vélidas no espago das varidveis
do modelo da Sec¢ao 3.3.

Os dois ultimos modelos lineares, apresentados na Seccao 3.5, aproveitam
uma estrutura de Saco Mochila, implicita no modelo nao linear para, através
da técnica de reformulagao por caminhos enunciada na Secgao 1.3.2, linea-
rizar a funcao objectivo. O segundo destes modelos utiliza ainda a técnica
de discretizacao o que permite fazer a ligacao entre os varios modelos apre-
sentados. A estrutura de Saco Mochila motiva também um conjunto de
desigualdades validas apresentadas no final da seccao.

No final de cada uma das seccoes 3.3, 3.4, 3.5 e 3.6 apresentam-se resultados
computacionais para avaliar a qualidade dos limites inferiores obtidos com a

relaxacao linear de cada um dos modelos inteiros apresentados.

3.1 Modelo nao linear

Neste primeiro modelo para o problema utilizam-se as mesmas variaveis to-
polégicas, x;;, definidas na Secc¢ao 1.1. Para modelar as restricoes de grau
e escrever a componente de custos de equipamento definida no Capitulo 2 é

necessario criar variaveis para indicar o grau de cada nodo.
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Note-se porém que, na variante Arvore de Suporte, todos os nodos se encon-
tram presentes na solucao e como tal o grau de qualquer nodo é sempre nao
inferior a 1. Sendo assim, basta considerar variaveis que representem o grau
do nodo 7, para além da unidade. Considerem-se entao as variaveis inteiras
U; tal que, na solugao o grau do nodo i é, g(i) = U; + 1, Vi € V. O modelo

genérico encontra-se descrito na Figura 3.1.

(SUPNL) min Z Cij Tij + Z O(U; +1) (3.1)
(4,5)eA eV

sa: X(A (i) =1 ie V\{r} (1.2)

{(i,j) € A:z;; =11} é conexo (1.3)

Ui i€ V\{r 3.2a

) = SV} (B20)

U, +1 i=r (3.2b)

U <D-1 ieV (3.3)

zi; € {0,1} (i,7) € A (1.4)

Ui €Ny ieV (3.4)

Figura 3.1: Modelo nao linear para o (ASupCG).

A fungao objectivo (3.1) é composta por duas componentes: a primeira diz
respeito ao custo das ligacoes entre os nodos da solucao; a segunda refere-
-se ao custo associado ao grau dos nodos e é definida a custa da funcao
(2.2), descrita no Capitulo 2. As restrigoes (1.3), apresentadas de uma forma
genérica, podem ser substituidas por qualquer um dos conjuntos apresenta-
dos na Secgao 1.1.1. As restrigoes (3.2a) e (3.2b), designadas por restrigoes

de grau externo, definem o ntimero de arcos divergentes no nodo 1.
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Para qualquer nodo ¢ € V\{r}, o seu grau externo na solugdo ¢
gt(i) = X(A"(i)) = U; o que, em conjunto com a respectiva restricio de
grau interno, (1.2) (que garante que ¢~ (i) = 1), implica que na solug¢ao o
grau do nodo 7 é de facto U; + 1. No caso da raiz, ja que o seu grau interno
na solugao é nulo, o seu grau na solucao, U, + 1, serd mesmo igual ao seu
grau externo na solucao, gt (r) = X (A" (r)).

As restrigdes (3.3) definem, para qualquer nodo de V', o seu grau maximo na
solucdo, g(i) = U;+1 < D e as restrigoes (1.4) e (3.4) definem o dominio das
variaveis envolvidas no modelo.

Atendendo a descrigao dos custos de equipamento feita no Capitulo 2, a
funcao objectivo (3.1) do modelo (SU Pyp) é nao linear. Nas secgoes seguin-

tes através das técnicas enunciadas na Secgao 1.3 essa questao serd resolvida.

3.2 Modelos com variaveis-modulo

Uma forma de linearizar a fungado objectivo (3.1) consiste em recorrer a
uma ideia utilizada em modelos para o problema de Network Loading (ver
[4, 13, 14]) onde a func@o objectivo comporta, geralmente, uma parcela li-
near por segmentos, como é o caso da func¢ao objectivo (3.1). Nestes modelos
utilizam-se variaveis binarias associadas ao nimero de equipamentos a ins-
talar em cada nodo por forma a garantir certas restricoes de capacidade de
trafego. Estas variaveis estao associadas a cada salto de uma funcao de cus-

tos do género da fungao (2.2) apresentada na Figura 2.1.

Apresentam-se de seguida dois tipos de modelos: o modelo de Escolha Multipla
e o modelo Incremental. No primeiro, cada varidavel binaria associada ao equi-
pamento indica a escolha de quantos modulos devem ser instalados em cada

nodo.
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Estas varidaveis podem resultar, em certa medida, da aplicacao da técnica de
discretizacao ao seguinte conjunto de varidveis: varidveis inteiras que repre-
sentam o numero de modulos a instalar em cada nodo ¢ e variaveis binarias
que indicam se o nodo 7 é ou nao folha. No segundo modelo as variaveis
bindrias indicam se o m-ésimo médulo é ou nao instalado (em caso afirma-

tivo, implicam a instalagao do h-ésimo médulo, V h < m).

3.2.1 Modelo de Escolha Multipla

Neste primeiro modelo as variaveis binarias associadas ao ntimero de modulos

instalados em cada nodo sao definidas, para qualquer nodo ¢ € V', como:

1, se m modulos sao instalados em

0 , caso contrario

Por questoes de consisténcia, para cada nodo 7, no maximo uma destas no-
vas variaveis pode ser igual a 1 em qualquer solucao admissivel e como tal é
necessario acrescentar ao modelo as restricoes Z%:l v <1,VieV. Como
o grau de cada nodo na solucao depende do nimero de médulos instalados
nesse nodo, as variaveis v]" encontram-se relacionadas com as variaveis intei-

ras U; da seguinte forma, para qualquer nodo ¢ € V:

vi1< U; g(Q—l)-vil

(3.5)
(m—-1)Q -v"< U <(m@Q-1)-v" m2>2

Assim, quando v” = 1, exactamente m modulos sao instalados no nodo 7, o

que implica (ver definigao da fun¢ao ®(U; + 1)) um custo igual a ¢™.
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Se para um dado nodo i, estas variaveis forem todas nulas entao, na solucao
6ptima U; = 0 (o grau é um, o nodo é uma folha e nao é necessério instalar
tecnologia especial). O modelo linear (SUPgyy), utilizando estas varidveis

associadas ao numero de modulos, é apresentado na Figura 3.2.

M
(SU Pgyr) min Z Cij Tij + Z Z Pl (3.6)
(i,j)€A i€V m=1
sa: X(A (i) =1 ie V\{r} (1.2)
{(i,j) € A:z;; =1} é conexo (1.3)
Ui j .
XA (1)) = ieV\{r} (3.2a)
U-+1 i=r (3.2b)
U;<D-1 ieV (3.3)
M
Ui <) (mQ—1)-v]" ieV (3.7)
y m=1
> < i€V (3.8)
m=1
U; €Ny eV (3.4)
vt e {0,1} 1eV,1<m<M (3.9)

Figura 3.2: Modelo Linear com varidveis-médulo discretizadas para o (ASupCG):

Modelo de Escolha Multipla.

Agora, ao contrario da funcao objectivo do modelo (SU Pyy), a parte refe-
rente aos custos de grau é linear, visto ser dada em funcao das novas variaveis

binarias.
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As restrigoes (3.7), limitam superiormente o grau do nodo i, em termos das
variaveis-médulo e em conjunto com as restrigoes de consisténcia (3.8) ga-

rantem que o nimero necessario de médulos € instalado no nodo <.

Assim, se forem instalados m médulos no nodo i (U; < m@ — 1), o grau
do nodo 7 na solugao serda no maximo m(), ou seja, a capacidade total dos
modulos instalados no nodo 1.

Por outro lado, tendo em conta que a sequéncia de custos {¢!, ¢?, ..., oM}
é estritamente crescente, nao mais do que o nimero necessario de modulos
sera instalado no nodo i. Fica assim garantido que, em qualquer solucao
6ptima para o problema, U; > (m — 1)@ (U; > 1 no caso de m = 1), caso
sejam instalados m maddulos no nodo 7; caso contrério, existiria uma solucao
admissivel com custo inferior e com [ < m moddulos instalados no nodo 1.
Sendo assim, nao é necessario incluir no modelo os limites inferiores para as

variaveis U;, apresentados nas inequagoes (3.5).

Caso nenhum modulo seja instalado no nodo ¢, v/* =0,V m =1,..., M,
as restrigoes (3.7) garantem que esse nodo é uma folha. Note-se ainda que,
estas restricoes podem ser "apertadas”tendo em conta que se v} = 1 entdo,
pelo facto de que M = ( 1, se tem U; < D — 1. Assim sendo, as restrigoes

(3.7) podem ser substituidas no modelo (SU Pgy;) por:

M—
ZmQ—l +(D-1)-vM eV (3.7)

Estas restrigoes, em conjunto com as restrigoes (3.8), tornam redundantes
as restrigdes de grau mdaximo, (3.3) e assim, o modelo (SUPgys) pode ser

redefinido como:
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M
(SUPEM) man Z Cij Tij + Z Z (bm,ulm (36)

(i,j)€A i€V m=1

a: (1.2),(1.3),(1.4),(3.2a), (3.2b), (3.4), (3.7"), (3.8) e (3.9)

O modelo (SU Pgy,) apresentado na Figura 3.2 pode ser considerado como
um modelo "discretizado” obtido a partir do modelo nao linear, (SUPyy,),
através da aplicacao da técnica apresentada na Seccao 1.3.1. Para isso é
necessario considerar as seguintes variaveis inteiras extra: V; € {1,..., M}
representa o numero de médulos instalados no nodo i; b; € {0, 1} toma valor
1 caso o grau do nodo i seja estritamente superior a 1. As restricoes que

ligam estas variaveis as variaveis U; do modelo nao linear sao as seguintes:

< Vi <M-b, (3.10)
U <Q-Vi—b (3.11)

A interpretacao destas desigualdades é a seguinte: se o nodo i for uma fo-
lha na solucao, b; = 0, o que implica que V; = U; = 0, nenhum moédulo
¢ instalado no nodo i e o seu grau é 1. Se o nodo ¢ tem grau superior
a1, b; = 1, o nimero de mddulos instalado no nodo é V; € {1,..., M} e o

seu grau, U; + 1, nao excede a capacidade total dos modulos instalados, Q- V;.

Ao introduzir estas variaveis e as desigualdades (3.10) e (3.11) no modelo nao
linear (SU Py ), obtém-se novamente um modelo vélido para o problema e

a componente nao linear da fungao objectivo pode ser reescrita como:

Z(Kl~bi+K2~‘/i>

eV
0 que permite obter um modelo linear.
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Aplicando de seguida a técnica de discretizacao as variaveis V; e b;, utilizando

para isso as variaveis bindrias anteriormente definidas, tem-se:

M
VZ-:me;”
mM=1
bZ:Z’UZm
; m=1
szm<1
m=1
v €{0,1} m=1,....M

Estas relagoes entre as variaveis V; e b; e as varidveis v;" permitem remover
as restrigoes (3.10) por se tornarem redundantes e ao reescrever as restrigoes
(3.11), substituindo as variaveis V; e b;, obtém-se as restrigoes (3.7) do mo-
delo linear, (SUPgys), apresentado na Figura 3.2. Além disso, a parte da

funcao objectivo escrita nas variaveis V; e b;, passa a ficar definida como:

Z(K1-bi+K2-V;-) :Z<§:(K1+K2'm)vim) :Ziw:gbmvim_

eV eV m=1 1€V m=1

ou seja, a parte da funcao objectivo (3.6), do modelo (SU Pgyy), associada

as variaveis v}".

3.2.2 Modelo Incremental

Neste segundo modelo com variaveis associadas ao nimero de moédulos ins-

talados em cada nodo, as variaveis binarias a introduzir sao definidas como:

1, se o m-ésimo modulo é instalado em ¢
= 1<m<M

1
0 , caso contrario
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Caso o m-ésimo maédulo seja instalado, o grau do nodo deve ser pelo menos
igual a (m — 1) - @, as varidveis grau U; relacionam-se linearmente com as

variaveis tI" da seguinte forma:

(3.12)

Pela definicio das varidveis, é necessario garantir que se tem t! = 1 para
todo h < m, sempre que t]" = 1, o que é conseguido através das restrigoes
tm <t m =2,..., M. Assim, cada varidvel /" é responsavel por parte
do custo de instalacao de equipamento tecnologico especial no nodo 7, a parte
associada ao m-ésimo médulo. Desta forma, a varidvel ¢ é responsdvel pela
instalacao do primeiro médulo e o seu coeficiente incorpora o custo fixo e o
custo do médulo, ¢! = K + Ky; o coeficiente das restantes varidveis 7 tem
associado apenas o custo do m-ésimo médulo a ser instalado, ¢™—¢™ 1 = K.
O modelo linear com estas variaveis-médulo incrementais é apresentada na

Figura 3.3.

A fungao objectivo (3.13), (considerando por comodidade de escrita,
#° = 0), reflecte as tltimas consideracoes feitas em relaciao aos custos de
grau a atribuir a cada varidvel t*. As restri¢oes (3.15) expressam a natureza
incremental das varidveis t]" e garantem por transitividade que, se o m-ésimo
modulo for instalado, entdao os primeiros m — 1 moédulos tém de estar todos
instalados. As restrigdes (3.14) garantem que o m-ésimo mdédulo instalado
permite um aumento de ) ligagbes no nodo i, para além das (m — 1) - Q)
ligagoes permitidas (e efectivamente estabelecidas) pelos primeiros m — 1

modulos ja instalados.
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M
(SUP) min Y cjag+ Y > (6™ —¢™ 1)t (3.13)
(i.j)€A ieV m=1
sa: X(A (i) =1 ie V\{r} (1.2)
{(,j) € A:x;; =11} é conexo (1.3)
Ui eV 3.2
A6 — i€ V\[r) (3.20)
Ur+1 i=r (3.2b)
U, <D-1 icV (3.3)
M
Ui <(@Q@-1)-t;+Q > t ieV (3.14)
m=2
tm < ¢t ieV,2<m< M (3.15)
Tij € {0,1} (i,j) € A (1.4)
U5 €Ny 1eV (3.4)
tm e {0,1} i€V, 1<m<M (3.16)

Figura 3.3: Modelo Linear com varidveis-moédulo discretizadas para o (ASupCG):

Modelo Incremental.

Tendo em conta o coeficiente estritamente positivo das variaveis " na funcao
objectivo, em qualquer solugao éptima deste modelo, a instalagao do m-ésimo
modulo no nodo ¢ pressupoe que as ligagoes dos m — 1 modulos ja instalados
estao totalmente utilizadas i.e., U; +1 > (m — 1) - . Sendo assim, nao
é necessario incluir restrigoes que garantam o limite inferior das variaveis
U; expressos em (3.12). Como para o modelo anterior e pela mesma razao,
também as restrigoes (3.14) podem ser "apertadas”, tendo em conta que se o

M —ésimo mddulo for instalado, a sua capacidade realmente ”utilizavel” sera,

Q—(M-Q-D).
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As restrigoes (3.14) podem entao ser substituidas pelas restrigoes:

M—-1

U <(@Q-1)-t+Q> '+ (D~ (M-1)-Q)-t! icV (3.14')
m=2

Novamente, a presenga destas restrigoes no modelo (SUP;), em substitui¢ao
das restri¢oes (3.14), permite eliminar as restri¢oes (3.3) que se tornam re-

dundantes. Assim sendo, o modelo (SU Pr) pode ser redefinido como:

M
(SUPr) min Z Cij Tij + Z Z (o™ — qu_l)tgn (3.13)

(i,5)€A i€V m=1

a: (1.2),(1.3),(1.4), (3.2a), (3.2b), (3.4), (3.14"), (3.15) e (3.16)

Em ambos os modelos lineares (SU Pgyy) e (SUPy) a utilizagao das variaveis
binarias, v]" e t!" respectivamente, nao permite a eliminacao das varidveis
inteiras, U;. No modelo apresentado na Seccao 3.3, ao aplicar a técnica de
discretizacao directamente nas variaveis U; é possivel elimina-las do modelo

e a0 mesmo tempo resolver a nao linearidade da funcao objectivo (3.1).

3.2.3 Comparacao de relaxacoes lineares: Parte I

Para comparar os dois anteriores modelos com variaveis-moédulo consideram-
-se, sem perda de generalidade, aqueles que se obtém depois de "apertar” as
restrigoes (3.7) e (3.14), respectivamente, e eliminar as restrigoes (3.3). Em
termos das respectivas relaxacoes lineares os dois modelos (SU Pgyy) e (SU Py)

sao equivalentes.
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Proposicao 3.2.1. Se as restrigoes (1.3) forem modeladas da mesma forma

para os modelos (SUPgyr) e (SUPY) entao:
V(LSU Pgyr) = V(LSUP;)

Demonstracao. No fundo basta mostrar que qualquer solucao admissivel de
(LSU Pgyy) pode ser transformada numa solucao admissivel de (LSU Py) com

0 mesmo custo, através de uma transformacao linear e vice-versa.

1. Seja (2, U, ) uma solucio admissivel para (LSUPpgy;). Considere-se
ainda uma solugao (z, U, t) onde & = 1, U = U e o valor das varidveis

t é obtido da seguinte forma:

M
fr = > o VieVii<m<M (3.17)

A ideia é mostrar que a solugao (i, U, 1) é admissivel para (LSUP;).
Para qualquer nodo 7 € V', as parcelas do segundo membro nas res-
trigoes (3.7) do modelo de escolha multipla, podem ser decompostas

da seguinte formal:

U< Q-1 -9 +((Q—1) 92+ Q%) + (@ — 1) - 0 + Qi¥ + Qi)+
LA (Q=1) 0T QT L+ Q0 )+
M—2vvezcs

+(@Q@=1)- 0+ QbM + ...+ QM +(D— (M —1)-Q)- M) =

Vv
M —2 vezes

= Q-1 +QE+QE+...+QI " +(D—(M—-1)-Q)-1

ou seja, as restricoes (3.14') sio verificadas pela solugao (&, U, 1).

'Note-se que D= (M —1)-Q+ (D — (M —1)-Q).
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3.2. MODELOS COM VARIAVEIS-MODULO

Somando a ambos os membros da restricao de nao negatividade para

sz m—1 M h A .
a varidavel v, a soma ) ,_ v;', obtém-se:

M M
St Y dedr<ir VieV,2<m<M

Finalmente, usando as equagbes (3.17), as restrigoes (3.8) e as res-
tricoes de dominio das varidveis v7*, conclui-se que 0 < " < 1,Vi €V,

m =1,..., M. Portanto, a solugao (z, U, t) é admissivel para (LSUP;).

O custo desta solucao é obtido pela soma do custo associado as variaveis

T COoIm.:
M M
D(gm =g A=Y Y (o =" Y 0 =
1€V m=1 i€V m=1 h=m
M h M
=D Dy (@ —em )= D ¢
i€V h=1 m=1 1€V h=1

que é o custo da solugao (&, U, ) ou seja, as duas solugoes tém o mesmo

custo, provando-se assim, que V (LSU Pgy) > V(LSUPy).

. Considere-se agora uma solugao, (Z, U, t), admissivel para (LSUP;) e

uma outra solugao (z, U, v) em que & = &, U = U e o valor das varidveis

v ¢ obtido da seguinte forma, para Vi € V:

o = —frtt 1 <m<M-1 (3.18a)
oM = 1 (3.18b)

3 3
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Para provar que (z, U, 0) é uma solugao admissivel para (LSU Pgyy) é
necessario reorganizar as restri¢oes (3.14’) do modelo incremental da

seguinte forma, para Vi € V:

i< (@-1 ~“1+Z_ (MQ - 1)~ ((m—1)-Q - 1)) - i+

+((D-D=(M-1)-Q- 1)) _
M—-1 M

=2 (mQ-1)-E = (m —1) i+ (D=1) B =
n;;—ll 31

= (mQ—1)-1" =y (mQ—-1)-i"' +(D-1)-iM =
v

= D> (mQ—1)-9"+(D—1)- 9"

3
Il

~

ou seja, as restrigoes (3.7") sdo verificadas pela solucao (z,U, ).

Além disso, esta solugao também verifica as restrigoes (3.8), visto que

tl <1, para qualquer i € V, implica que:

M M M M-1
71 g g 7 ym—+1
L2 4+ =) fr=) =) &=
m=2 m=2 m=1 m=1
M—-1 M
= D -+t =) o
m=1 m=1

Finalmente, pelas restricoes de dominio das variaveis tI*, pelas res-
trigoes (3.15) e usando as igualdades (3.18a) e (3.18b), conclui-se que
0<om<1,VieVm=1,...,Meportanto a solucao (i,U,@) é

admissivel para (LSU Pgyy).
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O seu custo, além da parcela associada as variaveis x, é:

M
S nir -

i€V m=1 eV

o (5 — ) + M) =
M-1 0
ori = > i) 4=
m=1
M M—-1
D=3 o) =
m=0

n
= DD (om—enT)

que é o custo da solucao (z, U, t), ou seja, as duas solugoes tém o mesmo

custo, concluindo-se assim, que V(LSUP;) > V(LSU Pgyy).

Assim se conclui que existem transformagoes lineares, (3.17), (3.18a) e (3.18b),
que a partir de qualquer solucao admissivel de um dos modelos permitem
construir uma solucao admissivel para o outro modelo e com o mesmo custo,

ou seja:

V(LSUP;) = V(LSU Pg)

3.3 Modelo com variaveis-nodo discretizadas

O modelo (SUPyy) apresentado na Secgao 3.1 apresenta uma funcao linear
por segmentos nas variaveis U;. Como tal, é possivel aplicar a este modelo

a técnica de discretizagao apresentada na Seccao 1.3.1, criando um novo
d

conjunto de variaveis binarias, u{ com o seguinte significado:
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1 se na solugao o nodo 7 tem grau d + 1

0  caso contrario

VieV,d=1,...,D—1

D-1 . NP e
com » uf < 1 para garantir a consisténcia da substituicao.

Estas novas varidaveis estao relacionadas com as variaveis inteiras anteriores

U; da seguinte forma:
Uy = d-ul NieV (3.19)

Se 0 nodo 7 estiver na solugdo com grau superior a 1 (U; > 0) entao exacta-
mente uma das variaveis u¢ terd valor igual a um. Essa varidvel serd aquela
que estiver associada ao indice d correspondente ao valor da variavel inteira
U; = d. Caso contrdrio, o nodo é uma folha (U; = 0) e entdao u? = 0,

d=1,...,D—1.

Para cada nodo 7, o termo nao linear da fungao objectivo (3.1), ®(U;+1), tem

dominio {0,1,..., D — 1}. Este dominio pode ser particionado nos subcon-
juntos {0} U{1,...,Q —1}U{Q,...,2Q —1}U...U{(M - 1)Q,...,D — 1}
para os quais a funcao toma os valores 0, ¢!, #?, ..., »™, respectivamente.

Tomando como referéncia o Exemplo 1.3 da Secgao 1.3.1, a fungao ®(U; + 1)

ficard entao escrita como:

M—-1 mQ@—1 D—1

Q-1
QU+ 1) =0 - i+ o™ wl+oM Y uf
d=1 m=2

d=(m-1)Q d=(M-1)Q
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Definindo os coeficientes A4 = ®(d+1) parad = 1,..., D —1, a funcao linear
por segmentos em U; dé origem, através da técnica de discretizagao, a fungao

linear nas variaveis u:

)

-1
U +1) =Y X -ufd
1

a
Il

Finalmente, utilizando (3.19) para substituir as variaveis U; no modelo nao

linear, obtém-se a formulacao linear discretizada apresentada na Figura 3.4.

D—-1
(SUPD) min Z Cij Tij + Z )\d uf (320)
(i,j)€A i€V d=1
sa: X(A (i) =1 ie V\{r} (1.2)
{(i,j) € A:z;; =11} é conexo (1.3)
D—1
d-uf i€ V\{r} (3.21a)
+ _ d=1
XA @) =4 5,
d-ul+1 i=r (3.21b)
d=1
D—1
ud <1 ieV (3.22)
d=1
Zij € {0,1} (i,j) € A (1.4)
ul € {0,1} ieV,1<d<D-1 (3.23)

Figura 3.4: Modelo Linear com varidveis-grau discretizadas para o (ASupCG).

d

Note-se que, ao substituir as varidveis U; pelas varidveis u, as restri¢oes (3.3)

do modelo nao linear tornam-se redundantes.
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As novas restri¢oes de grau externo (3.21a) (3.21b) em conjunto com as res-
trigoes de consisténcia (3.22), garantem que o numero de arcos divergentes
do nodo i, incluidos na solugao, é igual ao indice d (d + 1 no caso do nodo

raiz) da tnica varidvel u¢ com valor igual a 1.

Neste modelo é possivel ainda eliminar certas varidveis uf. Isto acontece
sempre que, numa instancia do (ASupCG), o ntmero de arestas incidentes

num dado nodo seja inferior (ou igual) ao grau méximo estabelecido:

ud =0 d=|A"(i)],...,D—1

ult D= i#re A(ryi)€ Aoui=r

3.3.1 Comparacao de relaxacoes lineares: Parte 11

O modelo discretizado (SUPp) é equivalente em termos das respectivas re-
laxagoes lineares, aos modelos (SU Pgyy) e (SUPy), apresentados na Secgao
3.2, admitindo que as restri¢oes genéricas (1.3) sao modeladas da mesma

forma. A prova serd feita comparando os modelos (SUPp) e (SUPgyy).

Proposicao 3.3.1. Se as restri¢oes (1.3) forem modeladas da mesma forma

para os modelos (SUPgy) e (SUPp) entdo:
V(LSU Pgar) = V(LSUPp)

Demonstracao. A demonstracao consiste em duas partes: na primeira parte
mostra-se que qualquer solugao admissivel do modelo (LSUPp) pode ser
transformada linearmente numa solugao admissivel do modelo (LSU Pgyy)

com o mesmo custo.
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Na segunda parte, mostra-se que a partir de qualquer solucao éptima do
modelo (LSU Pgys) se pode obter, através de uma transformagao linear, uma

solucao admissivel para o modelo (LSUPp) com o mesmo custo.

1. Seja (&, ) uma solugao admissivel para o modelo (LSU Pp). Considere-
-se ainda uma solucdo (&, U, ©), em que & = & e o valor das varidveis U;
é obtido a partir do valores das varidveis u¢ utilizando as equacoes de
discretizagao ja apresentadas, (3.19). O valor das variaveis v" é obtido

através do seguinte sistema de equacoes lineares:

Q-1
o = a? (3.24a)
d=1
Q-1
o = al 2<m<M-—1 (3.24b)
d=(m—-1)Q
D-1
o= Yl (3.24c)
d=(M-1)Q

A solucio (#,U, ) assim obtida, satisfaz as restricoes (3.2a) e (3.2b)
devido as igualdades (3.19). Além disso, a partir destas mesmas igual-

dades obtém-se:

D—1 Q-1 M—-1 mQ@-1 D—-1
U, = S d-al=S"d-al+ dalt Y dead<
d=1 d=1 m=2 d=(m—1)Q d=(M-1)Q
Q-1 M-1 mQ-1
< Y @Q-1-at+ > (mQ —1) - i
d=1 m=2 d=(m-1)Q
D—-1
+ Y (D-1)-if =
d=(M~-1)Q
M-1
= Q-1+ > (mQ-1)-¢"+(D—1)-v)
m=2

ou seja, as restrigoes (3.7") sao verificadas.
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Por outro lado, para cada i € V, utilizando o sistema (3.24a) — (3.24c¢),

obtém-se as restri¢oes (3.8):

M Q-1 M-1 mQ-1 D-1 D
S = ad+ ) > Al il =Y al <1
m=1 d=1 m=2 d=(m-1)Q d=(M-1)Q d=1

Finalmente, o dominio das varidveis 4¢ e as restrigoes (3.22) permi-
tem concluir que 0 < 9" < 1, U, > 0,V i,m. Conclui-se assim que a
solucio (#,U,7) é admissivel para o modelo (LSUPgy). A parte do
custo associado as varidveis = e atendendo a definicao da fungao ®(d)

(ver Capitulo 2), o custo desta solugao é:

Yy o= | dostal+ )y Y et Y oM
i€V m=1 i€V \ d=1 m=2 d=(m-1)Q d=(M-1)Q
D-1 D-1
= d(d+1)-af = A
i€V d=1 i€V d=1

Ou seja, as duas solugoes tém o mesmo custo e prova-se assim que,

V(LSUPp) > V(LSU Pgyy).

2. Para estabelecer V(LSUPp) < V(LSU Pgyy) comega-se por considerar
uma solucao éptima (z,U, o) para (LSUPgy). Em qualquer solucio
éptima deste modelo, as restrigoes (3.7") sao satisfeitas como igual-
dades, visto que, para cada nodo ¢ € V, as variaveis do conjunto
{v},vZ,...,0vM} estdo envolvidas apenas na restricdo (3.7’) e na res-
trigdo (3.8), para o nodo i. De facto, suponha-se por absurdo que

existe uma solugao 6ptima em que, para um dado nodo 7 € V a res-

trigao (3.7') é verificada como desigualdade estrita.
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A partir desta solugao, é possivel diminuir o valor de uma ou mais

dessas variaveis v}, v?, ... oM

', mantendo-as nao negativas, até que o

segundo membro da restri¢ao (3.7') seja igual ao primeiro membro, U;.
Construida desta forma, esta nova solu¢ao nao viola a restri¢ao (3.8) e
além disso, tendo em conta o coeficiente positivo das variaveis v]" na
funcao objectivo, tem um custo inferior ao da solucao éptima, o que é

absurdo.

A partir da solugao éptima, (Z,U,v), constréi-se uma solugao (&, )

d

em que o valor das varidveis u{ é obtido da seguinte forma (o valor das

variaveis x é o mesmo, & = ), para cada i e d:

ot sed=m@Q —1 Vm=1,...,.M —1

2

i =qoM sed=D-1 (3.25)

)

0 , caso contrario
\

ou seja, para um dado nimero de médulos instalados no nodo i, m, ape-
nas serd nao nula a variavel u¢, tal que d + 1 corresponde ao ntimero

maximo de ligacoes permitidas por esse numero de mddulos instala-

d

2 mQ; restantes varidveis u{ serao nulas.

Pelo dominio das varidveis v é imediato observar que 0 < ﬂf < 1,
VieV,d=1,...,D —1. Por outro lado, as restrigoes (3.22) sdo veri-

ficadas para qualquer nodo 7 € V:

~
L
S

-1 M-1
N ~mO—1  ~D— _ _
ad = et 4 Pt = o oM <1

m=1

U
]
~
3
I
-

2No caso do nimero de médulos instalados ser M, a tinica varidavel ndo nula é ulD -1
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Para qualquer nodo i € V', a partir das restri¢oes (3.7') satisfeitas como

igualdade e usando (3.25), obtém-se as igualdades (3.19):

M M—
U= (mQ—-1)-5"+ (D - Zm@—l -1y
m=1 m=1
Q-2 M-1 mQ-2
+(D—1)- @l + > d-al + d-ad+
0
D—-2 M—-1 m@—1 D—-1

+ > deaf = d-af+ Y d-if =

d=(M—-1)Q m=1 d=(m-1)Q+1 d=(M—-1)Q

=0
D—1
=Y d-a¢

d=1

Este facto, em conjunto com as restri¢oes (3.2a) e (3.2b) do modelo
(LSU Pgyy), permite concluir que a solugao (&, @) verifica as restrigoes
(3.21a) e (3.21b) do modelo (LSUPp) e portanto, a solugao (z,u) é

admissivel para este modelo.

Finalmente, a parte do custo desta solucao, associada as variaveis u é

dada por 3:

D—1 M—1
Z Z AL (3:25) Z Q-1 .a:’nQ—l 4+ AP, ﬂf)_1> _
i€V d=1 i€V \ m=1
M—1
= ®(mQ) - " + (D) - M) =
eV m=1
M—1 M
= d)m-@z”wM-@%):Zqumw
i€V \ m=1 1€V m=1

3 Atente-se & definicao da funcdo ®(-) no Capitulo 2 e A\’ na Secgdo 3.3.
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ou seja, as duas solugoes (z, U, v) e (£, ) tém o mesmo custo, concluindo-

-se assim que:

V(LSUPgy) > V(LSUPp)

3.3.2 Resultados Computacionais: Modelo (SU Pp)

Nesta seccao avalia-se a qualidade dos limites fornecidos pela relaxacao li-
near do modelo discretizado (SUPp) aplicado a um conjunto de instancias
de teste com 25 e 50 nodos. No Apéndice B é descrita a forma como as
instancias foram geradas. Todos os resultados apresentados foram obtidos
num computador INTEL CORE 2 - 2.4 GHz com 3.327 GB de memdria
RAM, utilizando o software CPLEX 11.0/Concert Technology 2.5 da ILOG.
Nas tabelas seguintes a primeira coluna, ”R”, identifica o tipo de Rede:
"W7”para redes Wireless e ”C” para redes Cabo, de acordo com o tipo de cus-
tos das ligagoes entre os nodos (ver Apéndice B). As colunas |F|, (K1, K3) e
D indicam respectivamente, a densidade da instancia em termos de nimero
de arestas, o par de custos tecnoldgicos que define a funcao de custos nos
nodos e o grau maximo em cada nodo. De seguida as tabelas encontram-
-se divididas em duas partes, a primeira referente aos desvios relativos do
valor éptimo do modelo linear (LSU Pp) em relagao ao valor 6ptimo do pro-
blema inteiro e a segunda referente aos tempos de CPU para resolver o modelo

linear (LSU Pp). O desvio relativo é calculado como habitualmente:

V(P) = V(LP)
V(P)

desvio =

para um modelo genérico P.
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Um valor de desvio relativo igual a 0* significa que o valor éptimo da re-
laxac@o linear do modelo (LSUPp) é igual ao valor éptimo do problema
inteiro. Quanto a escolha do modelo para obter a solugao 6ptima inteira do
problema apresenta-se no Apéndice C um estudo comparativo de alguns mo-
delos (os mais relevantes) apresentados ao longo deste capitulo. Os resulta-

dos obtidos com o modelo escolhido serao analisados apos a sua apresentacao.

As colunas SC', SC* e MC indicam os resultados obtidos utilizando os di-
ferentes sistemas de fluxos para garantir a conexidade da solucao, respecti-
vamente, com comodidade tinica, com comodidade tunica fortalecido com a
adi¢ao das desigualdades (1.10) (ver Secc¢ao 1.1.1) e com multiplas comodi-
dades. Por clareza de apresentacao, nao se incluem as colunas referentes aos
tempos de CPU para o modelo (LSU Pp) com sistema de fluxos SC, com ou
sem desigualdades (1.10) adicionadas, visto estes serem inferiores a 1 segundo

(c¢f. Apéndice D).

Comparando sistemas de fluxos.

Comparando os resultados obtidos com os diferentes sistemas de fluxos,
observa-se que os desvios do modelo utilizando o sistema SC melhoram con-
sideravelmente quando se utilizam as desigualdades (1.10). Mesmo assim, a
utilizacao do sistema MC' ainda consegue reduzir os desvios obtidos com a
utilizacao do sistema SC*. Note-se ainda que, com o sistema de fluxos M C,
o modelo (LSUPp) conseguiu reduzir o desvio a zero, para uma instancia
Wireless com 50 nodos e 150 arestas (para D = 3). Em termos de tempo de
CPU, o sistema MC' que envolve mais variaveis e restricoes do que o sistema
SC (e SC*) regista valores mais elevados no entanto sao consideravelmente

baixos (inferiores a 30 segundos).
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(LSUPp)
desvio CPU
R |E| (Ki,K2) D sc  sc* McC ‘ MC
3 42 39 37 0
(100, 10) 4 4,0 3,7 3,4 0
5 64 59 56 0
6 || 19,9 19,5 19,2 0
75
3 42 40 38 0
(100,50) 1,8 16 14 0
5 56 53 5,1 0
6 16,2 15,9 15,7 0
w
3 38 38 38 1
(100, 10) 4 3,5 3,5 3,5 0
5 4,9 4,9 4,9 0
6 9,0 9,0 9,0 0
150
3 3,9 3,9 3,9 1
(100, 50) 4 1,5 1,5 1,5 0
5 46 46 46 0
6 87 87 87 0
3 75 62 5,7 0
(100, 10) 4 1] 12,9 11,1 10,6 0
5 21,6 19,9 19,4 0
6 26,2 244 239 0
75
3 6,9 5,8 5,5 0
(100, 50) 4 9,7 8,3 7,9 0
5 || 185 17,1 16,7 0
o 6 || 240 224 220 0
3 84 59 53 0
(100,10) 4 || 124 96 93 0
5 || 16,9 14,3 13,9 0
6 23,1 20,4 20,0 0
150
3 77 56 5,1 0
(100, 50) 4 9,1 6,9 6,7 0
5 || 14,3 12,2 11,9 0
6 20,4 18,1 17,9 0

Tabela 3.1: Resultados para instancias com 25 nodos: Modelo (LSUPp).

Densidade e Tipo de rede.

Em relacao ao tipo de rede, os desvios sao consideravelmente maiores para
as redes Cabo do que para as redes Wireless. Quanto a densidade da rede,
os comportamentos sao distintos para as instancias com 25 e 50 nodos. Nas

primeiras os desvios tendem a diminuir quando a rede se torna mais densa,
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quer para redes Cabo, quer para redes Wireless embora nestas tltimas a di-
minuicao seja maior. Nas instancias com 50 nodos sucede o contrario: os
desvios tendem a aumentar quando a rede se torna mais densa, quer para

redes Cabo, quer para redes Wireless, sendo maior o aumento nestas iltimas.

(LSUPD)

desvio CPU
R |E| (Ki,K2) D sc  sc*  McC MC
3 07 01 0* 9
(100, 10) 4 1,3 0,5 0,3 1
5 28 18 1,6 1
6 7,4 6,2 6,0 1

150
3 0,6 0,1 0* 9
(100, 50) 4 0,8 0,3 0,2 2
5 1,9 12 1,1 1
6 6,3 55 54 1

w

3 1,0 01 01| 27
(100,10) * 1,9 1,1 1,0 2
5 35 24 23 2
6 79 67 40 1

300
3 07 01 01/ 23
(100,50) % 1,2 0,7 06 2
5 2,3 1,6 1,5 2
6 6,6 5,8 4,0 1
3 80 28 27 1
(100,100 % | 128 76 76 1
5 || 17,8 13,2 12,9 1
6 || 21,0 164 16,2 1

150
3 70 24 24 1
(100, 50) 4 10,0 5,7 5,7 1
5 16,1 12,1 11,9 1
o 6 19,9 15,9 158 1
3 11,6 5,8 5,7 2
(100,10) 4 || 192 123 122 2
5 25,5 18,3 18,1 2
6 || 31,7 244 242 2

300
3 9,7 4,8 4,8 2
(100,50) 4 | 136 81 80 2
5 || 22,0 16,2 16,0 2
6 || 29,0 23,0 228 2

Tabela 3.2: Resultados para instancias com 50 nodos: Modelo (LSU Pp).
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Efeito dos parametros.

O efeito do parametro D nos desvios nao parece ser o mesmo para os dife-
rentes cenarios. Aparentemente os desvios aumentam com o parametro D,
havendo no entanto excepc¢oes: nas redes Wireless com 25 nodos decresce
para D = 4. Para as redes Wireless regista-se um grande aumento nos des-
vios quando o grau maximo ¢ 6.

Quanto ao par de custos tecnoldgicos (K7, K3) os desvios sdo mais baixos
quando os custos nos nodos sao mais elevados, (K7, K3) = (100,50). As di-

ferengas sao maiores nas redes Cabo do que nas redes Wireless.

Como foi referido no inicio da andlise de resultados, a utilizacao das desi-
gualdades (1.10) em conjunto com o sistema de fluxos SC, revelou-se ttil,
em termos da qualidade dos limites inferiores. Sendo assim, nos resultados
das seccoes seguintes, apenas serao apresentados resultados para modelos que

utilizam um sistema de fluxos SC* ou MC.

3.4 Modelo com variaveis-arco discretizadas

Os resultados computacionais da seccao anterior mostram que, a qualidade
dos limites inferiores fornecidos pela relaxacao linear do modelo (SUPp) é em
geral fraca como, principalmente para as instancias Cabo. Uma forma de os
melhorar consiste em adicionar desigualdades vélidas ao modelo (SU Pp), que
podem ser escritas em termos das varidveis ja existentes no modelo (z;; e uf)
ou, de uma forma alternativa, utilizando novas variaveis através dum modelo
estendido obtido a partir do modelo (SUPp). Nesta secgao discute-se a se-

gunda alternativa e considera-se um modelo estendido onde as varidveis-arco,

x;5, sao desagregadas em novas varidveis- -arco discretizadas, a:glj, de modo a
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introduzir desigualdades vélidas do tipo xfj < ud. Estas desigualdades sao

¢,
semelhantes na forma, a desigualdades utilizadas para reduzir a diferenca,
em termos de relaxacao linear, entre modelos de fluxos de multiplas como-
didades e modelos de fluxos de comodidade tnica, reforcando estes tltimos
(ver [51]). Desigualdades semelhantes a estas, mas onde as varidveis tém uma
interpretacao diferente, foram também utilizadas para reforgar a relaxagao
linear de formulagoes béasicas para um problema de Network Loading [23]
ou para um problema de Network Flow com uma funcao de custos linear

por segmentos [14]. As novas varidveis-arco discretizadas sao definidas da

seguinte forma:

1 , seoarco (i,7) estd na solugao e o grau do nodo i é d + 1

0 , caso contrario (1,7) € A; d=1,...,D—1

Como o nodo raiz tem apenas arcos divergentes é necesséario definir ainda as

variaveis xgj para salvaguardar o caso em que o grau do nodo raiz é 1:

1 , seoarco (r,j) estd na solucao e o grau do nodo r é 1

0 , caso contrério (r,j)e A

A introducao das novas desigualdades validas referidas anteriormente, s6 tem
o efeito pretendido se conjuntamente se introduzirem restrigoes de ligacao en-
tre as novas variaveis xfj e as varidveis z;; e ul. Estas restrigoes de ligacao

4 permitem também dar um significado mais preciso as varidveis a:glj:

+ .
4Xd(A (i) = Z(i,j)eA+ (i) x%'
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D—-1
Tij = Z zf; (i,5) € Aji#r (3.26a)
d=1
D—1
Ty =Y al; (r,j) €A (3.26b)
d=0
XUA () =d-ul ieV\{r}; d=1,...,D—1 (3.27a)
XA () =d+1) ul d=1,...,D—1 (3.27b)
D—1
XA ) =1 uf (3.27¢)
d=1

Figura 3.5: Sistema linear de defini¢gao das varidveis :Eglj para o (ASupCG).

As igualdades (3.26a) e (3.26b) fazem a ligagdo entre as varidveis-arco e
as variaveis-arco discretizadas e garantem que se um arco (i, j) estiver pre-
sente na solucao, entao (exactamente) uma varigvel :cglj, d=1,...,D—1
(d=0,...,D—1no caso de i = r) terd valor igual a 1, ou seja, o arco (i, )

estd na solugao, qualquer que seja o grau do nodo ¢ (desde que o nodo nao

seja folha no caso de i # r).

As igualdades (3.27a) - (3.27¢) fazem a ligac@o entre as varidveis-nodo discre-

tizadas e as varidaveis-arco discretizadas. Garantem que no caso de um nodo

d

i # r ser uma folha na solugao, entao as varidveis z{; serdo nulas para todos

os arcos divergentes do nodo ¢ e para todood =1,..., D — 1 o que, pelas
igualdades (3.26a) implica que nenhum arco divergente de i estard presente
na solugao. Por outro lado, se o nodo i tiver grau ¢g(i) = d' + 1 na solugao,

~ ., . 4 ~ . . .
entao exactamente d’ varidveis xfj serao iguais a 1; pelas igualdades (3.26a)
exactamente d' arcos divergentes no nodo i, estarao presentes na solucao.

Analogamente, no caso do nodo raiz ser uma folha, pelas igualdades (3.27b)
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tem-se :L'ffj = 0 para todo o arco (r,j) ed=1,..., D — 1, o que implica, pe-

las igualdades (3.26b), que z,; = x); para todo o arco (r,j). Pela igualdade

0

(3.27c) fica garantido que apenas uma das varidveis ,); serd igual a 1 e por-

tanto, apenas um dos arcos divergentes na raiz estara presente na solucao.

0
ry

No caso da raiz ter grau g(r) = d’ + 1, as varidveis x (r,j) € A, serao

’ ~
& serao

todas nulas e pelas igualdades (3.27b) exactamente d’ + 1 varidveis xy;

iguais a 1. Isto implica, pelas igualdades (3.26b), que exactamente d' + 1

arcos divergentes na raiz estarao presentes na solucao.

As restrigoes de ligagao (3.27a), (3.27b) e (3.27¢) podem ser vistas como uma
versdo desagregada das restrigoes de ligagio entre as varidveis z;; e uf no mo-
delo (SUPp), respectivamente (3.21a) e (3.21b). De facto, para cada nodo
i # r, somando as restrigoes de ligacao (3.27a) para todood=1,...,D —1
e usando a igualdade (3.26a) obtém-se a restricao de ligacao (3.21a) para o
mesmo nodo i. Analogamente para o nodo raiz, somando as restrigoes de
ligacao (3.27b) para todood = 1,..., D — 1, com a restri¢ao de ligacao para
d =0, (3.27c) e usando (3.26b), obtém-se a restri¢ao de ligacao (3.21b).

O modelo discretizado estendido obtém-se ao adicionar o sistema linear da
Figura 3.5 ao modelo discretizado (SUPp). Pelo que foi dito antes, as res-
trigoes (3.21a) e (3.21b) podem ser ainda eliminadas do modelo estendido.
A adicao do sistema linear da Figura 3.5 por si sé nao chega para fortalecer
a relaxacao linear do modelo ja que as restrigoes, por enquanto incluidas,

apenas permitem definir as novas variaveis.
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Por forma a motivar o conjunto de desigualdades validas mencionadas no
inicio desta seccao, considere-se para um dado nodo ¢ # r e um valor fixo

de{l,...,D — 1}, o poliedro P; 4, definido por °:

0<zd <1 (i,7) € A" (i)

Este poliedro surge como subestrutura em varios modelos de Optimizagao
Combinatéria, como por exemplo Modelos de Localizagao (ver [33]) onde o
sinal de igualdade é geralmente substituido por um sinal de <. Se forem
adicionadas as desigualdades vélidas:
vy < uf (i.4) € A"(0)

ao poliedro anterior, obtém-se uma descri¢ao linear completa do envolvente
convexo definido pelas solugoes inteiras do poliedro P; 4 (ver demonstracao
no Apéndice A).

Este facto permite concluir que nao é possivel encontrar outras desigualda-

d

¢ e as varidveis ud, (i,5) € A" (i), que

des vélidas envolvendo as varidveis x e,
nao sejam dominadas pelas desigualdades validas apresentadas. Portanto,
¢é natural assumir que se obtém um modelo com uma relaxagao linear mais
forte se forem introduzidas no modelo estendido, obtido do modelo (SUPp),

as seguintes desigualdades designadas por desigualdades Arco Desagregadas °:

AD(i, j;d): zd < ud (1,j) e A; d=1,...,D—1

Para i = r o poliedro é semelhante mas o segundo membro da igualdade serd (d+1)-uf.
6A sigla AD corresponde as iniciais do nome das desigualdades.
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O facto de, paracadat € V,d=1,..., D — 1, estas desigualdades definirem
facetas do poliedro P, 4, garante a sua validade. No entanto, no modelo es-
tendido, as desigualdades vélidas AD(i, j; 1) sdo redundantes para qualquer
(i,7) € A,i # r pois, pela nao negatividade das variaveis e utilizando a res-
trigao de ligagao (3.27a) resulta:

2l < XNAT(i)) = u}

2

Como conclusao, as desigualdades véalidas desagregadas a introduzir no mo-

delo para fortalecer a respectiva relaxacao linear sao:

AD(i,5;d) , 1€ V\{r}; d=2,...,D—1 (3.284a)
AD(r,j;d) , d=1,...,D—1 (3.28b)

Designe-se por (P+AD) o modelo fortalecido obtido ao adicionar todas as
desigualdades vélidas (3.28a) e (3.28b) e o sistema de restrigoes de defini¢ao
(3.26a) - (3.27¢) a um modelo genérico (P). Este tipo de fortalecimento do
modelo discretizado sera também aplicado a um outro modelo linear apre-

sentado na Seccao 3.5.

Termina-se esta seccao com um exemplo da aplicacao das desigualdades
AD(i, j;d) ao modelo discretizado. Nos resultados apresentados na Seccao
3.4.2 comprovar-se-a que, em quase todos os casos, o modelo fortalecido com
estas desigualdades permite obter limites inferiores, consideravelmente me-

lhores do que o modelo (SUPp).
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Exemplo 3.1: Modelo (SUPp) vs modelo (SUPp+AD) 7

Na Figura 3.6(a) apresenta-se uma instancia com 9 nodos, 17
arestas, onde o grau maximo é igual a 5 e a dimensao de cada
interface é igual a 3. O valor junto a cada aresta representa o
respectivo custo de utilizagao. O custo da matriz de routing e
de cada interface é, respectivamente, 100 e 10, dando origem ao
vector de custos de grau, ®(d).

O valor 6ptimo do modelo (LSUPp) ¢ igual a 234 (c¢f. Figura
3.6(c)) a que corresponde um desvio de 37.3% (c¢f. Figura 3.6(b)),
enquanto o valor 6ptimo do modelo fortalecido, (LSUPp+ AD)
é igual a 308 (ver Figura 3.6(d)) a que corresponde um desvio
de 17.4%. Note-se que, embora a solu¢ao do modelo (LSU Pp),
seja inteira nas varidveis x;;, nao corresponde a configuragao da

solu¢do 6ptima do modelo (SUPp), nem sequer tem o mesmo

custo (o valor é 24 no modelo (LSU Pp) e 33 no modelo (SUPp)).

Note-se também que, qualquer solucao ”desagregada’obtida
da solu¢do 6ptima de (LSUPp), utilizando as restrigdes de
ligagao (3.26a)—(3.27c), resulta numa solugdo no espago das
variaveis (xij,zfj,uf) que viola pelo menos uma das desigual-
dades AD(i,j;d). Basta considerar, por exemplo, o arco (6,8)
para o qual as restrigoes de ligagao implicam que 22 = 7z = 1
e zdy = 0 para d # 5, o que claramente viola a desigualdade

AD(6,8;5), visto 1 = x> ug = 3.

"Utilizando o sistema de fluxos MC.
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@ @—D
®
OO
B, ®
u? =ul =ug =1,

®(d) = [110 110 120 120

uf = 0 para as restantes

(a) Grafo original. (b) Solugao 6ptima (inteira) com valor

373.

7 @&—0

D—
G ®
wi=ui=ut=ui=1 =}
uf = 0 para as restantes
(c) V(LSUPp) = 234. (d) V(LSUPp+AD) = 308.

Figura 3.6: Comparacao dos modelos (SUPp) e (SUPp+ AD) (arcos a cheio

representam x;; = 1; arcos a tracejado, z;; = %; arcos a ponteado, x;; = %)

3.4.1 Desigualdades Arco Desagregadas no espaco das
variaveis (z,u)
Muito embora o modelo (LSUPp+ AD) possa dar origem a bons limites

inferiores pra o problema, tem uma possivel desvantagem: faz aumentar o

numero de variaveis e restricoes no modelo.
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Nesta seccao retoma-se a primeira alternativa enunciada no inicio da Secgao
3.4 que consiste em encontrar desigualdades validas para o modelo (SU Pp)
escritas em termos das varidveis originais do modelo. Uma forma de o fazer
consiste em encontrar desigualdades validas no espago das varidveis z;; e u

que sejam implicadas pela relaxagao linear do modelo estendido (SU Pp+AD).

Assim, para qualquer nodo i # r e um qualquer subconjunto de arcos,
H(i) € A™(i), tal que 1 <h = |H(i)| < D — 2, considerem-se as seguin-

tes desigualdades, designadas por desigualdades Arco ®

h—

An(i, H(D)) X (H(®)) < Zd ud 4 h- Zu L HGE) CAG),idtr
—

E f4cil verificar que para subconjuntos de arcos divergentes no nodo i # r,
com dimensao h > D —1, as desigualdades vélidas Ay (i, H (7)) sao implicadas

pelas restri¢oes de ligagao (3.21a) do modelo discretizado.

Para entender melhor o significado destas desigualdades considere-se o caso

particular, para um conjunto com dimensao h =1, H(i) = {(i,j) }:

8A sigla A corresponde 4 inicial do nome das desigualdades.
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Esta desigualdade indica que a presenca do arco (7, j) (i # r) na solugao, sé
é possivel se no nodo i for instalado equipamento (j& que neste caso o nodo

i tera na solugao um grau, g(i) > 2).

Para o caso mais genérico, as desigualdades Ay (i, H (7)) implicam que, se to-
dos os arcos de H (i) estiverem presentes na solugao, o primeiro membro da
desigualdade toma valor h, o que implica que Zg;ll ul=0e 5:,3 ud =1
j& que apenas uma destas variaveis poderda tomar valor 1 (pelas restrigoes
(3.22)). Por outras palavras, o grau do nodo ¢ na solu¢ao tem de ser pelo
menos igual a h+ 1 e neste caso a desigualdade Ay (i, H (7)) é satisfeita como

igualdade.

Pela mesma razao, se apenas k < h arcos de H(i) estiverem presentes na
d

solugao entao uma das variaveis uf com d > k tera um valor igual a 1. Mas

neste caso, se for uma das varidveis uf com d € {k+1,...,D — 1}, a desi-

i

gualdade Ay (i, H(7)) sera satisfeita como desigualdade estrita.

Para o nodo raiz, e para qualquer subconjunto de arcos, H(r) C A" (r), tal

que 2 <h = |H(r)| <D — 1, as desigualdades Arco sao:

Ap(r,H(r)) X(H(r)) < 1+i d-ul4(h—1)- - ul | H(r) C A (r)

d=1 d=h—1

Também para subconjuntos de arcos com dimensao h > D, divergentes do
nodo raiz, as desigualdades Ay (r, H(r)) sdo dominadas pelas restrigoes (3.21b).
No caso de subconjuntos com dimensao h = 1, as desigualdades A;(r, {(r,7)}),
. < 1,(r,j) € A" (r), sao dominadas pelas préprias restricoes de dominio

das variaveis ;.
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Para um dado subconjunto de arcos H(r) = {(r,7),(r, k)}, a desigualdade
Ay(r,H(r)) é

D—-1

Tpj + Xy < 1+Zuf
d=1

que garante que, se dois arcos divergentes da raiz estiverem presentes na
solugao, entao o grau da raiz na solucao tem de ser pelo menos igual a 2 (i.e.,
ol =1).
Para o caso genérico e fazendo uma descri¢cao andloga a dos nodos i # r, se
todos os arcos de H(r) estiverem presentes na solu¢do (o primeiro membro
da desigualdade ¢ igual a h), entdo uma das varidveis u? com d > h — 1 terd
de ser 1, i.e., o grau do nodo r na solucao tem de ser pelo menos h e neste
caso a desigualdade Ay, (r, H(r)) é satisfeita como igualdade. Se apenas k < h

arcos de H (r) estiverem presentes na solucao e u = 1 para algum d > k + 1,

a desigualdade Ay (r, H(r)) sera satisfeita como desigualdade estrita.

Para mostrar que as desigualdades Ay(i, H(i)), i € V, sdo validas para o
modelo discretizado (SUPp), mostra-se de seguida que sao implicadas pelo
modelo (SUPp+AD). Para tal considere-se em primeiro lugar, para qualquer

nodo ¢ € V\{r}, os seguintes poliedros: o poliedro P; definido por:

IZJ:ZI%‘ (Zaj) €A (Z)
d=1
xfjgu (Z,j)€A+(Z), =1,....,D—-1
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e o poliedro Q; definido por (h = |H (7)]):

D—-1
XA @)=Y d-ul
d=1
h—1 D—-1
XH@G@) <Y douf+h-> ul H(G) C A (i),1<h<D-2
d=1 d=h
0<u; <1 (i,7) € A (i)
0<ul<1 d=1,....D—1

Entre estes dois poliedros verifica-se o seguinte resultado:

Proposicao 3.4.1. Para qualquer nodo i € V\{r}
projzu(Pi) € Qi

Demonstracao. A prova consiste em mostrar que, para qualquer subconjunto
de arcos divergentes em i com dimensao h € {1,..., D —2}, as desigualdades
Ap(i, H(i)) sdo obtidas a partir das desigualdades véalidas AD(i, j;d) (e das
restrigoes de ligagao, (3.26a) e (3.27a)). Por um lado, as restri¢oes de ligagao

(3.27a) implicam que:

XYH@) <d-ul d=1,...,D—1 (3.29)

Por outro lado, somando as desigualdades vélidas AD(i, j; d) para todos os

arcos de H () (fixando o indice d), obtém-se:

XY H@)<h-uf d=1,...,D—1 (3.30)
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Somando agora as inequagoes (3.29) para todo o d = 1,...,h — 1 e as
inequagoes (3.30) para todo o d = h,...,D — 1 e somando o resultado,
obtém-se:

h—1 D—-1 -

]
g
=
-
]
g
=
n
MD‘

1 D-1
d-ul+h- E uf
1 d=h

a
Il
—
a
Il
>
a
Il

Utilizando as restrigoes de ligagao (3.26a), V (7, j) € H(7), no primeiro mem-

bro deste ltimo resultado, obtém-se a desigualdade valida Ay (i, H(i)).

Pelo que foi dito aquando da apresentacao das variaveis x?j, 0 primeiro con-
junto de igualdades do poliedro P; em conjunto com as restricoes de ligacao
(3.26a), implicam a primeira igualdade do poliedro Q;, ficando assim provado
que

prij,u (Pz> g Qz D

Para o nodo raiz é possivel definir poliedros semelhantes. O poliedro P, é

definido por:

D—-1
Ty =y @ (r,j) € A (r)
d=0
D—-1
XA () =1-) ud
d=1
als < uf (r.j)eA'(r);d=1,...,D—1
0<al <1 (r,j)e A (r); d=1,...,D—1
0<a,; <1 (r,j) € A" (r)
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e o poliedro Q, é definido por (h = |H(r)|:

X(A*(r))zz_d-uffﬂ

h—2 D—-1

X(H(r) <1+ d-ul+(h—1)- ul H(r)CA (r),2<h<D-1
d=1 d=h—1

0<a,<1 (r.j) € A'(r)

0<ul<1 d=1,...,D—1

— r —

Entre os dois poliedros, P, e Q,, verifica-se um resultado andlogo a Pro-

posicao 3.4.1:

Proposicao 3.4.2. Para o nodo raiz

proje.(Pr) € Q,

d d

Demonstragao. As restrigoes de ligacao (3.27b) entre as varidveis x
implicam que X4(H(r)) < (d+1)-uf para todod =1,..., D — 1. Somando

estas desigualdades para d =1,...,h — 2 obtém-se:

iXd(H(r)) < - (d+1) - u? (3.31)

Somando as desigualdades vélidas AD(r, j;d) para todo o arco em H(r) e

paratodood=h—1,...,D — 1, obtém-se:

XY H(r)) < h- u? (3.32)
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Somando as duas desigualdades (3.31) e (3.32) obtém-se:

D—-1 h—2 D—-1 h—2 D—-1
SOXUH) =Y XUH)+ Y XUH(r)) (d+1)-ul+h- Z u?
d=1 d=1 d=h—1 d=1 d=h—1

Por outro lado, a restrigao de ligagao (3.27¢) entre as varidveis xfj e ud implica

que XO(H(r)) < 1-3""""u, o que somando & anterior desigualdade permite

obter:
D—1 h—2
X(H(r) + ) X* <> (d+1)-ul+h- Zu+1—2u
d=1 d=1 d=h—1

Reorganizando o segundo membro desta desigualdade e utilizando as res-
trigoes de ligagao (3.26b), V (r,j) € H(r), no primeiro membro da desigual-
dade obtém-se a desigualdade vélida Ay (r, H(r)).

Novamente, o primeiro conjunto de igualdades do poliedro P, em conjunto
com as restrigoes de ligacao (3.26b) implicam a primeira igualdade do polie-

dro Q, ficando assim provado o resultado. O

Para um modelo genérico (P), designe-se por (P+A) o modelo obtido a par-
tir do modelo (P) ao adicionar as desigualdades Ay (i, H(i)), ¥V i € V, para

todos os valores de h para os quais as desigualdades validas estao definidas.

Como consequéncia dos dois anteriores resultados conclui-se que:

Proposicao 3.4.3. Se as restrigoes (1.3) forem modeladas da mesma forma

para os modelos (SUPp+AD) e (SUPp+A) entao:

projeu(Adm(LSUPp+AD)) C Adm(LSUPp+A)
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Demonstracao. O resultado é consequéncia directa das Proposigoes 3.4.1 e
3.4.2 e tendo em conta que os poliedros P, e P;, V i € V\{r}, estao con-
tidos no conjunto Adm(LSUPp+ AD), assim como, os poliedros Q, e Q;,
Vi € V\{r}, estdo contidos no conjunto de solugdes Adm(LSUPp+ A) (as

restantes restrigdes de ambos os modelos s@o as mesmas). O

E assim, como conclusao final tem-se:

Corolario 3.4.4. Se as restrigoes (1.3) forem modeladas da mesma forma

para 0s modelos (SUPp+AD) e (SUPp+A) entao:

V(LSUPp) < V(LSUPp+A) < V(LSUPp+AD))

Retomando a instancia apresentada na Figura 3.6(a), compara-se de se-
guida o limite inferior obtido pela relaxacao linear do modelo (SUPp+AD),
apresentado na Secgao 3.4, com o limite inferior obtido pela relaxacao linear
do modelo (SUPp+ A). Para avaliar melhor o papel destas, considerou-se
a introducao ”incremental” destas desigualdades no modelo (SUPp). Assim,
o modelo (SUPp+ A;) representa o modelo (SUPp) fortalecido com todas
as desigualdades A (i, H(i)) com h < t, para o qual as desigualdades estao
definidas °.

Q(SUPD-i-A) = (SUPD+AD—1).
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Exemplo 3.2: Modelo (SUPp+AD) vs modelo (SUPp+A) 1°

Para a instancia apresentada na Figura 3.6(a), o desvio do modelo

discretizado sem a adi¢ao de desigualdades vélidas é de 37.3% (cf.

Figura 3.6(c)). Este desvio é reduzido para 17.4% com o modelo

fortalecido (LSUPp+AD) (cf. Figura 3.6(d)).

@ > O

_ 1 .2 4 _
=7, ug =ug=1,

= 0 para as restantes

(a) V(LSUPD+A1) = 297.

(NI

2 2
5 8
4 _ d _
ug = 1, uf = 0 para as restantes

(¢) V(LSUPp+Asz) = 298.5 (arcos a tra-

cejado, z;; = 3).

5 2 _ 3
g7 Us = U = Us = 150 U6 = 16>
4 = 0 para as restantes

S

(b) V(LSUPp+As) = 297.75 (arcos a tra-

cejado, x;; = %; arcos a ponteado, x;; = %)

(d) V(LSUPp+Ay) = 308 (arcos a trace-

jado, x;; = %; arcos a ponteado, x;; = %)

Figura 3.7: Comparacao dos modelos (SUPp+A4;),t=1,...,4,e (SUPp+AD)

(arcos a cheio, z;; = 1).

10Utilizando o sistema de fluxos MC.
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O valor 6ptimo do modelo (LSUPp+A;) é igual 297 (cf. Figura
3.7(a)), a que corresponde um desvio de 20.4%. Note-se que,
na solucao 6ptima deste modelo, o tinico nodo para o qual as
desigualdades As(i, H(i)) nao se verificam é o nodo raiz. De
facto (r = 1):

4
1
2=$15+$19>1+Zuf=1+—

4
d=1

No modelo (LSU Pp+A;) o desvio diminui para 20.2% (cf. Figura
3.7(b)) ao passo que no modelo (LSUPp+ A3) é igual a 19.9%
(c¢f. Figura 3.7(c)). Finalmente, quando todas as desigualdades
vélidas Ap(i, H(7)), h < 4 sao introduzidas, a solu¢ao éptima do
modelo (LSUPp+A,4) é a mesma que a solugao éptima do modelo

(LSUPp+AD) (cf. Figura 3.6(d)).

No exemplo anterior, nenhuma das desigualdades validas A (i, H(7)) é domi-
nada por outra desigualdade valida A;(i, H(i)) com ¢ < h. Além disso, o
exemplo mostra que a qualidade dos limites inferiores para o valor éptimo
do problema, fornecidos pelas relaxacoes lineares do modelo, melhora a me-
dida que se vao introduzindo as desigualdades vélidas para conjuntos com
um maior numero de arcos. Note-se ainda que, a relacao entre os modelos
(LSUPp+A) e (LSUPp+AD), expressa no Corolario 3.4.4 verifica-se como
igualdade para o problema apresentado. Dada a qualidade do limite inferior
fornecido pelo modelo (LSU Pp+A) face ao limite inferior fornecido pelo mo-

delo (LSU Pp+AD), poderia ter interesse implementar o modelo (LSU Pp+A).
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No entanto, embora o modelo (LSUPp+ AD) contenha um conjunto extra
de varidveis (que, assim como o sistema de restrigoes de ligagao associado,
é de dimensao polinomial), o nimero de desigualdades vélidas no modelo
(LSUPp—+A) cresce exponencialmente em fungao de h ao passo que, no mo-
delo (LSUPp+ AD) as desigualdades validas introduzidas s@o em ndmero

polinomial.

Assim sendo, na seccao seguinte apenas se avalia a qualidade dos limites in-
feriores fornecidos pelos modelos (LSU Pp+A;) e (LSUPp+A,) (este ultimo
permite considerar desigualdades validas Arco escritas também para o nodo

raiz,).

3.4.2 Resultados Computacionais:

Modelos Discretizados fortalecidos

Nesta seccao avalia-se a qualidade dos limites fornecidos pela relaxacao linear
dos modelos fortalecidos obtidos a partir do modelo discretizado (SUPp)
quando se introduzem as desigualdades validas descritas nas secgoes ante-
riores. Nas tabelas seguintes (estrutura idéntica a das Tabelas 3.1 e 3.2)
compara-se o modelo (LSUPp) com os modelos fortalecidos (LSU Pp+A;),
(LSUPp+Asy) e (LSUPp+AD). Novamente, nao sao apresentados tempos
de CPU para os modelos com sistema de fluxo SCx, por estes serem inferio-

res ou iguais a 1 segundo.

A andlise dos resultados para o modelo (LSU Pp) (ver Secgao 3.3.2) quanto
a dimensao, tipo de rede e efeito do par de custo tecnoldgicos, mantém-se

para os modelos (LSUPp+A,), (LSUPp+As) e (LSUPp+AD).
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No entanto, quanto ao parametro D, os desvios nao se comportam de uma
maneira uniforme para todas as instancias. Para as instancias Wireless com
50 nodos o desvio aumenta com o grau maximo dos nodos. Para as restan-
tes instancias, o desvio aumenta para os maiores valores do grau maximo

(D =5,6), tendo um comportamento oscilante para os valores mais baixos.

Comparacao de Modelos fortalecidos.

A excepcao do caso das redes Wireless para D = 3 (25 e 50 nodos) onde nao
houve alteracao, o modelo (LSUPp+ A;) consegue sempre reduzir o desvio
obtido com o modelo sem desigualdades validas adicionadas. Esta reducao é
mais eficaz a medida que o grau maximo aumenta e é consideravelmente mais
notéria para as redes Cabo. Os tempos de CPU do modelo (LSUPp+ A)
com sistema de fluxos M C' aumentam mas continuam relativamente baixos
(inferiores a 37 segundos), sendo mais elevados para as redes Wireless.

A introducao das desigualdades validas A, (i, H(i)) no modelo fortalecido
(LSU Pp+A;) nao parece provocar uma reducao significativa nos desvios ob-
tidos com este modelo. Em quase todos os casos testados, os desvios obtidos
com os modelos (LSUPp+ A;) e (LSUPp+ Asy) sao iguais'!. Isto deve-se,
quase na maioria dos casos, ao facto de que o limite obtido com o modelo
(LSUPp+A;) ja é igual ao limite obtido com o modelo com desigualdades
Arco Desagregadas, (LSUPp+ AD), e dai a introdugao das desigualdades
Ay(i, H(i)) ndo vir a melhorar a qualidades dos limites inferiores. E o que se
passa, por exemplo, em todas as instancias Wireless com maior ntimero de

arestas.

HExistem diferengas significativas (mas inferiores a 1%) para as redes Cabo com 50

nodos.
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(LSUPD) (LSUPp+A1) | (LSUPp+Asz) | (LSUPp+AD)
desvio CPU| desvio CPU| desvio CPU| desvio CPU
R |E| (Ki,K2) D|| sc* mMc McC |sc* MC MC |sCc* MC MC |SC* MC MC
31 39 37 0 39 37 0 39 37 0 39 37 0
(100, 10) 4 3,7 34 0 32 30 0 32 29 0 3,0 29 1
5 59 56 0 43 42 0 43 41 1 40 3,8 1
61195 19,2 0 [155 154 0 |[155 154 1 |153 152 1
75
31 40 38 0 40 38 0 40 3,8 0 40 38 0
(100, 50) 4 1.6 14 0 1,3 1,2 0 1,2 1,1 0 1,2 1,1 0
5 5,3 5,1 0 4,3 4,2 0 4,2 4.1 1 4,1 3,9 1
W 61159 157 0 |[13,0 13,0 0 |[13,0 13,0 1 |12,6 12,5 1
31 3,8 38 1 38 38 1 38 38 1 3,8 38 1
(100, 10) 41 35 3,56 0 32 31 1 32 31 2 3,2 31 2
5 49 49 0 38 36 1 38 36 2 3,8 36 2
150 61 90 90 O 69 6,8 1 69 6,8 2 6,9 6,8 2
31 39 39 1 39 39 1 39 39 1 39 39 1
(100, 50) 4 1,5 1,6 0 1,3 1,2 1 1,3 1,2 2 1,3 1,2 1
5 46 46 0 39 38 1 39 38 2 3,9 38 1
61 87 87 0 7,3 72 1 73 72 2 7,3 72 2
31 6,2 57 0 30 2,8 0 30 28 0 30 28 0
(100,10) 4111 106 0 | 28 21 0 | 28 21 0 |28 21 0
51/19,9 19,4 0 69 6,1 0 69 6,1 0 6,6 58 0
61/24,4 23,9 0 69 62 0 69 6,2 0 6,0 53 0
75
3 58 55 0 32 30 0 32 30 0 32 30 0
(100, 50) 41 83 79 0 23 19 0 23 19 0 2,1 1,8 0
5117,1 16,7 0 64 58 1 64 58 0 6,1 55 0
o 61122,4 22,0 0 69 65 1 69 6,5 0 47 43 1
3 59 53 0 41 34 1 41 34 1 4,1 34 1
(100, 10) 41 96 93 0 38 30 1 38 30 1 3,8 30 1
51/14,3 13,9 0 3,0 21 1 3,0 21 1 29 21 2
6 |[20,4 20,0 0 4,4 3,6 1 44 3.6 2 4,2 3,3 2
150
3 56 51 0 41 35 0 41 35 1 4,1 35 1
(100,50) 4| 69 67 0 |29 22 1 29 22 1 |29 22 1
500122 11,9 0 | 33 26 1 |33 26 2 |32 25 1
6 || 18,1 17,9 0 4.8 4,1 1 4.8 4,1 1 4,2 3,5 2

Tabela 3.3: Resultados para instancias com 25 nodos: Modelos fortalecidos.

Comparando agora os modelos (LSUPp+A;) e (LSUPp+ AD), o modelo
com desigualdades Arco Desagregadas consegue reduzir ainda o desvio obtido
com o modelo (LSUPp+A;) para os valores mais elevados do grau maximo,

principalmente para as redes Cabo com 50 nodos.
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(LSUPD) (LSUPp+A1) | (LSUPp+A2) | (LSUPp+AD)
desvio CPU| desvio CPU| desvio CPU| desvio CPU
R |E| (Ki,K2) D|| sc* mMc McC |sc* MC MC |SC* MC MC |SC* MC MC
3 0,1 0* 9 0,1 0* 9 01 0* 10 | 0,1 0* 10
(100, 10) 4 0,5 03 1 0,2 0,2 2 0,2 0,2 4 0,2 0,2 4
5 1,8 1,6 1 0,7 0,7 2 0,6 0,6 4 0,6 0,6 5
6 6,2 6,0 1 3,2 3,2 2 3,1 3,0 6 3,0 3,0 13
150
3 0,1 0* 9 0,1 0* 9 0,1 o0* 10 | 0,1 0* 22
(100, 50) 4 0,3 02 2 0,2 0,1 2 0,1 0,1 5 0,1 0,1 5
5 1,2 1,1 1 0,5 0,5 3 0,4 0,4 6 0,4 0,4 7
W 6 55 54 1 3,4 34 3 3,3 3,3 7 3,2 32 12
3 o1 01 27 {01 01 3 |01 01 136 | 0,1 0,1 48
(100, 10) 4 1,1 1,0 2 0,1 0,1 16 0,1 0,1 29 0,1 0,1 17
50 24 23 2 |0202 9 |0202 25|02 02 21
300 6 6,7 4,0 1 32 31 14 |32 31 30 |32 31 35
3 o1 01 23 |01 01 3 |01 01 134 | 0,1 0,1 38
(100, 50) 4 0,7 06 2 01 01 20 |01 01 37 (01 0,1 33
5 1,6 1,5 2 0,2 0,2 9 02 02 20 | 02 0,2 16
6 58 40 1 3,6 34 22 |35 34 38 |35 34 35
3 28 27 1 0,7 0,5 2 0,7 0,5 4 0,7 0,5 2
(100, 10) 4 76 76 1 0,9 0,8 2 0,5 0,4 3 0,5 0,4 2
500132 129 1 |23 22 2 |15 13 4 |13 12 5
61 16,4 16,2 1 2,1 2,1 1 1,3 1,2 2 1,0 0,9 2
150
3 24 24 1 0,6 0,5 3 0,6 0,5 4 0,6 0,5 3
(100, 50) 4 57 57 1 0,9 0,8 2 0,6 0,6 4 0,6 0,6 3
51 12,1 11,9 1 2,8 2.7 2 2,1 2,0 3 1,9 1,8 3
o 61 159 158 1 2,8 2.8 1 2,0 2,0 4 1,2 1,1 4
3 58 57 2 2,3 1,8 7 21 1,7 17 | 2,1 1,7 11
(100, 10) 4 (| 12,3 12,2 2 3,0 2,6 7 3,0 26 12 | 3,0 2,6 8
51 18,3 18,1 2 2,3 1,9 9 23 19 18 1,8 1,5 15
61| 244 242 2 |34 31 8 |34 31 18 |24 22 18
300
3 48 48 2 2,0 1,5 6 1,8 1,4 15 1,8 1,4 9
(100, 50) 4 8,1 8,0 2 2,2 1,8 6 22 1,8 17 2,2 1,8 7
51 16,2 16,0 2 3,2 3,0 8 32 30 13 | 2,1 20 14
6 23,0 22,8 2 4,7 44 8 4,7 4.4 20 2,1 21 19

Tabela 3.4: Resultados para instancias com 50 nodos: Modelos fortalecidos.

No caso das redes Cabo, onde os desvios obtidos pelo modelo basico (LSU Pp)

sao maiores, os modelos fortalecidos conseguem uma maior reducao nas

instancias com 50 nodos. Os tempos de CPU para os modelos fortalecidos,

que utilizam o sistema de fluxos MC', atingem valores mais elevados para

o modelo (LSUPp+ As), sendo mais elevados para as instancias com maior

numero de arestas, como seria de esperar.

Por este motivo, em conjunto
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com a baixa eficdcia da introdugao das desigualdades validas Ay (i, H (7)) na
reducao dos desvios, nos proximos resultados computacionais apenas sera
considerada a introducao das desigualdades validas A;(i, H(i)) e das desi-

gualdades validas AD(i, j; d).

3.5 Modelos Arvore de Suporte /Saco Mochila

Nesta secgao apresenta-se uma perspectiva diferente de analisar e modelar o
problema (ASupCGQG), realcando uma estrutura de Saco Mochila implicita no
modelo nao linear (SU Pyyp), a qual se aplica a técnica de reformulagao por
caminhos apresentada na Seccao 1.3.2, obtendo-se assim um novo modelo
linear. Posteriormente, aplica-se também a técnica de discretizagao a este
novo modelo obtendo-se assim um modelo que permitira fazer a ligacao entre
os modelos apresentados nesta seccao e os modelos lineares apresentados
nas secgoes anteriores. No final desta seccao apresenta-se um conjunto de

desigualdades validas motivadas pelo subproblema de Saco Mochila.

3.5.1 Parte I: Reformulagao por caminhos

Para fazer surgir a estrutura de Saco Mochila, comega-se por somar a res-

trigao (3.2b) com as restrigoes (3.2a), Vi € V\{r}, obtendo-se assim '2:

U= X(A(i)-1=X(A)—1=n-2 (3.33)

eV 2%

120 niimero total de arcos em qualquer solucao é n — 1.
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Ao adicionar esta igualdade ao modelo (SU Pyyp) é possivel identificar dois
poliedros ligados entre si através das restrigoes (3.2a) e (3.2b). O primeiro,
nas variaveis z, definido como AS, = {z;; : (1.2),(1.3) e (1.4)}, corresponde
ao poliedro das arborescéncias de suporte orientadas a partir da raiz r no
grafo G = (V, A, ¢;;). O segundo poliedro, nas varidveis U, definido como
SM = {U,; :(3.3),(3.33) e (3.4)}, corresponde ao poliedro de um Problema

de Saco Mochila Limitado com uma restrigao de igualdade (ver [36, 44]).

A Figura 3.5.1 mostra o modelo nao linear reescrito de modo a dar énfase

aos dois poliedros.

(SUP/SMNL) min Z Cij JZU—FZ(I)(UZ'-I-D (31)
(i,7)EA eV
s.a: N Ui ieV\{r} (3.2a)
X(A (1) =
Ur+1 i=r (3.2b)
x c AS,
UeSM

Figura 3.8: Modelo Arvore de Suporte/Saco Mochila nio linear para o (ASupCG).

Uma maneira de obter uma descri¢ao completa do envolvente convexo do po-
liedro SM consiste em usar a técnica de reformulagao por caminhos apresen-
tada na Seccao 1.3.2. Assim, substituem-se as restri¢oes do poliedro SM por
uma formulacgao estendida, pseudo-polinomial, que corresponde ao sistema de
equacoes de caminho associado a resolucao do subproblema de Saco Mochila
através de Programagao Dinamica. Para tal, considere-se Gg = (Vg, Ag), o

grafo expandido aciclico, associado a esse sistema.
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Cada nodo deste grafo é representado por is e tem associado dois parametros

inteiros ¢ e s, onde:

e i, representa cada um dos nodos do grafo original (i =1...,n);
e s = s(i), representa a soma inteira Z Ui, (s=0,...,n—2).
j=1

Adicionalmente é criado um nodo inicial 0y. Pela definicao do parametro s,
conclui-se que o seu valor depende exclusivamente do nodo original ao qual se
refere e da posi¢ao que este ocupa na sequéncia de nodos {1,...,n}. Assim

sendo, como U; € {0,...,D — 1} para cada j € V, tem-se:

s(z’):ZUje{O,...,i-(D—l)}

mas também

Y Ujef{o,....(n—i)-(D-1)}

j=i+1

Este 1ltimo resultado, em conjunto com a equagao Z U; = n — 2, implica
iev
também que

s(i)e{(n—2)—(n—14)-(D—-1),...,n—2}

Ou seja, o conjunto de nodos do grafo expandido é definido como:

Ve={is:i=0,...,n; s=a(i),...,b7) }



CAPITULO 3. O PROBLEMA (ASUPCG) 93

onde, para cada ¢, os valores minimo e maximo para o parametro s sao

definidos, respectivamente, como
a; = max(0,(n—2)—(n—14)-(D—-1))
by = min(i-(D—1),n—2)
Os arcos em Agr sao da forma (i—ls, it), serao representados sem perda de

generalidade como (is;) e representam a decisao de atribuir o grau t — s+ 1

ao nodo ¢ no grafo original. O conjunto de arcos fica entao definido como:

Ap ={(isy) ri—1,, 4, €Vp,0<t—s<D—-1}

No grafo expandido, qualquer caminho do nodo 0y ao nodo n,,_s representa
uma unica atribuicao admissivel de graus aos nodos do grafo original, como

¢ ilustrado pelo exemplo seguinte.

Exemplo 3.3: Construcao de um grafo expandido

O exemplo seguinte ilustra a construcao de um grafo expandido
associado ao poliedro SM com n = 6 nodos e grau maximo nos
nodos igual a 3. Para cada um dos 6 nodos do grafo original
criam-se n — 1 copias. Depois de criados os arcos no grafo expan-
dido eliminam-se todos os nodos-copias que nao facam parte de
caminhos do nodo 0y ao nodo 64 obtendo-se o grafo expandido
da Figura 3.9(a). A tracgo cheio estd representado um caminho
admissivel de 0y a 64 para o qual se apresentam, na Figura 3.9(b),
duas possiveis solugoes admissiveis no grafo original (assumindo

que os respectivos arcos existem no grafo original).
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J R DR R O

7 7
s / / P A

7 L7 / /
/ / /

Ve

Ve

(b) Solugoes admissiveis no grafo original, associadas ao caminho

indicado no grafo expandido.

Figura 3.9: Grafo expandido associado a uma instancia do problema de Saco

Mochila comn=6e D —1 = 2.

Este exemplo permite verificar que a dimensao do grafo expandido é uma
funcao polinomial da dimensao do grafo original. O nimero de nodos no

grafo expandido é dado por

k?maw

1+zn:(bi—a,-+1):2-z(k-(D—1)+1)+(n—1)-(n—2-kmax—1)

onde ke = | 23],
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Para definir caminhos no grafo expandido, é necessario criar varidveis-
-caminho, wit, que indicam se o arco (is;) € Ap estd no caminho mais curto
do nodo 0y para o nodo n,_, . A Figura 3.10 apresenta as equacoes™® que
modelam qualquer caminho neste grafo expandido (a notagao W () com

O C Apg é andloga a utilizada para as varidveis z).

W(AL(0p) =1 (3.34a)
W(AL(i,) = W(AL(is)) VigeVg:i=1,...,n—1 (3.34D)
W(Ag(n,_s)) =1 (3.34c)
wit € {0,1} V (is) € Ap (3.34d)

Figura 3.10: Sistema de equagoes de caminho no grafo expandido.

Para poder usar este sistema linear em substituicao das restrigoes do Saco
Mochila, (3.3), (3.33) e (3.4), é necessario ainda ligar os dois conjuntos de

variaveis, o que é feito através das seguintes igualdades:

U= Y (t—s)-w' VieV (3.35)

7
(is,t)eAE

Se U; = d' para algum nodo 7, entdao apenas uma variavel w;’ (garantido

pelas restrigdes de caminho) serd igual a 1, tal que t — s = d’, ou seja

Zg(:i)a(i) wf’Ser/ = 1. Caso U; = 0 para algum nodo 7 entao todas as varidveis

st _ 5 b(i) ss __
w; " CoI t S 7’é 0 serao nulas e Zs:a(i) w; " = 1.

I3Neste sistema, uma das equagoes (3.34a) ou (3.34c) pode ser eliminada por re-

dundancia.
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O facto de o sistema (3.34a) — (3.34d) satisfazer a propriedade da integra-
lidade (ver [1]) garante que a projecgdo do conjunto {U;,wi® : (3.34a) —
—(3.34¢), (3.35),(3.4) e wst > 0,V (isy) € Ag} no espago definido pelas
variaveis U;, é dada por conv(SM).

Assim, é possivel obter uma nova formulagao para o (ASupCG) onde o con-

junto de restrigoes em SM ¢é substituido pelo conjunto

SM/Camo = {Us,wt : (3.34a), (3.34b), (3.34¢), (3.34d), (3.4) e (3.35)}

O principal interesse na aplicacao da técnica de reformulagao por cami-
nhos deve-se ao facto de, utilizando as restrigoes de ligacao (3.35), se tornar
possivel reescrever o termo nao linear da fungao objectivo (3.1) de uma forma

linear, (tendo em conta que, para cada i € V| Z(is DeAp wit =1):

Zq)(Ui+1) = Zq)< Z (t—S)~wft—|—1>:Z Z Xt_s'wft
(

eV eV is,t)eAE eV (is,t)EAE
t—s>1

onde, como foi definido na Seccao 3.3, \'™5 = &(t — s + 1).

Finalmente, o primeiro modelo linear Arvore de Suporte/Saco Mochila, utili-
zando a técnica de reformulagao por caminhos é apresentado na Figura 3.11

(o indice ”C”indica a utilizacao da técnica de reformulagdo por caminhos).

As varidveis U; podem ser eliminadas do modelo, (através das restri¢oes
(3.35)) no entanto sdo mantidas com o proposito de facilitar a introducao do
proximo modelo. Em termos da relaxagao linear, o modelo (SUP/SM¢) é

mais forte do que o modelo discretizado, (SU Pp) apresentado na Secgao 3.3,
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(SUP/SM¢) min Z Cij Tij + Z Z NS st (3.36)
(i,))€A 1€V (ist)€EAR
t—s>1
s.a: Ui 1€ V\{r 3.2a
X" ) = \(r} (3:20)
U,+1 i=r (3.2b)
x c AS,

(U,w) € SM/Camyg

Figura 3.11: Modelo Arvore de Suporte/Saco Mochila para o (ASupCG).

como os resultados computacionais no final desta secgao mostram. Para pro-
var este resultado é necessario primeiro contextualizar o modelo (SUP/SM¢)
em termos das varidveis discretizadas, aplicando-lhe a técnica de discre-

tizacao.

3.5.2 Parte II: Reformulacao por caminhos e por dis-

cretizacao

A partir do modelo (SUP/SM¢) é possivel obter um modelo equivalente em
termos da relaxacgao linear, aplicando a técnica de discretizacao as varidveis
inteiras U;. Para tal, utilizando as restrigoes de ligagao (3.19) entre as
variaveis U; e uf, substituem-se as restrigoes de grau externo (3.2a) e (3.2b)

no modelo (SUP/SM¢) pelas restrigoes (3.21a) e (3.21b), respectivamente.

No conjunto SM/Camy substituem-se as restrigdes de dominio (3.4) por
(3.23) e as restrigoes de ligacao anteriores, (3.35), pelas novas restrigoes de

ligacao:
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d-ul = (t—s)-w i€V (3.37)

obtendo-se assim o novo conjunto

SM/Camy = {uf,w?' : (3.34a), (3.34b), (3.34¢), (3.34d), (3.23) e (3.37)}

A Figura 3.12 apresenta o modelo assim obtido (o indice ”C'D”indica a uti-

lizagao das duas técnicas de reformulagao apresentadas na Secgao 1.3).

(SUP/SMcpy) min. Y cijzg+ Y, Y X7 (3.36)
(i,5)€A 1€V (ist)EAR
t—s>1
D-1
5.a: d-ud ieV\{r} (3.21a)
. d=1
XAt =4
d-ul 41 i=r (3.21b)
d=1
x c AS,

(u,w) € SM/Cam,

Figura 3.12: Modelo Arvore de Suporte/Saco Mochila nas variaveis discretizadas

para o (ASupCG).

A relaxacao linear do modelo (SUP/SM¢p:) produz exactamente o mesmo
limite inferior para o problema que a relaxacao linear do modelo (SUP/SM¢)
pois apenas foi aplicada a técnica de discretizacao a este modelo o que, por si
s6, nao altera a qualidade dos limites obtidos (como pode ser observado nos

trabalhos anteriores onde esta técnica foi utilizada, ver [9, 33], por exemplo).
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Proposicao 3.5.1.

V(LSUP/SM¢) = V(LSUP/SMcpy)

Para tentar obter um modelo Arvore de Suporte /Saco Mochila mais forte do
que o modelo (SUP/SMep), pode-se considerar a seguinte versao desagre-

gada das igualdades (3.37):

Estas igualdades sao de facto uma desagregacao das anteriores (3.37) pois,
para cada nodo i € V, ao multiplicar cada uma das equagoes (3.38) pelo
respectivo coeficiente d e somando-as de seguida para todod =1,..., D —1
obtém-se a igualdade (3.37) para o nodo i (pela definicdo do conjunto Ag,

0<t—s<D-—1,V (iss) € Ap ):

)

-1

D-1
d-uf:Zd- wit (=) Z (t—s)wi" = Z (t—s)-ws"
d=1 (

is,s+d)€AE lgfyt)igEl (is,t)eAE
St—s> -

a
Il

1

Designe-se entao por (SUP/SMcps) (ver Figura 3.13) o modelo Arvore de
Suporte/Saco Mochila obtido do modelo (SUP/SMcpi) onde o conjunto
SM/Cam, é substituido pelo conjunto

SM/Camsy = {ud, wi' : (3.34a), (3.34b), (3.34¢), (3.34d), (3.23) e (3.38)}
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(SUP/SMcp2) min

s.a:

D eymg ), D N (3.36)
(i,5)€A i€V (is,t)€AR
t—s>1
D-1
d-uf ieV\{r} (3.21a)
+ray d=1
Xty =4 o
d-uy+1 i=r (3.21D)
d=1
x € AS,

(u,w) € SM/Camsy

Figura 3.13: Modelo desagregado Arvore de Suporte/Saco Mochila nas varidveis

discretizadas para o (ASupCG).

Porém, ao contrario do que seria de esperar, este modelo ”desagregado”, nao

consegue ser mais forte que o anterior modelo ”agregado” (SUP/SMcp): a

relaxacao linear de ambos produz exactamente o mesmo limite, como se pro-

vara de seguida.

Proposicao 3.5.2.

V(LSUP/SMepy1) = V(LSUP/SMcps)

Demonstracao. O grafico da Figura 3.14 ilustra o que na realidade se passa

entre os dois modelos em termos das respectivas relaxagoes lineares: existe

sempre uma solucao 6ptima do modelo "agregado” (LSUP/SMcp1) que sa-

tisfaz as restrigoes de ligacao ”desagregadas”(3.38).
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Adm(LSUP/SMCDl) Adm(LSUP/SMCDQ)

AAAAAAAAAAAAAAAAAAA

Opt(LSUP/SMCDl)

Figura 3.14: Relagao entre as relaxagoes lineares dos modelos (SUP/SM¢p1) e
(SUP/SMcp2) (O conjunto de solugdes 6ptimas de (LSU P/SMcp1) esta indicado

a trago grosso).
1. Em primeiro lugar ¢ intuitivo que

Como ja foi referido, as restrigoes de ligagao (3.38), presentes no modelo
(SUP/SMcps), implicam as restri¢oes de ligacao (3.37) do modelo

(SUP/SMcpi). Como a fungao objectivo é a mesma conclui-se que:

V(LSUP/SMcps) > V(LSUP/SMcp)

2. Resta assim provar que
Adm(LSUP/SMcDg) N Opt(LSUP/SMCDl) 75 @

ou seja, uma solucao éptima para a relaxacao linear do modelo
(SUP/SMcp1) que nao satisfaga algumas das restrigoes (3.38), pode
ser sempre transformada linearmente numa outra solu¢ao com o mesmo

custo e que ja satisfaga todas as restrigoes (3.38).
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Seja (&, u,w) uma solugao éptima de (SUP/SMcp,) e admita-se que
alguma das restrigoes (3.38) nao é satisfeita por esta solugao. Considere-
-se também uma solucao (z, @, w) tal que, & = &, w = w e o valor das

variaveis u¢ é obtido da seguinte forma:

il = > wt ieVid=1,...,D-1

7
(is,erd)eAE

Assim sendo, a solucdo (z,w,w) satisfaz, obviamente, todas as res-

trigoes (3.38), ao contrario da solugao éptima (Z,u, w).

Falta averiguar se também as restantes restricoes do modelo
(LSUP/SMcps) sao verificadas pelas solugao (&, @, w), nomeadamente
as restrigoes de ligacao entre as variaveis u e x e as restricoes de con-
sisténcia e de dominio das variaveis u. De facto, em relagao as res-
trigoes de ligagao (3.21a) e (3.21b), elas s@o verificadas para qualquer

i € V\{r} (para i = r a demonstracao é aniloga) visto:

D—1 D—1
d-if =3 "d- Yt =T N ()t =
d=1 d=1 (is,5+d)EAE (is,t)€AR
t—s>1
D—-1
= d-if = X(A"(i)) = X(A" (i)
d=1

Pela maneira como o grafo expandido foi construido, as restri¢coes de

caminho garantem que Z wi' =1, para cada i € V.
(is,t)eAE
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Ficam assim garantidas as restri¢oes (3.22) bem como as restrigoes de

dominio (3.23)

D—1 D—1
~ o d
al = W <1
=1 d=1 (is s1a)EAE
O S i:[/ld _ w?sﬂ-d < 1

(is,54+d)EAR
Ou seja, a solucao (Z, 4, w) é admissivel para o modelo (LSUP/SMeps)
e como esta solucao apenas difere da solugao (Z,u,w) no valor das
variaveis u, as duas solugoes tém o mesmo valor, ja que os dois mode-
los tém a mesma funcao objectivo, escrita nas variaveis x e w. Como
tal, a solucdo (z, 4, w) é solugao éptima para o modelo (SUP/SM¢cp1),

e admissivel para o modelo (LSUP/SMeps), e assim

V(LSUP/SMcps) < V(LSUP/SMcp)

Fica assim provado que os dois modelos Arvore de Suporte/Saco Mochila com
variaveis discretizadas sao equivalentes em termos das respectivas relaxagoes

lineares. O

3.5.3 Comparacao de relaxacoes lineares: Parte 111

E este tltimo modelo, (SUP/SMcps), que faz a ligacio entre o modelo
discretizado (SUPp), apresentado na Secc¢ao 3.3, e o modelo (SUP/SM¢),
apresentado na Seccao 3.5.1. A proposicao seguinte faz a ligacao entre estes

dois modelos, em termos das respectivas relaxacoes lineares:

MA varidvel w; * nao entra no somatério, daf E wit < 1.
(is,t)€AR
tos>1
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Proposicao 3.5.3. V(LSUPp) < V(LSUP/SMcps2)

Demonstracao. Para mostrar que, quanto a qualidade dos limites inferiores
fornecidos, a relaxacao linear do modelo (SUP/SMcps) é pelo menos tao
boa como a relaxagao linear do modelo (SUPp), note-se que esta ultima
pode ser "fortalecida”de forma a obter a primeira. Para tal, comece-se por

adicionar a restricao redundante:

5]

-1
d-y ul=n-2 (3.39)
1%

1 1€

<8
Il

ao modelo (SUPp). Esta igualdade nao é mais do que a igualdade (3.33), des-
crita no inicio da Secgao 3.5.1, depois de fazer a substituicao das variaveis U
pelas varidveis uf, utilizando as igualdades (3.19). Como é natural, também
pode ser obtida adicionado as restrigoes (3.21a) para todo ¢ € V\{r} com a

restri¢ao (3.21b).

Depois da inclusao no modelo (SUPp) das igualdades (3.39), o problema
pode ser visto novamente, como sendo composto por dois subproblemas liga-
dos pelas restri¢oes (3.21a) e (3.21b). O primeiro subproblema é novamente
um problema de Arborescéncia de Suporte nas variaveis x e o segundo é desta
vez, um problema de Saco Mochila de Fscolha Multipla com uma restrigao

de igualdade, nas varidveis u (ver [36]):

D—-1

ul <1 i€V (3.22)
d=1
D—1

d-> ul=n-2 (3.39)
d=1 eV

ul € 0,1} ieV,1<d<D-1 (3.23)
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Este tipo de decomposicao é em tudo semelhante a que foi feita na Seccao
3.5.1, mas desta vez o subproblema de Saco Mochila é ligeiramente diferente

devido a presenca das varidveis discretizadas.

Também para este subproblema se pode aplicar a técnica de reformulacao
por caminhos, substituindo as restrigoes de Saco Mochila por restrigoes que
modelem o problema de caminho associado a resolucao do subproblema de
Saco Mochila através de Programacao Dinamica. O grafo associado a esta
representacao pode ser reduzido até se tornar num grafo expandido idéntico
ao grafo expandido para o Problema de Saco Mochila Limitado do modelo
(SUP/SM¢) (o exemplo da Figura 3.9 serve de igual forma como exemplo
de um grafo expandido deste novo problema). As varidveis de caminho, w3

mantém o seu significado e portanto ws? = 1 implica que u!™* = 1. Sendo
d

assim, as restricoes de ligacao entre as variaveis u{ e as variaveis de caminho

wit sdo as restrigoes (3.38) apresentadas anteriormente e incluidas no modelo

(SUP/SMcps).

Além disso, gracas a presenca destas ultimas igualdades, a funcao objectivo
(3.20) do modelo (SUPp) pode ser reescrita como a funcao objectivo (3.36)
do modelo (SUP/SMeps). Assim sendo, aplicando a técnica de reformulacao
por caminhos ao modelo (SU Pp) obtém-se o modelo (SUP/SMc¢po), jé apre-
sentado. No entanto, é facil de provar através de um simples exemplo (ver
Figura 3.15) que alguns dos pontos extremos do conjunto de solugdes ad-
missiveis da relaxacao linear do problema de Saco Mochila definido pelas

restrigoes (3.22), (3.39) e (3.23) s@o fracciondrios.
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Novamente, o facto de o sistema (3.34a) — (3.34d) satisfazer a propriedade
da integralidade garante que a projecgao do conjunto {U;, wi' : (3.34a) —
—(3.34¢c), (3.38), (3.23) ew > 0,V (is:) € Agr} no espago definido pe-
las varidveis discretizadas u? ¢ dada pelo envolvente convexo do conjunto
{ud : (3.22),(3.39) e (3.23)}. Por outro lado, o exemplo anterior permite
mostrar que este envolvente convexo esta estritamente contido no conjunto

{ud:(3.22),(3.39) eud >0,VieV, 1<d< D-—1} e assim se conclui que:

V(LSUPp) < V(LSUP/SMcps)

d

%

Exemplo 3.4: Problema de Saco Mochila nas variaveis u

Na Figura 3.15 sao apresentadas solucoes para uma instancia
com 5 nodos, grau maximo igual a 3, capacidade unitaria para
cada modulo, custo da matriz de routing igual a 7 e custo por

modulo igual a 3.

11100 100 00
u[ — uII =
00000 01000
(a) Solucao inteira com custo 30. (b) Solugao inteira com custo 23.
00000 0 0 0 0 O
= {1 } utt = {3 3 3 3 3]
3 1000 ic i 0 0 To

(¢) Solugoes fracciondrias com custo 19.5.

Figura 3.15: Pontos extremos fracciondrios na relaxacao linear do problema de

Saco Mochila de Escolha Miltipla.
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As solucoes do problema sao representadas através de matrizes®.

Sé existem dois tipos de solugoes admissiveis inteiras que sao
representadas, a parte de uma troca de colunas, pelas matrizes

das Figuras 3.15(a) e 3.15(b) (o valor éptimo 23 corresponde a

matrizes do tipo u’f). No entanto, o valor 6ptimo da relaxacio

linear do problema tem valor 19.5 e as matrizes da Figura 3.15(c)

representam apenas algumas das solucoes éptimas. Note-se que

117

a solucao fraccionaria u''’ corresponde a mesma atribuicao de

graus aos nodos que a solucao inteira u’’.

Nos resultados apresentados a seguir, mostra-se que a dominancia descrita

na Proposigao 3.5.3 é estrita para algumas instancias.

Os modelos Arvore de Suporte/Saco Mochila, (LSUP/SMcpy) e
(LSUP/SMcps) '®, podem ser fortalecidos com a adigao de versoes das desi-
gualdades validas AD(i, j;d) e Ay(i, H(i)), escritas em termos das varidveis
de caminho, w;’.

Assim, as desigualdades Arco Desagregadas, AD(i, j;d), sdo escritas como:

zd < Z wi e (i,j) e A; d=1,...,D—1

(is,s+d)€AE

150 elemento da linha d e coluna i representa o valor da variavel ug.
16Nao se considera o modelo (LSUP/SMc), pois para as desigualdades AD(i,j;d) é

preciso primeiro discretizar as variaveis-nodo, U;.
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As desigualdades Arco, A, (i, H(7)), sdo escritas como:

XHG@) < Y (t—s)-w'+h-> w! L HGE) CA ()i

(is,t)EAR (ist)EAR
1<t—s<h—1 h<t—s<D-1

XHE)<1+ Y (t—s)-wl+(h—1)-> w  H(r)C A (r)

(rs,t)EAR (rs,t)€EAR
1<t-s<h-2 h—1<t-s<D—1

Estas novas versoes podem ser obtidas a partir das versoes originais utilizando
para isso as restricoes de ligacio " desagregadas” (3.38) entre as variaveis ud e
ws'. Como tal, a introdugao das desigualdades AD(i, j;d) e Ap(i, H(i)) pode
ser feita, quer em termos das variaveis u¢, quer em termos das variaveis w;?,
apenas para o modelo (LSUP/SMcps), onde as restrigoes de ligagao (3.38)
estao presentes. Considere-se o modelo fortalecido, (LSUP/SMcps+ A;)
obtido a partir do modelo (LSUP/SMcpy) ao introduzir as desigualda-
des validas Ay (i, H(i)), i € V para todo o valor h < t. De igual forma,
o modelo fortalecido (LSUP/SMcps+ AD) é obtido a partir do modelo

(LSUP/SMcps) ao introduzir as desigualdades validas AD(i, j;d), i € V.

Exemplo 3.5: Modelos Discretizados vs Modelos Arvore de Su-

porte/Saco Mochila.

Retomando a instancia da Figura 3.6(a), apresentam-se na Tabela
3.5 os valores 6ptimos do modelo (LSUP/SMc¢ps) e dos modelos
fortalecidos associados, comparando-os com os correspondentes
valores éptimos do modelo discretizado (LSUPp) e dos modelos

fortalecidos associados (cf. Figuras 3.6 e 3.7).
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(LSUPp) | (LSUP/SMecps)
sem Des. Validas 234 264
+A; (i, H(7)) 297 303
+A, (i, H(i)),t =1,2| 297.75 304.167
+AD(i, j;d) 308 311.667

Tabela 3.5: Comparacio entre modelos Discretizados e modelos Arvore de

Suporte/Saco Mochila.

Para a instancia apresentada,
porte/Saco Mochila fornecem limites inferiores melhores do que
os obtidos com os correspondentes modelos Discretizados.
melhor limite inferior, obtido anteriormente com o modelo
(LSUPp+ AD) (17,4%), é agora reduzido para 16,4%, corres-
pondendo a solugao 6ptima do modelo (LSUP/SMcpa+ AD).

os modelos Arvore de Su-

3.5.4 Resultados Computacionais:

Modelo (SUP/SMeps) vs Modelo (SUPp)

Nesta seccao apresentam-se os resultados obtidos com a relaxacgao linear do

modelo Arvore de Suporte/Saco Mochila, (SUP/SMcp,). Tendo em conta

a reducao pouco relevante dos desvios obtidos com o modelo (LSU Pp+ As)

em relagao ao modelo (LSUPp+A;) (ver Seccao 3.4.2) nesta seccdo apenas

se considera o modelo fortalecido (LSUP/SMeps+ A1) bem como o modelo

(LSUP/SMcps+AD).
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Para comparacao, apresentam-se de novo os resultados para a relaxacao li-
near do modelo discretizado (SU Pp) e dos modelos fortalecidos (SUPp+A;)
e (SUPp+AD) associados. Os tempos de CPU para os modelos Arvore de
Suporte/Saco Mochila com sistema de fluxos SC* sdo mais elevados do que
os tempos de CPU para os modelos discretizados com o mesmo sistema de
fluxos, porém, sdo quase na totalidade inferiores a 10 segundos (c¢f. Apéndice
D), razdo pela qual também nao se apresentam as respectivas colunas 7.
Nas tabelas seguintes apresentam-se (na tultima coluna) os tempos de CPU
gastos pelo modelo (SUP/SMc+ A;) com o sistema de fluxos SC*, para

obter a solucao 6ptima inteira. Foi este o modelo que melhor se comportou

em termos de tempo de CPU gasto (ver Apéndice C).

Modelos Arvore de Suporte/Saco Mochila vs. Modelos Discretizados.

O resultado mais importante a salientar, nas instancias com 25 nodos, onde
mesmo com os modelos Discretizados fortalecidos (LSUPp + A;) e
(LSUPp+AD) se obtinham desvios ainda relativamente elevados. Consegue-
-se agora obter uma reducao consideravel nos desvios, com os modelos Arvore
de Suporte/Saco Mochila (fortalecidos ou nao). Com estes modelos consegue-
se mesmo atingir o valor 6ptimo da solucao inteira na maioria das instancias
Wireless com grau maximo D = 3. Para as instancias com 50 nodos, o mo-
delo (LSUP/SMcps) (fortalecido ou nao) sé consegue reduzir o desvio ob-
tido com o correspondente modelo Discretizado para o valor de grau maximo,
D = 6. E interessante notar que, quando se compara um modelo Discreti-
zado com o correspondente modelo Arvore de Suporte/Saco Mochila (com
o mesmo tipo de desigualdades validas adicionadas), a redugao no desvio é

praticamente a mesma, quer se use o sistema de fluxos SC* ou MC.

1"Para as instancias com 25 nodos estes tempos sdo mesmo inferiores a 2 segundos.
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+As (i, H(9)) +AD(i, j; d)

(LSUPp) |[(LSUP/SMcps2)| (LSUPp) |[(LSUP/SMcp2)| (LSUPp) |(LSUP/SMcpo)|| Int

desvio CPU| desvio CPU desvio CPU| desvio CPU desvio CPU| desvio CPU || CPU

T |E| (K1, K2) D||sc* mMmc Mmc|sc* MC MC |SC* MC MC|SC* MC MC |SC* MC MC|SC* MC MC || sc*

31 3,9 37 0] 02 0 1 39 3,7 0102 0 1 3,9 37 0102 0 0 1

(100, 10) 4{| 37 34 0] 1,0 0,7 0 | 32 30 0] 06 04 1 |30 29 0] 05 03 1 1

’ 5159 56 0|26 22 0|43 42 01 1,2 1,1 3 | 40 38 1| 09 08 2 2

. 61(/19,5 19,2 0 |14,0 13,7 1 |15,5154 0 |11,711,7 2 |153 15,2 1 (11,4114 3 23
5

3/l 40 38 0|02 0 0 | 40 38 0] 02 0* 1 |40 38 0] 02 0* 0 2

(100, 50) 41| 16 1,4 0 | 0,6 0,5 1 1,3 1,2 0| 04 03 1 1,2 1,1 0| 0,3 0,2 1 1

' 511 53 51 0 | 1,7 1,5 O 43 42 0| 08 0,7 2 4,1 39 1| 06 05 2 3

- 6((15,9 157 0 | 96 9,4 1 |13,013,0 0 | 80 80 3 |126125 1 | 78 78 5 31

3 38 38 1 |0 0 1 3,8 38 1|0 0% 2 3,8 38 1|0 0 1 3

(100, 10) 4 3,5 3,5 0 | 0,7 0,7 1 32 31 1|06 05 4 32 31 2] 06 05 2 8

51 49 49 0| 14 14 1 38 36 1|05 04 5 38 36 2| 05 04 5 3

6l 90 90 0|27 27 1 |69 68 1|10 08 7 |69 68 2|10 08 7 9
150

311 39 39 1| 0% 0 1 39 39 1 (0% 0% 1 39 39 1|0 0 1 15

(100 50)4 15 15 0|05 05 1 | 1,3 1,2 1|04 03 4 | 1,3 12 2| 04 03 3 10

’ 5/ 46 46 0109 09 1 |39 38 103 03 4 |39 38 2103 03 4 3

6/l 87 87 0|17 1,7 1 |73 72 1|06 06 7 |73 72 2|06 06 9 12

3] 6,2 5,7 0| 40 3,5 0 3,0 28 0|20 1,7 O 30 28 0] 20 16 O 1

(100, 10) 4((11,1106 0| 97 9,3 0 | 28 2,1 0| 27 21 1 | 28 2,1 0] 26 20 1 1

’ 5((19,9194 0 [185180 0 | 6,9 6,1 0| 6,7 59 0 | 66 58 0| 66 58 1 14

. 61(/24,4 23,9 0 |22,221,7 O 69 62 0| 68 6,1 1 6,0 53 0| 6,0 53 1 12
5

3/ 58 5,5 0|34 30 0 |32 3001 1,7 1,4 0 |32 30 0] 1,7 1,3 0 0

(100, 50) 41 83 79 0| 7,7 73 0 |23 19 023 19 1 |21 1,8 0] 21 1,8 0 1

’ 5((17,116,7 0 152148 0 | 6,4 58 1 | 55 49 1 | 6,1 55 0| 54 48 1 19

. 6((22,4220 0 (194189 0 | 69 65 1 | 65 59 1 | 47 43 1 | 47 43 1 18

31 59 5,3 035 30 1 |41 34 1|24 1,7 1 |41 34 1|24 1,7 0 6

(100, 10) 411 96 93 0 | 82 7,8 0 3,8 30 1 | 3,7 28 1 3,8 3,0 1| 37 28 1 8

’ 5((14,313,9 0 [12612,3 0 | 30 2,1 1 |28 1,9 2 |29 21 2|28 19 2 5

6((20,420,0 0 (17,7174 O | 44 3,6 1 | 41 3,3 2 | 42 33 2| 41 32 4 19
150

3] 56 5,1 0 29 25 1 4,1 35 0 20 14 1 4,1 3,5 1 20 14 1 6

(100, 50) 411 6,9 6,7 0 | 6,3 6,1 1 29 22 1 29 22 1 29 22 1 29 22 1 20

' 5((12,211,9 0 10,1 9,8 0 | 33 2,6 1 | 22 15 3 |32 25 1|22 15 2 7

6((18,117,9 0 (146143 0 | 48 41 1 | 34 27 3 | 42 35 2| 34 26 4 17

Tabela 3.6:  Resultados para instancias com 25 nodos:  Modelos

(SUP/SMe¢p2) vs Modelos (SU Pp).

Em termos de tempo de CPU, os modelos Discretizados com o sistema MC'

sao mais rapidos a obter um limite inferior para o problema do que os corres-

pondentes modelos Arvore de Suporte/Saco Mochila; estes tltimos tém um

maior numero de variaveis e restrigcoes, associadas ao sistema de caminhos

(3.34a) — (3.34d), nimero esse que aumenta com o valor do parametro D.
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Efeitos das desigualdades vdlidas no modelo (LSUP/SMcps).
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(LSUPp) |(LSUP/SMcp2)| (LSUPp) |(LSUP/SMcp2)| (LSUPpR) |[(LSUP/SMcps)|| Int
desvio CPU desvio CPU| desvio CPU| desvio CPU desvio CPU| desvio CPU CPU

T |E| (K1, K2) D||sc* mMc MC|SC* MC MC|SC* MC MC|SC* MC MC |SC* MC MC |SC* MC MC sC*
3| 0,1 0 9 0,1 0* 15(0,1 0* 9|01 0* 20 |01 0* 10|01 0* 15 4
(100, 10) 4/l 05 03 1| 05 03 5 (02 02 2 (02 02 13 |02 02 4 |02 02 11 6
’ 5( 1,8 1,6 1| 1,8 1,6 3 |0,7 0,7 2 |0,7 0,7 30 |06 0,6 5 |06 0,6 23 6
6l 62 6,0 1| 33 3,1109(3,2 32 2 |15 1,5 67 [3,0 3,0 13|1,3 1,3 44 15
150
3/l oo o 9| 01 0* 16|01 0 9 |0,1 0 16 |0,1 0* 22(0,1 0% 15 3
(100, 50) 41| 0,3 0,2 2 03 02 40201 2)0201 13 (01 0,1 50,1 0,1 13 6
' 511 1,2 1,1 1 1,2 1,1 3 (0505 3 (05 05 36 |04 04 7 (04 04 26 6
W 6| 55 54 1 2,2 2,1 96 (34 34 3 |10 1,0 8 |32 3,2 12|09 09 59 14
3/ 01 0127 0,1 O, 610,01 0,1 360,10 0,1 61 |0,1 0,1 48 (0,1 0,1 46 46
(100, 10) 4/ 1,1 10 2| 1,1 1,0 25 (0,1 0,1 16 |0,1 0,1 8 |0,1 0,1 17 [0,1 0,1 39 8
501 2,4 23 24 23 410202 9 |02 0,2 128 (0,2 0,2 21 (0,2 0,2 57 43
6l 6,7 40 1| 36 3,4183(3,2 3,1 14|04 0,3 283 [3,2 31 35|04 0,3 252 80
300
3{ o1 0,1 23| 0,1 0,1 570,01 0,1 35(|0,1 0,1 62 |0,1 0,1 38 (0,1 0,1 48 21
(100, 50) 4]l 0,7 06 2| 07 06 25|01 0,1 20|0,1 0,1 66 |0,1 0,1 33[0,1 0,1 50 7
’ 5[ 16 1,5 2| 16 1,5 1402 0,2 9 |02 0,2 75 0,2 0,2 16 [0,2 0,2 81 21
6l 58 4,0 1| 2,4 2,3130(3,5 3,4 22/0,2 0,2 216 |35 34 35(0,2 0,2 267 || 137
31 2,8 2,7 1 2,8 27 110705 2 (0705 7 0,7 0,5 2 |0,7 0,5 5 2
(100, 10) 4| 76 76 1 76 76 3 (09 08 2109 08 7 0,504 2|05 04 5 8
’ 5(1132 12,9 1 |132129 2 |23 22 2 |23 22 4 [1312 5 (1,3 1,2 8 30
6( 16,4 16,2 1 |156 154 2 |21 21 1 |21 21 5 [1,009 2 [1,0 0,9 10 17
150
3/l 24 24 1| 24 24 2 |06 05 3|06 05 6 |06 05 3 |06 05 3 2
(100, 50) 4|l 5,7 57 1| 57 57 2109 08 2 (09 08 10 |06 06 3 |0,6 06 5 11
’ 5(112,1 11,9 1 |12,1 11,9 2 |28 27 2 |28 27 6 |19 1,8 3 (19 1,8 7 a7
. 6159 15,8 1 | 14,8 14,6 2 |28 28 1 |28 28 7 |12 1,1 4 [1,2 1,1 13 18
3/ 58 57 2| 58 57 4 |23 18 7 (2318 9 |21 1,7 11|21 1,7 14 255
(100, 10) 41112,3 12,2 2 12,3 122 3 [3,0 2,6 7 [3,0 2,6 22 |3,0 26 8 [3,0 2,6 18 327
' 5(118,3 18,1 2 |18,3 181 4 |23 1,9 9 |23 19 19 |18 1,5 15|18 1,5 31 141
61244 242 2 (23,3 23,1 6 |34 3,1 8 |34 3,1 23 |24 22 18|24 22 69 902
300
3| 48 48 2| 48 48 3 (2015 6 |20 15 21 |1,8 1,4 9 [1,8 1,4 13 323
(100, 50) 41| 81 8,0 2 g1 80 3 |22 18 6 |22 18 22 |22 18 7 |22 1,8 12 317
’ 5/ 16,2 16,0 2 |16,2 16,0 4 |3,2 3,0 8 |3,2 3,0 31 |2,1 2,0 14 (2,1 20 38 1706
6230228 2 (|21,521,3 6 |47 44 8 |47 44 32 |21 2,1 19|21 2,1 45 | 10093
Tabela 3.7:  Resultados para instancias com 50 nodos:  Modelos

Nas instancias Cabo, onde o modelo (LSUP/SMcps) atinge os desvios mais

elevados, a introducao de desigualdades validas Arco ou Arco Desagregadas

neste modelo provoca uma maior reduc¢ao nos desvios do que nas instancias

Wireless.
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Nas redes Cabo, o modelo (LSUP/SMcps+ AD) consegue ainda melhorar
os desvios obtidos com o modelo (LSUP/SMcps+ A1), de uma forma mais

relevante.

Obtencao da solugao optima inteira.

Nas instancias com 25 nodos o tempo gasto para obter a solucao optima
inteira foi relativamente baixo. Quanto as instancias de 50 nodos, embora
os tempos sejam maiores nas redes Cabo do que nas redes Wireless, apenas

uma excedeu o tempo limite de 2 horas.

3.6 Desigualdades de Arredondamento

Aquando da formulacdao dos modelos Arvore de Suporte/Saco Mochila foi
necessario incluir no modelo a igualdade (3.39) (ou a igualdade (3.33) na
versao escrita com as varidveis inteiras). Esta igualdade, redundante no mo-
delo, permite construir desigualdades validas escritas apenas com recurso
as variaveis discretizadas. O modo de as obter consiste em dividir ambos os
membros da igualdade (3.39) por um niimero inteiro entre 2 e D —1 obtendo-

-se assim um conjunto de igualdades equivalentes:

224 n—2
— . d: — —
dEZI ’ Zév u; " p=2,...,D—1

O processo de obtencao das desiguladades validas consiste em arredondar
"para baixo”o coeficiente do primeiro membro de cada uma destas ultimas
igualdades e de seguida arredondar ”para baixo” o termo do segundo membro

(o que pode ser feito dada a natureza inteira das varidveis u?).

i
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Obtém-se assim o seguinte conjunto de desigualdades de Arredondamento

para Bairo's:

D—
d

B, {—J cud
icv da—p LP

? P

[y

Utilizando um raciocinio semelhante mas desta vez arredondando ”para cima”
cada coeficiente do primeiro membro e de seguida arredondando ” para cima” o
termo do segundo membro nas anteriores igualdades, obtém-se o seguinte

conjunto de desigualdades de Arredondamento para Cima:

i€V d=

Este tipo de desigualdades foi anteriormente utilizado em trabalhos onde a
técnica de discretizacao foi abordada, nomeadamente aplicada ao problema
de Localizacao de Concentradores com Capacidade (ver [33]) e ao problema

de Empacotamento com Dimensoes Varidveis (ver [9]).

Casos Particulares:

1. A desigualdade valida Bp_;:

e ]

eV

impoe um limite maximo ao ntimero de nodos na solu¢ao com o maior

grau permitido, D.

18| d|
M_o,vckp.
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2. A desigualdade véalida C'p_1:

impoe um limite minimo ao nimero de nodos nao-folha na solucao,
ou seja, um limite minimo ao numero de nodos onde sera instalado

equipamento.

O processo descrito para a obtengao das desigualdades B, e C,, a partir da
igualdade redundante (3.39), prova que sao vélidas para qualquer um dos
modelos apresentados nas secgoes anteriores (desde que incluam as varidveis

discretizadas ug ).

Embora o ntmero de Desigualdades de Arredondamento a introduzir no mo-
delo seja em ntmero polinomial (D — 2 para cada conjunto) pode ainda ser
reduzido. Por um lado, para qualquer ntimero de nodos as desigualdades
By e Cy sao equivalentes (ver Resultado 2 do Apéndice A). Por outro lado,
em cada conjunto de desigualdades, B, ou C),, algumas delas poderao ter o
mesmo segundo membro e como tal a mais fraca pode ser eliminada. Tome-se

como exemplo o caso em que n —2=9e D — 1 =4. A desigualdade Cj,
1 2 , .3 4 9

Z(“i fuitui+2-u;) = [g-‘ =3

=%

é implicada pela desigualdade Cjy,

9
Z(u%—i—u?jLu?—i-u?) > h—‘ =3
iev
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O resultado seguinte mostra que estas desigualdades de Arredondamento sao

ainda implicadas pelo modelo (SUP/SM¢ps) definido na Secgao 3.5.2.

Proposicao 3.6.1. As desigualdades B, e C,,, p=1,...,D — 1, sao impli-
cadas pelo modelo (SUP/SMcps).

Demonstragao. Considere-se o conjunto SM/Camsy (ver Secgao 3.5.2) defi-
nido pelas restri¢oes de caminho nas varidveis w;', (3.34a), (3.34b), (3.34c),
(3.34d), pelas restrigoes de dominio das variaveis uf, (3.23) e pelas restrigoes
de ligagao, (3.38). Como j4 foi dito antes, o sistema (3.34a) — (3.34d) goza
da propriedade da integralidade, que nao é alterada pela introducao das res-
trigoes de ligacao (3.38). Assim, qualquer ponto extremo do seguinte poliedro

(designado por LSM/Cams) tem todas as coordenadas inteiras:

ul =Y wt ieV,d=1,....D—1
(255+d)6AE

0<w'<1 (ist) € Ap

0<ul <1 ieVid=1,...,D—1

Nomeadamente, todas as coordenadas associadas as varidveis u¢ sao inteiras

e como tal verificam as desigualdades de Arredondamento. Assim sendo, a
jeccao dest lied d idveis ud estd tid l-

projecgao deste poliedro no espago das variaveis u{ estda contida no envo

vente convexo definido pelas solucoes inteiras do seguinte conjunto:
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D—-1
d-Zuf:n—Q
d=1 eV
D—1
ul <1 eV
d=1
D—-1
d -2
H ui‘s{” J p=2,....,D-1
i€V d=p p p
D—1
d -2
>3[4z [ p=2..D-1
i€V d=1 p p
0<ud<1 ieVid=1,....D—1

A partir dum modelo genérico (P), obtém-se o modelo fortalecido (P + BC)
ao introduzir as desigualdades de Arredondamento, B, e C,,p=2,...,D—1.
No exemplo apresentado anteriormente na Figura 3.6, a introducao destas
desigualdades permite melhorar os limites inferiores para o problema, obti-
dos com os modelos discretizados. Comparam-se também estes resultados
com os resultados obtidos com o modelo (LSUP/SMcps) e respectivos mo-

delos fortalecidos ilustrando assim o resultado enunciado na Proposicao 3.6.1.

Exemplo 3.6: Modelos Discretizados com desigualdades de Arre-

dondamento vs Modelos Arvore de Suporte/Saco Mochila.

Retomando a instancia da Figura 3.6(a) compara-se a introdugao
das desigualdades de arredondamento B, e C), V p, no modelo
discretizado, (SUPp) e nos modelos fortalecidos com as desi-

gualdades Arco e Arco Desagregadas.
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(LSUPp) | (LSUPp+BC) | (LSUP/SMecps)
sem Desigualdades Vélidas 234 264 264
+ Ay (i, H(7)) 297 302.5 303
+ A4, H(7)), t=1,2 297.75 303 304.167
+ AD(i,7;d) 308 311 311.667

Tabela 3.8: Comparagao entre modelos fortalecidos com desigualdades de

Arredondamento e modelos Arvore de Suporte/Saco Mochila.

Como se pode observar, os limites inferiores obtidos com o

modelo (LSU Pp) sao melhorados ao introduzir as desigualdades

de Arredondamento no modelo.

Isto verifica-se, quer para

os modelos sem desigualdades validas, quer para os modelos

fortalecidos com as desigualdades Arco ou Arco Desagregadas.

Estes limites por sua vez sao inferiores aos obtidos com o modelo

(LSUP/SMcps), o que permite concluir que, mesmo com a

introducao das desigualdades de Arredondamento no modelo

discretizado, o resultado da Proposicao 3.5.3 pode ser verificado

no sentido estrito.
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3.6.1 Resultados Computacionais:
Modelo discretizados fortalecidos com desigual-

dades de Arredondamento

Nesta iltima secc¢ao de resultados computacionais para o problema (ASupCG)
apresentam-se os resultados obtidos com a relaxacao linear dos modelos dis-
cretizados (SUPp), (SUPp+A;), e (SUPp+AD) fortalecidos com as desi-
gualdades de Arredondamento apresentadas na seccao anterior. Nao se fez
distingao entre a adicao de um dos dois tipos de desigualdades, optando-se

pela adicao conjunta dos dois tipos de desigualdades de Arredondamento.

A adicao das desigualdades de Arredondamento nos modelos discretizados
(fortalecidos ou nao com as desigualdades Arco ou Arco Desagregadas) re-
sulta, em quase todos os casos, de uma forma tao eficaz como a utilizagao
dos modelos Arvore de Suporte/Saco Mochila. A tnica excepcao regista-se
nos casos em que o grau maximo nos nodos é D = 6, onde os modelos Arvore
de Suporte/Saco Mochila dao origem a desvios mais baixos (cf. Tabelas 3.6

e 3.7). Estas diferencas sao maiores no caso em que os custos tecnolégicos

sdo mais caros, (K7, Ks) = (100, 50).

Além disso, os tempos de CPU do modelo (LSU Pp+ BC') que utiliza o sis-
tema de fluxos MC, sao mais baixos do que os correspondentes tempos de
CPU do modelo (LSUP/SMc¢ps). E isto verifica-se quer se adicionem ou
nao as desigualdades Arco ou Arco Desagregadas ao modelo (LSU Pp+BC).
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(LSUPp) (LSUPp+BC) (LSUPp) (LSUPp +BC) (LSUPp) (LSUPp +BC)
desvio CPU desvio CPU desvio  CPU desvio  CPU desvio  CPU desvio  CPU
R |E| (K1,K2) D|| sc* MC MC|SC* MC MC ||SC* MC MC|SC* MC MC ||SC* MC MC |SC* MC MC
3!l 39 37 0| 02 0 0139 37 0|02 0 0139 37 0102 0 0
(100, 10) 4 3,7 34 0 1,0 0,7 O 32 30 0|06 04 O 30 29 0 |05 03 1
' 5 59 5,6 0 26 22 0 4,3 42 0 1,2 1,1 0 4,0 38 1 09 08 1
61 19,519,2 0 | 14,6 14,2 0 (/15,5154 O |12,3 12,3 O (15,3152 1 (11,9 11,8 1
75
3 4,0 38 0 02 0 O 40 38 0 |02 0" O 40 38 0 (02 0" O
(100, 50) 4 1,6 1,4 0 0,6 0,5 0 1,3 1,2 0 | 04 03 O 1,2 1,1 0 (03 0,2 O
5 53 5,1 0 L7 1,5 0 43 42 008 0,7 0 4,1 3,9 1 0,6 0,5 1
w 6|/ 159 157 0 | 11,6 11,3 0 |[13,013,0 0 |10,0 10,0 0 [[12,6 12,5 1 | 9,7 9,7 1
3 3,8 3,8 1 0* 0 0 3,8 3,8 1 0* 0" 1 3,8 3,8 1 0* 0" 1
(100,10) 4[| ®5 35 0 | 07 07 0 |32 31 1|06 05 1 |32 31 2|06 05 2
’ 5| 49 49 0| 1,4 14 0|/ 38 36 1|05 04 1 | 38 36 2|05 04 2
6/ 90 90 0| 33 33 0169 68 1|16 1,5 1|69 68 2 |16 1,5 4
150
31 3,9 39 1 0* 0* 0139 39 1| 0 0 1139 39 1| 0 0 1
(100,50) 4| L5 15 0| 05 05 0 || 1,3 12 1104 03 1 | 13 1,2 2 |04 03 1
' 5 4,6 46 0 0,9 09 0 3,9 3,8 1 0,3 0,3 1 39 38 2 (03 03 2
6 8,7 87 0 39 39 0 73 72 1 2,8 2,7 1 7,3 72 2 28 2,7 3
3|l 62 57 0| 40 35 0|30 28 0|20 1,7 01 30 28 0|20 1,6 0
(100,10) 4 11106 0 | 97 93 0 || 28 21 0 | 27 21 0 || 28 21 0 | 26 20 0
’ 5//19,9194 0 | 185180 0 || 69 61 0 |67 59 0 | 66 58 0 | 6,6 58 1
6|/ 24,4239 0 224219 0169 62 069 62 01 60 53 060 53 0
75
3!l 58 55 0| 34 30 032 30 01,7 1.4 0132 30 0|17 1,3 0
(100, 50) 4 83 7,9 0 7773 0 23 19 0 (23 19 0 21 18 0|21 1,8 0
' 51| 17,1 16,7 0 | 15,2 14,8 0 6,4 58 1 55 49 0 6,1 55 0 |54 48 0
o 61 22,4220 0 |20,3199 0 6,9 6,5 1 6,9 6,5 0 4,7 43 1 4,7 43 1
3 59 5,3 0 3,5 3,0 0 4,1 34 1 24 1,7 0 4,1 34 1 24 1,7 0
(100, 10) 4 9,6 93 0 82 78 0 3,8 3,0 1 3,7 2,8 1 3,8 3,0 1 3,7 28 1
511 14,3 13,9 0 | 12,6 12,3 0 30 2,1 1 28 1,9 1 29 2,1 2 28 1,9 1
6|/ 20,4200 0 |18017,7 0 || 44 36 1 |44 36 1 | 42 3,3 2 |42 33 2
150
3 56 5,1 0 29 25 0 4,1 35 0|20 14 O 4,1 35 1 20 14 1
(100,50) 4| 69 67 0| 63 61 0 || 29 22 1129 22 1 |29 22 1 |29 22 1
’ 5/12,211,9 0 |10,1 98 0 || 33 26 1 |22 15 1 {32 25 1 |22 15 1
6|/ 18,1179 0 | 157154 0 || 48 41 1 |45 38 1 || 42 35 2 |42 34 2

Tabela 3.9: Resultados para instancias com 25 nodos: Modelos fortalecidos

com desigualdades de Arredondamento.
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(LSUPp) (LSUPp + BC) (LSUPp) |(LSUPp+BC) (LSUPp) |(LSUPp+BC)
desvio CPU desvio CPU desvio CPU desvio CPU desvio CPU desvio CPU

R |E| (Ki,K2) D||sc* Mc McC|SC* MC MC||SC* MC MC|SC* MC MC ||SC* MC MC |SC* MC MC

3/l o0 o0 9| o1 o0 901 0 9|01 0* 13|01 0* 10|01 0* 8
(100, 10) 4 0,5 03 1 0,5 03 3 0,2 0,2 2 |0,202 2 0,2 0,2 4 |0,20,2 16
' 5 1,8 16 1 1,8 16 1 0,7 07 2 |0,707 3 0,6 06 5 |06 06 9
6| 62 60 1| 36 34 1 |32 32 2 [1818 2 (/30 30 13|14 1,4 12
150
3 0,1 0* 9 0,1 0* 9 o1 o 9 |01 O0* 13|01 0 22|0,1 0* 8
(100, 50) 4 0,3 02 2 0,3 0,2 2 0,2 0,1 2 0,201 5 0,1 0,1 5 |0,10,1 10
5 1,2 1,1 1 1,2 1,1 1 0,5 0,5 3 |05 05 2 04 04 7 |04 04 9
w 6| 55 54 1 | 32 31 034 34 3 (2020 3|32 3212|1918 10
3 0,1 0,1 27 0,1 0,1 27|01 0,1 36 |0,1 0,1 49 (| 0,1 0,1 48 | 0,1 0,1 &8
(100,10) 4| L1 L0 2 [ L1 10 3 101 01 160,101 20 || 0,1 01 17 | 0,1 0,1 34
’ 5| 24 23 2| 24 23 2102 02 9 (0202 1002 02 210202 31
6| 6,7 40 1 | 39 38 232 31 14|0,706 34|32 3,1 35|07 0,6 41
300
3]l o0 01 23| 0,1 0,1 401/ 0,1 0,1 35|0,1 0,1 5401 0,1 38 |0,10,1 69
(100,50) 4| 07 06 2 [ 07 06 4 101 01 200101 1801 01 330101 31
' 5 1,6 15 2 16 15 2 0,2 0,2 9 0,2 0,2 14 0,2 0,2 16 | 0,2 0,2 23
6 58 4,0 1 34 33 1 35 34 2211313 14|/ 35 34 35|13 1,3 39
3|l 28 27 1| 28 27 21//07 05 2 ]0705 3107 05 20705 4
(100,10) 4[| 76 76 1 [ 76 76 11109 08 210908 2 |05 04 210504 5
’ 5132 12,9 1 | 132 129 1 |[23 22 2 |2322 2|13 1,2 5 [1312 3
6164 162 1 | 157 155 0 |21 21 1 {2121 1|10 09 2 |[1009 3
150
3|l 24 24 1| 24 24 2106 05 3 |0605 4 (06 05 3 [0605 3
(100, 50) 4 57 5,7 1 57 57 1 09 08 2 10908 2 0,6 06 3 |06 06 4
’ 51112,1 11,9 1 12,1 11,9 1 |28 27 2 [2827 1 |19 18 3 [1,918 4
o 6 159 158 1 15,1 150 O 28 28 1 2,8 28 1 1,2 1,1 4 1,2 1,1 5
3 58 57 2 58 57 2 23 1,8 7 (2318 8 21 1,7 11 |21 1,7 7
(100,10) 4|| 123 122 2 | 123 122 2 || 30 26 713026 5 (/30 26 8 (3026 10
’ 51 18,3 18,1 2 18,3 18,1 2 23 19 9 2319 8 1,8 1,5 15 (1,8 1,5 16
6|/ 244 242 2 | 234 232 2 |34 3,1 8 [3431 7 |24 22 182422 20
300
3 4,8 48 2 48 48 2 20 1,5 6 2015 5 1,8 1,4 9 1,8 1,4 10
(100,50) 4| 81 80 2 [ &1 80 1 122 18 6 (2218 6 |22 18 7 2218 7
’ 5|/ 162 160 2 |16,2 160 2 |[ 3,2 30 8 3230 7 |21 20 142120 12
6|/ 230 228 2 | 21,9 218 2 || 4,7 44 8 |47 44 8 |21 21 19|21 21 19

Tabela 3.10: Resultados para instancias com 50 nodos: Modelos fortalecidos

com desigualdades de Arredondamento.
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3.7 Conclusoes

Com base nos resultados tedricos apresentados é possivel estabelecer relagoes
(ver Figura 3.16) entre todos os modelos apresentados neste capitulo, em
termos das respectivas relaxacoes lineares. Os resultados computacionais
mostraram que muitas das relagoes de dominancia descritas na figura podem

verificar-se mesmo em sentido estrito.

Os modelos testados tiveram melhores resultados nas redes do tipo Wireless,
onde os desvios obtidos com as respectivas relaxacoes lineares foram mais
baixos do que nas instancias Cabo. Foi nestas instancias que a relaxacao li-
near do melhor modelo, (SUP/SM¢cpo+AD), conseguiu as maiores redugoes

aos desvios obtidos com a relaxagao linear do pior modelo (SU Pp).

(SUP/SM¢cp2+AD)

SUPp+AD, BC
(SUPD+AD, BC) ™ (q11p/ S Mo + Ar)

(SUPp+AD)
(SUPD4A4 BC) ™ q11 pr Mo pa) = (SUP/SMopy) = (SUP/SMc)

(SUPD+A4y) (SULD—i-BC)

(SUP)=(SUPg)=(SUPp) /

Figura 3.16: Comparacao dos modelos apresentados. A — B (A = B) significa
que o modelo B é mais forte do que (equivalente a) o modelo A em termos das

respectivas relaxagoes lineares.



Capitulo 4

O problema (AStRPCG)

Os modelos apresentados neste capitulo, para o (AStRPCG) sao baseados no
modelo genérico apresentado na Secgao 1.1.3 para o (PAStRP). Na Secgao 4.1
introduz-se neste modelo genérico, a estrutura referente ao grau de cada nodo
na solucao e a respectiva funcao de custos, obtendo-se assim, um modelo nao
linear que servira de base aos modelos seguintes. Na Secgao 4.2 constroi-se
um modelo linear aplicando a técnica de discretizacao (apresentada na Secgao
1.3.1) ao modelo nao linear. Este modelo discretizado é semelhante ao modelo
(SU Pp) apresentado no capitulo anterior. De igual modo o modelo linear
apresentado na Seccao 4.3 é semelhante ao modelo com varidveis-arco discre-
tizadas apresentado no capitulo anterior para a variante Arvore de Suporte.
Na Secgao 4.3.1 mostra-se como fortalecer o modelo da Secgao 4.2 através de
desigualdades validas implicadas pelo modelo linear da Secc¢ao 4.3. No final
das Secgoes 4.2 e 4.3 apresentam-se resultados computacionais para avaliar a

qualidade dos limites inferiores fornetbos pela relaxacao linear dos modelos.
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4.1 Modelo nao linear

Recordando a reformulagao do (AStRP) num grafo orientado, feita na Secgao
1.1.3, também o (AStRPCG) ¢é modelado num grafo orientado
Go = (Vo, Ao, ¢;j) onde Vo =V U{0} (0 é a raiz ficticia de qualquer solugao/
arborescéncia) e Ag = AU{(0,5) : j € V.},sendo V., ={i € V :p; > 0} o
conjunto dos nodos clientes. Nesta versao do (AStRP) a parte topoldgica da
solugao ¢ definida recorrendo novamente as variaveis apresentadas na Seccao

1.1.3. Assim, as varidveis x;; e z; tém o mesmo significado, recordado aqui:

1 seoarco (i,7) estd na solugao
V(i,j) € Ao, zij =

0  caso contrario

1 se onodo ¢ esta na solucao
Vie V, Z; =

0 caso contrario

Quanto as variaveis-grau, e ao contrario da variante Arvore de Suporte, o
grau de qualquer nodo (a excepcao de i = 0) pode ser nulo, indicando que
esse nodo nao se encontra presente na solucao. Sendo assim, é necessario
considerar varidveis que representem efectivamente o grau do nodo i, ¢(7).
Essas variaveis serao designadas por Y; para as distinguir das variaveis U;,
que representavam ¢(i) — 1, utilizadas no modelo (SUPyy). A partida, o
grau de qualquer nodo i na solucao é g(i) = Y; € Ny, Vi € V| no entanto,
em qualquer solucao 6ptima, nenhum nodo com p; = 0 terd grau unitario.
Se por absurdo isso acontecesse, bastava remover o Unico arco ligado a esse
nodo e obter-se-ia uma solugdo admissivel com menor custo (descontando

apenas o custo do arco removido ja que p; = 0).
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Sendo assim, em qualquer solugao 6ptima g(i) = Y; € No\{1}, V i € V..
Além disso, para cada um dos nodos com prémio nulo a fun¢ao de custos nos

nodos, ®(+), é redefinida da seguinte forma (ver Capitulo 2):

0 Y, =0,1,2
=g SENEC
o (m—1)-Q+1<Y,<m-Q ,m=2,...,M—1

oM (M—1)-Q+1<Y,<D

\

ou seja, ®*(Y;) = ®(Y;) para Y; # 2. Para os nodos i € V, , a defini¢ao da

fungao de custos (2.2) mantém-se.

O modelo basico nao linear para o (AStRPCG) é apresentado na Figura 4.1.
Na fungao objectivo (4.2) a parcela referente ao custo associado ao grau dos
nodos na solu¢do é nao linear, definida com recurso a funcao (2.2) para os
nodos i € V, e a funcao (4.1) para os nodos i € V.. Além disso, a fungao
objectivo contém uma parcela constante — Zievc p; — que, sem perda de
generalidade, sera omitida nos modelos seguintes.

As restrigoes (1.13) - (1.17) foram ja definidas e descritas na Seccao 1.1.3;
as restrigoes (1.14) estao escritas de uma forma genérica, no entanto, nos
resultados computacionais apresentados nas seccoes seguintes comparam-se
novamente os efeitos da utilizagao de um sistema de fluxos SC' ou MC' para
garantir a conexidade da solucao.

As restrigoes de grau externo, (4.3a) e (4.3b), definem o ntimero de arcos
divergentes' de qualquer nodo i € V, quer este esteja ou nao presente na

solucao.

Utiliza-se A" (i) em vez de Ag () visto as restrigoes serem definidas apenas para os

nodos de V.
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(StPNL) min Z Cij Tij + Zpi(l — ZZ') + Z (I)(YZ) + Z (I)*(YZ) (4.2)

(i,j)EA ieVe ieVe i€ Ve
sa: X(Ap (1) =2 ieV (1.13)
{(4,j) € Ap 1 wj; =1 } é conexo (1.14)
" To; 1eV, (4.3&)

X(A () =Yi—zi+

0 i € Vine (4.3b)
Yi<D-z ieV (4.4)
X(A4,(0) =1 (1.15)
Y;>2 ou Y;=0 1 € Vye (4.5)
zy € {0,1) (i) €40 (116)
% €{0,1} i€V (1.17)
Yi €No i€V (4.6)

Figura 4.1: Modelo genérico nao linear para o (AStRPCG).

Para nodos que nao venham a fazer parte da solucao tem-se z; = 0, o que im-
plica, pelas restrigoes (1.13) e (4.4), que xo; = Y; = 0. Sendo assim, o niimero
de arcos divergentes do nodo i seré efectivamente nulo, X (A" (i)) = 0. Para
os nodos presentes na solugao, z; = 1 e como tal, o nimero de arcos diver-
gentes no nodo ¢ é determinado pela diferenca entre o seu grau na solucao,
Y;, e o nimero de arcos convergentes em i, z; = 1 (pelas restri¢oes (1.13)).
Quanto aos nodos em V,, é ainda necessario distinguir o caso do nodo que
serd efectivamente a raiz da solucdo no grafo G = (V, A, ¢;;). Para este nodo
tem-se xo; = z; = 1 e assim, o ntimero de arcos divergentes sera exactamente

igual ao seu grau, Y;.
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As restrigoes (4.4) definem o grau méaximo de qualquer nodo de V' presente
na solugao; apenas os nodos presentes na solucao poderao ter um grau su-
perior a 0. Nao ¢é necessario acrescentar restricoes do tipo Y; > z;, 1 € V,,
por forma a assegurar o grau minimo dos nodos i € V. (clientes potenciais)
presentes na solugao, visto estas restricoes serem implicitamente verificadas
pela conexidade da solucao. Para os nodos em V. as restrigoes disjunti-
vas (4.5) garantem que o seu grau, caso estejam presentes na solugao, nao
seja unitario. Finalmente, as restri¢oes (4.6) definem o dominio das novas

varidveis.

4.2 Modelo com variaveis-nodo discretizadas

O modelo anterior, além da parte nao linear da funcao objectivo, possui
também uma restricao disjuntiva nas variaveis Y;. Os exemplos dados na
Seccao 1.3.1 mostram que a técnica de reformulacao por discretizagao pode
ser utilizada para lidar com ambos os casos. Para tal define-se o seguinte

conjunto de varidveis binarias:

1 se o nodo i tem grau d na solucao
Yi =
0 caso contrario VieV,d=1,...,D

Ao contrario das varidveis u¢ do modelo (SUPp) definidas na Secgao 3.3,
agora o indice d representa efectivamente o grau do nodo 7. No caso de
um nodo nao estar presente na solugao ter-se-a 25:1 y? = 0, caso contrario
Zle y? = 1. Com estas novas varidveis é possivel agora reescrever as res-
trigoes disjuntivas (4.5), bastando para tal fazer y} = 0,V i € V.

As novas variaveis e as anteriores Y; e z; relacionam-se da seguinte forma:



128 4.2. MODELO COM VARIAVEIS-NODO DISCRETIZADAS

D

i = Y d-y! VieV (4.7)
d=1
D

o= >yl VieV (4.8)

a
I
—_

Analogamente ao tratamento dado a fun¢ao nao linear do modelo (SU Pyy)
apresentado no Capitulo dedicado ao (ASupCG), também neste caso o dominio
da fungao nao linear (4.2) pode ser particionado em subconjuntos (para
um qualquer nodo em V. ?): {0,1} U{2,....Q}Uu{Q +1,...,2Q}U ...
U{(M —-1)Q,...,D}. Assim, a fungao ®(Y;) para nodos em V. é reescrita

COmo:
Q M-1 mQ D
QY =" >yl + D ">yl eM Yy
d=2 m=2  d=(m—1)Q+1 d=(M—-1)Q+1
Definindo 7% = ®(d) para d = 1,..., D, é possivel ainda reescrevé-la como,

o(Y;) = 25:1 74 - yd. Para os nodos em V. o raciocinio é semelhante e a
funcao ®*(Y;) é reescrita como, ®*(Y;) = Zfl):s 7%yl onde 44 = B(d) =
= ®*(d), parad =3,...,D.

Na Figura 4.2 é apresentado o modelo discretizado para o (AStRPCG) (note-

-se a semelhanga com o modelo (SUPp) apresentado na Figura 3.4 para o

(ASupCQG) ).

2Para os nodos de V,,. a parti¢iao s6 ¢é diferente nos dois primeiros conjuntos: {0, 1,2}

e{3,...,Q}.
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D D
(StPp) min Z cij Tij + Z Z(’Yd —pi) Y+ Z Z’Yd -y (4.9)

(i,7)€A i€Ve d=1 1€Vhe d=3
D
s.a: X(Ag (D) =) uf ieV (4.10)
d=1
{ (¢,7) € Ag : jj = 1} é conexo (1.14)
X(AT@) =Y (d—1)-y! +
=2 0 i € Ve (4.11b)
D
D v <1 i€V, (4.12)
d=1
X(45(0) =1 (1.17)
yr =0 i € Vie (4.13)
zij € {0,1} (i,) € Ao (1.16)
yd € {0,1} ieV,d=1,...,D (4.14)

Figura 4.2: Modelo Linear com varidveis-grau discretizadas para o (PAStPRCG).

Para os nodos clientes, o coeficiente da variavel y¢ na funcao objectivo, y—p;,
significa que, caso o nodo i € V, esteja presente na solucao, duas situacoes
ocorrem: deve-se descontar a ”penalidade” p; e pagar um custo de acordo com
o grau que o nodo tem na soluc¢ao (se este nodo for uma folha na solugao
entdao o seu "custo”’serd y' — p; = —p;). Para os nodos de V. o indice do
somatdrio varia entre 3 e D visto 4! = 72 = 0. Pelas equacoes de substituicio
(4.7) e (4.8) as restri¢oes (4.4) do modelo nao linear tornam-se redundantes.
As restrigoes de grau externo, (4.11a) e (4.11b), correspondem as anteriores
restrigdes (4.3a) e (4.3b) apds a substituicao de varidveis. Note-se que, de-
vido a esta substitui¢do as varidveis y} nao aparecem nas restri¢oes de grau

externo.
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De facto, se existirem arcos divergentes de um nodo i, que nao esteja ligado
a raiz ficticia, entao o seu grau deve ser superior ou igual a 2, ou seja, uma
das varidveis y¢ com d > 2 tem de ser nao nula. As restricoes (4.12) re-
presentam a consisténcia das variaveis y? devido a aplicagao da técnica de
discretizagao. As restri¢oes (4.13) substituem as restri¢oes disjuntivas (4.5)

do anterior modelo (cf. Secgao 1.3.1).

4.2.1 Resultados Computacionais: Modelo (StPp)

A descricao da geragao das instancias utilizadas nesta sec¢do encontra-se
no Apéndice B. Nas tabelas seguintes as primeiras colunas sao idénticas as
apresentadas nas tabelas para o (ASupCG) com excepgao da coluna ”nc” que
indica o niimero de nodos clientes na instancia. Nas colunas seguintes apre-
sentam-se os desvios obtidos com o modelo (LStPp), consoante se utiliza
um sistema de fluxos SC' ou MC. O modelo (LStPp) com sistema de flu-
xos SC' ¢ ainda fortalecido com as desigualdades vélidas (1.22) (ver Secgao
1.1.3) — colunas SC* e SC¥ — e com as desigualdades de Assimetria (1.18)
(ver Secgao 1.1.3) — colunas SC, e SC!. Estas tultimas desigualdades sao
também utilizadas para fortalecer o modelo com o sistema de fluxos MC —
coluna M C',. Nao se apresentam os tempos de CPU gastos na resolucao dos

modelos lineares, visto estes serem inferiores a 5 segundos (c¢f. Apéndice D).

Comparando sistemas de fluzos.
O modelo (LStPp) com o sistema de fluxos SC ganha consideravelmente
com a adigao das desigualdades (1.22), principalmente nas redes Cabo onde

o modelo (LStPp) chega a registar desvios superiores a 40%.
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Ainda assim, registam-se algumas reducoes nos desvios entre a utilizacao dos
sistemas SC* e MC, principalmente nas redes Cabo mais densas. Em algu-
mas instancias (nas redes Wireless com D = 3) o modelo (LStPp) com o

sistema de fluxos MC' consegue mesmo reduzir o desvio a zero.

As desigualdades de Assimetria.

A adigao das desigualdades de assimetria é mais eficaz no modelo (LStPp)
com o sistema de fluxos SC' (onde se atingem os maiores desvios). Neste caso,
as redugoes nos desvios sdo maiores nas redes Cabo. No modelo (LStPp) com
o sistema SC* as desigualdades de Assimetria (1.18) conseguem ainda re-
duzir os desvios, principalmente nas redes Cabo. J4 no modelo que utiliza
o sistema MC a utilizagdo das desigualdades (1.18) nao tem qualquer efeito
no limite obtido por este modelo. No entanto, isso ja nao acontecerda nos

modelos fortalecidos apresentados na seccao seguinte.

Dimensao e Tipo de rede.
Os desvios sao maiores nas redes Cabo do que nas redes Wireless e para estas

ultimas os desvios geralmente sao menores para as redes mais densas.

Efeito dos parametros.

Em quase todas as instancias os desvios aumentam com o grau maximo, D,
independentemente do sistema de fluxos que esta a ser utilizado e com a
adi¢ao ou nao das desigualdades (1.22) e/ou (1.18); existem no entanto al-
gumas excepgoes nas instancias com 25 nodos. Nas redes Wireless, quando
o custo de cada modulo, K5, aumenta, os desvios diminuem. Este compor-

tamento regista-se também na maioria das instancias Cabo.
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(LStPD)
desvio

R |E| nc (K1, K2) D|| sc sCc, SC* SCX MC MCq
3 25 1,9 15 1,5 1,5 1,5
(100, 10) 4 11,3 10,4 10,2 10,2 10,2 10,2
5 12,6 11,5 11,3 11,3 11,3 11,3
7 6 91 81 64 64 64 64
3 1,2 0" 0* 0* 0*  0*
(100, 50) 4 28 20 08 08 08 08
5 44 39 39 39 39 39
75 6 56 4,7 45 45 45 45
3 20 1,5 06 06 06 0,6
(100, 10) 4 81 74 64 64 64 64
5 13,3 12,5 11,3 11,3 11,3 11,3
13 6 19,8 19,0 17,6 17,6 17,6 17,6
3 1,9 14 1,1 09 09 09
(100, 50) 4 32 28 24 24 24 24
5 73 6,7 55 55 55 55
W 6 11,7 11,1 10,1 10,1 10,1 10,1
3 1,2 1,0 1,1 1,0 1,0 1,0
(100, 10) 4 76 6,7 6,7 67 6,7 6,7
5 10,1 91 91 91 91 91
7 6 6,3 50 50 50 50 50
3 1,2 04 0OF 0* o*  0*
(100, 50) 4 1,2 05 0,1 0,1 0,1 0,
5 25 1,7 15 1,3 1,3 1,3
150 6 44 35 35 35 35 35
3 1,2 1,1 08 06 0,6 0,6
(100, 10) 4 56 56 50 50 49 49
5 96 9,6 89 89 87 &7
13 6 10,9 10,9 10,0 10,0 9,8 9,8
3 0,5 02 0" 0* o*  0*
(100, 50) 4 19 1,7 1,1 08 08 08
5 47 46 42 4,1 41 4,1
6 45 45 39 39 38 38
3 19,5 12,3 29 29 29 29
(100, 10) 4 27,6 19,3 89 89 89 89
5 36,9 27,6 16,5 16,5 16,5 16,5
7 6 42,3 32,4 20,8 20,8 20,8 20,8
3 16,9 10,5 2,8 28 28 28
(100, 50) 4 20,3 13,6 48 4,8 48 48
5 32,9 25,3 15,8 15,8 15,8 15,8
75 6 40,3 31,9 22,0 22,0 22,0 22,0
3 134 10,7 71 71 7,1 7,1
(100, 10) 4 159 13,3 99 99 99 99
5 25,2 226 18,3 18,3 18,3 18,3
13 6 30,8 28,3 23,4 234 23,4 234
3 12,7 104 73 73 73 73
(100, 50) 4 11,8 97 73 73 73 73
5 23,0 20,8 17,8 17,8 17,8 17,8
c 6 30,7 28,5 24,8 24,8 24,8 24,8
3 229 178 72 72 72 72
4 29,2 23,3 10,1 8,7 8,7 87
RB2.0ex(100,10) 5 41,2 35,1 18,8 16,9 15,9 159
7 6 47,9 41,7 24,6 22,8 21,4 214
3 22,1 176 85 85 85 85
(100, 50) 4 223 176 73 69 69 6,9
5 35,7 30,7 185 17,2 17,1 17,1
150 6 41,2 35,6 20,8 19,0 18,2 18,2
3 12,7 93 6,3 6,2 57 57
(100, 10) 4 16,1 12,3 9,1 87 80 8,0
5 25,2 20,7 15,0 14,5 13,8 13,8
13 6 33,1 28,1 21,2 20,7 20,0 20,0
3 119 92 6,6 66 6,1 6,1
(100, 50) 4 11,5 85 6,1 57 52 52
5 20,2 16,9 13,6 13,3 12,7 12,7
6 29,5 25,7 20,9 20,6 20,0 20,0

Tabela 4.1: Resultados para instancias com 25 nodos: Modelo (LStPp).
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(LStPD)
desvio
R |E| nc (K1,K2) D| sc sc, Sc* SC: MC MC,
3 36 29 1,3 1,3 1,1 1,1
(100, 10) 4 90 79 59 58 57 57
5 12,8 11,5 9,1 89 88 88
13 6 17,8 16,3 13,7 13,6 13,4 134
3 1,2 08 04 04 04 04
(100, 50) 4 30 26 16 14 1,3 1.3
5 59 50 36 34 33 33
150 6 105 94 75 73 72 72
3 29 26 07 07 07 0,7
(100, 10) 4 52 5,1 35 35 35 356
5 79 78 6,1 6,1 6,1 6,1
25 6 12,6 12,4 10,6 10,6 10,6 10,6
3 22 1,8 08 0,7 0,7 0,7
(100, 50) 4 3,5 32 22 22 22 272
5 46 44 25 25 25 25
W 6 72 7,1 58 58 58 58
3 22 16 06 06 06 0,6
(100, 10) 4 6,6 6,0 4,1 4,1 4,1 4,1
5 12,3 11,5 9,3 93 93 9,3
13 6 14,7 13,8 11,3 11,3 11,3 11,3
3 07 0* 0* 0* 0* 0*
(100, 50) 4 1,8 12 12 1,2 1,2 1.2
5 39 34 17 1,7 1,7 1,7
300 6 77 7,1 53 53 53 53
3 15 1,2 05 05 05 05
(100, 10) 4 49 48 38 38 38 38
5 77 76 63 63 6,3 6,3
95 6 11,8 11,7 10,2 10,2 10,2 10,2
3 05 0,2 0,1 0,1 0,1 0,1
(100, 50) 4 16 1,3 0,7 0,7 0,7 0,7
5 36 34 23 23 23 23
6 79 78 68 68 6,8 6,8
3 19,1 152 1,7 16 16 1,6
(100, 10) 4 26,5 21,4 6,7 6,7 6,2 6,2
5 34,7 29,1 129 129 12,9 129
13 6 39,9 34,0 17,0 17,0 17,0 17,0
3 156 128 1,2 09 09 0,9
(100, 50) 4 20,3 16,7 3,1 3,0 27 27
5 30,9 26,5 12,2 12,1 11,8 11,8
150 6 37,3 32,4 172 17,1 17,1 17,1
3 18,0 16,6 5,2 4,7 4,7 47
(100, 10) 4 25,8 24,3 11,8 11,2 11,1 11,1
5 32,3 30,6 16,4 15,8 15,8 15,8
25 6 36,9 35,2 20,1 19,4 19,4 194
3 15,9 14,7 4,8 44 42 4.2
(100, 50) 4 196 184 79 75 74 74
5 28,6 27,3 154 14,9 14,8 14,8
c 6 34,9 33,4 20,5 20,0 20,0 20,0
3 20,6 189 70 7,0 7.0 7,0
(100, 10) 4 30,7 28,2 16,2 16,1 16,1 16,1
5 38,6 35,9 222 2211 21,7 21,7
13 6 45,0 42,0 27,4 27,3 26,8 26,8
3 189 175 72 72 72 72
(100, 50) 4 23,6 21,4 12,0 11,9 11,9 11,9
5 32,8 30,6 19,5 19,4 19,3 19,3
300 6 39,8 37,3 25,1 25,0 24,7 24,7
3 97 90 37 37 37 37
(100, 10) 4 18,1 17,1 99 99 99 99
5 24,2 23,2 14,5 14,4 14,0 14,0
25 6 27,9 26,8 17,6 17,5 16,7 16,7
3 85 79 37 36 36 36
(100, 50) 4 12,7 11,8 6,7 6,7 6,7 6,7
5 21,0 20,2 13,2 13,2 13,2 13,2
6 24,6 23,7 15,7 15,6 15,2 15,2

Tabela 4.2: Resultados para instancias com 50 nodos: Modelo (LStPp).
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4.3 Modelo com variaveis-arco discretizadas

Nesta seccao considera-se uma estratégia analoga a utilizada para o
(ASupCGQG) para melhorar os resultados obtidos com a relaxacao linear do mo-
delo (StPp). Para isso considere-se de novo o mesmo tipo de discretizagao
das varidveis arco, x;;, (i,7) € A (para os nodos de V. basta considerar
variaveis ¢ com d = 2,..., D):

ij

1 , seoarco (i,j) estd na solu¢ao e o grau do nodo i é d

0 , caso contrario (i,j)e A, d=1,...,D

Adicionalmente, por uma questao de consisténcia das solugoes do novo mo-
delo, ¢ necessdrio discretizar também as varidveis xo;, 7 € V., mas onde o

indice extra estd associado ao nodo final do arco:

., 1 , seoarco (0,7) estd na solugao e o grau do nodo j é d

0 , caso contrario j€Ve,d=1,...,D

As restrigoes de ligagdo entre estas novas varidveis e as varidveis z;; e y¢
sao apresentadas na Figura 4.3. As restrigoes (4.15a) e (4.15b) tém uma in-

terpretagao directa: se um arco (i, j) estiver presente na solugao entao uma

das variaveis xfj sera igual a 1, para um dos valores possiveis para o grau
do nodo i. A interpretacao das restrigoes (4.15¢) é andloga. As restrigoes
(4.16a) e (4.16b) podem ser vistas como uma versao desagregada das res-
trigoes de ligacao (4.11a) e (4.11b) do modelo (StPp), respectivamente. De
facto, para um dado nodo i € V., somando as restri¢oes (4.16a) para todo o
d=1,...,D e usando as restri¢oes (4.15b) e (4.15c) obtém-se a respectiva

restri¢ao (4.11a). Para os nodos i € V,,. o raciocinio é andlogo.
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D
Ty = (i,§) € A,i € Ve (4.15a)
d=2
D
Ty = (i,j) € Aji €V, (4.15b)
d=1
D
v = Y xf; (0,7) € Ag (4.15¢)
d=1
XUAT (@) = (d—1) -y + 2t ieV,,d=1,...,D (4.16a)
XUAT (@) = (d—1) -y i €Vpe,d=2,...,D (4.16D)
zd < yf i€V, d=1,...,D (4.16¢)

Figura 4.3: Sistema linear de definicao das varidveis azgj para o (AStRPCG).

Finalmente, as restrigoes (4.16¢) estabelecem a ligacao directa entre as varié-
. . d ﬁ t/ . O . .’ . d S~ 7 .
veis associadas aos arcos ficticios, (0,7) e as varidveis y{. Sao necessarias
para manter a consisténcia da solucao. Para compreender melhor estas res-
trigoes, considere-se o caso de um nodo ¢ € V, ligado a raiz ficticia e cujo
5 €{l,...,D}, i Dadi =1,y =1eyl =0, d#0. Enta
grauéd € {l,...,D}, ie, > =1,y =1ley! =0, d#J. Entao, as

restrigoes (4.16a) ficam escritas como:

XYA" (i) = =, d#06
XUAT@) = (—1)+ap,

Para evitar solugoes em que xfj = 1 para algum d # § (pois o grau do nodo
i é§), basta garantir que zd, = 0 para todo o valor d # §. O objectivo das
restrigoes de ligagao (4.16¢) é exactamente esse e assim tem-se ¢, < 0 para
todo o valor d # 4.

Para os nodos ¢ € V. que nao estejam ligados a raiz ficticia e cujo grau seja

56{1,...,D},tem—sexfj:0,d;«éépoisxgi:yf:Oparatodod#é.
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Aplicando o mesmo raciocinio que foi utilizado anteriormente para o pro-
blema (ASupCG), para o (AStRPCG) o modelo estendido obtém-se adicio-
nando ao modelo (StPp) as restri¢oes de ligacao (4.15a) — (4.16¢) e as se-
guintes desigualdades validas, novamente designadas por desigualdades Arco

Desagregadas:

AD(i,j;d): <y

iy — Ji

(i,j)eA; d=1,...,D

Para nodos ¢ € V,,., as desigualdades AD(i, j;d) sdao idénticas mas apenas

estao definidas para d > 2.

Assim como para o (ASupCG) também no caso do (AStRPCG) nao é possivel
encontrar mais desigualdades validas, para além das desigualdades AD(i, j; d),
relacionando as variaveis x?j e as variaveis ¢, que permitam melhorar os li-
mites inferiores obtidos pela relaxacao do modelo estendido. De facto, para
um dado nodo i € V. e um dado valor d € {2,..., D}, considere-se o poli-

edro P'g definido por:

0<af <1 (i,4) € A" (i)

0<y/ <1

Este poliedro é idéntico ao poliedro definido na Secgao 3.4 para o (ASupCG)
(apenas o coeficiente no segundo membro da igualdade é diferente). Como
tal, ao adicionar a este poliedro as desigualdades AD(i, j;d) para todo os
arcos (i,j) € A" (i) e para o mesmo valor de d, obtém-se a descricio linear
completa do envolvente convexo definido pelas solugoes inteiras de P}’ (ver

a demonstragao no Apéndice A).



CAPITULO 4. O PROBLEMA (ASTRPCG) 137

Para um dado nodo i € V. e para um dado valor d € {1,..., D} o poliedro

Pyy € definido por:

0<azd <1 (i,7) € A" (i)

Este poliedro é ligeiramente diferente do anterior, mas também é possivel
provar (ver Apéndice A) que ao introduzir no poliedro Pf 4 as desigualdades
vélidas AD(i,j;d), ¥ (i,j) € A" (i) e para o mesmo valor de d, se obtém a
descrigao linear completa do envolvente convexo definido pelas solugoes in-

teiras de Py ;.

Designe-se o modelo fortalecido (P + AD), obtido ao adicionar todas as de-
sigualdades vélidas AD(i, j;d) bem como as restri¢oes de ligacao (4.15a) —

— (4.16¢) a um modelo genérico (P).

4.3.1 Desigualdades Arco Desagregadas no espacgo
das variaveis (z,u)

Analogamente ao problema (ASupCG), também para o problema (AStRPCG)
é possivel fortalecer o modelo discretizado (StPp), apresentado na Figura
4.2, com a introdugao de desigualdades validas implicadas pelas desigualda-

des vélidas AD(i, j; d).
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Assim sendo, para um qualquer nodo ¢ € V' e um qualquer subconjunto de
arcos H(i) C A" (i), tal que 1 <h = |H(i)| <D — 1, considerem-se as seguin-

tes desigualdades Arco:

h D zo; 1€ Ve
A Gy CHD) <> d=1) -yl +he >yl
hi% d=2 d=h+1 0 i€ Ve

H(i) C A ()

Para subconjuntos H (i) com mais do que D — 1 arcos as desigualdades

Ap(i, H(i)) sao dominadas pelas restrigoes de ligacao (4.11a) e (4.11b).

A interpretagao destas desigualdades é semelhante a interpretacao feita para
as desigualdades Ay (i, H(7)) do problema (ASupCG): se todos os arcos de
H (1) estiverem presentes na solugdo entao o primeiro membro da desigual-
dade é igual a h. Para os nodo i € V. isto implica que (exactamente) uma
das variaveis y¢, d > h + 1, seja igual a 1, i.e., o grau do nodo i tem de ser
no minimo igual a h+1 (além dos h arcos divergentes tem de existir um arco
convergente) sendo a desigualdade satisfeita como igualdade. O mesmo se
passa com os nodos i € V. que nao estejam ligados a raiz ficticia.

Para o nodo i € V, ligado a raiz ficticia existem duas hipoteses: ou o grau do
nodo ¢ igual a h (y! = 1) e a desigualdade ¢ satisfeita como igualdade, ou o
grau do nodo é maior do que h (327, 1 y?=1) e a desigualdade ¢ satisfeita

como desigualdade estrita.

Para mostrar que as desigualdades Ay (i, H(7)), parai € Vel <h <D —1,

sao vélidas para o modelo discretizado (StPp) mostra-se que sao implicadas

pelo modelo (StPp + AD).
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Para tal considere-se para um qualquer nodo @ € V,,., o poliedro P/* definido

por:
XYA' @) =(d=1)-y!  d=2,...,D
D
xm_zx% (Z,])EA (Z)
d=2
= <y (i,j) € A"(i); d=2,...,D
ngfjgl (i,j) e A (i); d=2,...,D
0<a; <1 (i,§) € A" (i)
0<yi<i1 d=2,...,D
e o poliedro Q¢ definido por (h = |H(i)|)
D
N
X(A (i) => (d=1)-y
d=2
h D
XH@G@) <Y (d=1)-yi+h- > yf H(Gi)C A (i),1<h<D-1
d=2 d=h+1
0<umz; <1 (1,7) € A (i)
0<yl<1 d=2,....D

Entre estes dois poliedros verifica-se a seguinte relacao:

Proposicao 4.3.1. Para qualquer nodo 1 € V.
projea(Pi) € Q°

Demonstracao. A prova é andloga a da Proposicao 3.4.1. O



140 4.3. MODELO COM VARIAVEIS-ARCO DISCRETIZADAS

Para os nodos de V, é possivel definir poliedros semelhantes. Assim, o polie-

dro Ps é definido por:

D
ij_Z$% (Zaj)EA (Z)
d=1
D
in:ngi
d=1
6 <y d=1,....D
<y (i,j) € A"(i); d=1,...,D
0<al <1 (i,j) e A"(i); d=1,....D
0< Lij <1 (Zaj) € A+(i)
0<yd<1 d=1,...,D
e o poliedro Q¢ é definido por (h = |H(7)]):
D
XA (i) =Y (d=1) -y +
d=2
h D
XH@@) <Y (d=1) -yl +h- > yl+ao H(Gi)C A (i),1<h<D-1
d=2 d=h+1
0< ;<1 (i) € A" (i)
0<yl<i1 d=1,...,D

Também entre estes dois poliedros se verifica um resultado anédlogo.

Proposicao 4.3.2. Para qualquer nodo i € V,

pTOj:c,u(Pz‘c) - Qf
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Demonstragao. As restrigoes de ligacao (4.16a) implicam que:

X4UH@G) < (d—1)-yd + 22, d=1,...,D (4.17)

Por outro lado, somando as desigualdades validas AD(i, j; d) para todos os

arcos de H (i) obtém-se:

XUH(i)) < h-yf d=1,...,D (4.18)

Somando agora as inequagoes (4.17) para todood = 2,..., h com a soma das

inequagoes (4.18) paratodoo d = h+1,..., D obtém-se o seguinte resultado:

M;

>

d=2

d—1)-y?+h- Z yﬁme

d=h+1

QU
U
N

Note-se ainda que, as inequagoes (4.17) para d = 1 implicam a desigualdade

XY H(»4)) < x};, que somada ao 1ltimo resultado permite obter:

D D h
S XYH( (d=1)-yf+h- > yl+> af,
d=1 d=1

d=h+1

E

QU
U
N

Apés aplicagao das restrigoes de ligacao (4.15b) e (4.15¢), respectivamente
a0 primeiro membro e ao segundo membro deste ltimo resultado obtém-se

a desigualdade valida Ay (i, H(7)).

Como as restrigoes de ligacao (4.15b), (4.15¢), (4.16a) e (4.16¢) implicam as

restrigoes (4.11a) conclui-se que

projx,u(Pf) C 9y
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Considere-se de novo, (P+A) o modelo obtido a partir de um modelo genérico
(P) ao adicionar as desigualdades Ay (i, H(i)), Vi € V, para todos os valores
de h para os quais as desigualdades validas estao definidas. Entre os dois
modelos fortalecidos (StPp + AD) e (StPp + A) é possivel estabelecer o

seguinte resultado:

Proposicao 4.3.3. Se as restrigoes (1.14) forem modeladas da mesma forma

para os modelos (StPp + AD) e (StPp + A) entdo:

projew(Adm(LStPp + AD)) C Adm(LStPp + A)

Demonstracao. Os poliedros P, i € V., € PF, i € V., estao contidos em

ADM (LStPp+ AD). De igual forma, os poliedros Q"¢ i € V,,., e Q5,1 € V,
estao contidos em ADM (LStPp + A). Entao, o resultado fica provado como
consequéncia das Proposicoes 4.3.1 e 4.3.2 visto as restantes restri¢oes de

ambos os modelos serem as mesmas. O

Como conclusao final, a relagao entre os valores 6ptimos das relaxagoes line-

ares dos trés modelos apresentados é a seguinte:

Corolario 4.3.4. Se as restrigoes (1.14) forem modeladas da mesma forma

para os modelos (StPp + AD) e (StPp + A), entdo:

V(LStPp) < V(LStPp + A) < V(LStPp + AD))
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4.3.2 Resultados Computacionais:

Modelos (StPp + A1) e (StPp + AD).

Nesta seccao comparam-se os limites obtidos com o modelo discretizado
(LStPp) e com os modelos fortalecidos, (LStPp + AD) e (LStPp + Ay),
onde este ultimo é obtido ao adicionar as desigualdades validas A (i, H (7))
ao modelo (LStPp). Para estes trés modelos apenas se apresentam os resul-
tados utilizando os sistemas de fluxos SC* e MC' com e sem as desigualdades
(1.18). Como nas Tabelas 4.1 e 4.2, também para os modelos lineares forta-
lecidos nao se apresentam os tempos de CPU, pois embora tenham sido mais
elevados para os modelos que utilizam o sistema de fluxos MC', continuam a
ser relativamente baixos (inferiores a 16 segundos c¢f. Apéndice D). As trés
ultimas colunas indicam, respectivamente, o nimero de nodos clientes (V'S,),
nodos nao clientes (V'S,.) na solugdo 6ptima inteira e o tempo de CPU para
resolver o problema inteiro (StPp + A;) com o sistema de fluxos SC forta-
lecido com as desigualdades (1.18) e (1.22). A escolha deste modelo para
obter a solucao éptima inteira, prende-se basicamente com um critério: a ra-
pidez de execugao do algoritmo de Branch-&-Bound na obtengao da solugao

6ptima inteira (ver Apéndice C).

Comparacao de Modelos fortalecidos.

A adicao das desigualdades validas, Arco ou Arco Desagregadas, no modelo
(LStPp) provoca uma maior reducao nos desvios nas redes Cabo® do que
nas redes Wireless. Esta reducao é tanto maior quanto maior o valor de D
e menor a densidade da rede. Além disso, em algumas instancias, quando
combinadas com as desigualdades de Assimetria (1.18) chegam mesmo a re-

duzir a zero o desvio, obtendo-se assim o valor 6ptimo do problema inteiro.

30nde se chegam a registar reducoes superiores a 15% com o modelo (LStPp + AD).
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Quando se comparam os desvios obtidos com os modelos fortalecidos,
(LStPp + Ay) e (LStPp + AD), este dltimo consegue diminuir os desvios
de uma forma mais acentuada nas redes Cabo onde consegue, em algumas

instancias, reduzir o desvio a zero.

As desigualdades de Assimetria.

Ao contrario do modelo (LStPp), as desigualdades (1.18) produzem agora
uma diminuicao nos desvios obtidos com os modelos fortalecidos que utilizam
o sistema MC'. De igual forma, estas desigualdades produzem uma redugao
mais acentuada nos modelos (LStPp + A1) e (LStPp + AD) do que no mo-
delo (LStPp), com o sistema de fluxos SC*.

Solugao optima inteira.

Os tempos de CPU gastos pelo modelo (StPp + A;) utilizando o sistema de
fluxos SC fortalecido com as desigualdades (1.18) e (1.22) s@o relativamente
baixos na maioria dos casos. Sao obviamente maiores nas redes de 50 nodos
e nas redes mais densas. A excepcao de 4 instancias Wireless de 50 nodos,
para todas as restantes instancias o algoritmo de Branch-¢-Bound demorou

menos de 2 horas a obter a solucao 6ptima inteira.

O numero de nodos clientes na solugao tende a aumentar com o grau maximo
nos nodos e a diminuir quando o custo de cada médulo (K;) aumenta. Além
disso, nas redes Cabo a percentagem de nodos clientes na solugao é maior do

que nas redes Wireless.
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(LStPp) (LStPp + Ay) (LStPp + AD) (StPp + A1)

desvio desvio desvio CPU

R |E| nc (K1,K2) D||SC* SC! MC MC.|SC* SC: MC MC,|SC* SC: MC MCq|||VSec| |VSnel|SCL
31015 1,5 15 15| 1,5 10 1,5 06| 1,5 1,0 1,5 0,6 6 1 1

(100,10) 41/10.2 10,2 10,2 10,2 |10,2 9,4 10,2 9,3 |10,2 9,4 10,2 93| 5 1 1
51(/11,3 11,3 11,3 11,3 |11,3 7,9 11,3 7,9 (10,9 7,9 10,9 7,9 6 1 1

7 6| 64 64 64 64| 64 0 64 0" | 46 0* 46 O0* 7 2 0

3 0* 0* 0" 0* 0* 0* 0* oOF 0* 0* 0 0 2 0 0

(100,50) 4| 0.8 08 08 08|08 0* 08 0*]08 0* 05 0*| 5 1 0
5139 39 39 39|39 0 39 0|28 0 28 0* 6 1 0

- 6| 45 45 45 45| 45 0* 45 0*| 32 0 32 0| 7 2 0
31l 06 06 06 06 06 03 06 03| 06 03 06 03] 12 0 0

(100,10) 4|| 64 64 64 64|61 49 61 47|57 49 57 47| 11 2 1
51(/11,3 11,3 11,3 11,3 | 9,7 71 96 6,7| 81 7,0 80 6,6 13 3 1

13 6 (/17,6 17,6 17,6 17,6 [14,0 10,0 14,0 9,7 |11,4 9,8 11,3 9,5 || 12 5 0

3( 1,1 09 09 09| 1,1 05 09 05| 1,1 05 09 05| 8 1 0

(100,50) 4[| 24 24 24 24|19 07 19 06| 14 05 14 04| 8 3 0

5{| 5,5 5,5 5,5 55| 456 2,8 44 2,7| 3,3 26 32 24 10 4 0

W 6 (/10,1 10,1 10,1 10,1 | 7,5 4,6 7,4 43| 56 44 55 42| 12 5 0
3 1,1 1,0 1,0 1,0 1,1 1,0 1,0 1,0| 1,1 1,0 1,0 10| 4 1 0

(100, 10) 41 6,7 6,7 6,7 67| 6,7 6,0 6,7 60| 6,7 6,0 6,7 6,0 5 1 4

511 91 91 91 91| 90 68 90 68| 85 6,8 85 6,8 6 1 2

; 6| 50 50 50 50| 45 0,8 45 08| 26 06 25 06| 7 2 1

3 0* 0* 0* 0 0* o0* 0* 0 0* 0* 0* 0* 2 1 0

(100,50) 4| 0,1 01 01 01|01 01 01 01|01 01 01 01| 2 1 0

5/ 1,5 1,3 1,3 13| 15 0,7 1,3 0,7| 1,0 0,7 0,9 0,7 6 1 0

150 6| 35 35 35 35|34 05 31 05| 1,8 04 1,8 041 7 2 1
3|l 08 06 06 06 08 0* 06 0*| 08 0* 06 0| 12 0 0

(100, 10) 41 50 50 49 49| 50 43 49 43| 50 43 49 43 11 0 7

5( 89 89 87 87|83 7,1 82 70|82 7,1 81 70| 13 0 5

13 6 (/10,0 10,0 9,8 98| 87 7,0 86 7,0| 82 7,0 82 70| 12 1 4

3 0* 0* 0* 0 0* 0* 0* 0 0* 0* 0* 0* 6 0 0

(100, 50) 41{/ 1,1 0,8 08 08|08 01 07 01|08 0,1 06 0,1 8 0 0

5( 42 4,1 41 41| 3,7 28 36 27| 35 2,7 35 27| 10 0 2

6( 39 39 38 38[30 1,9 30 1,9| 27 1,9 27 18| 12 1 1

31 29 29 29 29|29 1,8 29 18|29 1,8 29 18] 7 2 1

(100,10) 4|/ 89 89 89 89|80 0 76 0° |52 0° 52 0| 7 2 0
51/16,5 16,5 16,5 16,5 13,9 1,3 139 13| 70 0* 7,0 O0* 7 2 1

7 6 (/20,8 20,8 20,8 20,8 |15,6 3,5 156 3,3 | 7,6 0* 7,0 O0* 7 2 1

31 28 2,8 28 28] 28 1,8 28 18| 28 1,8 28 18] 6 1 1

(100,50) 4[| 48 48 48 48|40 0 40 0° |27 0* 27 0| 7 2 1
51|15,8 15,8 15,8 15,8 |13,6 2,7 13,6 2,7 | 7,9 22 7,9 22 7 2 1

75 61(/22,0 22,0 22,0 22,0 |17,2 5,7 17,2 55| 94 26 94 2,6 7 2 1
3{ 71 71 71 71|71 56 71 51|71 56 7,1 5,1 13 2 3

(100,10) 4| 99 99 99 99|49 23 48 23|40 23 40 23| 13 2 1
51(/18,3 18,3 18,3 18,3 | 88 5,0 88 50| 57 3,1 56 3,1 13 2 5

13 6|/23,4 23,4 23,4 23,4 10,5 6,3 98 6,3 | 58 3,1 56 3,1 13 2 3

3/ 73 73 73 73|73 60 73 56|73 60 7,3 56 13 2 5

(100,50) 4| 73 7.3 73 73|33 21 33 21[31 1,6 31 16| 13 2 2
51/17,8 17,8 17,8 17,8 | 9,9 6,7 9,9 6,7| 6,7 3,5 6,4 3,0 13 2 5

C 6 (/24,8 24,8 24,8 24,8 [13,5 9,6 13,0 96| 7,6 4,3 7.3 40| 13 2 6
31 72 72 72 72|72 59 72 59|72 59 72 59| 7 4 4

(100,10) 4[[10,1 87 87 87| 75 38 70 21|64 30 60 12| 7 4 3
51/18,8 16,9 15,9 15,9 |17,1 12,6 15,5 10,1 |13,8 9,4 12,4 7,0 7 4 12

. 6 (/24,6 22,8 21,4 21,4 [22,8 18,4 21,0 15,9 |16,2 12,6 15,4 10,1 || 7 4 |25

3| 85 85 85 85| 85 7,4 85 74|85 74 85 T4l 7 4 3

(100,50) 4| 7.3 69 69 69|51 19 51 16|46 17 46 10| 7 4 4
51(/18,5 17,2 17,1 17,1 |15,9 12,5 15,3 10,6 |{13,5 9,4 12,5 8,0 7 4 8

150 6 (/20,8 19,0 18,2 18,2 [19,0 14,4 17,5 11,7 |12,5 9,6 12,1 7,6 || 7 4 |14
31 63 6,2 57 57|62 32 57 29|62 32 57 29| 13 3 |12

(100, 10) 41/ 9,1 87 80 80| 70 16 68 12| 70 1,6 6,6 1,2 13 3 2
51|15,0 14,5 13,8 13,8 |10,7 3,5 10,2 3,2 | 7,3 26 7,2 25 13 3 4

13 6 (/21,2 20,7 20,0 20,0 [15,3 6,5 14,8 6,3 | 9,0 3,7 89 3,6 | 13 3 |12

3| 66 66 6,1 61| 66 41 61 39| 66 41 6,1 39| 13 3 | 79

(100, 50) 41| 6,1 5,7 52 52| 44 05 43 00| 44 05 42 0,0 13 3 1
5(13,6 13,3 12,7 12,7 [10,1 3,6 9,5 34| 7,3 2,9 7.2 29| 13 3 7

6 (/20,9 20,6 20,0 20,0 [15,7 8,0 153 7,8 10,6 6,5 106 6,4 | 13 4 | 57

Tabela 4.3: Resultados para instancias com 25 nodos: Modelos fortalecidos.
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(LStPD) (LStPD + A1) (LStPD + AD) (StPD + A1)
desvio desvio desvio CPU
R |E| nc (K1,K2) D||sc* SC! MC MCq|SC* SC; MC MCq|SC* SC! MC MCq|||IVSe| |VSnel| SO
3|13 1,3 1,1 1,1 1,310 1,108 | 1,310 1,1 0,8 12 4 13
(100,10) 41| 59 58 57 57| 5437 5237 | 5237 5037 || 11 5 21
51l 91 89 88 88| 7,6 40 7,5 4,0 6,9 40 6,7 4,0 13 4 11
13 61/13,7 13,6 13,4 13,4 [11,3 5,7 11,3 55 | 87 5,0 87 4,9 12 5 20
31l 04 04 04 04| 0402 04 0* | 0402 04 0* 4 0 0
(100,50) 41| 1.6 14 13 13] 1406 1203 | 1,106 00903 8 3 1
5] 36 34 33 33| 2701 25 0* 1,501 1,5 0* 10 3 1
150 6|l 75 73 72 72| 5714 5713 | 3809 3709 12 5 1
3|l o7 0,7 0,7 07| 0707 0705 | 0,707 0705 20 5 148
(100, 10) 41 3,5 3,56 3,5 35| 2519 24 1,7 2419 23 1,7 23 5 289
51 6,1 6,1 6,1 6,1| 3,8 2,3 3,7 2,3 3,4 2,3 3,2 22 25 5 100
95 6 (/10,6 10,6 10,6 10,6 | 6,9 4,6 6,9 4,5 56 44 54 44 25 6 126
3|l 08 0,7 0,7 0,7] 0,8 06 06 05 | 0,806 0,6 0,5 8 2 43
(100,50) 4| 22 22 22 22|1813 1712 | 1613 15 11 17 5 95
51 2,6 25 25 25| 1,305 1,104 09 0,5 0,804 22 6 3
W 6| 58 58 58 58| 3,116 3,115 2,1 1,4 2114 22 6 15
3|l 06 06 0,6 06 0603 0603 | 0,603 0,603 8 2 6
(100,10) 4| 41 41 41 413927 3927 | 3827 3827 11 3 86
511 93 93 93 93| 85 6,2 8,5 6,2 8,3 6,2 82 6,2 13 4 442
13 6 (/11,3 11,3 11,3 11,3 | 9,4 6,5 9,3 6,4 89 6,5 89 6,4 12 5 148
3 0* o0 0* o0* 0* 0* 0* 0* 0* 0* 0* 0* 2 0 0
(100,50) 4|l 12 1,2 1,2 12| 1104 1104 | 0803 0803 2 0 0
5 1,7 1,7 1,7 1,7| 1,5 0,6 1,5 0,6 1,5 06 1,5 0,5 10 3 8
300 6| 53 53 53 53| 3918 3918 3,6 1,8 3,56 1,8 12 5 8
31l 05 05 05 05| 0504 0503 | 0504 0503 22 0 136
(100, 10) 41 3,8 38 3,8 38| 3,128 3,128 3,1 28 3,128 23 1 MAX
5/ 63 6,3 6,3 63| 4,6 4,1 45 4,1 | 44 4,1 4,4 4,0 25 3 |MAX
o 61/10,2 10,2 10,2 10,2 | 7,4 6,6 7,4 66 | 6,9 6,5 6,9 6,5 25 4 |MAX
3/l 01 01 01 01|01 0 01 0* | 0,1 0* 0,1 0* 12 1 8
(100, 50) 4| 0,7 o7 0,7 07| 0503 040,3 0,4 0,3 04 0,2 17 3 34
5[ 2,3 23 23 231210 1210 | 1,1 1,0 1,1 1,0 22 3 241
6| 68 68 6,8 68| 4,8 43 4,8 4.3 4,5 4,2 4,5 4,2 22 4 |MAX
31 1,7 16 16 16| 1,6 1,1 16 10 | 1,6 1,1 1,6 1,0 11 4 28
(100,10) 41| 6.7 67 62 62| 4802 4801 |37 0° 37 0 13 6 7
51112,9 12,9 129 129 | 88 4,0 88 3,9 58 1,3 58 1,1 12 6 11
13 6 (/17,0 17,0 17,0 17,0 |11,6 6,2 11,6 6,2 6,5 1,2 6,5 1,0 12 5 55
3|l 1,2 09 09 09| 1,2 0* 09 O* 1,2 0 09 0* 10 4 25
(100,50) 41| 31 30 27 27|23 0* 23 0* | 18 0 17 0 13 6 19
51/12,2 12,1 11,8 11,8 | 9,0 4,9 8,9 4,9 6,1 2,7 6,0 2,5 13 5 20
150 6 (/17,2 17,1 17,1 17,1 |13,1 7,7 13,1 7,6 7,0 2,8 6,7 24 12 5 54
31| 5,2 4,7 4,7 47| 48 2,9 4,3 2,7 4,8 2,9 4,3 2,7 25 7 729
(100,10) 4[[11,8 11,2 11,1 11,1 | 7,0 3,7 6,6 3,7 | 6,1 27 55 27 25 7 | 1162
5(/16,4 15,8 15,8 15,8 | 8,6 44 7,8 4,3 56 1,9 5,0 1,7 25 5 1154
o 61/20,1 19,4 19,4 194 | 99 54 9153 | 57 1,7 49 1,2 25 4 | 1206
31 48 44 42 42| 45 2,7 3,9 2,6 4,5 2,7 3,9 2,6 25 8 405
(100,50) 41| 79 75 74 74| 4520 3920 | 4113 3713 25 8 226
5([15,4 14,9 14,8 14,8 | 85 4,8 7,9 4,7 | 59 24 54 21 25 6 | 1320
C 61/20,5 20,0 20,0 20,0 [11,1 7,0 10,3 6,7 | 6,4 2,7 59 2,6 25 7 | 1021
3|l 70 70 70 70| 7013 7013 | 7013 7,013 13 4 45
(100,10) 4 ||16,2 16,1 16,1 16,1 (10,0 3,8 94 28 | 9,1 28 9,1 28 13 5 219
50/22,2 22,1 21,7 21,7 |13,1 5,1 11,5 3,4 |11,0 3,0 10,6 2,6 13 4 189
13 611274 27,3 26,8 26,8 [16,8 8,5 15,1 7,1 |12,8 5,1 11,9 4,3 13 5 421
3| 72 72 72 72| 7220 7220 | 7220 7220 13 4 47
(100,50) 4 [|12,0 11,9 11,9 11,9 | 7.8 28 7,6 27 | 7,8 24 7,6 2,4 13 4 160
51/19,5 19,4 19,3 19,3 |11,2 4,8 10,2 3,7 9,8 3,3 9,7 3,2 13 4 163
200 611251 25,0 24,7 24,7 [15,3 7.6 13,8 6,2 |11,6 5,2 11,1 4,6 13 5 245
31| 37 37 3,7 3,7]3319 3317 | 3319 3317 25 5 | 1064
(100, 10) 411 99 99 99 99| 6,9 46 6,8 4,1 6,2 45 6,1 4,1 25 3 3725
514,56 14,4 14,0 14,0 | 8,0 5,1 7,9 4,7 59 3,8 5,7 3,5 25 8 1317
o 61/17,6 17,5 16,7 16,7 | 8,7 53 83 4,7 | 4,9 2,6 4,7 2.4 25 7 624
31| 37 36 3,6 36| 3421 3420 | 3421 3420 24 3 | 2722
(100,50) 4|| 6.7 67 67 67| 4529 4425 | 4227 4123 || 25 5 |1327
51((13,2 13,2 13,2 132 | 7,8 52 7,749 | 6,2 42 6,1 4,0 25 7 | 2330
61/15,7 15,6 15,2 152 | 7.8 44 75 41 | 43 1,8 4,0 1,7 25 7 328

Tabela 4.4: Resultados para instancias com 50 nodos: Modelos fortalecidos.



Capitulo 5

Conclusoes

Esta dissertagao centrou-se numa variante de um problema cléssico de arvores
em grafos: o problema da Arvore de Suporte de custo minimo. Nesta variante
assume-se que, para além dos custos associados as ligacoes entre os nodos,
existem também custos associados aos nodos que dependem do ntmero de
ligacoes que cada nodo terd na solucao. Obteve-se assim um novo problema,
o problema da Arvore de Suporte de custo minimo com Custos dependentes
do Grau — (ASupCG). Esta variante foi também aplicada a um outro pro-
blema de arvores em grafos, o problema da Arvore de Steiner com Recolha
de Prémios, obtendo-se assim o problema da Arvore de Steiner com Recolha

de Prémios e Custos dependentes do Grau — (AStRPCG).

No Capitulo 2 apresentou-se a motivacao para este tipo de custos associ-
ados aos nodos, no campo das redes de telecomunicacoes onde estes cus-
tos surgem relacionados com equipamento de routing. E necessdrio instalar
este equipamento em qualquer nodo que na solucao tenha mais do que uma
ligacao e onde, portanto, ha necessidade de redireccionamento /retransmissao

de trafego.
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E ainda habitual neste tipo de problemas, restringir o niimero maximo de
ligacoes na solucao em cada nodo, devido a possiveis interferéncias do sinal

de transmissao.

No Capitulo 1 foram apresentados os modelos que viriam a servir de base
para os dois novos problemas. Nestes modelos, para garantir a conexidade
da solucao, considerou-se um sistema de fluxos de multiplas comodidades,
sistema MC', e um sistema de comodidade tnica fortalecido com a adicao
de restricoes de eliminacao de subcircuitos para conjuntos de dois nodos, sis-
tema SC*. Estes modelos, nos quais se incluiram as restri¢coes de grau nos
nodos e a componente dos custos referentes aos graus dos nodos, foram entao
estudados nos Capitulos 3 e 4.

A estes modelos aplicaram-se duas técnicas de reformulacao que permitiram
resolver a nao negatividade da fungao objectivo: a técnica de Reformulacao
por Discretizacao e a técnica de Reformulagcao por Caminhos, apresentadas
na Secgao 1.3. A aplicagao da primeira técnica permitiu, além disso, cons-
truir desigualdades validas para o respectivo modelo em ambos os problemas,
(ASupCG) e (AStRPCG). A segunda técnica sé pode ser aplicada ao pro-
blema (ASupCG) em virtude de se basear numa estrutura presente apenas

neste problema.

Assim, para o problema (ASupCG) foram apresentados dois tipos de modelos:
modelos Discretizados e modelos Arvore de Suporte/Saco Mochila. Com base
nas variaveis introduzidas pela técnica de discretizacao, construiram-se dois
tipos de desigualdades validas, as desigualdades Arco e as desigualdades Arco
Desagregadas, que foram utilizadas para fortalecer qualquer um dos tipos de

modelos.
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O modelo Arvore de Suporte/Saco Mochila permitiu ainda induzir um ter-
ceiro conjunto de desigualdades validas, as desigualdades de Arredonda-
mento, que serviram para fortalecer os modelos discretizados. Estes modelos
foram comparados em termos dos limites inferiores obtidos com as respecti-
vas relaxacoes lineares, utilizando para isso um conjunto de instancias com
25 e 50 nodos, considerando dois tipos de redes, Wireless e Cabo. Estas redes

distinguem-se pelo tipo de custos das ligagoes entre os nodos.

O modelo que se revelou mais rapido na obtencao da solucao éptima inteira
foi o modelo discretizado, fortalecido com as desigualdades Arco e as desi-
gualdades de Arredondamento e utilizando o sistema de fluxos SC*. Quanto
as relaxacoes lineares dos modelos testados, obtiveram-se limites inferiores
com melhor qualidade com o modelos Arvore de Suporte/Saco Mochila for-
talecido quer com as desigualdades Arco quer com as desigualdades Arco
Desagregadas e utilizando o sistema de fluxos MC (em média obtiveram-se
desvios na ordem dos 2.1% e 0.8% nas instancias de 25 nodos e de 50 nodos,

respectivamente).

Para o problema (AStRPCG), pelas razoes enunciadas, apenas se apresen-
tou um modelo Discretizado, semelhante ao apresentado para o problema
(ASupCG). Para fortalecer este modelo foi utilizado o mesmo tipo de de-
sigualdades vélidas Arco e Arco Desagregadas apresentadas para o o pro-
blema (ASupCG). Adicionalmente, considerou-se a adigdo de um conjunto
de desigualdades validas de Assimetria, que nao sé aceleraram a execugao
do algoritmo de Branch-é-Bound na obtencao da solucao Optima inteira,
como permitiram melhorar a qualidade dos limites inferiores obtidos com a
relaxacao linear dos modelos discretizados fortalecidos com as desigualdades

Arco ou Arco Desagregadas.
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Para o problema (AStRPCG) o modelo discretizado fortalecido com as desi-
gualdades Arco Desagregadas e de Assimetria, utilizando o sistema de fluxos
SC*, produziu os melhores limites inferiores assim como foi o mais rapido na

obtencao da solugao éptima inteira.



Apeéendice A
Demonstracoes Suplementares

Resultado 1. Para quaisquer inteiros a € N e g € {2,3,...} verifica-se
-4
g g—1

Demonstragao. Sendoa € Ne g € {2,3,...} entdo é possivel escrever a como:

a=g-k+0 ,keNy, 6 €{0,1,..., g—1}

Entao:
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Corolario 1. Para qualquer inteiro a € N tem-se

5ll5)=a aen

Demonstracao. A partir do resultado anterior tem-se para qualquer a € N:

51 =l 131

Como o0 a e | %] sdo inteiros deixa de ser necesséria a notacao [-]:

5= 13

e a prova fica concluida. O

Resultado 2. As desigualdades de Arredondamento, By e Cy, sao equiva-

lentes.

Demonstracao. As desigualdades By e Cy sao, respectivamente,

D—-1
| ZXl) s
eV d=2

D-1
d d n—2
— - u% >

Partindo de Bs e tendo em conta que L

%J = 0 tem-se:

R e o e e

i€V o d=1 i€V d=1
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D-1
Utilizando a igualdade (3.39), Z d- Z u? =n — 2, a anterior desigualdade

d=1 i€V
é equivalente a Cy. O raciocinio inverso permite obter B, a partir de C,

concluindo-se assim a prova. O

As seguintes demonstracoes referem-se a resultados enunciados nas Secgoes

3.4 e 4.3. Para tal defina-se genericamente o conjunto (para m > b+ 1)

X={(&mv)eB™ Y &=bp+v, v<pl}

i=1

e o poliedro

P ={(&p,v)€0,1]mF: Zgﬂ =bp+v, v<up &<pVi=1...,m}
j=1
Qualquer um dos poliedros das seccoes referidas pode ser obtido a partir

do poliedro genérico P, através da seguinte substituicao de parametros e
variaveis:
o m=|A"(i);
o {=uf, VjeA (i)
e Para os poliedros P; 4 da Seccio 3.4, u = uf e:
* v=0eb=dparai#r;
*v=0eb=d+1parai=r;
e Para os poliedros P'g e P;; da Secgao 4.3, u = yde:

*v=0eb=d—1parai €V,

xv=al eb=d—1parai€cV.,.
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Resultado 3. As sequintes desigualdades sao vdlidas para X e definem fa-

cetas do poliedro conv(X):

Demonstracao. As desigualdades sao validas para X pois caso contréario
existe um ponto tal que, para pelo menos uma das suas coordenadas
j=1,...,m, se verifica 1 = & > pu = 0. Nesse caso, tem-se, v = 0 o
que implica que a igualdade 1 < Z;.”:lgj =0b-p+v =0 ¢ falsa. Note-se
ainda que, o conjunto conv(X) nao é de dimensao completa ! devido & pre-
senca da igualdade Y7, §; = b- pu+ v. De facto dim(conv(X)) =m +1e

como tal o nimero maximo de pontos independentes afim é m + 2.

Para mostrar que uma desigualdade valida arbitraria, ;- < p, define uma
faceta 2 do poliedro conv(X), basta determinar m + 1 pontos de X que sa-
tisfagam &;- = p e provar que sao independentes afim. Em alternativa, uma
forma de verificar a independéncia afim consiste em seleccionar (¢t > m + 1)
pontos de X que satisfacam {;« = p, coloca-los num hiperplano genérico
definido em B™2 a - (£, u,v) = ag, e verificar que o tnico hiperplano que

os contém é, a parte de uma constante positiva, o hiperplano definido por

§o = W

Pelo facto de dim(conv(X)) = m + 1, pelo menos um dos coeficientes do
hiperplano genérico deve ser nulo, ji que as facetas do poliedro conv(X) tém

dimensao m; sem perda de generalidade, seja ele o coeficiente associado a

variavel o, (j° # j%).

Para o conjunto conv(X) ser de dimensio completa, i.e. dim(conv(X)) =m + 2, nio

pode existir nenhum hiperplano que contenha todos os pontos de conv(X).
2Por defini¢ao, a dimensdo de qualquer faceta de conv(X) é dim(conv(X)) — 1 = m.
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Considerem-se agora os subconjuntos de (b — 1) indices escolhidos de entre

os indices {1,...,m}\{7*}. Designem-se genericamente estes subconjuntos
por Iy, k=1,..., (Tl’f__ll). Como estes conjuntos definem todas as diferentes

combinagdes de (b — 1) indices escolhidos entre (m — 1), para cada par de
conjuntos Iy e [; com k # [ tem-se, |I N I;| < b— 2. De facto, para qual-
quer conjunto [ existe pelo menos um conjunto I; (k # [) com exactamente
(b — 2) indices em comum. Recorrendo aos subconjuntos [Ij é possivel afir-

mar que os seguintes pontos pertencem a X e satisfazem a igualdade §;+ = p:

(Om,0,0) k =0
(& pv)t =
(e +> en1,0) k=1,...,(77))
i€l

onde 0,, é o vector nulo de B™ e ¢; é 0 i-ésimo vector indicatriz ® de B™. De
facto, para os pontos (&, u,v)*, k # 0, a soma e; + Zielk e; € um vector de

B™ com um ”1”nas b posigoes, j € I U{j*}, e um 70" nas restantes.

Considere-se de novo o hiperplano genérico a- (€, 1) = ag, com a;o = 0. Para
que o ponto (&, u,v)° pertenga a este hiperplano entdao ay = 0. Para que os
restantes pontos (&, u, ), k= 1,..., (Tl’f__ll), pertencam ao hiperplano, tem

de se verificar (note-se que para estes pontos, o valor da variavel v é nulo):

m—1
Qi+ > Qi+ Uyt + Qg -0 = ag = 0 kzl,...,( ) (1.1)
i€l
i#50
Sejam I, e I, os conjuntos de indices associados a dois pontos quaisquer,

(& pu,v)P e (&, p,v)?, respectivamente, verificando as seguintes caracteristicas:

30 vector e; = [(e;);] é vector indicatriz, se e 86 se, (e;); =1 e (e;); =0, j # i.
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o |,NI|=b—2 jocl,;
o I, =L\{j°}U{j*}, para algum j© & I, e j* # j*.
Os dois conjuntos I, e I, sé diferem num indice: j° € I[,\I, e 55 € I\I,.

Para os dois pontos (£, u, V)P e (€, 1, v)? considerados, as equagoes (1.1) sao

respectivamente:

aj*+ Z a,-+am+1:0

i€lp\{j°}
aj*+2ai+am+1:@j*+ Z a;i + aj+ + apyy =0
e i€l \%)

o que permite concluir que a;+ = 0. Como para qualquer conjunto Ij, existe
pelo menos um conjunto [; com exactamente (b — 2) indices em comum,

diferindo apenas num indice, pode-se concluir que:
a;=0 Vj#j5 m+1
e portanto a;- + am,41 = 0, 0 que faz com que o hiperplano seja:
ajEe — Qe b+ Qg =0
Por outro lado, também o ponto (e« 4 e + Z ei, 1,1), com j° & I, U{j*},

i€l
pertence a X e satisfaz a igualdade §;» = pu. Para que este ponto pertenca

ao hiperplano anterior entao:
Qjx — Qg+ + Am+2 = 0
Assim, o tnico hiperplano que contém todos os pontos considerados é:
aj-&je — ajepr =0

que ¢ equivalente a {;+ = p. Entao a desigualdade {;« < i define uma faceta

do poliedro conv(X). O
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Resultado 4. O poliedro P define o envolvente convexo do conjunto X, i.e.,

conv(X) =P.

Demonstragao. Como as desigualdades §; < p,V j = 1,...,m sao validas
para qualquer elemento de X, entao X C conv(X) C P. Tendo em conta o

dominio da variavel p, o conjunto X pode ser particionado em dois conjuntos:
X = {(0,,,0,0)} UX; U X,
em que os conjuntos X; e X5 sao definidos da seguinte forma:
%= (€L Ee B, Y6 —br 1)
j=1
% o= {(6L0): B, Y g =b)
j=1

Considerem-se ainda os poliedros Q;, © = 1,2, onde se relaxa a condigao de

integralidade das variaveis &, i.e.:

Q = {(&L1):€efo.1 Z@—Hl}

Q = {(&1,0):¢€0,1]" Z@—b}

Como a matriz das restri¢oes de cada um destes poliedros é totalmente uni-

modular e o termo independente é inteiro, tem-se:
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Assim, o envolvente convexo de X é dado por

conv(X) = com;({(Om, 0,0)}uX; U X2> = conv({(Om, 0,0) } Uconv(X;)U

U com;()c'g)> = conv({(Om, 0,00} U U Ql) =

:conv({(f,u,y) € [0,1]™ x B*: ij :b-u+y,u§p}>

J=1

Entao, se o poliedro P define o envolvente convexo de X', também define o

envolvente convexo de:

{€mv) €0, xB2: Y & =b-p+v,nu<p}

J=1

Para o provar basta entao mostrar que todos os pontos extremos de P tém
coordenadas inteiras associadas as varidveis e v. Ou seja, qualquer ponto
de P com coordenada fraccionaria associada a estas varidveis nao pode ser
ponto extremo de P. Considere-se entdao um ponto arbitrario (f V) €P
tal que ambas as coordenadas ji, 7 sao fraccionarias. Note-se que o ponto

(0,,,0,0) € P. Além disso, pelas restrigoes do poliedro P:

. Zgj:b-,up:,z:@:b-ui
— — [i fi
J J
.z§ﬁ¢0§§§1
¢ 0<&G<i, Vi=1,.. . m=>0<2<1], Vji=1...m
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Mas sendo assim, tem-se:

VIV “ “ él 52 ém D
g,,U,,V = 1_/11 ’ 0m7070 +M'<T’T""777177
(& 1, 7) = (1= 1) - ( ) A PR

ou seja, o ponto (&, fi,7) é uma combinacao linear convexa de dois pontos de

P, logo nao podera ser ponto extremo de P.

Para um ponto arbitrario com 7 = 0 e /1 €]0, 1] o raciocinio anterior mantém-
se. Se 7 =1 entao i = 1 e o ponto tem coordenadas inteiras nas variaveis
i e v, o mesmo acontecendo se fi = 0 pois nesse caso tem-se 7 = (. Final-
mente se 1 = 1 e v €]0, 1], pode-se demonstrar de uma forma andloga que o
ponto arbitrario (5 , 1, ) é combinacao linear convexa dos pontos (0,,,0,0) e

14

R )

Rl

Y

,1), ambos pertencentes a P .

Assim, fica provado que todos os pontos extremos de P, tem coordenadas

inteiras nas variaveis p e v. Entao:

P = conv({(g,,u,y)e[o,l]mx]W: Zgj:b.,uqtu,nug,u}):

j=1

= conv(X)

Uma prova alternativa consiste em mostrar que, para qualquer vector de
custos (¢, f,g) € R™2 o programa linear max {¢-&+ f-pu+g-v: (&, 1,v) € P}
tem uma solucao 6ptima (£*, u*,v*) em X. Para tal ordene-se o vector de
custos ¢; por ordem decrescente e considere-se ¢;.,,, 0 j-ésimo custo no vector
ordenado. Caso pt = O entao v =0, §; =0, V j =1,...,m e o custo da

solucao serd 0.
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Caso p > 0, a solugao 6ptima do programa linear consiste em fazer:

gjm:/JJ ]:1,,b
gb—l—l:m:V
£j;m:0 j:b—|—2,,m

b
e o custo desta solugao serd (ch:m + f) e (ch:m + g) - v. Caso

Jj=1
Cpr1:m + g > 0, o valor da variavel v é optimizado fazendo v* = p*. Caso

contrario, v* = 0. Assim sendo, o valor de qualquer solu¢do do programa

b
linear é dado por, (Z Cim + [+ max(0, o1 + 9)) ez
j=1

b
Se (Z Cjm + f + max(0, cpp1.m + g)) > 0 o valor da solugao é optimizado
j=1
fazendo p* = 1; caso contrario u* = v* = 0. No caso em que p* = 1,

se adicionalmente se tiver (cyi1., + g) > 0, ter-se-4 v* = 1; caso contrario
v* = 0. Conclusao, para qualquer vector de custos (c, f,g) € R™2 existe
o s e ,
sempre uma solugao éptima (£*, u*, v*) em que o valor das varidveis p e v é
inteiro e o valor éptimo do programa linear é dado por
b
max {O, E ¢im + [+ max(0, Cpy1.m + g)}
J=1
Note-se que, sendo a solugao optima inteira nas variaveis p e v também o

serd nas variaveis &;,V j =1,...,m. O

Nos dois ultimos resultados assumiu-se que m > b+ 1. Caso m = b, entao
sé existem duas solugdes inteiras, X = {(0,,,0,0),(1,,,1,0)}, em que 1,,
representa o vector unitario de B™. Caso m < b, entao so existe uma solugao
inteira X = conv(X) =P = {(0,,,0,0)}. Para qualquer um destes conjuntos

as provas anteriores mantém-se .



Apeéendice B
Geracao de instancias

Nesta secgao descreve-se a geragao das instancias para os problemas (ASupCG)
e (AStRPCG). A geragao das segundas é em tudo semelhante a geragao das

primeiras, excepto quanto a geragao de nodos cliente e respectivos prémios.

B.1 A distribuicao espacial dos nodos

Testaram-se instancias com 25 e 50 nodos dispersos aleatoriamente numa
grelha quadrada, cuja dimensao depende do niimero de nodos nela contidos.
Para compreender melhor a escolha da dimensao da grelha em funcao do
nimero de nodos considere-se esta definida num plano ortonormado, onde
dois dos nodos opostos da grelha sdo os pontos com coordenadas (0,0) e
(L,L) (L € N). Assumindo que os nodos do grafo apenas podem ocupar
pontos com coordenadas inteiras, entdo existem (L + 1) pontos, dentro da
grelha, onde podem ser dispostos os nodos do grafo. Considere-se ainda uma

medida de concentragao, conc, que permite avaliar a concentragao/dispersao

V]
(L+1)2"

do nuimero de nodos na respectiva grelha, ou seja conc =
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Assim, consoante o parametro conc escolhido, a abcissa e ordenada maximas

de qualquer ponto na grelha seréd dado por:

V
VI 1}
conc

Apo6s a definigao da dimensao da grelha, os nodos foram distribuidos aleato-

I —

riamente na grelha, garantindo apenas que nao existem nodos coincidentes,

i.e., a distancia entre os nodos, dist;;, é estritamente positiva.

B.2 A densidade do grafo

Em termos da densidade de cada grafo gerado, optou-se por testar diferentes
valores consoante o ntimero de nodos do grafo. Isto prende-se com o facto de
que, se por um lado uma densidade alta numa rede com um grande ntimero de
nodos, nao reflecte a maioria das situagoes reais, por outro lado quanto menor
o numero de arestas existentes no grafo, menos provavel sera que qualquer
nodo tenha o maximo nimero de ligagoes permitidas, D. Ou seja, corre-se o
risco de a propria densidade do grafo actuar como uma restricao ao nimero
de ligacoes de cada nodo. Para poder avaliar a influéncia do parametro grau
maximo, garantindo uma influéncia minima indirecta causada pelo parametro
densidade, cada nodo no grafo devera ter em média, um grau pelo menos igual
ao maior valor do parametro grau mdximo testado. Como sera descrito mais
a frente, este valor sera D = 6. O grau médio dos nodos no grafo é dado
pela soma do grau de todos os nodos a dividir pelo nimero de nodos, i.e.,
Y oicv d(@)/|V] =2-]1E|/|V|. Assim, para garantir pelo menos um grau médio

igual a 6 em todos os nodos o nimero de arestas geradas deve ser |E| > 3-|V/|.
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Nas instancias utilizadas para os problemas (ASupCG) e (AStRPCG) testa-
ram-se dois valores para o nimero de arestas geradas, 3 - [V| e 6 - |V],
apresentando-se na Tabela B.1 as varias combinagoes. Além disso, testaram-
se duas dimensoes para o conjunto de nodos clientes, 25% e 50% do nimero
total de nodos na rede (valor arredondado para cima). Assim, para as
instancias de 25 nodos, o ntmero de nodos clientes é 7 ou 13 e para as

instancias de 50 nodos o nimero de nodos clientes é 13 ou 25.

VI | L distije],] || |E] dens Graumédio
5 25% 6

25 || 15 [1,21] 150 50% 12
150  13% 6

50 | 22 [1,31] 300 25% 12

Tabela B.1: Dimensao das grelhas e densidades utilizadas na geracao das

instancias

B.3 Custos das arestas

Apés gerada uma instancia na respectiva grelha, é calculada a distancia eu-
clidiana entre os nodos extremos de cada aresta. O custo da aresta é entao
definido em funcgao do tipo de rede a testar: Wireless ou Cabo. Nas redes
Wireless, o custo de cada aresta depende da proximidade dos nodos que a
definem, visto depender da forca que é necessario imprimir ao sinal de trans-
missao. Como tal, para ligar nodos mais afastados sera necessario usar uma
maior poténcia de sinal utilizando para isso equipamento de transmissao mais
caro. Assim, para um nodo 7, o custo associado a qualquer aresta e = {7, j}
serd o mesmo para todos os nodos j cuja distancia ao nodo ¢ se encontre

dentro do mesmo intervalo.
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Nas instancias geradas o custo de cada aresta é definido como:

5 - dz’stij se dz’stij < 5
Ce =49 dz’stij se b < dz’stij <15

12 dz’stij se dz’stij > 15

No caso das redes Cabo, onde se assume que é necessario construir um cabo
de ligacao fisica entre os dois nodos, o custo de cada aresta é directamente

proporcional a distancia euclidiana, sendo calculado como *:

Ce = 10 - dZStZ]

B.4 Prémios dos nodos clientes

No problema (AStRPCG) os prémios dos nodos clientes sao gerados unifor-
memente no intervalo [51, 100] para as redes Wireless. Para as redes Cabo,
os custos das ligagoes sao mais caros e como tal os prémios terao de ser mais
elevados para evitar solugoes ”"vazias”. Assim, para estas redes os prémios

sao gerados uniformemente no intervalo [251, 300].

B.5 Os parametros ), D e (K1, K>)

Escolheu-se o valor () = 3 para a dimensao dos mddulos por este ser um
valor usual para a dimensao de modulos. Para o grau maximo em cada nodo,
testaram-se 4 valores: D = 3,4,5,6. Quanto aos custos tecnoldgicos, foram
testados dois pares de valores onde o custo fixo (da matriz de routing) é o
mesmo, variando apenas o custo de cada médulo, reflectindo um ratio de 10

e 2, respectivamente, entre estes dois custos: (K7, K3) = (100, 10), (100, 50).

1O valor 10 representa o custo do cabo por unidade de comprimento.



Apeéendice C
Escolha do modelo Inteiro

Todos os modelos testados nos resultados computacionais apresentados ao
longo da dissertacao foram implementados em C'++. As respectivas solugoes
6ptimas foram obtidas utilizando o software CPLEX 11.0/Concert Techno-
logy 2.5 da ILOG num computador com um processador INTEL CORE 2
- 2.4GHz com 3.327 Gb de memédria RAM. No caso dos modelos inteiros, o

tempo maximo de execucao do algoritmo de Branch-€&-Bound é de 2 horas.

C.1 O problema (ASupCG)

Na escolha do modelo a utilizar na determinacao da solucao 6ptima inteira
de todas as instancias do (ASupCG), seleccionaram-se alguns modelos para
comparacao, em termos dos tempos de CPU gastos na obtencao da solugao.
Escolheram-se para esse efeito as duas instancias Wireless com 25 nodos e 75
e 150 arestas, respectivamente (para todas as combinagoes dos parametros

D e (K, K3) descritos no Apéndice B).
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Para esta comparacao, de entre todos os modelos implementados, foram
escolhidos os 4 melhores em termos do limite inferior fornecido pela res-
pectiva relaxacao linear: dois modelos Discretizados, (SUPp+ Ay, BC) e
(SUPp + AD, BC), e dois modelos Arvore de Suporte/Saco Mochila,
(SUP/SMcps+ Ay) e (SUP/SMeps+ AD). Utilizou-se ainda o primeiro
modelo linear Arvore de Suporte/Saco Mochila apresentado na Secgao 3.5.1,
(SUP/SMc). Este modelo utiliza as variaveis inteiras, U;, e ndo as variaveis
discretizadas, u¢. Em virtude de ter menos varidveis que os outros modelos
Arvore de Suporte/Saco Mochila foi também eleito para comparagao. Os
5 modelos inteiros foram entao implementados utilizando qualquer uma das
duas versoes do sistema de fluxos: SC fortalecido com as desigualdades (1.10)

e o sistema MC.

Por forma a acelerar a execugao do algoritmo de Branch-€-Bound forneceram-
se ao software CPLEX (através do parametro IloCplex::CutUp) limites su-
periores ao valor 6ptimo do problema. Estes limites superiores correspondem
ao valor de solugoes admissiveis para o (ASupCG) determinadas através de
uma meta-heuristica GRASP para o problema implementada por Duhamel

e Souza [19].

A Tabela C.1 apresenta os tempos de CPU gastos por cada um dos modelos.
As primeiras 4 colunas indicam, respectivamente, o tipo de rede, o densidades
da rede em termos do numero de arestas, o par de custos tecnoldgicos e o
grau maximo em cada nodo. Como seria de esperar, a utilizagao do sistema
de fluxos M C origina maiores tempos de CPU (em algumas instancias com
grau maximo D = 6 atinge-se mesmo o tempo méaximo estipulado). A razao
de tal facto prende-se com o maior nimero de varidveis e restri¢coes associadas

ao sistema de fluxos, quando comparado com o sistema SC*.
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(SUPp+A,,BC)|(SUPp+AD,BC)|(SUP/SMcps+ A1) | (SUP/SMcpo+AD)| (SUP/SMc+ A1)
R |E| (K1,K») D|| sc* MC | Sc* MC |SC*  MC sc*  MC sc*  McC
3| o 1 0 0 1 5 4 2 1 4
(100,10) 4| © 5 1 3 1 13 2 9 1 12
50 1 5 1 12 2 26 3 38 2 7
- 6| 5 70 13 669 | 43 257 61 959 23 109
5
3| o 0 0 0 1 5 3 2 2 3
(100,50) 4| 1 3 1 3 1 11 3 6 1 13
50 1 6 1 14 5 86 4 114 3 38
W 6| 6 395 | 40 254 | 37 215 50 438 31 140
3/ o 2 1 2 1 11 3 5 3 2
(100,10) 4|| 5 59 4 84 35 136 8 107 8 136
50 1 25 2 116 9 49 3 29 3 30
6| 28 6652 | 320 MAX | 15 125 20 135 9 121
150
3| o 2 0 2 3 7 3 4 15 2
(100,50) 4| 2 54 4 132 12 292 9 119 10 335
50 1 40 2 40 4 38 13 43 3 40
6||MAX MAX | 138 MAX | 12 197 20 142 12 128

Tabela C.1: Comparacao dos tempos de CPU de modelos inteiros para o

(ASupCG).

Quer entre os modelos Discretizados, quer entre os modelos Arvore de Su-
porte/Saco Mochila, o modelo com desigualdades Arco adicionadas é, na
maioria dos casos, mais rapido do que o modelo com desigualdades Arco
Desagregadas. Pela rapidez de execucdo, escolheu-se o modelo (SUP/SM)
com o sistema de fluxos SC* para determinar a solugao éptima inteira de

todas as instancias de teste utilizadas nos resultados do Capitulo 3.

C.2 O problema (AStRPCG)

Para o problema (AStRPCG) seleccionaram-se 2 modelos, o modelo
(StPp + A1) e o modelo (StPp + AD). Estes dois modelos foram compara-
dos com a respectiva versao fortalecida com as desigualdades de Assimetria

apresentadas na Secgao 1.1.3.
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Cada um dos 4 modelos assim obtido foi implementado utilizando qualquer
uma das duas versoes do sistema de fluxos: SC' fortalecido com as desigual-
dades (1.10) e o sistema MC. A Tabela C.2 apresenta os resultados obtidos

com duas instancias de 25 nodos com 13 nodos clientes.

(StPp + A1) (StPp + AD)
R |E| nc (K1,K2) D||SC* SCX MC MC,|SC* SC MC MC,
3 0 0 0 0 0 0 0 0
(100, 10) 4 1 1 7 1 2 1 7 4
5 1 1 2 1 6 2 9 2
6 0 0 1 0 0 0 1 0
75 13
3 0 0 0 0 0 0 0 0
(100, 50) 4 0 0 0 0 0 0 0 0
5 0 0 0 0 0 0 1 0
6 0 0 1 0 0 0 0 0
w
3 0 0 1 0 0 0 4 0
(100, 10) 41| 41 7 513 32 68 8 477 85
51| 11 5 291 15 | 58 16 486 36
6| 49 4 328 30 [108 9 612 51
150 13
3 0 0 1 0 0 0 1 0
(100, 50) 4 1 0 2 1 1 0 2 0
5 6 2 20 12 7 2 51 5
6 3 1 20 3 5 1 41 4

Tabela C.2: Comparacao dos tempos de CPU de modelos inteiros para o

(AStRPCG).

A adicao das desigualdades de Assimetria claramente reduz o tempo de
execucao do algoritmo de Branch-é-Bound, assim como a utilizagao do sis-
tema de fluxos SC*. Entre os modelos (StPp + A;) e (StPp + AD) nao
parece haver diferenga significativa em termos de tempos de CPU. No en-
tanto escolheu-se o modelo (StPp + A;) fortalecido com as desigualdades de
Assimetria e utilizando o sistema de fluxos SC* para obter a solucao éptima

de todas as instancias de teste utilizadas nos resultados do Capitulo 4.



Apeéendice D
Resultados Completos

Neste Apéndice retinem-se os valores éptimos e tempos de CPU de todos os
modelos testados ao longo da dissertacao, quer sejam modelos inteiros ou

relaxacoes lineares.

Todos os resultados apresentados sao obtidos num computador com um pro-
cessador INTEL CORE 2 - 2.4GHz com 3.327 Gb de meméria RAM, utili-
zando o software CPLEX 11.0/Concert Technology 2.5 da ILOG. O tempo

maximo de execugao do algoritmo de Branch-&-Bound é de 2 horas.

Nas Tabelas D.1 e D.2 apresentam-se os valores associados as instancias do
(ASupCGQG), para 25 e 50 nodos respectivamente. Nas Tabelas D.3 e D.4
apresentam-se os valores associados as instancias do (AStRPCG), para 25 e

50 nodos respectivamente.
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(LSUP_D) (LSUP_D+A_1) (LSUP_D+A_2) (LSUP_D+AD) (LSUP_D+BC) (LSUP_D+A_1,BC) (LSUP_D+AD,BC) (LSUP/SM_CD2) (LSUP/SM_CD2+A_1) (LSUP/SM_CD2+AD) | (SUP/SM_CD2+A 1)
sC sc* MC sc MC sc MC sc* MC sc* MC sc* MC sc* MC sc* MC sc* MC sc* MC sc
TlEkak2p] v 1f v tf v 1 v 1 v 1] v 1 v 1 v 1 v 1f v v v 1 v 1] v 1 v 1 v v v 1 v 1 v 1 v T v T
3| 1410348 o 1414 o 1417 of 1414474 of 1417 o] 1414483 o] 1417 o 1414483 o 1417 of 1460 o[ 1472 o] 1460,021 o 1472 o 1469021 o 1472 of 1469 of1472 1] 1460,021 of 1472 1] 1460021 of 1472 0 1472 1
(too1gy|¢] 1085248 0| 1069 0| 1072 of 107476 Of 10766 Of 1075974 | 107,778 O] 1076634 O| 1078 4| 1099  0|1102 O] 1103072 O] 110503 O] 1104625 0| 1106333 1f 1099 0| 1102 O 1103072 0| 110503 1| 1104625 Of 1106333 1 1110 1
5| 835348 0| 839 o 842 of 853579 of 854679 0| 854327 0| 855846 1| 856281 0| 858 1| 869 of 872 o| 8815 of ss2526 o es3e o es474s 1| 869 0| 872 0| 8815 of 882526 3| 8836 O 884748 2 892 2
75 6| 607348 o 701 o 704 o] 736134 of 736488 o] 736,134 0| 736488 1| 738106 0| 738496 1| 744 o[ 747 o| 763965 o| 7e42 o| 767174 of 767933 1| 749 0| 752 1| 769,136 o| 769,44 2| 771418 o 772 3 871 23
3| 1870348 0| 1874 of 1877 of 1874474 of 1877 0| 1874483 o| 1877 of 1874483 o 1877 of 1949 of1952 of 1049,021 o 1952 of 1949021 0| 1952 of 1945 of1952 of 1940,021 of 1952 1| 1949021 of 1952 0] 1952 2
(toosoy || 1678681 0| 1682:333 0| 1685333 0f 1686003 0| 1689533 O 1689307 | 1691111 0| 1689,9G8 0| 1691333 Of 1699 0| 1702 O 1703072 0| 170503 0] 1704625 0| 1706333 Of 1699 0| 1702 1 1703072 O| 170503 1| 1704625 1| 1706333 1 1710 1
5| 1295348 0| 1209 0| 1302 of 1313579 0f 1314679 0| 1314327 0| 1315846 1| 1316281 0| 1318 1| 1349 o0[1352 o] 1361,5 o©f 1362526 o] 13636 0| 1364748 1| 1349 0|1352 0| 13615 Of 1362526 2| 13636 O 1364,748 2, 1372 3
w 6| 1065348 0 1069 o 1072 o] 1105267 0| 110554 o] 1105267 0| 110554 1| 111,454 0] 1111913 1| 1124 o[1127 o] 1143965 0| 11442 o] 1147174 0| 1147933 1| 1149 o|1152 1] 1169,136 1| 116944 3| 1171418 1| 1172 5 1271 31
3| 1307 o 1397 o 137 | 1307 o 1397 1| 137 o 1397 1| 1307 o 137 1| 1452 of1452 o] 1452 o 1452 1| 1452 o 1452 1| 1452 of1452 1| 1452 o 1452 2| 1452 o 1452 1 1452 3
qoog|f] 192 ©| 1052 o tos2  of 1054767 0| 1055969 1) 1054767 0| 1055969 2| 1054767 0| 055969 2| fo6z 0| 1062 Of 1083941 0| 1085 1| 1083041 0| 1085 2| tosz 0| 1062 1| 1083041 0| 1085 4f 1083041 0| 1085 2 1090 8
s| 82 o 82 o 82 o 831507 of 832634 1| 831597 1| 832634 2| 831,507 0| 832634 2| 852 o[ 852 0| 859645 0| 860,609 1| 859645 0| 860609 2| 852 0| 852 1| 859645 1| 860609 5| 859645 0| 860,609 5 864 3
150 6| e84 o esa o e84 o 699756 of 701,041 1| 699,756 1| 701,041 2| 699,756 0| 701,041 2| 727 0| 727 of 739620 of 740848 1| 739735 0| 740724 4| 732 0| 732 1| 744629 1| 745648 7| 744620 1| 745848 7, 752 9
3| 1870348 o 1857 o 1857 1| 1857 o 1857 1| 1857 of 1857 1| 1857 o 1857 1| 1932 of1e32 o] 1932 of 1e32 1| 1932 o 1932 1| 1932 of1e32 1| 1032 o 1032 1| 1932 o 1932 1 1932 15
(1000 | 4] 1678881 0| 1685333 0| 1ee5.333 of tee8t 0| 1689302 f| 16681 0| 1669302 2| 16681 0| 1669302 1| 1682 0| 1682 of 168304t o tess 1| 1683041 o| tess 1 tesz oftee2 1| 1683041 o 1685 4f 183041 O| te8s 3 1690 10
5| 1295348 0| 1282 0| 1282 o 1201507 0f 1202634 1| 1201507 1| 1292,634 2| 1201,507 0| 1202634 1| 1332 0[1332 o] 1330,645 0| 1340,600 1| 1339,645 0| 1340609 2| 1332 0|1332 1| 1339,645 1| 1340,609 4| 1339645 O 1340,609 4, 1344 3
6| 1065348 0| 1052 0| 1052 o] 1067,756 0| 1069,041 1] 1067,756 1| 1069,041 2| 1067,756 0| 1069,041 2| 1107 o[ 1107 o] 1119629 0 1120648 1] 1119,735 0] 1120724 3| 1132 0|1132 1] 1144,620 1| 1145648 7| 1144620 1| 1145648 9 1152 12
3| 2350474 0 2383606 0 2305 of 2463913 0 2470 o] 2463913 0| 2470 o 2463913 0o 2470 0| 2438,696 0[2450 o] 2480,017 0| 24975 o 2489017 0| 2500 of 2438696 0]2450 0f 2489,017 0| 24975 o] 2480,017 o 2500 0 2540 1
(toogy|¢] 1977774 0| 2018696 0| 2030 of 2206279 0| 221,354 0 2206279 0| 221,87 0] 2206279 0| 221,97 Of 2045696 0| 2060 O 2207617 0| 2222.292 0| 2210624 0| 222375 0| 204869 0| 2060 0 2207617 0| 2222262 1| 2210624 0| 22875 1 2270 1
5| 1730437 o 1778696 0| 1790 0| 2067217 0| 2084 0| 2067.217 0| 2084 0| 2073391 0| 2091 o] 1808,696 0f1820 o] 2072217 0| 2089 of 2073391 0| 2091 1| 1808,696 0| 1820 0 2072217 0| 2089 of 2073391 1| 2091 1 2220 14
75 6| 1601437 0| 1640606 0| 1652 0| 2020 0| 2034583 0] 2020 0| 2034583 0o 2040 0| 2055 of 1683696 0[1695 0] 2020 0| 2034583 of 2040 0| 2055 of 1688,696 0| 1700 0| 2022,065 0| 20375 1| 2040 1| 2085 1 2170 12
3| 2810474 0of 2843696 0 2855 o] 2023913 o 2030 o] 2923913 0| 2030 of 2923913 o 2930 of 2018696 0[2930 of 2069,017 0| 20775 0| 2969017 0| 2080 o 2918696 0]2030 of 2069,017 0| 20775 o] 2969,017 0| 2080 0] 3020 0
(toos0y || 2591107 0| 262,020 0| 2643333 0f 2803914 0| 2616429 0| 2803,993 | 2016,516 0| 2808695 0| 2619167 Of 264569 02660 0| 2803914 0| 2816420 Of 260,685 0| 2619167 Of 264869 0| 2660 0| 2603914 0| 2816420 1 2808695 1 2819,167 O 2870 1
5| 2199437 0 2238696 0 2250 0| 2527217 0| 2544 1] 2527217 0| 2544 0| 2535 0| 2552,778 0f 2288,696 0[2300 0] 2552217 0| 2569  of 2553391 0| 2571 0| 2288,696 0[2300 0| 2552217 0| 2569 1| 2553391 0| 2571 1 2700 19
c 6| 1969437 0| 2008696 0| 2020 o] 2410 0| 2422917 1] 2410 0| 2422,917 0f 2467,144 0| 247801 1] 203,696 0[2075 0] 2410 0| 2422917 of 2467,144 0| 2478,01 1| 2088,696 0|2100 0| 2422,065 0| 24375 1| 2467164 1| 247801 1 2590 18
3| 2143053 0 2202373 o 2215 o] 2243197 of 2260 1] 2244016 0| 2260 1| 2244016 o 2260 1| 2257,373 of2270 o] 2284565 o 2300 o] 2285 o 2300 of 2257,373 of2270 1| 2284565 o 2300 1| 2285 o 2300 0] 2340 6
(t00,10)| 4] 1787291 0| 1843478 0| 1850 o 1962085 0| 1078692 1] 1962065 0| 1679692 1| 1962065 0| 1679692 1| 1873478 0| 1880 Of 1964330 | 196217 1| 1964330 0| 196217 1| 1873478 0| 1880 Of 1964339 0| 196217 1] 1964330 0| (96217 1 2040 8
5| 1553877 0o 1603478 0o 1610 0| 181326 0 1830,017 1| 181326 0| 1830,017 1| 181518 0| 1831464 2| 1633,478 0[ 1640 0| 181826 0| 1835017 1| 1818278 0| 1835017 1| 1633478 0| 1640 0| 181826 o0 1835017 2| 1818278 0| 1835,017 2, 1870 5
150 6| 1415877 0of 1465478 0o 1472 0| 1758506 0| 1773606 1| 1758506 0| 1773,606 2| 1763545 0| 1779,713 2| 1508,478 0| 1515 0| 1750,287 of 1774,371 1| 17635545 0| 1779,713 2| 1513478 0| 1520 of 1764,287 o0 1779,371 2| 1764588 0| 1780,665 4, 1840 19
3| 2603,053 of 2662,373 0o 2675 o] 2703,197 o| 2720 of 2704016 0| 2720 1| 2704,016 o 2720 1] 2737,373 of2750 o] 2764565 o 2780 of 2765 o 2780 1| 2737,373 of2750 1| 2764565 o 2780 1| 2765 o 2780 1 2820 6
(10050 | 4] 2400725 0| 2656812 0| 2463333 0 2564177 0| 2580675 1| 2564177 0| 2580675 1| 2564177 0| 258075 1| 2473,478 0| 2480 Of 2564,330 0| 2580675 1| 2564,330 0| 2580675 1| 2473478 0| 2480 1] 2664,339 0| 2580,675 1 2564338 0| 2580675 1 2640 20
5| 2013877 0 2083478 0o 2070 of 227326 0 2200,017 1| 227326 0| 2290,017 2| 227518 0| 2201464 1| 2113,478 0[2120 0| 220826 0| 2315017 1| 2208278 0| 2315,017 1| 2113478 0|2120 0| 220826 0| 2315017 3| 2298278 0| 2315,017 2, 2350 7
6| 1783877 0| 1833,478 0| 1840 o] 2132281 0f 2148817 1] 2132281 0| 2148,817 1| 2145337 0| 2162,38 2| 1888,478 0 1895 0] 2139,287 0| 2154,371 1] 2145598 0| 2163,496 2| 1913478 0] 1920 0| 2164,287 0 2179,371 3| 2164588 1| 2180,665 4, 2240 17

Figura D.1: Resultados de todos os

modelos para as

instancias de 25 nodos para o (ASupCG).
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(LSUP_D) (LSUP_D+*A_1) (LSUP_D+A_2) (LSUP_D+AD) (LSUP_D+BC) (LSUP_D+A_1,8C) (LSUP_D+AD.BC) (LSUPISM_CD2) (LSUPISM_CD2+A_1) (LSUP/SM_CD2+AD) (SUP/SM_CD2+A_1)
sc sc* MC sc MC sc* MC sc MC sc* MC sc* MC sc* MC sc* MC sc* MC sc MC sc*
T| |E|| (K 1K 2)|D Vv T \ TV T 2 T \ T \ T \2 T \ T v T 2 T Vv T \ T \2 T 2 T \ T \ TV T \ T \ T \ T \ T \ T
3| 300888 0| 302775 03031 9| 3027846 O 3031 9| 3027.846 0 3031 10 | 3027846 0 3031 10] 3027,75 03031 9| 3027846 O 3031 13] 3027.846 0 3031 8| 302775 1|3031 15| 3027,846 1 3031 20 | 3027846 1 3031 15 3031 4
(100,10 4| 2288808 0| 2307,735 0|2311 1| 2313272 0| 2313,813 2| 2314974 0 2315 4 | 2314974 0 2315 4] 2307,735 0f2311 3| 2313272 0| 2313813 2| 2314974 0 2315 16] 2307,735 1|2311 5 | 2313272 1| 2313813 13| 2314974 2 2315 11 2319 8
5| 1808808 0| 1827,735 01831 1| 1847,758 0| 1847,895 2| 185054 0| 1850583 4 185054 0 1850583 5| 1827,735 0| 1831 1| 1847,758 0| 1847,895 3| 185054 0| 1850,583 9| 1827,735 1[1831 3 | 1847758 3| 1847895 30| 1850,54 2| 1850583 23 1861 6
150 6| 1520808 0| 1539,735 01543 1| 1588952 0| 1589,163 2| 159142 0| 1591988 6 | 1592431 0| 1593073 13| 1582,735 0| 1586 1| 1612389 O 1612383 2| 1618,331 0| 1618342 12| 1587,735 1| 1591 109) 1617389 4 | 1617383 67 | 162005 4| 1620172 44 1642 15
3| 396888 0| 398775 03991 9| 3987846 0 3991 9| 3987,846 0 3991 10 | 3987,846 0 3991 22| 398775 0|3991 9| 3987,846 0 3991 13] 3987,846 0 3991 8| 3987,75 1)|3991 16 | 3987,846 2 3991 16 | 3987,846 1 3991 15 3991 3
(100.50) 4] 3568,808 0| 3587,735 0|3591 2| 3593272 Of 3593,813 2| 3594,974 0 3595 5 | 3594,974 0 3595 5| 3587,735 0| 3591 2| 3593,272 0| 3593,813 5| 3594,974 0 3595 10| 3587,735 1|3591 4 | 3593272 2| 3593813 13| 3594974 1 3595 13 3599 6
5| 2768808 0| 2787735 0| 2701 1| 2807,758 of 2807,895 3| 281054 ©f 2810583 6 | 281054 0| 2810583 7| 2787,735 0| 2791 1| 2807758 0| 2807,895 2| 281054 0| 2810583 9| 2787735 1|2791 3 | 2807758 3| 2807895 36| 281054 2| 2810583 26 2821 8
w 6| 2288808 0| 2307,735 0f2311 1| 2357861 0| 2358,016 3 | 2360,236 0| 2360856 7 | 2363,797 0| 2364,15 12| 2362,735 0|2366 0| 2392389 0 2392389 3| 239549 0| 2398,49 10| 2387,735 2|2391 96 | 2417,389 5| 2417389 80 | 242005 6| 2420172 59 2442 14
3| 20911796 0 2937 0] 2937 27 2937 0 2937 36 2937 0 2937 136 2937 0 2937 48 2937 0| 2837 27 2937 0 2937 49 2937 0 2937 88 2937 1]2937 61 2937 1 2937 61 2937 1 2937 46 2940 46
(100,10) 4| 2188128 0| 2206,714 0| 2209 2| 2228291 0| 22285 16| 2228291 O 22285 29| 2228291 0 22285 17| 2206,714 0|2209 3| 2228291 0| 22285 20| 2228291 0| 22285 34| 2206714 1(2209 25| 2228291 4| 22285 89 | 2228291 1 22285 39 2231 8
5| 1708129 0| 1726,714 01729 2| 1765621 0| 1765642 9| 1765,621 0| 1765642 25| 1765,621 1| 1765642 21| 1726,714 0| 1729 2| 1765621 O 1765642 10| 1765621 1| 1765642 31| 1726714 1| 1729 4 | 1765621 6 | 1765642 128| 1765621 2| 1765642 57 1770 43
300 6| 1420129 0| 1438714 01481 1| 1493199 0| 1493725 14| 1493,199 0| 1493,725 30 | 1493,199 0| 1493,725 35| 1481,714 0| 1484 2| 1531599 O 1532401 34| 1531,764 1| 1532461 41| 1486,714 2| 1489 183] 1536,599 9 | 1537401 283| 1536,599 13| 1537,401 252 1542 80
3] 3871796 0 3897 0| 3897 23 3897 0 3897 35 3897 0 3897 134 3897 0 3897 38 3897 0] 3897 40 3897 ] 3897 54 3897 1] 3897 69 3897 1| 3897 57 3897 5 3897 62 3897 1 3897 48 3900 21
(100550) 4| 3468,129 (0| 3486,714 0)|3489 2| 3508291 0| 35085 20| 3508,291 O 35085 37| 3508,291 1| 35085 33| 3486,714 0| 3489 3508291 O 3508,5 18| 3508,291 0| 35085 31| 3486,714 1|3489 25| 3508,291 3| 3508,5 66 | 3508,291 3| 35085 50 3511 7
5| 2668129 0| 2686,714 02689 2| 2725621 0| 2725642 9| 2725621 0| 2725642 20 | 2725621 0| 2725642 16| 2686,714 0| 2689 2| 2725621 O 2725642 14| 2725621 1| 2725642 23| 2686714 1|2689 14 | 2725621 6 | 2725642 75| 2725621 5| 2725642 81 2730 21
6] 2188129 0| 2206,714 02249 1| 2261199 0| 2261,725 22| 2261,199 0| 2261,725 38 | 2261,199 1| 2261,725 35| 2261,714 0| 2264 1| 2311,599 0 2312401 14] 2311,764 1| 2312461 39] 2286714 2| 2289 130| 2336599 10| 2337401 216] 2336,599 17| 2337401 267 2342 137
3| 6414205 0| 6775978 06780 1| 6923436 0| 6932,097 2| 6923436 0| 6932097 4 | 6923436 0| 6932097 2| 6775978 0|6780 2| 6923436 O 6932097 3| 6923,436 0| 6932097 4| 6775978 0|6780 1 | 6923436 1| 6932097 7 | 6923436 0| 6932097 5 6970 2
(100,10) 4| 5494488 0| 5819,136 05820 1| 6245899 0| 6249809 2| 6269683 O 6276323 3 | 6269683 0| 6276323 2| 5819,136 0| 5820 1 | 6245899 0| 6249,909 2| 6269683 0| 6276323 5| 5819136 1|5820 3 | 6245899 1| 6249909 7 | 6269683 1| 6276323 5 6300 8
5| 4964118 0| 5244,288 05260 1| 590082 0O 5906 2| 5951,017 0 5959 4 | 5962,026 0 5969,722 5| 5244,288 0| 5260 1| 5900,82 0 5906 2| 5962,026 0| 5969722 3 | 5244,288 1|5260 2 5900,82 1 5906 4 | 5962,026 2| 5969722 8 6040 30
150 6| 4659554 0| 4931,156 04942 1| 5773974 0| 5776,452 1| 5824,525 0| 5828589 2 | 5841,598 0| 5848,184 2| 4974,156 0|4985 0| 5773974 O 5776452 1| 5841,598 0| 5848,184 3| 4979156 1|4990 2 | 5773974 1| 5776452 5 | 5841,598 2 | 5848,184 10 5900 17
3| 7374205 0| 735,978 0| 7740 1| 7883436 0| 7892,097 3 | 7883436 0| 7892007 4 | 7883436 0| 7892007 3| 7735078 0] 7740 2 | 7883436 0| 7892,097 4 | 7883436 0| 7892,007 3| 7735978 0| 7740 2 | 7883436 0| 7892097 6 | 7883436 0 | 7892007 3 7930 2
(100.50) 4] 6774488 0| 7099,136 0| 7100 1| 746396 0| 7469,505 2| 7482,182 O 7486,25 4 | 7482,182 0 7486,25 3| 7099,136 0| 7100 1| 7463,96 0| 7469,505 2| 7482,182 0| 7486,25 4| 7099136 07100 2 7463,96 1| 7469505 10 | 7482,182 1| 748625 5 7530 11
5| 5924118 0| 6204288 06220 1| 686082 O 6866 2| 6913456 0| 6921333 3 | 6927358 0| 6934239 3| 6204288 0[6220 1| 686082 O 6866 1] 6927,358 0| 6934239 4| 6204288 06220 2 686082 1 6866 6 | 6927358 1| 6934239 7 7060 a7
c 6| 5427554 0| 5699,156 05710 1| 6588,724 0| 6591,111 1| 6642,756 0| 6647407 4 | 6697,363 0| 6703461 4| 5754,156 0|5765 O | 6588724 O 6591,111 1| 6697,363 0| 6703461 5| 5779156 1|5790 2 | 6588724 1| 6591111 7 | 6697363 5| 6703461 13 6780 18
3| 4483403 0| 4778,125 04780 2| 4951815 0| 4977,391 7 | 4961,712 0| 4984248 17 | 4961,712 0| 4984248 11| 4778,125 0|4780 2| 4951815 O 4977391 8| 4961,712 0| 4984248 7| 4778125 1|4780 4 | 4951815 1| 4977391 9 | 4961,712 1| 4984248 14 5070 255
(100.10) 4] 3698617 0| 401625 0)|4020 2| 4444857 0| 4461,851 7 | 4444857 O 4461851 12| 4444857 0 4461851 8| 401625 0|4020 2| 4444857 0| 4461851 5| 4444857 0| 4461,851 10| 4016,25 1|4020 3 | 4444857 1| 4461851 22| 4444857 2| 4461851 18 4580 327
5| 3218617 0| 3531458 03540 2| 4222318 0| 423593 9| 4222318 0| 423593 18 | 4241683 0| 4255217 15| 3531,458 0| 3540 2| 4222318 0 423593 8| 4241683 0 4255217 16] 3531458 1|3540 4 | 4222318 2| 423593 19| 4241683 3 | 4255217 31 4320 141
300 6] 2930617 0| 3243458 03252 2| 4144053 0| 4157,209 8 | 4144,0563 0| 4157,209 18 | 4186,296 0| 4197,059 18| 3286,458 0| 3295 2| 4144053 0O 4157,209 7 | 4186,296 0| 4197,059 20| 3291458 2|3300 6 | 4144053 2| 4157209 23 | 4186,296 8 | 4197059 69 4290 902
3| 5443403 0| 5738,125 0| 5740 2| 5911,815 0| 5937,391 6 | 5921,712 0| 5944248 15 | 5021,712 0| 5944248 O | 5738,125 0| 5740 2 | 5011815 0] 5937,391 5 | 5021,712 0| 5944,248 10| 5738125 0|5740 3 | 591,815 1| 5037391 21 | 5021,712 1| 5044248 13 6030 323
(100550) 4| 4978617 0| 529625 0|5300 2| 5635373 0O 5654,941 6 | 5635373 0O 5654941 17 | 5635373 0| 5654941 7| 529625 O0|5300 1| 5635373 0| 5654,941 6 | 5635373 0| 5654,941 7| 5296,25 1|5300 3 | 5635373 2| 5654941 22| 5635373 2| 5654,941 12 5760 317
5| 4178617 0| 4491458 04500 2| 5187615 0| 5200463 8 | 5187,615 0| 5200463 13 | 5245314 0| 5251,69 14| 4491,458 0|4500 2| 5187,615 O 5200463 7 | 5245314 0| 5251,69 12| 4491458 1)|4500 4 | 5187615 2| 5200463 31| 5245314 3| 5252305 38 5360 1706
6] 3698617 0| 4011458 0[4020 2| 496572 0| 4980,838 8| 496572 0| 4980,838 20 | 5099,165 0| 5100683 19] 4066,458 0|4075 2| 496572 O 4980838 8| 5099,165 0| 5100683 19] 4091,458 2| 4100 6 4965,72 3| 4980,838 32 | 5099,165 9 | 5100683 45 5210 MAX
Figura D.2: Resultados de todos os modelos para as instancias de 50 nodos para o (ASupCG).
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(LSUP_D) (LSUP_D+A_1) (LSUP_D+AD) (SUP_D*A 1)
sc SC_a" sc* SC_a" MC MC_a sc* SC_a" MC MC_a sct SC_a" MC MC_a SC_a"

TlEnefikalol v 1 v 1] v [ v 1 v T v 71 v T v 1 v 1 v 1 v 1 v 1 v 71 v 1V T |ncs nncs

3| 31593 of 318 of 319 of 319 of 319 of 319 of 319 of 3075 of 319 of 322 of 319 of 32075 of 319 of 32 ofs4 1|6 1

oo |4| 22 0| 254383 of 2 o 25 of 285 o 255 o 255 0| 257406 0| 255 O 2575 Of 255 of 257435 of 255 0| 2575 o©|284 1|5 1

5| 202 of 204333 o] 205 o 205 o 205 of 205 o| 205 of 21275 o| 205 of 21275 of 205833 of 21275 o0 205833 of 21275 o| 231 1 |6 1

. 6] 169943 0| 171,933 o] 175 o 175 o 175 o 175 o] 175 o 18 o| 175 o 187 o] 178333 o 187 o] 178333 o 187 oj187 o |7 2

3| sess of a3 o a3 of a7 of s of a3 of s7a of @ o s@ of s o a3 of s o a3 of ;s o|aws 0|2 o

(toosoy |¢| 982667 ©of ssesse of 3et o 3s1 of 361 o 36t of a6t o 64 o 6t of 364 of dt4es of 3es of 322 o 334 0fBe 0|5 1

5| 207257 o 299 o 299 of 209 o 200 of 209 of 20 of 311 o 20 of 311 of 30233 of 311 0| 3023 of 31 of31 0|6 1

5 6] 252 0| 254333 0| 255 o 255 o 255 o 255 o] 255 of 267 o 265 o 267 o] 268333 0| 267 0| 268333 0| 267 0|267 0 |7 2

3| 677846 of estee7 o es8 o es8 o ess of ess o] ess of e o ess of e o] es of e o ess of 60 ofes2 o0 |12 0O

(too,10) |#| 518462 ©of 522 o s o s o S8 o 8 of 52036 0| 5121 0| 529476 Of 537353 Of 53159 Of 53614 of 56T 0| 573 ofs4 1 |11 2

5| 48462 o 412 0| 418 o 418 0| 418 of 418 0| 425488 of 437524 0| 425955 of 439867 0| 432717 of 437992 0| 43325 1| 43975 1|471 1 |13 3

6] 342462 0| 346 0| 352 o 352 o 352 o 35 o] 36703 of 384241 0| 367.27 o 385667 ©O| 378275 0| 385149 0| 378822 1| 386433 1|427 0 |12 5

3| so7615 of 811,778 o| 814,15 of 816 o 816 of 816 of 81415 of 818571 0| 816 of 818917 0| 814,154 of 818571 0| 816 of 818917 0|83 0 |8 1

(0050 |¢] 761474 ©| 764892 o 7es of 7es o 7e8 o 763 of 7718 0| 781689 0| 772143 0| 782169 of 776 of 783043 ©Of 776 o 784120 of 787 0 |8 3

5| 625003 0| 6205 o em. of 63 o e of 63 0| 644328 of es5962 0| 645025 of 657 0| 652717 of es7e92 0| 653217 0| €585 1|675 O |10 4

w 6] 518462 0| 522 0| 528 o 58 0| 528 o 58 0 54303 o0 550896 0| 543,27 O 561546 0| 554275 0 561149 0| 554822 1| 562433 1|87 0 |12 5

3| s10086 of 311 o 3105 of s o s of 31 of 3105 of 311 o 311 of a1 of s05 of 11 o 311 of 1 of34 0|4 1

(oot0) |4| 247714 o 250 o 20 o 250 of 25 o 25 of 25 0o 252 o0 250 of 252 of 250167 of 252 of 250167 0| 252 0|68 4 |5 1

s| 197714 o 200 o 200 of 200 o©of 200 of 200 o] 200283 of 205 0| 200283 of 205 o| 20125 of 205 0| 20125 of 205 0|20 2|6 1

. 6] 167714 o 170 o| 170 o 170 o| 170 o 170 o] 17092 o| 1776 0| 170939 o| 1776 0| 174273 0| 177.857 0| 174438 0| 177857 0|79 1 |7 2

3| a2 of asee7 of 30 of 330 of 330 of 30 of 3 of 30 of 30 of 30 of 3 of 3 of 33 of 30 0|33 0|2 1

(ooso) || 3% 0| 928333 0| 320667 0| 320867 0| 320667 0| 320667 0| 329667 0| 329667 0| 329667 Of 329667 Of 320667 Of 39es7 0| F9esT 0| WesT 0|33 0 | 2 1

s| 202562 o 295 o 2955 o 206 o 20 of 206 o 295585 of =208 o 206 1| 208 o 296892 of 208 0| 20725 of 208 0|30 o |6 1

6] 247714 o 250 o 250 o 250 of 250 o 250 o] 25019 o| 2576 ©O| 250939 1| 2576 ©| 254273 0 257857 O| 254438 0| 257857 0| 259 1 |7 2

3| es7  of eszee7 o| ee0 o est o est of est of eso of ess o es1 of es5s o ee0 of ee5 o es1 of 665 0|ees 0 |12 0O

ooy |4| 5% o eo4 o s0333 o so733s of so8 o so8 of 507333 o 511 o so8 of s113 of 573 of 11 o s08 of 5113 ofss 7 |1 0

5| 3s4 o 394 0| 307333 of 397333 0| 398 o 398 0| 399622 of 40493 0| 400143 0 405308 ©O| 400425 of 40493 0| 400698 1| 405308 1|43 5 |13 0O

y 6] 328 o 328 0| 331,03 o] 331333 0| 332 o 33 0] 336067 0| 342059 0| 336,343 o0 342354 0| 337,649 0| 342059 0| 337,749 1| 342354 1|38 4 |12 1

3| 793333 of 79se8 o 797 o 797 o 7er of 797 o| 7er of 797 o 7er of 797 o 7er of 797 o 7er of 797 o|l7er o |6 o

(0os0) |#] 744867 0| 746 0| 750333 of 752667 of 752667 Of 752667 O 753097 0| 758417 0| 754 0| 758444 Of 753007 oOf 758417 o 754333 0| 758444 0| 759 0 |8 O

5| 607 o eo7e67 0| 610333 o 611 o 11 o 611 o 61362 of 619389 0| 614,143 of 619571 0| 614506 of 6195 0| 615 1| 619577 1|67 2 |10 0O

6] 504 o s04 0| 507,333 0| 507333 0| 508 o 508 0] 512067 of 517826 0| 512343 1| 518213 1| 513649 0f 518059 0| 513,749 1| 518354 1| 528 1 |12 1

3| 684286 of 745417 o 825 o e o 85 of 85 o| 85 of 85 o 85 of 85 o 85 of 85 o 85 of 85 ofso 1|7 2

(t00,10) |#| 571905 ©of e37.778 0| 720 0| 720 0| 720 o 720 of 728667 0| 7% o 73 o 79 of 748571 of 790 of 748571 of 7% of 7% 0 2

5| 498214 of 571667 0| €60 of 60 o es0 of 60 of eso of 780 o e of 780 of 7 of 790 of 7 of 790 of7e0 1 |7 2

. 6] 455043 0| 534 o e o 6% o 62 o 62 o] 666667 0| 762667 0| 666667 0 764 0] 730 of 790 of 735 of 790 of790 1 |7 2

3| 790714 of 851667 0| 925 of 925 o 925 of 95 of 925 of 95 o 925 of 95 o 925 of 95 o 95 of 95 ofe2 1|6 1

(o0s0) | 4| 724921 0| 785926 0| seace7 0| 8esser 0| 8esser 0| 8esge7 of 873333 0 of0 0| 873333 of 1o of 88574 of oto of 8357 of 910 ol 1|7 2

5| 610357 0| 680 0| 766,667 0| 766667 0| 766667 Of 766667 O| 786667 0| 885 0| 786667 1| 885 o 838333 o 890 0 838333 of 80 ofew0 1 |7 2

5 6] 543714 0| 619,333 0| 710 o 710 0| 710 o 710 o] 753333 o| 858 0| 753,333 1| 860 0| 824783 0 886667 0| 824783 0| 886667 0| 910 1 |7 2

3| 1273462 0 1312424 0| 1365 of 135 o0 1365 of 1365 o] 135 of 13875 o0 1365 of 1305 o 1365 of 13875 o 1365 of 135 o|1470 3 [13 2

(100,10) | #[ 1102308 0| 113625 0| 1180 0| 118 | 1180 o 1180 0] 1246412 0| 1280 0| 1246667 Of 1280 Of 1257,192 Of 1280 | 12575 o 1280 o130 1 |13 2

5| 980,385 o 1013681 0| 1070 of 1070 o 1070 of 1070 o 1195 of 1265 o 1195 of 1265 0| 123495 of 1269,048 0| 1237059 0| 1270 01310 5 |13 2

| 6] 006054 0| 939922 o 1004 0| 1004 o 1004 of 1004 o] 1171856 0| 1228 o 1182 0| 1228 0] 1234408 0 1269.048 0| 1237.059 0| 1270 01310 3 |13 2

3| 1493462 0 1532424 0| 1585 of 1585 o 1585 of 1585 o] 1s85 of 16075 o 1585 of 1615 o 1585 of 16075 o 1585 of 1615 o©0|1710 5 |13 2

(100,50) | #[ 1901795 0| 1436.25 0| 1473333 0| 1473333 0| 1473333 0| 1473333 0| 1537273 0| 1556667 0| 157,273 Of 156,667 Of 1540 Of 15644 of 1540 0| 1565 0|15 2 |13 2

5| 1200231 0 1242917 0| 1200 of 1200 o 1200 of 1200 o 1415 of 1465 o0 1415 of 1465 0| 1465358 0 1514888 0| 1470 0| 1522941 o|1570 5 |13 2

c 6] 1088615 0| 1121,833 0| 1180 0| 1180 0| 1180 0| 1180 0] 1357405 0| 1420 0| 1366183 0| 1420 0| 144991 0| 1501,842 0| 1454,783 1| 1506,667 0|1570 6 |13 2

3| seses2 o 625 o 705 of 705 of 705 of 705 of 705 of 715 of 705 of 715 of 75 of 715 of 705 o 715 o|760 4 |7 4

(100,10) |¢| 488571 ©of 520167 0| €20 0| 63 0| 6% o 6% of 638472 0| 663514 Of E41667 Of 675714 Of 646  Of 669038 Of 648421 ©| 681667 0l 3 |7 4

5| 405714 o 4475 o 560 of 573611 o 580 of 580 of 572024 of 602921 0| 583333 0| 620 0| 595012 0f 625411 0| 604,568 0| 642037 0| 690 12 |7 4

. 6] 359429 0| 402267 0| 520 o 533 0| 542 o se2 0] 532703 of s62786 0| 545 0| 580 o) 577,95 0| 602953 0| 583,969 0| 620184 0| 690 25 | 7 4

3| esses2 of 725 o 85 of 805 of 8s of 85 o| ss of 85 o 8s of 85 o] 8s of 85 of 85 of 85 olso 3|7 4

(t00s0) | #| 637143 ©of 6755% o 760 0| 763333 0| 763333 0| 763333 Of 777778 0| 804667 0| 778333 Of evee7 Of 7825 Of 806429 Of 7825 | 812 o|sw 4 |7 4

5| 527,143 o 568611 0| 667,917 of 678889 0| 80 of 680 0| 689273 of 717322 0| 694,815 of 733333 0| 70939 of 74304 0| 717,143 of 754444 0| 820 8 |7 4

6] 453,143 0| 495667 0| €10 0| 623611 0| 630 o 630 o] 623972 0| 650285 0| 635 0 680 0] 6735 0| 696251 0| 677.125 0| 741169 0| 770 14 |7 4

3| 1004231 0| 10425 0| 1078077 of 1078333 0| 1085 of 1085 o| 10782 of 1113243 0| 1085 of 1116111 0| 10782 of 113,243 0| 1085 of 1116111 1|1150 12 |13 3

(i00,10) | #| 899291 0| 8775 o ssje7 o 91333 o 920 0| 920 of 929861 0| 98354 0| 91667 Of 9E1E2 Of 930  Of 9EISHI Of 934286 O vews2 1|1000 2 |13 3

5| 702971 o 745625 o| 799,167 of 803333 0| 810 of 810 of 839,015 of 907073 0| 84407 of 910238 o 87128 of 915333 0| 872609 1| 91625 1|40 4 |13 3

y 6] 622502 0| 668,633 0| 733,167 0| 737333 0| 744 0| 744 o] 787765 0| 86973 0| 792233 1| 871806 0| 846505 0| 895 0| 847,308 1| 896667 1) 930 12 |13 3

3| 1224231 0| 12625 0| 1208077 0| 1298333 0| 1305 of 1305 o] 12082 of 1333243 0| 1305 o 1336,111 0| 12082 o0 133,243 0| 1305 o 1336,111 0|13% 79 |13 3

(10050) |#] 1132584 0| 1170833 0| 12025 0| 1206667 Of 1213333 Of 1213333 0| 123,056 0| 1273,955 0| 1225 0| 1279661 Of 1223148 Of 1273955 O 1226667 0| 1279661 01280 1 |13 3

5| 941,107 o 980,208 0| 1019167 0f 1023333 0| 1030 of 1030 of 1061382 Of 137,219 0| 1067819 0 1139,952 1| 1083,812 0 1145455 0| 1094,706 o 1145714 1|1180 7 |13 3

6] 811,113 0| 854167 0| 009,167 0| 913333 0| 920 o 920 o] 96919 0| 105773 0| 97375 0| 1060 1] 102,032 0| 1075556 0| 1028,266 1| 1076,111 1] 1150 57 | 13 4

Figura D.3: Resultados de todos os modelos para

o (AStRPCG).

as instancias de 25

nodos para




APENDICE D. RESULTADOS COMPLETOS
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(LSUP_D) (LSUP_D+A 1) (LSUP_D+AD) (SUP_D+A_1)
sc sC_a® sc* SC_a* [ MC_a sc* SC_a* [ MC_a sc* SC_a* [ MC_a SC_a

HEIRCECE E A A A A A A T Y | A Y A T v T[ v T [nes nnes

3| 699,077 of 704306 of 71575 o 71575 of 717 o 717 of 715846 of 717886 o 717 1| 7195 1| 715846 of 717,886 o 717 1| 7195 of725 13 [12 4

(100,10) |#] 54443 0f 550909 o] se2583 of S63583 0| S64 Of 64 0f 565722 Of 575667 0| 566833 1| 57567 1f S67113 0| 575667 Of 568333 1| 7S 1fse8 21 |11 5

5| 434436 of 440909 0| 452583 0| 453583 O 454 0| 454 0 450938 0| 47821 0| 460875 0| 478263 1| 463,504 O| 47821 0| 46475 1| 478263 1)498 11 [13 4

P 6| 368436 0| 374,909 0| 386563 0| 386,856 O 388 0| 388 0| 397214 Of 422663 0| 397.6 0| 42333 1| 409 0| 425655 0| 4092 1| 42608 2[448 20|12 5

3| e18364 o 821167 o 825 o 825 0| 625 o 85 of ss o e of 85 o 88 o| 85 of 86 of 85 of 88 ofss 0|4 0

(1000 |#] 778323 of 781468 o| 7man3s of 790867 of 791333 of 791333 of 790718 oOf 797,006 0| 792667 O 799417 of 793278 o| 797051 of 794583 O 799788 Ofs02 1|8 3

5| es0282 of ese7a2 of eesa17 of 67167 o 668 o 8 of 672111 0| 690336 o 673533 of 691 1| €80a44s O Go0ss4 Of 680444 2| 691 1]esr 1 |10 3

6| 544436 0| 550,909 0| s62583 0| 563583 o s64 0| 564 o 573214 0| se978 o s736 1| 600002 1| s85  of 602237 o ses2 1| eozs8s  2feos 1 |12 s

3| 1424177 o] 142821 of 1456 o 1456 0| 1456 2| 1456 2| 1456 0| 1457.304 0| 1456 1| 14595 2| 1456 o 1457304 O 1456 2| 14505 21467 14820 5

(too10) | 4] 112136 0f 1122017 o] 1wz of 1142 o 1442 1| 1142 0] 1153133 Of 1160737 0| 1155038 2| 1162435 3| 1154421 0| 1160795 0| 11563 2| 1162833 21183 28920 5

5| eo136 0| 892917 o 909 o 908 0| 09 1| 909 of 930941 0| 94571 of 932278 2| 946 2| 935472 0 946,118 0| 936676 4| 946767 4|98 100|25 5
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6] 2330319 0| 2357.82 0| 260419 0| 26075 0| 2620 4| 2620 2| 2847.685 0 2952,083 0| 2857,007 7| 2063,305 6| 2957194 1| 3033,335 1| 2064.875 13| 3037816 12[3000 328 [ 25 7

Figura D.4:
o (AStRPCQG).
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