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Resumo

No que diz respeito a estrutura topolégica das solucdes de equagdes diferen-
ciais ordindrias, o conjunto das 6rbitas periddicas de um fluxo definido numa
variedade, X, de dimensao trés constitui um elo, i.e. a unido disjunta de curvas
fechadas, simples, em X, designadas nés.

O estudo de fluxos de um ponto de vista topolégico tem inicio, cerca de 1880,
com Henri Poincaré, mas foi somente cerca de 1983 e baseando-se no estudo,
desenvolvido por Robert Williams, do sistema de Lorenz do ponto de vista da
estrutura/tipo dos elos de 6rbitas periddicas, que Joan Birman e R. Williams in-
troduzem uma estrutura, designada template, que modela a coleccao de 6rbitas
periddicas de fluxos definidos em variedades de dimensao trés e com conjuntos
recorrentes por cadeias hiperbdlicos.

O presente trabalho divide-se em trés partes. Na primeira apresentamos al-
guns conceitos basicos de Sistemas Dinamicos e Teoria dos N6s.

Na segunda parte consideramos a nog¢do de femplate, a respectiva descricio
simbdlica, e analisamos que nés e elos estdo contidos num dado template.

Na terceira parte apresentamos o conceito de template universal introdu-
zido por Robert Ghrist em 1997, e que resolve pela negativa uma conjectura de
Birman e Williams.

Palavras-chave: difeomorfismo/fluxo hiperbdlico, conjunto recorrente por ca-
deias, ng, elo, tranga, template, template universal
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Abstract

Concerning the topological structure of the solutions of ordinary differential
equations, the set of periodic orbits of a flow in a three-dimensional manifold
X, is alink, i.e. the disjoint union of simple closed curves in X, known as knots.

The study of flows from the topological viewpoint starts, around 1880, with
Henri Poincaré, but it was only around 1983 and based on the study, developed
by Robert Williams, of the Lorenz system, that Joan Birman and R. Williams in-
troduce a structure, the template, that mould the periodic orbits collection of
three-dimensional flows with hyperbolic chain-recurrent sets.

This paper falls into three parts. In the first, we provide some basic concepts
from Dynamical Systems and Knot Theory.

In the second part, we consider the notion of template, its symbolic descrip-
tion, and analyze what knots and links can be found on a given template.

In the third part, we provide the notion of universal template introduced by
Robert Ghrist in 1997, which resolves in the negative a conjecture due to Birman
and Williams.

Keywords: hyperbolic diffeomorphism/flow, chain-recurrent set, knot, link, braid,
template, universal template
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CONTEUDO



Capitulo 1

Introducao

No presente capitulo apresentamos alguns conceitos bdsicos de Sistemas
Dinamicos e de Teoria dos N6s, necessarios ao trabalho a desenvolver.

Como referéncias, na drea dos Sistemas Dindmicos mencionamos os livros
[10, 17, 29]; na drea da Teoria dos N6s os livros [6, 30] sdo referéncias cldssicas,
mais recentes sao os livros [23, 24, 25].

1.1 Teoria dos N6s: Tépicos Fundamentais

O estudo matemadtico dos n6s nao possui uma histéria recente, e podemos
afirmar que grande parte do trabalho inicial foi motivado pelas aplicacoes. Cerca
de 1833 Carl Gauss (1777-1855) estudou o campo magnético produzido por uma
corrente eléctrica que percorre um fio eléctrico atado num né, e Lord Kelvin
(1824-1907) conjecturou que os 4&tomos ndo siao objectos pontuais mas peque-
nos nos, e que o tipo de né determinava as propriedades fisicas e quimicas do
atomo.

Actualmente, a Teoria dos N6s é um dos campos mais activos de investiga-
cdo em topologia, e tem produzido resultados extraordinédrios com aplicacées
na Fisica (mecéanica estatistica), na Quimica (polimeros, nds moleculares) e na
Biologia (reconhecimento de enzimas, ADN).

1.1.1 NoseElos

Grosso modo, a teoria classica dos noés estuda os modos como uma curva
simples, fechada, pode estar mergulhada no espaco.

Definicao 1.1.1. Dados dois espacos topolégicos, de Hausdorff, X e Y, uma
aplicagdo f: X — Y é um mergulho se f: X — f(X) é um homeomorfismo.

Definicdo 1.1.2. Um né é um mergulho K : S' — M3, onde M® é uma varie-
dade fechada (compacta, sem bordo) e orientével de dimensdo trés (por exem-
plo M3 =S3).
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Alguns autores consideram os nés como subconjuntos de S® (ou R®), e ndo
como mergulhos, identificando um n6 K com a imagem K (S1).

& &

Figura 1.1: Exemplos de nés

Definicdo 1.1.3. Um k—elo é um mergulho E: | [} S' — M3, onde || S! repre-
senta a unido disjunta de k cépias de S'. Deste modo, todo né é um 1—elo.

Figura 1.2: Exemplos de k—elos, k > 1: 2—elo, 3—elo e 4—elo.

Apesar de os nés serem curvas no espaco, em teoria dos nés todo o né é
representado pela sua projeccdo (regular) num plano, construindo-se um dia-
grama, designado diagrama do né, no qual se representam as partes de um né
que passam sobre as outras. Esta informacio é transmitida por <, onde o seg-
mento quebrado passa sob o segmento sélido, formando um ponto de cruza-
mento.

Definicao 1.1.4. A projeccdo de um né6 K é regular se
1. contém apenas um niimero finito de pontos multiplos;'
2. todos os pontos miltiplos sdo duplos e pontos de cruzamento.

E usual considerar elos e nés orientados, — uma orientacio num diagrama
de um elo é a escolha de uma direccdo em cada uma das componentes, repre-
sentada por uma seta.

A cada cruzamento num diagrama de um k—elo orientado, k = 1, é atribuido
um sinal. Adoptamos a convencdo usada em [15], notando que é a convencao
oposta daquela que é habitualmente adoptada em teoria dos nés. Observamos
ainda que, no caso dos ndés, o sinal do cruzamento ndao depende da orientacao
do né, pois invertendo as setas em cada um dos segmentos de um cruzamento
mantém-se inalterado o sinal do cruzamento.

IDada uma projeccdo 7 : R2? — P, P plano de projec¢do, um ponto A€ 7 (IR3) c P diz-se um
ponto multiplo se a pré-imagem 771 (A) contém mais do que um ponto.
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o 2

Figura 1.3: Diagramas para os nés da figura 1.1

Figura 1.4: N6 orientado

b 7
AN /

- +

Figura 1.5: Convencdo do sinal para cruzamentos

Um dos problemas centrais em teoria dos nés é o de decidir quando dois
nés sdo o mesmo, ou noés distintos, o que permitird obter uma classificacao dos
nos.

Definicao 1.1.5. Uma isotopia ambiente entre dois nés K; e K>, é uma homoto-
pia h,: M3 — M3, t€[0,1], que verifica as condicdes,

1. hg=ids;
2. paracada t € [0,1], h; € um homeomorfismo;
3. h1 (Ky) =Ko.

Diz-se entdo que K e K, sdo ambiente isotopicos.

Observacio 1.1.1. Considerando o parametro ¢ como a varidvel tempo, h; é
uma deformacdo de M 3 que, gradualmente, deforma K; em K. A deformacao é
realizada de modo que todo o espaco ambiente é deformado.

E de salientar que a restricdo hlpp g, : M>\ K3 — M\ K3, do homeomor-
fismo hy: M3 — M3, é igualmente um homeomorfismo sempre que K; e K, sdo
ambiente isotépicos.
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Definicao 1.1.6. Dois nés K; e K» sdo equivalentes, e escreve-se K; = K3, se sao
ambiente isot6picos. A classe de equivaléncia de um né € o seu tipo de no.

Observacdo 1.1.2. E conveniente chamar a atencdo para o facto de a relagio de
equivaléncia entre nds ter por base o conceito de isotopia ambiente. O conceito,
mais fraco, de isotopia nao é suficiente.

De facto, dados dois nés Kj e K>, se existir uma isotopia H:S! x [0,1] — M3
tal que H(x,0) = K1(x) e H(x,1) = K»(x), para todo x € S!, entdo Kj e K5 sdo
isotépicos ao né trivial (cf. figura 1.6), pelo que s6 existiria um tipo de né.

Figura 1.6: O no trevo € isotépico (mas ndo ambiente isotopico!) ao nd trivial

Observacao 1.1.3. Existem vérios diagramas distintos para um dado né. Justifi-
caremos adiante (figura 1.9) que o no trivial pode ser representado por qualquer
um dos diagramas na figura 1.7.

O &

Figura 1.7: Dois diagramas do n6 trivial

Doravante iremos considerar M = R3 ou M = S3. Uma vantagem em consi-
derar esta restricdo € o seguinte teorema de J. W. Alexander, [32]:

Teorema 1.1.1. Dois nés, K; e Ky, sdo equivalentes em S3 se, e somente se, existe
um difeomorfismo de S°® que preserva a orientagdo, e que transforma K, em K.
|

Apesar de ser possivel representar nés equivalentes por vérios diagramas
distintos, dois diagramas de n6 sao equivalentes se estdo relacionados por uma
sequéncia finita de trés movimentos R;, R» e R3 (e respectivos inversos), desig-
nados movimentos de Reidemeister, descritos na figura 1.8.

Os movimentos de Reidemeister efectuam alteracées locais no diagrama do
no, deixando inalterado o diagrama fora da zona local na qual se executou o
movimento. Uma vez que cada um dos movimentos de Reidemeister pode ser
realizado por uma isotopia ambiente do n6, diagramas equivalentes definem
noés equivalentes.
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/ \ | =
-O =g YEPA

Ry e R;! R, e R;!

Figura 1.8: Movimentos de Reidemeister

Reciprocamente, Kurt Reidemeister demonstrou, em 1935, o préximo resul-
tado (uma demonstracao pode ser consultada em [6]):

Teorema 1.1.2. Dois nds sdo equivalentes se, e s6 se, todos os seus diagramas séo
equivalentes. O

Na figura 1.9 uma sequéncia de movimentos de Reidemeister permite con-
cluir que os diagramas da figura 1.7 sdo equivalentes.

S &
&)

@ ¢

Figura 1.9: Equivaléncia dos diagramas da figura 1.7
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Dados nés Kj e K, ndao necessariamente distintos, definimos um novo né
removendo um pequeno arco de cada um dos nés, unindo os quatro pontos
obtidos com dois novos arcos, sem introduzir cruzamentos adicionais, como na
figura 1.10.

O né assim obtido representa-se por Kj#K>, e designa-se soma conexa, ou
produto, dos nés K e Ks.

Figura 1.10: Soma conexa de dois n6s orientados

Observacio 1.1.4. Dado um n6 K, seja 0, o n6 trivial.> Entdao K#0, = K.

&0-&

Definicao 1.1.7. Um n6 obtido por soma conexa de dois nds ndo triviais designa-
se composto. Um né, distinto do n6 trivial, que ndo é composto, designa-se
primo.

A analogia entre nés primos e niimeros primos vai mais longe, como revela
o teorema da unicidade e decomposi¢do em nés primos, demonstrado por H.
Schubert em 1949.

Teorema 1.1.3. Todo o né ndo trivial se pode decompor como o produto (soma
conexa) finito de nés primos. Mais, a decomposicdo é tinica, a menos da ordem
dos factores. O

Uma classe particular de nés é a dos nés no toro T2. O né no toro T(m, n) do
tipo (m, n) é o n6 que passa em torno de T? m vezes longitudinalmente e n vezes
meridionalmente, ou seja, intersecta m vezes o meridiano e n vezes a longitude
de T? (figura 1.11).

Definicao 1.1.8. Uma superficie de Seifert para um k—elo é uma superficie ori-
entada, com bordo, conexa e compacta, cujo bordo coincide com o k—elo.

Teorema 1.1.4 (Frankl e Pontrjagin, 1930). Todo o k—elo é o bordo de uma super-
ficie de Seifert. O

2Na notagdo, datada de 1926, de J. W. Alexander o n6 trivial é representado por 01, n6 com zero
cruzamentos, enquanto, por exemplo, 31 representa o né trevo e 5 € o segundo né, na tabela de
Rolfsen [30], com cinco cruzamentos.
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(a) (b)

Figura 1.11: (a) T'(2,3) - o n6 trevo; (b) T(3,10)

Observacao 1.1.5. O n6 trivial é o inico n6 que admite D” como superficie de
Seifert, com D° homeomorfaa {(x,y) e R?: x2 + y? < 1}.

Em 1934 H. Seifert apresentou um algoritmo (vide [25]) que permite obter, a
partir de um diagrama de um k—elo, uma superficie de Seifert para o respectivo
k—elo. (Na figura 1.12 representam-se duas superficies de Seifert para os dois
primeiros nés representados na figura 1.1).

(@ (b)
Figura 1.12: Superficies de Seifert para os nés: (a) 3;; (b) 4;

Funcodes que associam um ntmero inteiro a cada classe de isotopia de um
elo, designam-se invariantes numeéricos do elo. Refira-se que até ao momento
ndo foram construidos invariantes numéricos completos, o que significa que
tais funcdes ndo sdo injectivas. Apesar disso estes invariantes revelam a sua uti-
lidade na distincao de elos ndo-equivalentes.

O genus de um elo é um desses invariantes numéricos.

Definicao 1.1.9. Dado um k—elo E, o genusde E, g(E), é o minimo de todos os
genus das superficies de Seifert de E.

Teorema 1.1.5 ([25]). Seja S uma superficie orientdvel com bordo. Se x(S) é a
caracteristica de Euler de S e k o niimero de curvas fechadas que compae 90S,
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entdao
2—-x(S)-k

g(8) = >

|

Além de invariantes numeéricos, também se definem invariantes polinomiais
para k—elos. Entre muitos outros referimos o classico polinémio de Alexander
(1923), ou o polinémio de Jones (1985).

Em [9] J. Conway considera uma variante do polinémio de Alexander, intro-
duzindo um polinémio que pode ser descrito por trés axiomas.

Definicao 1.1.10. Seja E um k—elo orientado. O polinémio de Conway de E,
VE(2) € Z[z] 3, é o polinémio definido pelos axiomas:

Axiomal. SeE =~ E'entdo Vg(z)=Vp(z);
Axioma2. Se E=0;entidoVg(z)=1;

Axioma3. Sejam K, K e K trés k—elos orientados que diferem apenas numa
pequena vizinhanca como indicado na figura:

Entao Vg (2) - Vg(2) = 2V, (2).

A demonstragdo de que os trés axiomas sdo consistentes, assim como a de-
monstragdo do lema 1.1.1, pode ser consultada em [22].

Lema 1.1.1. Se E é um k—elo separdvel, ou seja, E é equivalente a um k—elo
cujo diagrama contém duas partes ndo vazias contidas em vizinhangas disjuntas
homeomorfas a discos, entdo Vg(z) =0. O

Exemplo 1.1.1. Para o né 4; temos, representando V4, (z) por V(4;):

A igualdade anterior é equivalente a estoutra

37Z|z] representa o anel de polinémios na varidvel z com coeficientes em Z.
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Considerando o 2—elo na equacgdo (1.1.1) podemos escrever

—V(O@) +y(©§3) =z V( )
=0

ou, o que é equivalente,

V(O@) =-z (1.1.2)

Combinando as equacdes (1.1.1) e (1.1.2) obtemos o polinémio de Conway para
onob 44,
Vg (2)=1-2° (1.1.3)

1.1.2 Trancas

O estudo matematico das trancas foi iniciado por Emil Artin em 1925, com
o prop6sito de utilizar estes objectos matemadticos para estudar nés e elos.

Das vérias definicdes, equivalentes, de tranga, no presente texto vamos con-
siderar a definicao original de Artin, de n—tranca geométrica como um sistema
de n fios entre dois planos paralelos do espaco.

Considerem-se em RR? os planos

Po={(x,y,20€R3:2=0} e P1={(x,y,2eR*:z=1}
estando o referencial orientado como na figura 1.13.

Definicao 1.1.11. Seja &? = {Py,..., P} um conjunto de n pontos colineares, dis-
tintos, do plano Py, que projectamos ortogonalmente no plano P;, obtendo o
conjunto de pontos &' = {P!,..., P,}. A n-tranca geométrica suportada por 2,
é um n-uplo B = (y1,...,¥Yn) de caminhos v; : [0,1] — Py x [0,1] verificando as
condicoes:

1. y;(00=P;, Vi=1,...,m;

2. cada caminho y; une um ponto P; € Py, ao ponto v;(1) do plano P}, onde
yi(1) = P, ;), 7 permutagdo de {1,..., n};

3. y; é mondtona crescente na direc¢ao de z;
4. yi#yj), VYtrel0o1],comi#j, i,j=1,...,n.

Os caminhos (ou arcos) y; denominam-se fios da tran¢a 8, e T permutagdo da
tranga. Quando 7 é a permutacdo identidade, (i) =i, i = 1,...,n, dizemos que
B é a tranga pura, ou nao permutada.

Para que o conceito de n—tranca seja ttil e livre de ambiguidades, é neces-
sario definir equivaléncia de trancas.
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Figura 1.13: Uma 3-tranca

Definicao 1.1.12. Duas n—trancas 8, e 2 sdo equivalentes, e escreve-se ff; =
Bo, se sao ambiente isotépicas em R3, por uma isotopia ambiente que mantém
os pontos dos semi-espacos fechados z <0 e z =1, fixos.

Proposicdo 1.1.1. A relacdo =, definida no conjunto %,, das n—trangas geomé-
tricas, é uma relagdo de equivaléncia. O

Por n—tranca f§ entendemos um elemento do conjunto B, = 98,,/ ~, ou seja,
B é a classe de equivaléncia de uma n—tranca geométrica.

Tal como no caso dos nés, serd conveniente considerar o diagrama de uma
n—tranga f3, i.e., a projeccdo ortogonal de um representante de  no plano con-
tendo os pontos Py,...,P, e P;(D, .. .,P;(n), (cf. figura 1.14).

Figura 1.14: Diagrama de uma 5-tranca

Como se pode observar no diagrama da figura 1.14, podemos decompor o
diagrama de uma n-tranca em diferentes niveis, de forma que em cada nivel
ocorre apenas um cruzamento entre dois fios da tranca.

Cada um destes niveis é o diagrama de uma n-tranca, denominada tranca
elementar, e que representaremaos por o;, ou al.‘l, 1<i=n-1,dependendo do
tipo de cruzamento entre o fio y; e o fio y;+1, como indicado na figura 1.15.

E possivel munir o conjunto B,, de uma estrutura de grupo, definindo uma
operacao, produto de n—trancas, do seguinte modo.

Dados dois representantes de 8, e B2 (que designaremos igualmente f; e
B2) em By, identificamos a parte inferior de 8; com a parte superior de f3,, de
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Figura 1.15: Trancas elementares ou trancas de Artin

forma que as extremidades dos fios de cada uma das trancas resultam igual-
mente identificadas.

Deste modo obtemos uma nova n—tranca, denotada f; - 8», tranga produto
de B, por B2, (cf. figura 1.16) .

ol 8

/_/
o

Figura 1.16: Produto de duas 3-trancas

A tranca identidade obtém-se considerando cada caminho y; a aplicacdo
constante y;(f) = (x, i, t) de modo que cada fio y; da tranga é o segmento [Pin].

Teorema 1.1.6. Com a operagdo bindria acima definida, o conjunto das n—trangas,
By, é um grupo ndo comutativo. O

O grupo B;;, denominado grupo de Artin, admite uma representacio, tendo
como conjunto de geradores o conjunto das trancas elementares a;—’l, 1si=s
— g-l5-1
n- 1 Por exemplo, sendo f a 5—-tranca da figura 1.14, temos f =05 0, 02.
E védlida a proposicao

Proposicdo 1.1.2. Todo o elemento 3 de B, pode ser escrito como produto de
trangas elementares. Mais precisamente,

Ek

= El. 82. .
,B—al.l O 0y

coml<iyiy,...,irsn—-leg;=+x1parai=1,2,...,k. O

Para definir uma representacao de B,, e uma vez que {01,...,0,-1} € um
conjunto de geradores, basta determinar um conjunto de relacdes entre os ele-
mentos de By,.

Demonstra-se serem vélidas as relacoes
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j+1

Figura1.17: 0;0j=0j0;

1. 0,0j=0j0;, para |[i—j|=2,1<i,j<n-1, (figura 1.17)

2. 0i0i4+10;=0i4+10i0;;1, para 1<i<n-2 , (figura 1.18)

Pi Pi+1 PHZ P\ Pi+1 Pi+2
/ /
/ ~ v
/ /
99,4 9.9

14171 71+1
Figural.18: 0;0;410; =0;+10i0;+1
Teoremal.1.7. Ogrupo B, admite umarepresentacdo com geradoresoy,...,0 -1,
e relagoes
1. 0j0j=0j0;, para |i—j|z2,1<i,j<sn-1
2. 0i0i410;=0;410i0i+1, para 1<i<n-2 O

Observacao 1.1.6. O grupo B; é o grupo trivial, e o grupo B, é um grupo livre de
caracteristica 1, gerado por o4, isomorfo a Z.

Definicao 1.1.13. Seja f uma n—tranca suportada por & = {Py,..., P,}. O fecho
de B, denotado f, é um k—elo, k = 1, obtido de 8 unindo os pontos P; a P},
i=1,...,n,comarcos ay,...,&,. Com a excepcao dos pontos P; e P;., 0S arcos «;
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ndo possuem outros pontos em comum com f, e @; Na@; = @ se i # j, como na
figura 1.19.

\

\

Figura 1.19: Uma 3-tranca e respectivo fecho

Teorema 1.1.8 (Alexander, 1923). Seja E um k—elo arbitrdrio. Entdo existe uma
n—tranca p tal que f = E. O

®-€

Figura 1.20: (a) Entrancamento do né6 44, (41 = ,3); (b) B= 0102‘101051

(b)

Uma demonstracao deste teorema de J. Alexander pode ser consultada em
[6]. Em 1990 P. Vogel [37] apresenta um algoritmo facilmente implementéavel em
computador, que permite obter uma tranca cujo fecho é um k—elo dado.

Definicao 1.1.14. Um k—elo diz-se positivo se é obtido a partir de uma n—tranga
B cuja expressao nos geradores 0,...,0, ndo envolve poténcias negativas de o;.
Se pelo menos um dos o; na expressao de 8 apresenta um expoente negativo,
diz-se que o k—elo é negativo.

Assim, por exemplo, o né 4, é negativo (figura 1.20), enquanto o né 3; = o3
é positivo.

A expressao que permite calcular o genusde um elo, apresentada no teorema
1.1.5, pode ser simplificada no caso dos elos positivos:

Teorema 1.1.9 (Birman e Williams [2]). Seja E um k—elo positivo e néo-separdvel®,
tal que E = ,3, onde 3 é uma N—tranga cujo diagrama apresenta c cruzamentos.

4 Grosso modo, um k—elo é separével se as suas componentes podem ser deformadas de modo
a que fiquem situadas em lados opostos de um plano no espago.
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Entdao,

+1.

(E)_C—N—k
g =7

O

Eliminando a condicao de positividade do k—elo, D. Bennequin [1] genera-
lizou o teorema 1.1.9:

Teorema 1.1.10 (Bennequin). Seja E um k—elo néo-separdvel tal que E = B,
onde 8 é uma N—tranga cujo diagrama apresenta c,. cruzamentos positivos e c_
cruzamentos negativos, entao

lcy, —c_|-N—-k |c++c_|—N—k+

+1<g(E) < 1.
2 8(F) 2

1.2 Sistemas Dinamicos: Tépicos Fundamentais

Em termos gerais, um sistema dindmico € constituido por um conjunto, X,
designado espago de fase do sistema, cujos elementos representam todos os es-
tados possiveis do sistema, e por uma lei que descreve a evolucdao temporal do
sistema, ou seja, as alteracoes dos estados, x € X, do sistema com o decorrer do
tempo, t, o qual pode ser considerado discreto ( € Z) ou continuo (¢ € R).

Observacao 1.2.1. Consideraremos somente sistemas dindmicos deterministas,
nos quais cada estado é determinado de modo tnico pela lei de evolucao, o
estado actual pode ser determinado dos estados anteriores, por oposicao, por
exemplo, aos sistemas dindmicos estocasticos.

Definicdo 1.2.1 (Sistema Dindmico). Sejam X < R uma variedade de dimen-
sdo n,e T =R ou T = Z. Um sistema dindmico de classe C", r =0, em X é um
terno (X, T,¢), onde

@:XxT—-X

é uma funcao de classe C’, satisfazendo as propriedades
1. p(x,0)=x, VxeX
2. plp(x,1),8)=@(x,t+5s), VxeX,Vs,teT (propriedade de grupo)

O sistema dinamico diz-se continuo, ou um fluxo, quando T = R, e discreto
quando T = Z.5

Observacao 1.2.2. Fixando € T, ¢ determina a funcdo ¢’ : X — X, pelo que as
propriedades 1. e 2. na definicao 1.2.1 podem reescrever-se, para todo x € X,

1. ¢°(x)=x
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P(n)=e™(x)

Figura 1.21: Propriedade de grupo

2. (¢ o) (x) =" (x)

Proposicdo 1.2.1. Para cada t € R, a fungdo ¢ : X — X é um difeomorfismo de
classe C", com inversa (¢") " = ¢™". O

Observacio 1.2.3. Sejam X uma variedade compacta, sem bordo, e f um campo
vectorial® suave em X.
A equacdo diferencial
x=f(x)

define um fluxo diferencidvel. De facto (Cf. [8], pgs. 187-189), nestas condi-
coes, o teorema de existéncia e unicidade para equacoes diferenciais ordinérias,
garante a existéncia de uma tinica fungéo suave

p: XxR—-X
tal que
1. ¢': X — X é um difeomorfismo, para todo t € R
2. @Sop' ="’ paratodo r,se R
3. % (px, D) l=0 = f (p(x, D), x€ X,

Reciprocamente, se ¢(x, t) define um fluxo em X, a funcao

d
fm=%Wmeo

define um campo vectorial em X, e para cada xj € X, ¢ (xo, t) é solucdo do pro-
blema de valores iniciais
x=f(x), x0)=xp.

5Quando T = R* temos um semi-fluxo, e quando f nio é invertivel consideramos T = IN.
6Um campo vectorial em X é uma funcéo f:X — RP tal que f(x) € Tx(X), para todo x € X,
sendo Tx(X) o espaco vectorial tangente a X em x.
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Um sistema dinamico (X, R, ¢) pode dar origem a um sistema dinamico dis-
creto (X,Z, f), pelo menos de dois modos:

1. Fixemos fy € R, e considere-se f = ¢'. Deste modo, para n € Z temos
fn — ((pto)n — (pnto
pelo que faz sentido considerar o sistema dindmico discreto (X, Z, f);

2. Aplicagdo de Poincaré. Sejam ¢’ : X — X um fluxo e yo uma 6rbita pe-
riédica de periodo 7y > 0. Considere-se uma sub-variedade S c X de co-
dimensao um, verificando

(@ yo N S={xo}
(b) %(p(x, 1) ¢ Ty S, V x € S. Por outras palavras, yo M S.

Dado x numa vizinhancga Vy, c S de x, defina-se a aplicagao
P:Vy, —S

por P(x) = ¢"(x), x € Vy,, onde T é o menor valor positivo de ¢ para o qual
p'(x)€S.

A aplicacao P designa-se aplicag¢do de Poincaré, e a sub-variedade S, sec-
¢do de Poincaré (figura 1.22).

Figura 1.22: Aplicacdo de Poincaré

Reciprocamente, dado um sistema dindmico discreto (X,Z, f), é possivel
construir um fluxo definido num espaco de dimensao igual a dim(X) + 1. Tal
fluxo denomina-se suspensdo da aplicacgao f.

Descrevamos o processo que permite construir o fluxo suspensao.

Seja f: X — X uma aplicacdo de classe C", r = 0, e considere-se o produto
cartesiano X x I, onde I = [0,1]. Definindo a relacao de equivaléncia (x,1) ~

(f (x),0), obtemos o espaco quociente
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no qual consideramos o fluxo ¢’(x,s) = (x,s+ 1), com s+ ¢ € [0,1], para todo ¢,
(Cf. figura 1.23). Note-se que, localmente, a suspensao e a aplicacdo de Poincaré
sdo construcdes inversas uma da outra. De facto, identificando X com a seccdo
S =X x {0} do fluxo ¢’, obtemos como aplica¢do de Poincaré a aplicacao f.

(x,1)

XX
?HCAR —_—>
., 0)(f(x).0)

Figura 1.23: Suspensdo de uma aplicacdo

A cada sistema dinamico (X, T, ¢) associamos conjuntos de pontos, desig-
nados érbitas.

Definicao 1.2.2. Por 6rbita com inicio em xy € X entendemos o conjunto
Oxp)={xeX:x=¢" (x0), te T} X.

Para T = R, os conjuntos O (xp) sdo curvas em X, parametrizadas por t € R,
enquanto que para T = Z uma 6rbita é uma sucessao de pontos em X.

Casos particulares de 6rbitas sdo os pontos de equilibrio e as 6rbitas peri6-
dicas.

Definicao 1.2.3. Um ponto xp € X é um ponto de equilibrio (ou um ponto fixo),
se ¢’ (xo) = xo, paratodo r€ T.

Definicédo 1.2.4. Uma drbita periddica vy, € uma 6rbita para a qual existe k€ T™
(T* =R* ou T* =IN), tal que ¢'**(xq) = ¢ (xo), para todo xy € yp e todo t€ T.
O minimo valor de k € T* nas condigdes acima designa-se periodo.
No contexto dos fluxos (X, R, ¢), yo é uma curva fechada, enquanto no caso
discreto (X,Z, f), yo = {x0 = f¥ (x0), f (x0), f2 (x0),--., f¥7 (x0)} é um conjunto
finito de pontos, (cf. figura 1.24).

Proposicdo 1.2.2. Sejam O (x) e G(y) duas orbitas de um sistema dindmico con-
tinuo (X, R, ). SeO(x) NO(y) # @, entdo O (x) = O (y).

DEMONSTRAGAO Por hipétese existe z € G (x) N G(y), pelo que podemos ga-
rantir a existéncia de nameros reais s, f, tais que @’(x) = z = ¢*(y), donde x =
¢~ (2).
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£ (xo)

Coo), T

(’ o Txo)
N fz(xorL

% F(x0) > %
@ (b)

Figura 1.24: Orbitas periddicas: (a) (X, R, ¢); (b) (X,Z, f)

Para x’ € 0 (x), existe um real r tal que x’ = ¢" (x), pelo que

x/ — (pr ((p—t(z)) — (pl‘ ((p—t((ps(y))) :(pr—t+s(y)

e portanto @ (x) < G (y). De modo anélogo se conclui que G (y) < € (x), concluindo-
se entdo que O(x) =0 (y). O

Um conceito, devido a C. Conley, mais fraco que o de periodicidade, mas
crucial na descricao do comportamento assimptético das 6rbitas de um sistema
dinamico, € o de recorréncia por cadeias.

Definicao 1.2.5 (Recorréncia por cadeias). Apresentamos a definicdo para os
casos discreto e continuo,

1. (Difeomorfismos). Um ponto x € X é um ponto recorrente por cadeias
para o difeomorfismo f: X — X, se para todo o € > 0 existem pontos xy =
X, X1,X2,..., Xk = X, tais que d (f (x;),x;+1) <&, para 0<i < k= k(¢), onde
d(-,-) é uma métrica em X.

2. (Fluxos). Dado um fluxo ¢! : X — X, um ponto x € X é recorrente por
cadeias se para todo o € > 0 existem pontos xg = X, X1, X2, ..., Xk = X, € nd-
meros reais f, ty, fz, ..., ty—1, com t; = 1, tais que d (¢’ (x;),x;+1) <€, para
i=0,1,...,k—1. (Cf. figura 1.25).

O conjunto dos pontos recorrentes por cadeia designa-se conjunto recorrente
por cadeias, e serd denotado por Z(f), (resp. % (¢')).

Note-se que 6rbitas periédicas sdo exemplos de conjuntos recorrentes por
cadeias, no entanto nem todos o conjunto recorrente por cadeias é uma 6rbita
periddica.

Defini¢do 1.2.6. Seja ¢’ (resp. f), um fluxo (resp. um difeomorfismo) em X. Um
conjunto A < X diz-se invariante para ¢’ (resp. f), se ¢’(A) © A (resp. f(A)
(A)).
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~ ~
/@i \
\/ %/
~ — t\
/ W(xﬁi)
P
e \
- ‘T
/‘l?k\'(xk—l) ,
T Y,
N 2 N

—

Figura 1.25: Ponto recorrente por cadeias

Proposicdo 1.2.3. O conjunto Z(f), (resp. Z(¢")) é fechado e invariante para f,
(resp. ). O

Definicao 1.2.7 (Estrutura hiperbdlica para difeomorfismos). Seja f: X — X um
difeomorfismo. Um conjunto invariante A c X diz-se hiperbdlico se a restricao
davariedade tangentea A, Th X = Uyen {x} x Ty X, se pode escrever como a soma
directa Tp X = E} ® E}{, com E} e E invariantes para a derivada Df, e existem
constantes C >0, A €]0, 1[, verificando

IDf"(v)| < CA"|vl, VveEy,Vn>0

IDf " ()| < CA v, VveEy,Vn>0.

Definic¢do 1.2.8 (Estrutura hiperbdlica para fluxos). Seja ¢’ : X — X um fluxo.
Um conjunto A c X, invariante para ¢’, diz-se hiperbdlico se

1. Tp X = Ey ® Ef & (V(x)), com E}, E} e (V(x)) invariantes para a derivada
D', sendo (V(x)) o espaco gerado pelo campo vectorial associado a ¢°;

2. EY e E; variam continuamente com x € A;
3. existem constantes C, a > 0 verificando, para todo t =0

DL ()| <Ce v, VYveE)

|Dg;'(v)|<Ce™|vl, VveE}.

Demonstra-se que, ([32], proposi¢do 8.6), se o conjunto recorrente por ca-
deias Z é hiperbdlico, as érbitas periédicas do sistema sdo densas em Z.
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Proposicao 1.2.4. O conjunto Z é igual ao fecho do conjunto das orbitas perio-
dicas do sistema. O

A existéncia de uma estrutura hiperbélica no conjunto % tem ainda como
consequéncia importante, o Teorema da Decomposicao Espectral de Smale, [33].

Teorema 1.2.1 (Decomposicao Espectral). Dado um fluxo, ou difeomorfismo,
em X, com um conjunto recorrente por cadeias X, hiperbélico, entdo

RA=BiUuByuU---UB,;,

unido disjunta, onde cada conjunto B;, i = 1,...,r, é compacto, invariante e con-
tém uma orbita do sistema densa em B;. O

Os conjuntos B; a que faz referéncia o teorema 1.2.1, designam-se conjuntos
bdsicos.

Observacdo 1.2.4. Se ¢’ : X — X é um fluxo para o qual % (¢’) é hiperbdlico,
resulta do teorema 1.2.1 que os conjuntos bdsicos na decomposi¢ao de % (¢")
sdo as componentes conexas deste conjunto.

Enunciamos um resultado importante, devido a M. Hirsch, C. Pugh e M.
Shub, e no qual se definem as variedades estavel e instavel.

Teorema 1.2.2 (Teorema da variedade estavel). Seja A um conjunto invariante
e hiperbélico para um difeomorfismo f : X — X. Entdo para cada x € A\, os con-
juntos

s _ T n n —
WS (x) = {ye X: lim a(f"x, ") = 0}
u _ . . -n —n —
W (x)—{J’EX'nl_l,Tood(f x), f (J’))—O}
sdo imersoes suaves de E}, e EY, respectivamente. Além disso,

T, (W*(x)) = E;

Ty (W"(x)) = EX.

O conjunto W*(x) (resp. W¥(x)), designa-se variedade estdvel (resp. instdvel), de
X. O

Observacio 1.2.5. E véilido um resultado anélogo para fluxos, com

srn o t L)) =
w (X)_{yEX'tEIPood((p (x), ¢ (J/))—O}

W) ={yex: Jim _d(¢"(x),¢'(y) = o}
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Defini¢do 1.2.9. Sejam ¢’ : X — X um fluxo e y uma 6rbita periddica para ¢’.
Definimos as variedades, estdvel W*(y), e instavel W*(y), como

Son T r -
i ={eex: jim dly'to) =0}

Wiy ={xeX: lim_d(p'w,y)=0}.

Dada uma vizinhanca de y, V(y), definimos as variedades estdvel e instavel
locais,

W (y) = {xe V(y): lim d(p'(x),y)=0,ep'(x)eV(y),r= 0}
Wia.(y) = {xe Vy): lim d(p'x),y)=0,ep' (x)eV(y),r< 0}.

Outro exemplo significativo de conjunto invariante é o dos conjuntos, que
denotaremos «f, para os quais todas as 6rbitas, numa vizinhanca V de </, con-
vergem para &« .

Definicao 1.2.10 (Atractor). Seja f: X — X um difeomorfismo. Um conjunto
&/ < X é um atractor se existe um compacto V c X para o qual f(V) cint(V) e
tal que,

1. o =Np=o (V)
2. o CR(f).

Se | possui uma estrutura hiperbélica, o atractor diz-se hiperbélico e se, além
disso, a dimensdo topolégica’ de «f é igual a dimensio da variedade instavel
W¥(x), x € &, o atractor diz-se expansivo.

Proposicdo 1.2.5. Sejam f : X — X um difeomorfismo, e «f atractor hiperbdlico
para f.
As variedades instdveis dos pontos de of estdo totalmente contidas em < .

DEMONSTRAGAO A definicdo de atractor garante a existéncia de um compacto
Nc X, talque & =N;=0 f" (V).
Para cada x € «f, existe € > 0 tal que, paracadane Z

WE (") = {ye X:d(f_k(y),f_k_”(x)) <e Vk= 0} cN

7Um espago métrico compacto A tem dimensdo topolégica inferior ou igual a n, n € INg, se
para todo ¢ > 0 existe uma cobertura € = {A), Az, , A}, A; abertos com diam (4;) < ¢,i =
1,---, k, tal que todo o ponto de A pertence a pelo menos n+ 1 dos abertos A;. Um conjunto tem
dimensdo topoldgica 0 se é totalmente desconexo, ou seja, a componente conexa de cada ponto
x € {x}.
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Entdo, paracadan=0,

wh (@) = U £ (we{rw)) e,
k=0
donde resulta
W) = f" (W (f" ) < f (V)

concluindo-se, tomando a intersecc¢do de f"(N) paran =0

W) c () f"IN) = o .

n=0

|

Observacao 1.2.6. Resulta da proposi¢do anterior que a dimensao topolégica
de um atractor hiperbélico < é maior ou igual a dimensdo de W*(x). Assim,
quando dim(«f/) = 0 temos que a dimensdao de W¥*(x) é igual a zero e &/ é um
conjunto finito.

Definicao 1.2.11. Um difeomorfismo f: X — X diz-se Anosov se a variedade X
é hiperbdlica.

Apresentamos um exemplo de um difeomorfismo de Anosov definido no
toro T2.

Exemplo 1.2.1. Seja L: R? — R? uma aplicagdo linear tal que L(Z?) = Z2, e
considere-se o toro T2 definido como espaco de identificacdo g : R? — T? =
R? /72, q(x,y) = q(x+m,y+n),¥Y m,neZ.

k

Figura 1.26: (R?, p) como espago de cobertura de T2

Uma vez que L(Z?) = Z?, a aplicagdo L induz uma aplicagdo f, definida em

T2, talque fog=gqolL,

R2 —L . R2
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Note-se que f o g estd bem definida:
qx',yV=qx, )= &, y)=(x+my+n), mneZ
portanto
(qoL)(x',y’) =(goLl)(x+m,y+n)=(qoL)(x,y)+(goL)(m,n)=(qgoL)(x,y).

Se L é representada por uma matriz 2 por 2, A = (a; i), aij€Z, hiperbélica®
e tal que |det(A)| = 1, entdo a aplicacdo f: T? — T? é um difeomorfismo (f~! é
induzida por A™1).

Em particular, considerando a matriz hiperbélica A = ,temosdet(A) = 1

11
1
-1 2
f:T?2 -T2,

e Al = [ tem entradas inteiras, pelo que fica definido o difeomorfismo

flx, )= A(j) (mod1).
Os valores préprios de A sao

3-v5 3+v5
2

AS = <1l e A=
2

>1,

associados aos vectores préprios

1 1
vsz(_\/gﬁ) e v":(\/g_l).
2 2

Resulta da equagao f(x,y) = (x, ),
2x+y=x+m A x+y=y+n, nme7z

e portanto x = n e y = m — n, pelo que x e y sdo inteiros, concluindo-se que
(x,) = (0,0) € T? é 0 tinico ponto fixo de f.

Para (x, y) € T2, no espaco de cobertura do toro, W*(x, y) é uma recta con-
\/_ 5+1

, enquanto W¥(x, y) é umarecta

contendo (0,0) com declive irracional igual a *5— ‘f 1
Visualizando o toro como espaco de 1dent1ﬁcagao de [0,1[x[0,1[ (cf. figura
1.27), observe-se que, por exemplo, W4(x, y) sai de [0,1[x[0, 1[ no ponto de co-

ordenadas ( V5 1) voltando a [0,1[x[0,1[ no ponto (x,y) = ( @), saindo

tendo (0,0) com declive irracional igual a -

novamente no ponto (x, y) = (‘/_T_, 1), e assim sucessivamente (cf. figura 1.28).

Para cada (x, y) € T?, as variedades invariantes W*(x, y) e W¥*(x, y) sdo den-
sas no toro, enrolando em torno desta superficie. Mais, o conjunto dos pontos
periédicos de f, Per(f), é denso em T2.

80u seja, 1 e —1 ndo fazem parte do espectro de A.
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C(0,1) B (1,1)

0(0,0) A(1,0)

O~C~A-B

Figura 1.27: T? como espaco de identificacio

Figura 1.28: O difeomorfismo de Anosov f: T? — T2

De facto, dado um ponto no toro com coordenadas racionais, podemos considera-

lo na forma (x,y) = (£, £), com n,r,s € Z. Note-se que existem exactamente n?
2r+ +

pontos da forma (£,2), com r,s€{0,1,---,n—1}, no toro, e f (£, 2) = (L5, 23)
é igualmente um ponto de coordenadas racionais com denominador igual a 7.

Uma vez que existem somente 1 pontos desta forma, as iteradas f* (£,2)

. . . . . . . i(r sy _ gk(r s

devem repetir-se, ou se]al,C existem inteiros j, k tais que f/ (ﬁ, ﬁ) =f (ﬁ, 5) e
|j — k| < n?. Aplicando f~¥ aigualdade anterior, obtemos

(2= (L,2)

n'n n'n

concluindo-se entdo que (%, %) é um ponto periédico de periodo menor ou igual
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a n?, e entdo Per(f) é denso em T?, (os pontos da forma (

T2, dada a arbitrariedade de n € Z).

rs

L,2) sao densos em

Em [33] Smale refere um tipo de difeomorfismo, que designou difeomor-
fismo DA (derivado de Anosov), obtido por modificacdo (cirurgia de Smale) do
difeomorfismo de Anosov f : T? — T2 do exemplo 1.2.1, numa vizinhanca do
ponto fixo de f correspondente a (0,0) € R?.

Exemplo 1.2.2. Seja f: T? — T? como no exemplo 1.2.1, e considere-se py =
q(0,0) € T? tal que f (po) = po.

Para
1 1
US:(_\/§+1) ‘ l}u:(\/g_l)’
2 2

considere-se, numa vizinhanca V), de py, um sistema de coordenadas ( po; 7%, 7%),
L

- S - u
onde 7° = |ZS| ept="L

st
Seja p : R — R uma fung¢éo suave como na figura 1.29, e com as seguintes
propriedades,

1. p(-=t)=p(t), pépar;

0, t=1
2. p(t) = 14 , para € > 0 suficientemente pequeno, e 1° =
2-A% tel-ge€l
3-v5.
2 )
3. p(t)>-1%;

4. [ p(ndr=0;

5. pla)=1-21%;

2}

<1-A%, selt|>a
. p(p) .
>1-A% seltl<a

Considere-se a funcao g: R — R definida por
X
glx) = Asx+f p(ndt.
0

Uma vez que, para todo x, g'(x) = A*+ p(x) # 0, concluimos que g é um
difeomorfismo. Além disso, g(x) = A°x para |x| = 1 (propriedades 2. e 4.) e, para
xel-g¢€l,

X
g(x):/lsx+f (2-A%)dr=2x, (prop.2.).
0
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v

Figura 1.29: A funcéo p(?)

Observamos ainda que
-X
gl=x) = —itsx+f p(ndt
Ox
- —ﬂtsx+f p(=0) x (~1)dt
O)C
= —Asx—f p(tdt
0
=-g)
pelo que g é impar.

Resulta da desigualdade p(f) > 1— A%, para |f| < a, que podemos assegurar a
existéncia de b € ] a, 1] tal que, para qualquer ¢ € ]0, b]

t
g >7Lst+f (1-A%)dx=t.
0
Defina-se A = Sup|, = & (%), e note-se que entao A <1, pois p() < 1—A°

sempre que |f| > a.
Seja B(1), t € R, uma funcdo real suave de suporte compacto, tal que

L |1p()l=<1
0, selt|=1
2. 1) = .
i {1, set€ [—b, b]

Definimos o difeomorfismo DA F : T2 — T2, modificando o difeomorfismo
de Anosov f do exemplo 1.2.1 na vizinhanga V},, por

F(x,y)=(gx) )+ A°x(1 - B(y)),A"y) .
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Observamos que, em Vy,, f(x,y) = (A°x,A*y) e, além disso, F(x,y) = f(x,y)
para (x,y) € D! (po) = {(x,y) : x* + y* < 1} € V), uma vez que g(x) = A°x sempre
que |x| = 1.

Por construcédo, F ndo admite pontos fixos no complementar de Vj,. Em
Vp,» @ equacdo F(x, y) = (x, y) pode escrever-se

{g(x)ﬁ(y) +AxA-B()) =x
AMy=y

Da segunda equacao resulta y = 0, donde se conclui, uma vez que §(0) = 1, que
a primeira equacao é equivalente a equacado g(x) = x. Temos entdo g(0) =0e
(0,0) é um ponto fixo de F.

Atendendo a que, como verificAmos, g(x) > x para todo x € ]0, b], a existir, a
solucdo de g(x) = x terd que pertencer ao intervalo [b, 1].

Dado x € [b, 1], temos g ([b, 1]) < [b, 1], pois g é crescente uma vez que g'(x) =
A%+ p(x) > 0 para todo x, e g(1) = A* < 1, pelo que g admite um ponto fixo,
digamos X, em ]b,1[. A paridade de g permite agora concluir que F : T?> — T2
admite trés pontos fixos,

po=4q(0,0), p1=q(x,0) e pr =qg(-x,0).

Determinemos o tipo de estabilidade de cada um dos pontos fixos p;, i =
0,1,2.

Temos,
gPWM+A°(1-B() (8)-A"x)B'(¥)
DF(x'y) =
0 AU
pelo que
2 0

e po € um ponto fixo repulsor.
Quanto ao ponto fixo p; temos,

DF(Y,O) =

g 0
0o A

donde, uma vez que X € 1b,1[ e g'(X) < A < 1, concluimos que p; é um ponto de
sela. A mesma conclusdo é vélida para py, por simetria.

Resumindo, uma cirurgia de Smale executada na vizinhanga V), modifica o
difeomorfismo de Anosov f : T? — T? num difeomorfismo DA F:T? — T2, o
qual possui um atractor hiperbélico A = (59 F" (TTZ \ Vpo), designado atractor
DA. O difeomorfismo F mantém invariante a folheacao (vide definicdo 1.2.12)
cujas folhas sdo variedades estaveis de f, exceptuando-se a folha que contém
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po. (Observe-se que, em V), o difeomorfismo F mantém invariantes as rectas
y =constante). Simbolicamente, F (W*(x)) = W (F(x)), para todo x € T\ {po}.
Ap6s a cirurgia de Smale, a variedade instavel do ponto py da origem a duas
novas folhas, uma contendo p; e outra p,, enquanto o ponto fixo py € transfor-
mado num ponto fixo repulsor (ou fonte) como se representa na figura 1.30.

Cirurgia de Smale

Figura 1.30: Cirurgia de Smale

Definicao 1.2.12. Dada uma variedade X de dimensdo 7, uma folheac¢do de di-
mensao p de X é uma particdo, F = {Fy}qc 4, de X com F, sub-variedades co-
nexas de X, designadas folhas da folheacdo, e tais que dado um ponto a em X
existe uma carta (Ui,gbi) em torno de a, de modo que para F, com U; N Fy # @,
a € A, cada componente conexa de ¢; (U; N Fy) é da forma (cf. figura 1.31)

{(x1, %2, .., %0) € (Ui) 1 Xpi1 = Cpi1, Xpa2 = Cpi2,s-ver Xn = Cn}

onde as constantes ¢p+1,Cp+2,...,Cn $30 determinadas pelas componentes co-
nexas de ¢; (U; N Fy).

X R

RP

N~ 1+

[

Figura 1.31: Folheagdo

Observacio 1.2.7. Dada uma variedade de dimensdo n, X, uma folheacdo &
de X é umarela¢do de equivaléncia, cujas classes de equivaléncia, as folhas, sao
sub-variedades conexas de X, todas da mesma dimensao.
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Nocao importante € a de conjugagdo topoldgica de sistemas dindmicos. Sis-
temas dinamicos topolégicamente conjugados sdo equivalentes em termos da
sua dinamica.

Defini¢do 1.2.13. Dois sistemas dinamicos (X,Z,f) e (Y,Z,g) dizem-se to-
polégicamente conjugados, se existe um homeomorfismo h: X — Y tal que
go h=ho f

Definicdo 1.2.14. Dois sistemas dinamicos (X,RR,¢) e (Y,R,v) dizem-se topo-
légicamente equivalentes, se existe um homeomorfismo h:X — Y que trans-
forma orbitas de ¢! em 6rbitas de v, preservando a orientacdo e a parametri-
Zagao no tempo.

Dinamica simbdélica

A dindmica simbdlica é um conceito fundamental no estudo qualitativo dos
sistemas dindmicos. Grosso modo pode considerar-se uma forma de modelar
sistemas dinamicos utilizando sequéncias de simbolos.

Sejam A = {x1, X2,..., Xy} um conjunto finito, designado alfabeto, de N sim-
bolos chamados letras, e

ZNZAZ ={(...a—a_1-apgayay...): a; €A, VieZ}

o espaco das sequéncias bi-infinitas a = (a;) ¢z, que designaremos itinerdrios.
Uma palavra (ou bloco) em A é uma sequéncia finita de letras de A. O com-
primento de uma palavra w, denotado |w|, € o nimero de letras que w contém.
Por exemplo, se A = {x1, X2}, W = X1 X1 X2 X2 X2X] = xfxgxl é uma palavra de com-
primento 6, |w| = 6. Denotamos (... ww - ww...) por w™.
Munimos A da estrutura de espa¢co métrico, considerando a métrica

6(xi,xj) = 1_5ij

onde §;; € o delta de Kronecker. Desta forma dotamos A da topologia discreta e
2y da topologia produto.
Obtemos a mesma topologia em X se considerarmos a métrica d(-,-) defi-
nida em X por
6 (a;, b;)
olil
onde a = (a;) ez, b = (b;) ez sao itinerdrios.

d(a,b) =

)

Proposicdo 1.2.6. O espago métrico (A,5) é compacto e totalmente desconexo,
i.e., a componente conexa de cada x; € A é{x;}. O

Proposicao 1.2.7. O espaco métrico (Xy,d) é compacto, totalmente desconexo e
perfeito. O

9Um subconjunto A de um espaco topolégico X diz-se perfeito, se A é fechado e ndo tem
pontos isolados.



30 CAPITULO 1. INTRODUCAO

Define-se uma aplicacdo, designada aplicagdo shift, o : 2y — Z por
(o(a)i=ai1.

A aplicacdo o é bijectiva e continua, logo um homeomorfismo uma vez que
Xy é um espaco de Hausdorff compacto.
Oterno (£n,7,0) éum sistema dindmico, designado N—shift completo.

Definicao 1.2.15. Um ponto a € X € periédico para a aplicacdo o se o”(a) = a,
para algum inteiro p = 1. O inteiro p designa-se periodo de a.

Observacao 1.2.8. Um ponto de periodo p tem a forma w*, onde w é uma
palavra de comprimento p. Todo o ponto de Xy da forma x}°, para x; € A, é um
ponto fixo: o (x;) = x;.

Seja A = [A;,j] uma matriz quadrada N x N tal que A; ; € {0, 1}. Associamos
a matriz A, designada matriz de transicdo, um grafo G(A), cujo conjunto dos
vértices € A = {x1,..., X} e com aresta x; — Xx; sempre que A; j = 1. Diz-se que
A € irredutivel se para cada par de vértices x;, x; existe um caminho em G(A)
com inicio em x; e fim em x;.

Um itinerario a = (a;);cz € admissivel em relacdo a matriz de transicdo A
em i se, para a;d;+1 = XjXk, j,k€{l,..., N}, Aj = 1. Dizemos que o itinerario a
é admissivel se a é admissivel em relacdo a Aemtodo i€ {l1,..., N}.

Definicao 1.2.16. Dada uma matriz de transicdo A, define-se o sistema dina-
mico (Z4,Z,0 4), denominado subshift de tipo finito associado a A, onde X4
2y € o conjunto dos itinerdrios admissiveis,

Za={a=(apiez:Ajr=1, paraa;aj.1 = Xjx, ¥ i}
e oy éarestriciode o a X 4.

Exemplo 1.2.3. Seja A = {x;, x», X3} e considere-se a matriz de transicdo
1 11
A=1]1 0 O
0 1 1

cujo grafo G(A) é o
OO

Umavezque Ay » = Ay 3 = A3 =0, entdo X 4 contém, por exemplo, as sequén-
cias constantes (...x;x1Xx1...) = x‘l’o e (...X3x3x3...) = x§° mas nao contém a
sequéncia constante (...xz2X2Xx2...) = x3°, nem qualquer sequéncia que conte-
nha a palavra x,xs.
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Considere-se de novo a relacdo ~que identifica, agoraem £, = £, x[0,1] / ~
os pontos (a,1) e (o(a),0). Obtemos o fluxo suspensao

sus,;(0): 24— 24

designado fluxo hiperbélico simbdlico.

O préximo resultado deve-se a Bowen [4]:
Teorema 1.2.3. Seja ¢': X — X um fluxo e B um conjunto bdsico, de dimensao
um, para ¢'. Entao ¢'|z é topolégicamente conjugado com um fluxo hiperbélico
simbdlico. O
Conceito importante na descricdo da dindmica simbélica de alguns sistemas

é o de particdo de Markov.
Seja B um conjunto basico hiperbélico para um difeomorfismo f. Parax, y €

B suficientemente préximos, definimos

[ 7] = Wige () 0 Wig ()

Wer(y)

W(x) Y wso)

[xy]

Observacao 1.2.9. Sabemos do teorema 1.2.2que T, (W*(x)) = E{ e Ty (W*(x)) =
E¥. Dado que E; e E¥ sao complementares, temos entdao W*(x) h W*(x) pelo
que, quaisquer que sejam y e z numa vizinhanca suficientemente pequena de
x, W (y) h W)Y (2) é um conjunto singular, o que garante a unicidade de [y, 2].

Definicdo 1.2.17. Um conjunto fechado R c B é um rectdngulo se
1. x,yeR=>[x,y]€R
2. ointerior de R, como subconjunto de B, é denso em R.

O diametro de R deve ser suficientemente pequeno, de modo que seja pos-

sivel definir [x, y].
Escrevemos W¥(x,R) := Wlf)c(x) NR e W¥(x,R) := Wl(‘)‘c(x) NR
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Definicao 1.2.18. Seja f um difeomorfismo e B um conjunto bésico hiperbélico
para f. Uma partigdo de Markov para B, é uma cobertura finita R = {R;,..., Ry}
de B por rectangulos, verificando

1. int(R;) nint(R;) = @, parai # j
2. paraxeint(R;) e f(x) €int(R;),

f (W (x,R)) c W* (f(x),R))

f(W"(x,R)) > W (f(x),R})

Teorema 1.2.4 (Bowen [5]). Seja B um conjunto bdsico hiperbélico. Entéo B ad-
mite uma parti¢do de Markov R constituida por rectdngulos de diametro arbitra-
riamente pequeno. O

Apresentamos um exemplo sobejamente conhecido, mas bastante impor-
tante no estudo dos sistemas dindmicos, e que voltaremos a considerar no pré-
ximo capfitulo.

Exemplo 1.2.4 (A ferradura de Smale). A aplicacdo que consideramos neste exem-
plo foi introduzida por Smale [33].

Considere-se o conjunto S constituido por um quadrado Q e dois semi-circulos
Cp e C;, como na figura 1.32.

Figura 1.32: Ferradura de Smale

A ferradura de Smale é uma aplicacdo h: S — S que verifica as seguintes
condicoes:

1. aimagem h(S) c S tem a forma de uma ferradura,  contrai Q na direc¢ao
vertical com um factor A < % e dilata Q com um factor 1!, figura 1.32;

2. em cada uma das componentes verticais Vy e Vi de Qn h™1(Q) h é linear,
transformando Vj e V; nas componentes horizontais Hy e H; de h(Q)nQ,
figura 1.33;
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0 0
h
" " il

Figura 1.33: VouVi = h 1 (Qnh(Q)=Qnh™1(Q)

3. por linearidade de h: V; — H;, i = 0,1, h preserva segmentos horizontais
e verticais em Q;

4. hlg, : Cp — Cp € uma contracgao, logo possui um tnico ponto fixo.
O conjunto 2"(Q) N h~"(Q) dos pontos que permanecem em Q apos n itera-

coesde he h™!, é constituido por 22" quadrados. Na figura 1.34 representa-se o
conjunto (__, i"(Q).

()

Figura 1.34: N?__, h"(Q)

n=-2
O conjunto de todos os pontos que permanecem em Q para todas as itera-
¢coes de h é entdo
A=nNpezh"(Q)

Associamos cada ponto de A a um itinerdrio em X,, no alfabeto A = {0,1}, e
definimos uma aplicagdo 7: A — X, onde 7(x) = (ay) ,ez, do seguinte modo

0, se h"(x)eV
an:{ (x) eV ez

1, se h'(x)eWy

E vélido o teorema (cf. [10, 17]):

Teorema 1.2.5. A aplicagio T : A — X, é um homeomorfismo tal que T(h(x)) =
o(t(x)), para todo x € A. Por outras palavras, h|, é topolégicamente conjugada
com o shift o, pelo que é comutativo o diagrama
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Figura 1.35: Itinerdrios em (% __, h"(Q)

Entropia topolégica

A entropia topolégica é um invariante numeérico que, grosso modo, se pode
interpretar como um indicador da complexidade de um sistema dinamico.

Dado um sistema dindmico (X,Z, f), com X munido de uma métrica d,
considerem-se para x, y € X, os segmentos de 6rbita de comprimento n:

X f(x), f2(0,..., " H(x)

WEWD 20,0 f ),

que entendemos distintos se existir um inteiro ndo negativo k inferior a n, para
o qual d(f*(x), f*()) > ¢, onde € > 0 pode ser interpretado como erro de ob-
servacao (se d(x, y) < € ndo distinguimos os estados x e y).

Designemos por s(n, €, f) o ntimero de segmentos de 6rbita de comprimento
n que podem ser distinguidos para um dado € > 0. O nimero s(n, €, f) aumenta
com n.

Para cada € > 0 definimos a taxa de crescimento

hie, f) = nliqlmsup In(s(n, & ) .
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Considerando ¢ — 0 (observag6es mais finas), obtemos a entropia topol6-
gica
h(f) = lin(l) h( f).
E—

No caso de um fluxo ¢ : X x R — X definimos a entropia topolégica h(¢p)
como:

h(¢p) = h(ph).

Se (X,Z, f) e (X,Z,g) sao topolégicamente conjugados, entdo h(f) = h(g)
(vide [29]). No caso de fluxos topolégicamente equivalentes a entropia topold-
gica varia com o tempo t, pelo que para fluxos este invariante distingue fluxos
com entropia nula de fluxos com entropia positiva.
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Capitulo 2

Nos, Elos e Trancas em Fluxos de
Dimensao Trés

2.1 Introducao

Para fluxos ¢! : X — X, X variedade de dimensdo trés, as 6rbitas periodicas
sdo curvas fechadas mergulhadas em X, pelo que cada érbita periédica define
um né, trivial ou néo, e qualquer conjunto finito de érbitas periédicas constitui
um elo.

Estesnds e elos encontram-se bem definidos, uma vez que uma érbita perié-
dica ndo admite auto-intersec¢des, nem intersecta qualquer outra 6rbita, caso
contrério teriamos duas solug¢des distintas com a mesma condicao inicial, con-
tradizendo o teorema da unicidade para equacdes diferenciais.

Deste modo, o tipo de n6 comporta-se como um invariante para orbitas pe-

riédicas.
Observacao 2.1.1. Quando € possivel definir uma sec¢do de Poincaré, qualquer
6rbita periddica da aplicacao de Poincaré de periodo n intersecta a seccao em
n pontos. Considerando-se uma parametriza¢do segundo o tempo, podemos
considerar a evolucdo dos n pontos em simultaneo, partindo e chegando a uma
seccao de Poincaré escolhida, pelo que cada um dos n pontos descreve um fio
de uma tranca.

Atendendo a que a suspensao de uma dada aplicacdao de Poincaré nao é
Unica, — suspensoes diferindo por um multiplo arbitrario de tor¢cdes completas
possuem a mesma aplicacdo de Poincaré, — Natiello e Solari [26], consideram o
grupo quociente B, Z,, B, grupo das trancas e Z, o subgrupo de B,, gerado
por Afl =(0102...0,-1)", como instrumento para caracterizar as Orbitas peri6-
dicas de fluxos para os quais é possivel definir uma seccdo de Poincaré.!

1Uma rotagdo de 2kn do fluxo em torno de si préprio pode ser representada por A%k.
Em 1966 ]J. M. Van Buskirk demonstrou que A% gera o centro de By, portanto Z; =

{yeBy:yBp=Py,V B€Bn}.

37
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L

)

Figura 2.1: Sec¢do de Poincaré S. Orbita de periodo 3 e respectiva tranca

S S

Figura 2.2: Ag

Fluxos em dimensdo trés podem apresentar um comportamento bastante
complexo, com solucdes periddicas definindo diferentes tipos de nés. Gracas
ao trabalho de R. Williams e J. Birman ([39, 2, 3]) é possivel, sobre determina-
das condigdes, definir uma estrutura de variedade ramificada de dimensao dois,
onde coexistem todas as 6rbitas periddicas do sistema. Para sermos mais preci-
sos, as orbitas do sistema sao isotépicas as Orbitas periédicas de um semi-fluxo
definido na variedade ramificada, como veremos adiante.

A estrutura a que nos referimos acima, inicialmente designada knot-holder
e posteriormente template, foi utilizada por Birman e Williams [2] para estudar
a dindmica do sistema de Lorenz, considerando para o efeito a complexidade
topolégica das suas 6rbitas periédicas: o tipo de n6 e o tipo de elo.
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O sistema de Lorenz,?

x=10(-x+y)
y=28x—-y—xz (2.1.1)
z= —§z +xy
3
define um fluxo em R3, com trés pontos de equilibrio (0,0,0) e (+2v/6, +2v/6,27),

para o qual todas as 6rbitas, distintas dos pontos de equilibrio, se aproximam de
um mesmo conjunto: o atractor de Lorenz.

Figura 2.3: Atractor de Lorenz

2.2 Templates

2.2.1 Variedades ramificadas de dimensiao um

Ao estudar atractores expansivos para difeomorfismos de dimensao dois [38],
R. Williams utiliza variedades ramificadas de dimensdo um, isto é, variedades
construidas localmente a partir de um ntimero finito de 1-células® (ramos da
variedade), com um, ou ambos os bordos, identificados num ntimero finito de
pontos (pontos de ramificacdo), de tal modo que os ramos definem angulos nu-
los ou rasos, (cf. figura 2.4).

Exceptuando a existéncia de pontos de ramificacdo, a defini¢ao de variedade
ramificada de dimensdo um é andloga a de variedade de dimensado um.

Definicdo 2.2.1. Dizemos que I' © R? é uma variedade ramificada de dimensao
um, se I' é localmente difeomorfa a um dos trés espacos,

2Edward Lorenz (1917-2008), matematico e meteorologista norte-americano.
3Subconjuntos de R homeomorfos a intervalos.
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D

Figura 2.4: Uma variedade ramificada, com bordo, de dimenséao 1, obtida a par-
tir de 5 1-células e 2 pontos de ramificacdo

1. (R,0)

2. (H,0),comH={xeR:x=0}

3. (Y%, (0,0)), onde Yj € a unido dos graficos de k fungdes de classe C* que
sao:

(a) coincidentes e iguais a zero para x <0

(b) disjuntos para x >0
Definimos o conjunto dos pontos de ramificacdo de I' como o conjunto
R={aeT:(T,a)élocalmente difeomorfo a (Y, (0,0)) para algum k > 2}.
Como habitual,
Ol = {x eI (T, x) élocalmente difeomorfo a (H,0)}.

Ainda em [38], R. Williams introduz pela primeira vez no estudo de atracto-
res expansivos, um caso particular de uma construcao conhecida como sistema
limite inverso.

Defini¢do 2.2.2. Seja {X,, fn} 2=0 Uma sequéncia de espagos métricos compac-
tos, e de aplicacdes continuas, representada pelo diagrama

R S R = B

Define-se o espago limite inverso, e escreve-se im{Xy, f,},.,, como sendo o
subconjunto do espago produto [],~¢ Xy,

@{Xn»fn}nzo = {(xn) € H Xn:Xn :fn(xn+1)»vn20}

n=0

Ficam definidas, de modo natural, as projecc¢des do espaco produto em cada
um dos espacos factor

PrUmi{X,, fu} o0 = Xn, V1 20.
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Observaciao 2.2.1. A topologia do espaco [ir_n{Xn, fn}nzo é a topologia induzida
pela métrica 3

< dl(xn,y

5 (0 () = ¥ 2Emn)

n
n=0 2

onde d(-,-) representa a métrica em X,,. Relativamente a métrica 6, lim {X,,, f,,}
€ conexo e compacto.

n=0

Proposicao 2.2.1. Se a sequéncia{X,, in},=0, nas condicées da definicdo 2.2.2, é
talque Xoo> X152 Xp>... e iy: Xp+1 — Xy €éainclusao, entdo im{Xy, in}pso €
homeomorfo a N0 Xn-

DEMONSTRAGAO  Dado (xo, X1, X2,...) € lim {Xy, iy} 50, temos
Xo = lp(x1) € X4

Xo=lpoij(xp) € Xp

Xog=1Igoijoix(x3) € X3

Xp=1p0i10-+0ip(Xp+1) € Xpt1

entdo a aplicacao
h: lﬁl{Xn) intn=0— ﬂ Xn

n=0

definida por h(x,x,x,...) = x, € um homeomorfismo. O

Proposicao 2.2.2. Se na sequéncia inversa

Xy P x, I x, L

cada X, é homeomorfo a X, e cada f,, é um homeomorfismo, entdo lim {X,, f,}
é homeomorfo a Xj.

n=0

DEMONSTRACAO
Por hip6tese, para cada n = 0 temos um homeomorfismo h;, : Xo — X;;. Uma
vez que cada f;, n =0, ¢ um homeomorfismo, o diagrama comutativo

Xo

a
/ \Lhrwl

Xp<— Xun1
fn
define o homeomorfismo «a,: Xy — X,,.

Temos entdo um homeomorfismo, : Xo — im{X,, fu},-, , definido por
h (xp) = (xo, a1 (xp), a2(xp),...). O
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Considerando, na construc¢do apresentada na defini¢do 2.2.2, X;, =T, e f,, =
g, para todo n = 0, obtemos o limite inverso

& & §

r r r

que denotaremos (T, g) ..
Neste caso particular, existe uma aplicacdo induzida por g, designada shift
no limite inverso,

og:(l8)— (T8
definida por
0 (X0, X1,%2,--+)) = (g (x0), 8 (x1), & (x2),--+) = (g (X0), X, X1,--+)

e € a tinica aplicacdo que torna comutativo, para todo n = 0, o diagrama

(1,8)e —— (1.8)

P [

r —— T
g
A aplicagdo og € um homeomorfismo com inverso dado por

-1
O-g ((XO,X],XZ,“‘)) = (xlyx2)"') ’

a aplicacao shift da dindmica simbélica.

As técnicas de Williams permitem obter uma caracterizacdo topolédgica dos
atractores hiperboélicos, expansivos, associados a difeomorfismos de dimensao
dois (cf. [38]), situacdo na qual o atractor possui dimensao topolégica igual a
um. Em particular, o atractor é caracterizado em termos de limite inverso de
variedades ramificadas de dimensao um.

Observacao 2.2.2. A estrutura hiperbélica de um atractor associado a um dife-
omorfismo de dimensdo dois, apresenta variedades instavel e estavel de dimen-
sdo um. Mais, a proposicao 1.2.5 assegura que a variedade instavel de qualquer
ponto do atractor estd contida no préprio atractor pelo que, em dimensao dois,
qualquer atractor hiperbdlico, &/, é a unido de curvas contidas nas variedades
instaveis de pontos de <.

Resultado chave na teoria de R. Williams, da relacdo entre atractores expan-
sivos e variedades ramificadas de dimensdo n = 1, é o teorema 2.2.1. Enuncia-
mos o teorema apenas para o caso particular dos difeomorfismos de dimensao
dois. Para o caso geral veja-se [39], teorema 4.4.

Teorema 2.2.1. Suponhamos que A é um atractor expansivo de um difeomor-
fismo f: X — X, definido numa variedade X de dimenséo dois. Entdo existe uma
variedade ramificada de dimensédo um, T', mergulhada em X, e uma aplicagdo
ndo invertivel g :T' — T, tal que f|, é conjugado com a aplicagdo shift no limite
inverso og:(T,8) — (T, &) 0
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Ilustramos o teorema 2.2.1 com o exemplo de um atractor construido por R.
Plykin [27] em 1974.

Exemplo 2.2.1 (Atractor de Plykin). Considere-se o compacto 2 c R?, uma re-
gido do plano a qual se removeram trés conjuntos homeomorfos a {(x1, x,) € R? :
X2+ x5 < 1}, como representado na figura 2.5.

Consideramos que por cada ponto de 2 passa um segmento, de modo que
todos os segmentos assim obtidos sdo disjuntos. Por outras palavras, dotamos
2 de uma folheagdo, &, cujas folhas sdo os segmentos considerados.

Sry &
~>

D
Figura 2.5: O compacto & munido da folheacdo &

Definimos, geometricamente, a aplicacdo f:2% — £ como indicado na
figura 2.6

f(s,)
/

f(C) 7
odEEEEEEEE
/ p =
f(A
f(B) 4
B I

f(sy) D
Figura2.6: f: % — &
Esta aplicacao transforma cada folha s € # numa folha de &, f(s) € &, con-

trai ao longo das folhas, e além disso f(2?) c int(&). Note-se que quaisquer
dois pontos de uma mesma folha se comportam de modo idéntico por iteracao

de f.
Definimos o atractor de Plykin como sendo o conjunto,
A=) f").
n=0

O conjunto A € hiperbdlico. Observe-se que os elementos de & estdo contidos
nas variedades W*(x), x € A.
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Arelacdo de equivaléncia
X~y < x,y € P, pertencem a mesma componente conexa de W*(z)n&?, para algum z € &

permite a constru¢do do espaco quociente I' = &2 /.. Deste modo cada folha
é identificada a um ponto, pelo que pontos de uma mesma folha tém o mesmo
futuro assimptético.

O espaco I' é uma variedade ramificada de dimensao um, com dois pontos
de ramificacdo correspondentes as classes de equivaléncia definidas pelas fo-
lhas s; e s, (cf. figura 2.7).

{ e
T ;

Figura 2.7: A variedade ramificada I'

Definimos em I' uma aplicagdo g: I' — I'. A aplicacdo g é expansiva, uma
vez que em I' as direcgdes estdveis sdo identificadas com pontos. Na figura 2.8
representamos 0 modo como a aplicacdo continua g actua em I'. O compor-
tamento dindmico de g em I" pode ser descrito pelo modo como g transforma
cada um dos intervalos A, B, C e D, (o simbolo (+) representa a composicdo de
caminhos e (—) representa composicdo com o caminho inverso):

A&B BEB+D+C-D-B
cta DED-Cc-D

QA

Ty

A q
: §L j R
| - q

s

@_\‘ B+D+C-D-B

Figura 2.8: Afuncdo g

O teorema 2.2.1 garante que f|, é topologicamente conjugada com a apli-
cacaoog: (I, 8), — (I, 8)w.
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De facto, seguindo a demonstra¢do do teorema 2.2.1, considere-se o dia-
grama comutativo, onde i representa a inclusao,

() A
/|

» lq
d

r T r

Este diagrama induz a construcdo do diagrama

I

2o L fo L

Cada limite inverso vertical é a interseccdo A = ;>0 f" (%?), (proposicao
2.2.1). Temos entdo o diagrama,

f|A fl/\ f|A

A A A

l l l (2.2.1)

r

r r
g g g
Uma vez que f|, € um homeomorfismo, o limite inverso da sequéncia

f|A flA f|A

A A

é, pela proposicao 2.2.2, homeomorfo a A.

A
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Concluimos o exemplo 2.2.1, observando que o diagrama (2.2.1) permite de-
finir uma aplicagdo R: A — (F, g)oo que torna comutativo o diagrama

A fly A

R |

180 — (18

Og

estando R definida por R(x) = (gx,go f~1(x),...,qo f7"(x),...) , Xx€ A.

2.2.2 Variedades ramificadas de dimensao dois e templates

Na sec¢do anterior observamos o papel que as variedades ramificadas, de
dimensao um, desempenham no estudo de difeomorfismos hiperbdlicos de di-
mensdo dois. Na presente seccao iremos considerar o papel que as variedades
ramificadas, de dimensao dois, podem desempenhar, no estudo de fluxos hiper-
bélicos em dimensao trés, situacdo a qual nos restringiremos, salvo men¢ao em
contrdrio, daqui em diante.

Por forma a tornar possivel a extraccdo de informacao topolégica de um
fluxo hiperbdlico

i X—X,

Birman e Williams definem uma relacdo de equivaléncia num conjunto A, inva-
riante para o fluxo, do seguinte modo

x}yotlim lp'(x0)—'(»]| =0, YxyeA. (2.2.2)

Esta relacao identifica pontos com o mesmo futuro assimptético, e ndo in-
troduz interseccoes entre 6rbitas periédicas, pelo que nao altera a sua organiza-
cdo topolégica, dado que dois pontos na mesma 6rbita periédica, ou em 6rbitas
peri6dicas distintas, ndo podem apresentar o mesmo comportamento assimp-
totico.

Grosso modo, a relacdo de equivaléncia acima definida permite reduzir a di-
mensao de trés para dois, e o fluxo hiperbélico induz, no espaco quociente, um
semi-fluxo.

A estrutura do espaco quociente é a de uma variedade ramificada de dimen-
sdo dois, - com a excepcdo de um conjunto de pontos (pontos de ramificacao) é
uma variedade de dimensao dois mergulhada em X.

No quadro dos fluxos hiperbélicos em dimensao trés, ¢’ : X — X, a relacio

~ definida em (2.2.2) sugere uma generalizacdo do teorema 2.2.1, considerando
T

agora variedades ramificadas de dimensao dois.

Dada uma variedade X, que consideraremos de dimensao trés, uma varie-
dade ramificada, %8, de dimensdo dois mergulhada em X, € um conjunto local-
mente difeomorfo a um dos modelos representados na figura 2.9. O conjunto
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Figura 2.9: Cartas locais de uma 2-variedade ramificada

dos pontos de ramificacdo ‘R de 98, pode conter pontos duplos, como na ter-
ceira carta representada na figura 2.9, os quais sdo pontos isolados.

Definicdo 2.2.3. Designa-se template o par (I~ Rk ), onde I~ é uma variedade
ramificada de dimensdo dois, compacta e com bordo, com um atlas constituido
por cartas de dois tipos (j) e (s), como na figura 2.10, e ¢’ é um semi-fluxo ex-
pansivo definido em 9. Nas cartas de tipo (s) o semi-fluxo escapa ao longo de
um conjunto @, enquanto nas cartas de tipo (j) nao esta definido, para f <0, ao
longo do segmento de ramificagao.

Por expansivo entendemos que a aplicacdo de Poincaré, definida no seg-
mento de ramifica¢do pelo semi-fluxo, é uma aplicagdo expansiva, ou seja, qual-
quer intervalo suficientemente pequeno é expandido num intervalo maior. (Uma
definicdo formal pode ser consultada em [32], definicao 7.3).

E
1 £, E

—

1] :

S S, S,
(i) (s)

Figura 2.10: Cartas dos tipos (j) e (s)

Avariedade ramificada J~ é construida identificando segmentos de saida, S,
S1, S2, de uma carta, com segmentos de entrada, E, E;, E», de outra carta, de
modo a respeitar as direccoes do semi-fluxo.

Sendo 9~ compacta, o nimero de cartas usadas é necessariamente finito e
ndo é possivel a existéncia de segmentos de entrada e de saida por identificar,
(cf. figura 2.11).

Observamos que dado (I o' ), somente nos interessam as 6rbitas peri6di-
cas, razdo pela qual desprezamos o conjunto ® na representacdo do template,
como na figura 2.12.
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Figura 2.11: Exemplo de um template

Figura 2.12: Templates equivalentes

A certos fluxos hiperbélicos (com o conjunto recorrente por cadeias hiper-
bélico) ¢! : X — X, é possivel associar um semi-fluxo ¢’ : I — J em que a
variedade ramificada 9 é obtida por quociente de uma regido de X pelarelacao

~ definida em (2.2.2).
T

A relacdo entre o elo de érbitas periddicas E, i.e., 0 conjunto de érbitas pe-
riédicas de ¢’ considerado como um elo em X, e o elo de orbitas peridicas,
Eg, do semi-fluxo num template (7, ¢"), é estabelecida mediante um resultado
chave, — o Teorema do Template, — obtido por Birman e Williams em 1983, [3].

Teorema 2.2.2 (TEOREMA DO Template). Seja ¢': X — X um fluxo numa vari-
edade de dimensdo trés, possuindo uma estrutura hiperbdlica no seu conjunto
recorrente por cadeias. Entdo, existe um template (7, ¢") mergulhado em X, tal
que o elo de orbitas periddicas E, estd em correspondéncia bijectiva com o elo
de 6rbitas periodicas Eg, (salvo a possivel existéncia de uma ou duas érbitas pe-
riédicas em Eg ). Em qualquer sub-elo finito, a correspondéncia é via isotopia
ambiente.

Apresentamos um esboco da demonstracao do teorema 2.2.2. Uma demons-
tracdo detalhada pode ser consultada em [15].

DEMONSTRAGAO Seja £ o conjunto recorrente por cadeias de ¢’. O Teorema
da Decomposicdo Espectral de Smale (teorema 1.2.1) garante a existéncia de
uma decomposi¢do num ntmero finito de conjuntos bésicos

RA=BiUByU...UB;.
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Uma vez que a variedade X tem dimensao trés, a dimensao topolégica de
cada conjunto bésico B; ndo é superior a trés. A demonstracdo do teorema
baseia-se na reducdo a dimensdo um dos conjuntos bésicos, B;, com dimensao
superior a um, através de perturbacdes convenientes que preservam a estrutura
das 6rbitas periddicas e a hiperbolicidade do conjunto recorrente por cadeias.

Efectuada esta reducdo, o template é definido como o espaco quociente de
uma vizinhanca V(B), das componentes com dimensdo igual a um pela relacao
(2.2.2).

Dado B conjunto bdsico na decomposicdo anterior, distinguimos quatro ca-
S0S:

1. dim(B) = 0. Neste caso B ndo contém 6rbitas periddicas, pelo que o teo-
rema é trivialmente verificado;

2. dim(B) = 3. Agora ¢! é um fluxo de Anosov em X.

Seja entdo yo uma Orbita periddica de ¢!, na qual vamos efectuar uma
cirurgia de Smale, considerando um fluxo DA ',

Identificando o fluxo ¢! com a suspensdo do difeomorfismo DA do exem-
plo 1.2.2, y¢ é uma Orbita periédica repulsora para ¥’ e, por hipétese,
W (yo,¢") é denso em X.

O conjunto A = X\ W¥(yg, ") é um atractor hiperbdlico expansivo de
dimensao dois, (vide [15], Proposicdo 2.2.12, pg. 43).

Distinguimos duas situagdes (vide [15], Lema 2.2.11, pg. 43):

(@) W*(yo,¢") orientavel. Sdo criadas duas novas orbitas periddicas y;
e 72, para ¢! em A. As o6rbitas periddicas de ¢’ sdo isotOpicas as
orbitas periédicas de y'|, com a excepgao de 7y, que é substituida
por yo, 71 € y2 (cf. figura 2.13 a));

(b) W*(yo,¢") ndo-orientavel. Agora A é uma banda de Mébius, e ao
passar de ¢’ em B para ¢! em A, obtemos uma 6rbita y1, por dupli-
cacdo de periodo de ¥y, (cf. figura 2.13 b)).

Resumindo, efectuando uma cirurgia de Smale ao longo de v, reduzimos
a dimensao topolégica do conjunto bdsico B para dois, criando-se uma
ou duas novas Orbitas periddicas.

3. dim(B) = 2. Como B é hiperbdlico, de dimensao dois, e X tem dimensao
trés, entdo para cada x € B,

de'(x)

. S _ . u _ . -

dim (E3) = dim (E¥) = dlm(<—dt |t:0)) 1

do'(x)
dt

E¥ c B, e portanto B é um atractor ou um repulsor, respectivamente.

Uma vez que, necessariamente, ¢

0) C B, temos que, ou E; c B ou
t=
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S
N T ()

Yo

a) b)

Figura 2.13: Orbitas obtidas por cirurgia de Smale

Suponhamos que B é um atractor (o caso B repulsor é semelhante, bas-
tando considerar —¢ ao invés de ).

Escolhida uma 6rbita periédica ¥y, em B, procedemos como no caso dim(B) =
3. Distinguimos dois casos, dependendo da orientabilidade de W* (Yo, ¢*).
Recorrendo de novo a proposicdo 2.2.12 em [15], conclui-se que A = X \
W (¥0,¢") é um conjunto bésico de dimensdo um.

Concluimos entao que, efectuando uma ou duas cirurgias de Smale, con-
soante dim(B) = 2 ou dim(B) = 3, respectivamente, o fluxo ¢’ dé origem a
um fluxo ¥’ com um conjunto basico A de dimensdo um.

. dim(B) = 1. Pelo exposto acima, € suficiente considerar este caso pois o
fluxo ¢! : X — X é transformado, ap6s cirurgia de Smale, num fluxo ¢’
com um conjunto bdsico de dimensao um.

Se B tem dimensdo um, pelo teorema 1.2.3 o fluxo ¢’z é topolégicamente
conjugado com a suspensao de um subshift de tipo finito. Existe entdo
uma secg¢do de Poincaré S para o fluxo ¢’|g, tal que a aplicagdo de Poin-
caré P: S — S é um subshift de tipo finito.

Pelo teorema 1.2.4, BN S admite uma particao de Markov R = {Ry, ..., R;;}.
Note-se que BN S tem dimensdo zero (¢ homeomorfo a um conjunto de
Cantor pela proposicdo 1.2.7), e entdo a condicdo 1. da definicdo 1.2.18 é
desnecessaria.

Em [15] os autores constroem uma vizinhanga V(B), que designam vi-
zinhanga caixa-fluxo de Markov, obtendo um espaco quociente (o tem-
plate (77,,)) por identificagdo dos pontos nas componentes conexas de
WS (x)nV(B), para x € B. O
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Observacio 2.2.3. O template 9 * ndo é tinico, pois a cirurgia de Smale pode
ser efectuada numa 6rbita periédica distinta de yo, digamos vy, originando um
template I’ possivelmente distinto de J.

Definicdo 2.2.4. Dois templates mergulhados em S sdo equivalentes se é pos-
sivel transformar um template no outro por intermédio de uma sequéncia finita
dos seguintes movimentos no template:

1. isotopia ambiente

2. corte (cf. figura 2.14 (a))

3. deslizamento (cf. figura 2.14 (b))

(a)

(b)

Figura 2.14: Movimentos no template: (a) corte; (b) deslizamento

Observacao 2.2.4. Dois templates equivalentes possuem o mesmo elo de 6rbi-
tas periddicas.

4Sempre que ndo se afigure necessario referir o semi-fluxo, passaremos a representar um tem-
plate (7, p,) por I.
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2.2.3 Descricao simbdlica dos templates

A dinamica simbédlica revela-se um instrumento fundamental na descri¢do/organizacao
de nés e elos num template.

Seja 9 um template para o qual a variedade ramificada é constituida por
N = 2 faixas, que passaremos a designar por bragos, entre dois segmentos de
ramificacdo, distintos ou nio.

Atribuimos a cada um dos N bracos de 9 os simbolos x1, x,..., Xy, 0 que
permite obter para a aplicacdo de Poincaré, induzida pelo semi-fluxo de 9~ nos
segmentos de ramificacdo, uma particao de Markov.

Assim, associamos a cada né uma palavra nas letras do alfabeto A = {xy, ..., xn}
e a cada 6rbita no template € associado um itinerdrio a = (a;) ;cl,, que designa-
remos itinerdrio no template,onde apa; a, ... representa a ordem segundo a qual
a 6rbita percorre cada um dos bracos do template.

Representamos o espaco dos itinerarios de um template 9 por

sq cAlo,
Por geradores de Z - entendemos os elementos da particdo de Markov {xy, ..., xn?}.

Proposicdo 2.2.3. Seja 9 um template com particdo de Markov {xy,...,xn}, e
matriz de transi¢do A(J) = [A,-,j(J"—)], onde A; j(97) =1 se o brago x; encontra o
brago xj num segmento de ramificagdo, e A; j(J°) = 0 caso contrdrio. Entdo Zg é
precisamente o subshift de tipo finito associado a A(9"). O

Definicao 2.2.5. Seja 9 um template com particdo de Markov {xy, ..., xy} e de-
notemos sy, Sz, ..., Sy 0 conjunto dos segmentos de ramificacdo de 9. Cada seg-
mento de ramificacédo sj, j =1,..., M, pode ser decomposto em sub-segmentos
de ramificagdo, por intermédio da particdo de Markov, que denotaremos §;(9),
i=1...,N,
Bi(T) :={a=(a)en, €7 : ao = x;}.
Cada ;(9") representa o intervalo fechado de s; do qual sai o brago x;. Re-

presentamos o conjunto de todas as 6rbitas com inicio no segmento de ramifi-
cacao s; por Xs; < Zg. Por conjunto de ramifica¢do entendemos o conjunto

N
) =UBia).
i=1

Cada segmento de ramifica¢do s; tem dimensdo um, pelo que definimos em
%, uma ordem < do seguinte modo:®

Escolhe-se uma orientagédo em cada s; e ordenamos X, com a ordem lexi-
cogréfica. Por exemplo, no template % da figura 2.16 (a):

X1<Ixp, ems; e x3<x3 emsy

5Consideramos somente o caso em que I~ é orientével (Definicdo 2.2.11); para o caso nao-
orientdvel referimos [15].
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Figura 2.15: sy, B3(7) e Ba(¥)

enquanto no template? da figura 2.16 (b):

x1<lx, ems; e x3<lXxX4 emsy

(b)

Figura 2.16: Os templates: (a) %; (b) V

Observacao 2.2.5. Uma vez que cada um dos templates % e ¥ tem dois seg-
mentos de ramifica¢do, existem duas <I-ordens, uma para cada sj, j = 1,2. No
segmento s, do template %/ vem, por exemplo,

xix:),xle e < XgX3X1X2 ... <] XgX3X2 ...

Dados a,b € X5, seja J o indice do primeiro simbolo onde a e b nao sao
iguais, portanto J = min{j:a;# b;}. Entdo a < b se a; < by, caso contra-
rio b < a. Naturalmente que pontos em conjuntos X distintos nao sao <-
compardveis.

Definicao 2.2.6. Seja 9 um templatecom N =2 bracos xi,..., Xy € conjunto de
ramificacdo B(97). Os pontos no bordo esquerdo (resp. direito), relativamente
a ordem <, de cada ;(9") serdo denotados 05(J") (resp. 0?(3~ )). O conjunto
0(97), dado pela unido em i de 47(J7) U 6?(3~ ), designa-se conjunto bordo.
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Exemplo 2.2.2. Para o template 7 da figura 2.15 temos:
B =1 ULV UP3F) U Pa(V)
Br1(V) =) Ut (¥) = {x5°, x1 (x2%4)°°}
B2(¥) =057 U (V) = {x2x5°, (x2x4)°}
B3 (V) = 05(7) U (V) = {x3°, X3 (x4 22)}

Ba(V) =S¥ UL () = {24 X, (x4%2)°°}

Removendo parte de um template (97, 9"), "cortando"ao longo de érbitas do
semi-fluxo ¢’, obtemos um sub-template.

Definicdo 2.2.7. Sejam (#, ') e (97,9") dois templates. Diz-se que (y,at) é

um sub-templatede (77,9"), e escreve-se ¥ < I, se & é um subconjunto de I~
—t _ —t

ey =¢ |y

Exemplo 2.2.3. Na figura 2.17 a) representa-se o template £(0,0), designado
template de Lorenz (a notacgdo e a designacgao para este template serao justifica-
das na seccdo 2.3) e um sub-template ¥ < £(0,0) (figura 2.17 b)). Neste caso
particular o sub-template estd mergulhado em R® de modo distinto de .£(0,0),
mas é difeomorfo ao préprio template £(0,0). A isotopia apresentada é usual-
mente designada belt trick.

a) \l/lsotopla

b)

Figura 2.17: a) £(0,0) ; b) # e sua transformacao por isotopia

_@ —_XC

6A isotopia belt trick:
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Definicao 2.2.8. Sejam . e 9 dois templates. Uma aplicacdo t:.¥ — 9 que

transforma érbitas em 6rbitas e tal que v : ¥ — t(%) é um difeomorfismo, designa-

se template inflation. Quando ¥ =9, v: 9 — g diz-se uma renormalizagdo
do template I .

Observacio 2.2.6. Dada uma renormalizacdo t temos t(9) € 9, pelo que ite-
ragoes sucessivas de t produzem uma sequéncia de sub- femplates difeomorfos
ao template I .

Proposicdo 2.2.4. Sejat:.¥ — I como na definigio 2.2.8. Entdo v induz uma
aplicagdo, que denotaremos aindac,

t:Zy%Zg—

cuja acgdo é expandir cada gerador da parti¢do de Markov {x,,...,xn} de X
numa palavra admissivel w nos geradores de Z g .

DEMONSTRAGAO Os segmentos de ramificacdo de . sdo transformados nos
segmentos de ramificacdo de 9, por continuidade de t. Deste modo cada brago
de .#, ao qual corresponde um gerador x; de £ », é transformado numa sequén-
cia finita de bracos de 97, a qual corresponde uma palavra admissivel nos gera-
doresde XZo-. O

Exemplo 2.2.4. O sub-template ¥ < £(0,0) do exemplo 2.2.3 é a imagem da
renormalizacdo v: £(0,0) — £(0,0), dada em X ¢ (o,9) por

X1— X1
T:
X2 — X1X2

Considerando uma 6rbita em X (g ,0), por exemplo ((x1x2)?)™, temos t (((x1 x2)?) ™)

(21 (1 x2)%)%.
Definicao 2.2.9. Seja v :.¥ — J uma template inflation e denotemos as in-
clusdes de ¥ e I em S® por iy e ig, respectivamente. Se iy : ¥ — S e
igot:¥ — S3sidoisotopicas, i.e., se existe uma isotopia ambiente h,:S° — S$3
(cf. Definicdo 1.1.5) tal que ig ot = hjoiy, entdo t diz-se uma template infla-
tion isotopica.

Observacao 2.2.7. Qualquer template inflation v transforma 6rbitas periddicas
em Orbitas periddicas, logo transforma o elo de 6rbitas periédicas, em geral alte-
rando o tipo de né. Quando t é uma template inflation isotépica tal nao sucede,
ou seja, v preserva a classe de isotopia do elo de 6rbitas periddicas.

Observacao 2.2.8. A imagem de uma template inflation isotopicat: . — T é
um sub-template t (&) isotopico a &.
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Exemplo 2.2.5. Considere-se o template 7" representado na figura 2.18 a). O
sub-template de ¥ representado na figura 2.18 b) induz uma renormalizacao
isotépica D:¥ — ¥ dadaem Xy por

X1— X1

X2 — X1X2
DZZV‘—>Z7/:

X3 — X3

X4 — X3X4

) @

Figura 2.18: a) 7 e um sub-template; b) o sub-template

Figura 2.19: A renormalizacdo isotépica D

2.2.4 NGos nos templates

A descricao simbdlica das érbitas num template permite concluir (vide teo-
rema 2.2.4), que todo o template I contém um né nao trivial.

Em [12], ]. Franks e R. Williams recorrem ao teorema de Alexander 1.1.8 para
transformar mediante isotopia, um template numa forma que designaram tem-
plate entrangado.

Definicao 2.2.10. Um template 9 diz-se entranc¢ado se I~ estd mergulhado em
D? x S! de tal forma que toda a érbita periédica em 9~ é o fecho de uma tranca.
Se toda a 6rbita periédica € um né positivo (resp. negativo), (cf. definicdo 1.1.14)
o template I diz-se positivo (resp. negativo).
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Definicao 2.2.11. Um template J~ diz-se orientdvel, se a translagdo de um qual-
quer sistema de coordenadas ao longo de érbitas periédicas em I~ preserva a
orientacao.

Exemplo 2.2.6. O template £ (0,0) representado na figura 2.17 é orientavel, en-
quanto que o template da figura 2.11 é ndo-orientavel, pois contém uma banda
de Mobius no bracgo da direita.

Teorema 2.2.3 (Entrancamento do template, [12]). Todo o template I pode ser
transformado, por isotopia, num template entrancado. Mais, se o template é ori-
entdvel é sempre possivel encontrar uma sua projeccdo plana na qual os bragos
de 9 ndo apresentam tor¢ao. |

- —

Figura 2.20: Entrancamento de Z(0,0)

Defini¢ao 2.2.12. Sejam a* e b* dois pontos peri6dicos, distintos, de Z;;. Defina-
se em X, a operacdo concatenamento de a> e b, representada por a* & b>°,
como sendo o ponto (ab)*.

Observagao 2.2.9. Uma vez que a> e b™ sdo pontos de Z;, portanto 6rbitas
com inicio em s;, (ab)*° € ainda uma 6rbita com inicio em s;, logo um ponto de
Zs;, 0 que justifica que a operacao & estd bem definida.

Exemplo 2.2.7. Sejam a® = (x2x2x1)™, b = (x?x3)™ e ¢® = (x1x2)*. Entéo
a®eb™ = (i) e a®ec®=(trnnnxn) = ()"

Recorrendo a desigualdade de Bennequin (teorema 1.1.10), ao teorema 2.2.3
e considerando, quando necessério, a operacdo @ da definicao 2.2.12, Ghrist et
al [15] obtiveram o seguinte resultado.

Teorema 2.2.4. SejaJ um template arbitrdrio. Entdo o elo de orbitas periodicas
Eg contém um né ndo trivial. Mais, Eq contém um ntimero infinito de tipos de
no distintos. O

O teorema 2.2.4 permite obter o resultado principal de [12]:

Teorema 2.2.5 (Franks-Williams). Seja ¢° um fluxo de classe C", r = 2, em R®
ouS3. Se @' tem entropia topoldgica positiva, entdo entre as 6rbitas periédicas
de ¢! existe um niimero infinito de tipos de né. O
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2.3 Exemplos

Os templates mais simples sao os constituidos por somente duas cartas: uma
carta do tipo (s) e outra do tipo (j).

Para estes templates adoptamos a notacdo £ (m,n), m,n € 7 de Williams
[41], onde m (resp. n) representa o nimero de tor¢des de amplitude 180° do
braco x; (resp. x») como se representa na figura 2.21.

Destacamos em particular o template £(0,0), designado femplate de Lo-
renz, e o template £(0,1), designado template ferradura. Em geral, os templates
“£(m,n), m,n#0, recebem a designacao templates do tipo de Lorenz.

3

)
A

Figura 2.21: Template £ (m, n). (Na figura, m >0e n <0)

2.3.1 O Templatede Lorenz

O templatede Lorenz é um modelo, inicialmente proposto por Williams [40],
que resulta da andlise qualitativa da dindmica do atractor de Lorenz (figura 2.3).

E de referir que a construcio do template de Lorenz estd intimamente asso-
ciada ao modelo geométrico, proposto por J. Guckenheimer em 1976 [16], para
o atractor de Lorenz. Somente em 1999 ficou demonstrado (W. Tucker [36]) que
o modelo geométrico proposto por Guckenheimer é conjugado com o atractor
de Lorenz.

Em [2] Birman e Williams iniciam o estudo topolégico das drbitas peri6-
dicas, consideradas como k—elos, do sistema (2.1.1). O estudo topolégico dos
k—elos presentes no sistema (2.1.1) é reduzido ao estudo de itinerdrios em £ (0, 0),
(cf. Proposigdo 2.2.3).

Definicao 2.3.1. Dizemos que um k —elo E é um k—elo de Lorenz, se existe um
k—elo de érbitas periédicas do semi-fluxo em £(0,0) equivalente a E.

Na figura 2.22 representa-se uma 6rbita periddica, equivalente ao né6 trevo,

dada simbolicamente por (xfxgxl xz)oo, ou por qualquer permutacao ciclica de

w= xfxle X,. Portanto, o né trevo é um né de Lorenz.
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Figura 2.22: Orbita (x3x2x1%2) ™ em Z£(0,0). (x3x2x1%2)™ =34

Note-se que dado um n6 de Lorenz K nao é dificil obter uma palavra w que
represente K. A direccao do semi-fluxo no tempo permite obter uma orientacao
natural para o né.

A construcdo de um né de Lorenz a partir de uma palavra w é um processo
mais complexo, pois obriga a que se tenha conhecimento da ordem dos pontos
de intersecc¢ado da 6rbita com o segmento de ramificacao. Este processo fica faci-
litado mediante a utilizacdo de um algoritmo introduzido por Birman e Williams
em [2]. Exemplificamos este algoritmo no exemplo 2.3.1, remetendo a descricao
geral para [2] (algoritmo 2.4.3).

Exemplo 2.3.1. Considere-se uma 6rbita em £ (0,0) dada simbolicamente pela
palavra w = (xfxz)z (x1X2)?, de comprimento |w| = 10.” Considerem-se ainda as
palavras o (w), p=0,1,...9, obtidas aplicando o shift o a w, que ordenamos de
acordo com a ordem < (cf. observacdo 2.2.5 e os dois pardgrafos imediatamente
anteriores a esta). Por comodidade de escrita consideramos x; := x e x» := ¥,

portanto w = (x%y)” (xy)?.

PALAVRA ORDEM

W=XXYXXYXYXY... 1
(W) =XyXXyxXyxyx... 4
0% (W) = yXXYXYyXyXX... 8
o3 (w) = xxyxyxyxxy... 2
o*(w) = xyxyxyxxyx... 6
0% (W) = yXyXyXxXyxx... 10
o%(w) = xyxyxxyxxy... 5
o' (W) = yXyXxXyxxyx... 9
o8(w) = xyxxyxxyxy... 3
od(w) = yxxyxxyxyx... 7

Atendendo a tabela anterior, a 6érbita intersecta o segmento de ramificacdo
em dez pontos P;, i =1,...10, unidos de acordo com o esquema,

Py— Py~ Pg— Py — Pg— Pyg— P5— Pg+— P3— P;— P

. . 2
“Para sermos mais precisos, estamos a representar w® = (x% x2) (x1x2)%... por w.
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Obtemos deste modo a 6rbita representada na figura 2.23.

Figura 2.23: ((x%xz)z (x1xz)2)oo

Pelo teorema 2.2.4 existe uma infinidade de nés e elos de Lorenz, no entanto
E«(0,0) ndo contém alguns nds simples como o né oito (vide Proposicdo 2.3.1),
por exemplo.

A classe dos n6s de Lorenz apresenta algumas particularidades, das quais
destacamos, entre outras,

Teorema 2.3.1. 1. Todo o né no toro é um né de Lorenz;
2. Todo o né de Lorenz é um né positivo (no sentido da definic¢do 1.1.14);
3. Todo né de Lorenz é um no primo. O

Para uma demonstracdo do teorema 2.3.1 referimos [2] e [41].
Na demonstra¢do da proposicao 2.3.1 usamos o seguinte teorema de J. Bus-
kirk:

Teorema 2.3.2 (Buskirk, [7]). Seja K um né positivo (no sentido da definigdo
1.1.14). Se Vi (z) tem grau 2m entdo,

2m—-2

Vi(2) = 22"+ aypm-nz Footatrapzt+1

m -a - 2m-—k
| = Gm- = & .

Proposicao 2.3.1. O no oito4, ndo é um no de Lorenz.

onde

DEMONSTRAGAO O template £(0,0) é positivo (teorema 2.3.1, 2.). Deste modo,
se 4, estiver contido em £(0,0) terd que ser um nd6 positivo pelo que, atendendo
ao teorema de Buskirk, com m = 1, o respectivo polinémio de Conway serd um
polinémio positivo®?, em contradigdo com o exemplo 1.1.1 onde se concluiu que
Vy,(2) = —z? + 1. Portanto, 4, ndo é um n6é positivo. O

8Um polinémio diz-se positivo se os seus coeficientes ndo nulos sdo positivos.
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2.3.2 O Templateda Ferradura de Smale

Philip Holmes et al (cf. [17, 19, 20, 21]) estudaram elos de 6rbitas periédicas
em suspensoes da ferradura de Smale, tendo considerado a equacgdo de Duffing,

¥+0%—x+x>=ycos(wt) 2.3.1)

A equacgdo (2.3.1) pode ser reescrita como um sistema auténomo de ordem
um,

xX=y
y=x—-x3-8y+7ycos(wh) (2.3.2)
=1

cujo espaco de fase é o toro sélido D? x S! (cf. [17]).
Sendo ¢’ o fluxo de 2.3.2 definimos a aplica¢do de Poincaré P:X — X, onde
T é a secgdo de Poincaré T ={(x,,0) e D? xS':0 =0}, como

P(x, ) =7y (07 (x,5,0)) (2.3.3)

com 7(y,y) projec¢ao em D2,

Demonstra-se (cf. [17]) que para §,y suficientemente pequenos, existe uma
iterada P* da aplicacdo de Poincaré (2.3.3) conjugada com a aplicacdo shift em
Y,, portanto (teorema 1.2.5) conjugada com a ferradura de Smale / do exemplo
1.2.4.

A suspensdo de & origina um fluxo no toro sélido D? x S', como represen-
tado na figura 2.24. A relacdo de equivaléncia > definida em (2.2.2) conduz ao

template £(0, 1) representado na figura 2.24.

ntificar

Figura 2.24: Suspensdo da Ferradura de Smale (cf. exemplo 1.2.4)

Para um estudo dos tipos de n6 contidos em £(0, 1) e aplicacdes ao estudo
da equacao de Duffing (2.3.1), indicamos as referéncias [21, 19, 20].
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2.3.3 Templatesdo Tipo de Lorenz

Os templates do tipo de Lorenz modelam equacdes diferenciais diferentes
das consideradas nas secg¢des 2.3.1 e 2.3.2. Um exemplo € o sistema (2.3.4):

x=y
y=x-2X+ay+&x’y+yz (2.3.4)
Z=—yz+06x°

estudado por C. Robinson. Em [28] Robinson demonstra que, para determina-
dos valores dos parametros «,¢,y e 6, o sistema 2.3.4 possui um atractor seme-
lhante ao atractor de Lorenz.

O atractor do sistema 2.3.4 pode ser modelado pelo template do tipo de Lo-
renz £ (-1,-1), (cf. [35]).

No caso particular dos templates £(0,n), n = 0, enunciamos um resultado
de Williams [41]:

Proposicdo 2.3.2. Seja K um né ndo trivial associado a uma orbita periédica em
Z£(0,n), n=0. Entdo K é um né primo positivo (no sentido da defini¢do 1.1.14),
representado por uma tranga positiva contendo pelo menos uma tor¢do completa
A, O

Observacao 2.3.1. Em [2] Birman e Williams consideram uma modificacao do
template de Lorenz. Esta modificagdo permite obter um femplate equivalente
ao template £(0,0) e no qual se exibe a torcao completa A2, (cf. figura 2.25).

Figura 2.25: Cirurgia de Birman-Williams em .£(0,0)
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Note-se que cada 6rbita deste template pode ser vista como o fecho de uma
tranca positiva. Assim, a figura 2.25 mostra-nos a forma como o né K é repre-
sentado por uma tranca.

Definicao 2.3.2. O indice de tran¢a de uma tranca 8 é o menor inteiro p tal que
,3 é isot6pico ao fecho de uma p—tranca. (O inteiro p pode ser entendido como
o menor nimero de fios necessarios para representar um dado né K como o
fecho de uma tranca).

Para determinadas trancas positivas J. Franks e R. Williams demonstraram:

Teorema 2.3.3 (Franks-Williams, [13]). Seja f uma N—tranga positiva que con-
tém uma tor¢do completa A3 = (0102...0n-1)". Entdo N é o indice de tranca
de . O

A proposicao 2.3.2 e o teorema de Bennequin (teorema 1.1.10) permitem
concluir que,

Proposicao 2.3.3. Para cada n > 2, com n par, o template £ (0, n) ndo contém
0 no trevo 3,. Mais geralmente, o template £(0,n), com n par, ndo contém nos
positivos de genus um sen > 2.

DEMONSTRAGAO Seja K um né nio trivial associado a uma 6rbita periédica em
£(0,n). A proposicao 2.3.2 garante a existéncia de uma N —tranca positiva £ tal
que ,3 = K. (Note-se que N é precisamente o nimero de fios que segue ao longo
do braco x»). Dado que todos os cruzamentos sdo positivos, resulta do teorema
de Bennequin

28(K)=c¢c—-N+1,

onde N é o indice de tranca (teorema 2.3.3).

Os N fios de  seguem ao longo do braco x, de £(0, n), o qual possui 7 meias
torcoes. Cada torcdo de 180° no braco x, de £(0, n) produz W cruzamen-
tos (note-se que uma torcao completa A%V =(0102...0n-DV possui N(N —1)
cruzamentos), pelo que o niimero de cruzamentos de K nao € inferior a

N(N-1)
nXxX——:.
2

Nao esquecendo que pretendemos obter um né e nao um k—elo, k > 1,
considere-se o nimero minimo de cruzamentos que € possivel obter quando os
dois bracos de £ (0, n) reentram no segmento de ramificacdo. Necessariamente,
o fio de B mais a esquerda no braco x, reentra no sub-segmento de ramificacdo
B1(Z£(0,n)) e, percorrendo o braco x;, cruza sobre todos os N fios reentrando
no ponto mais a direita de 8, (% (0, n)). Caso contrario os fios mais a direita de ,3
formam nés triviais, pelo que K seria pelo menos um 2—elo e ndo um né. Deste
modo obtemos, no minimo, N cruzamentos adicionais o que justifica que po-
demos minorar o nimero de cruzamentos:

N(N-1)
can—Z +(N-1).
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Resulta da desigualdade anterior,

N(N-1)
c-N+1lznx ———

e entao
N(IN-1)
—Xn

g8(K) = 2

(2.3.5)

Paraoné 3; = (/T\‘i’ temos g(3;) =1 e N =2. Atendendo a desigualdade (2.3.5),

22-1
4

1=

Xxn

daqui se concluindo que n < 2. De um modo geral, se K é um né positivo con-
tido em £(0,n), n =0, tal que g(K) =1, a desigualdade 2.3.5 permite escrever
estoutra

2_n<2
N> -N<=,
n

Sendo N o indice de tranc¢a temos necessariamente N = 2, logo

2<N’-N< ﬁ,
n

donde resulta n < 2. O

Exemplo 2.3.2. O template £(0,1) contém o no 3;.

Em [17] P. Holmes e R. Williams consideraram uma generalizacdo do al-
goritmo de Birman e Williams (cf. Exemplo 2.3.1), para o caso dos templates
Z£(0,n) com n impar, portanto templates ndo-orientaveis.

Para o efeito, dada uma palavra w = w; w, ... w, definem a coordenada in-
variante da palavra w, 8(w) = 0,0,...6,, onde 0; = w; se em wiw,...w;_1, X2
surge um nimero par de vezes, caso contrario 8; = w;, onde X; = x» e X» = x1.

Para representar em £ (0, 1) a 6rbita dada simbolicamente pela palavra w =
X1 xg’, procedemos como no exemplo 2.3.1, agora ordenando as coordenadas in-
variantes de acordo com a ordem x; <1 x». (A ordem < reflecte a ordem das 6r-
bitas no segmento de ramificacdo s). Considerando, por comodidade de escrita,
X1i=XeXp:=}y, vem:

PALAVRA COORDENADA INVARIANTE | ORDEM
W=XYYY.uern. O(w) =xyxy... 1
o(w)=yyyx... O(c(w)) =yxyy... 3

o?(w) = yyxy... 0(0*(w)) = yxxy... 2
od(w) = yxyy... 003 (w)) = yyxy... 4

Atendendo a tabela anterior, a 6rbita intersecta o segmento de ramificacao
em quatro pontos P;, i = 1,...4, unidos de acordo com o esquema,

Py — P3+— Py — Py— P
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Figura 2.26: A orblta x1 x2

Tp)-C

Figura 2.27: O n6 x1 x2 g isotépico ao né 3;

Obtemos deste modo a 6rbita representada na figura 2.26, 6rbita esta que é
isotépica ao né6 31, (cf. figura 2.27).

Proposicao 2.3.4. Considerando £ (0, n), n € Z, como conjuntos de nés, sdo vd-
lidas as relacgdes,

1. Z0,n)cZ0,n-2)
2. £0,-2)c £(0,-1)
Temos entdo a cadeia de inclusoes,

- cZ(0,2) cZ(0,00c £(0,-2)cZL(0,-4)c---
N
- cZ0,3) cZ0,1) cZ(0,-1) cZ(0,-3)c---

DEMONSTRAGAO A relacdo 1. generaliza o exemplo 2.2.3 (figura 2.17). A de-
monstragdo recorre a isotopia belt trick e consiste em justificar que cada uma
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das template inflations v; : £0,n+2) — £0,n) e ty: £(0,-2) — £(0,-1)

dadas por
T1: e T2

X2 — X1X2 X2 = X2 X2

é uma template inflation isotépica.

Nas figuras 2.28 e 2.29 ilustramos, respectivamente, as isotopias das tem-
plate inflations t; e tp. A cadeia de inclusoes segue sem dificuldade das rela-
coesl.e?2. |

Figura2.28: Z(0,n+2) — £(0,n)



2.3. EXEMPLOS

EXHGT

\1/ isotopia

@

Figura 2.29: £(0,-2) — £(0,-1)
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Capitulo 3

Templates Universais

Das proposicdes 2.3.1 e 2.3.3 podemos concluir acerca da existéncia de tem-
plates onde ndo estio contidos todos os tipos de n6.

Em 1983 Birman e Williams ([3]) conjecturam que nao existe um template
que contém todos os tipos de n6é como 6rbitas periédicas. No entanto, em 1997
Robert Ghrist ([14]) demonstra que o template 7 representado na figura 2.15
contém todos os tipos de né e elo, mostrando ser falsa a conjectura inicial de
Birman e Williams.

Neste capitulo apresentamos os aspectos fundamentais da teoria de Ghrist
que se relacionam com a existéncia de templates contendo todos os tipos de n6
e elo.

3.1 Existéncia de templatesuniversais

Defini¢do 3.1.1. Um template 9 mergulhado em S® é universalse todo o k—elo,
k=1, EcS? estd representado entre as componentes do elo de érbitas periédi-
cas Eg.

Na demonstracdo da proposi¢do 2.3.1 concluimos que o né 4; ndao é um né
positivo, portanto se 9 é um template positivo 9 ndo pode ser um template
universal. (Todos os exemplos de templates conhecidos para os quais é verda-
deira a conjectura de Birman-Williams, sdo templates 9 que apresentam em
comum o facto de Eg apenas admitir k—elos com o mesmo tipo de cruzamen-
tos: ou todos positivos ou todos negativos).

Os templates % e ¥ (figura 2.16) e as template inflations isotépicas (cf. figu-
ras3.1e3.2)

frUuU—-vV e g V—u
dadas, respectivamente, por

69
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X1— X1 X1— X1
X2 — X1X2X3 X2 — X1
f e g: ,
X3 — XgX2 X3 — X2X4
X4 — X4 X4 X2X3X4

sdo fundamentais no trabalho de Ghrist ([14, 15]). Resulta de { e g serem tem-
plate inflations isotopicas que % é um sub-template de 7 e vice-versa (cf. ob-
servacgao 2.2.8).

@

Figura 3.2: Template inflation isotépica g

Ghrist introduz ainda a template inflation y definida em % (7) e com ima-
gem em % (resp. V'), definida por

X1— X3
X2 ¥— X4
X3 — X1

X4 — X2

A template inflation y é uma involugio (y? = id) que actua nos segmentos
de ramificacdo s; e s» de % (resp. 7) permutando s; com sj, i # j, i, j = 1,2, pelo
que y inverte os cruzamentos em % (resp. 7), (cf. figura 3.3 e 3.4).
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Figura3.3: igyoy =goig,com g=¢os e ¢ =v,ov; isotdpica a identidade

180°

4
r> rotacdo D

Figura3.4: iyoy=g'oiy,com g’ =¢'os e ¢’ =vor isotdpica a identidade

Dada uma template inflation v definida em % ou 7' e com valores em % ou
¥, x permite a construcao da template inflation t* = yvy, designada template
inflation conjugada.



72 CAPITULO 3. TEMPLATES UNIVERSAIS

Lema 3.1.1. Sejat: 3 — I ' uma template inflation isotépica, onde T e T’
representam qualquer um dos templates % ou V. Entdo, a template inflation
conjugada t* : I — T éisotdpica.

DEMONSTRAGAO Por hipétese, t: I — I’ é uma template inflation isotépica
pelo que existe um difeomorfismo f : S® — S isotépico a identidade tal que
foig =1igrot. Atendendo as figuras 3.3 e 3.4, podemos concluir que existem
difeomorfismos g = ¢pose g’ = ¢’ os, com ¢,¢' difeomorfismos isotépicos a
identidade e s uma simetria, tais que goig-=igoy e g oigr=igroy.

Suponhamos que I =% e 3’ =%. Portanto g’ o g = (¢’ o s) o (¢pos) € iso-
topico a sos = id, ou seja, dadas duas isotopias: ¢;, entre id e ¢, e ¢, entre
id e ¢', conclui-se entdao que (¢} o s) o (¢p; 0 s) é uma isotopia entre id e g'o g.
Analogamente se verifica que go g’, gog e g’'o g’ sdo isotopicos a sos=id.

O argumento acima garante que o difeomorfismo h = g’o f o g é isotépico a
g’ o g logo isotopico a identidade. Este difeomorfismo satisfaz,

hoig =(g'ofog)ois
=g'ofoigoy
=g'oigiotoy
=igro(yoroy),
——

*

o que demonstra que as template inflations ig e ig ot* sdo isotépicas, ou seja,
*

tv* é uma remplate inflation isotépica. Os restantes trés casos demonstram-se
do mesmo modo. O

Na figura 3.6 representa-se um elemento da familia de templates {#,, q € N},
familia que desempenha um papel chave na teoria de Ghrist.

O template #; € idéntico ao template V', e # ;41 obtém-se de #;; por conca-
tenacao circular de um "par de orelhas", constituido por:

¢ dois bracos impares (conectam o segmento de ramificacdao consigo mesmo)
¢ dois bragos pares (conectam distintos segmentos de ramificagao)

¢ duas "orelhas", O* e O~ (cada uma formada por um braco par mais um
braco impar)

¢ um segmento de ramificacdo de entrada e outro de saida (conectado com
o segmento de ramificacdo de entrada do "par de orelhas" seguinte)

Deste modo #; apresenta 4¢ bracos e possui g "pares de orelhas" (0%, 07).
Temos entdo a sequéncia de inclusdes

V:;ﬂlc%c...chc...
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o' o

Figura 3.5: As "orelhas" O* e O~

5t

(05,0) (05,0) (05,0)

q pares

Figura 3.6: Template ¥,

Proposicdo 3.1.1. Seja f uma N —tranca. Entdo existe um k—elo, isotépico a ,3,
como conjunto de orbitas periddicas (como orbita periddica sek =1) em Wy, para
q < oo suficientemente grande.

DEMONSTRAGAO A demonstracdo depende do facto de a sequéncia de 2qg "ore-
lhas" em #/; ir alternando de sinal. Tal situa¢do permite-nos considerar em #;
trancas com cruzamentos positivos e negativos.
E possivel construir em #; os elementos de By
T,=0102--0; e T.=0y'0,'0;!

comi=1,... N—1. Nafigura 3.7 representamos os elementos de Bs, 75 € 1’2.

. 7
€ iE i

(a) (b)

=g

Figura3.7: 7, e 7, em Bs: (a) T2 = 0102; (b) 7, =07 0,
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Os elementos 7; e 7); geram o grupo By. De facto, dado que qualquer f € By
pode ser representada por uma palavra da forma

— 1582 <€k

p=0j 0505
com ji,...,jr € {1,2,...,N-1} e €; = 0,1,2,..., k, basta verificar que qualquer
0;—'1, i=1,2,...,N—1, se pode escrever como um produto representado por uma
palavranasletrast; e T/l.. A conclusdo sai por indugdo em k, atendendo as igual-
dades em 3.1.1 (cf. figura 3.8):

1

o1=T1 € 0] =T

or2=07'T,=1T1T2 e 0, ' =01T) =111,

ore1= (071 (03) (07Y) Grs) € opl, =08 (02 (0D (T},,) GB.1.1)

( [

Figura 3.8: 0, = (07') 0102

Queremos ver que para qualquer N—-tranca f3 existe g suficientemente grande
tal que B é construida a partir do produto de uma sequéncia finita de geradores
contidos em #/;.

Para tal, represente-se 8 por uma palavra de comprimento g,

=1r** ... r*
P=73T)Tjy
onde para cada j, T;f =T7jou T;f =71
Em seguida, construa-se em %7 um elo E de curvas fechadas (que nédo tém
de ser 6rbitas periédicas), formado por N fios que percorrem circularmente os N
"pares de orelhas" seguindo a direc¢do do fluxo mas sem estarem condicionados
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a descrever as suas orbitas. Cada fio atravessa uma tnica vez cada braco par. No
i-ésimo "par de orelhas" todos os N fios, excepto o mais a esquerda, seguem
em frente evitando os bracos impares. Por sua vez o fio que entra a esquerda no
i-ésimo "par de orelhas" percorre um (e um s6) dos seus bracos impares, o da
primeira "orelha" O se r’]fi =17,,, ouodasegunda "orelha" O~ quando T;fi = T,j,-’
retornando ao segmento de ramificacdo dessa "orelha" e continuando depois
pelo braco par seguinte, na posicao j; a contar da esquerda.

Na construcdo do elo E, sempre que um fio percorre O* (resp. O™) e retorna
ao seu segmento de ramificacdo na posicao k, seguindo ao longo do braco par
sem cruzar os restantes N — 1 fios, obtemos 7y (resp. 77), (cf. figuras 3.7 e 3.8).
Portanto, a concatenacao de orelhas corresponde ao produto

concluindo-se que o elo E é isotépico a f.

Falta-nos verificar que 3 € Ey,.

Considerem-se os itinerarios em Xy, das componentes do elo E. Podemos
supor, sem perda de generalidade, que toda a componente do elo E percorre um
brago impar de alguma "orelha", pois nédo se verificando esta situacdo basta,
atendendo as relagdes (3.1.1), modificar § numa tranga equivalente f’, con-

-1 .
tendoon-10y_;:

-1
,5’ = 0N—10N_1,5-

Assim, como cada componente do elo E algum brago impar de uma das "ore-
lhas" O ou O~, e porque nenhum destes bragos é atravessado por mais de um
fio, os itinerdrios do elo E em Xy, sdo todos distintos.

Para concluir, considere-se o elo E’ de érbitas periédicas de #;; com os itine-
rarios acima. Por defini¢do da ordem <1, as componentes dos elos E e E' com o
mesmo itinerdrio cruzam os segmentos de ramificagdo na mesma ordem, i.e.,
se uma componente do elo E cruza um certo segmento de ramificacdo s na
k-ésima posi¢do (a contar da esquerda), entdo a componente do elo E' com o
mesmo itinerdrio também cruza s na k-ésima posicdo. Resulta entdo que os
elos E e E' sdo isotGpicos, logo f e Ey,. O

Exemplo 3.1.1. O fecho de § = (010, 1)2 é equivalenta ao n6 4;. As relacoes
(3.1.1) permitem escrever

B=) () @) (07'03") (01 (=) (0D (07'03")
onde (—) representa uma "orelha"O~ que néo é percorrida por qualquer fio de

B. Daqui resulta que 4, estéd contido em #4, (cf. figura 3.9).

O processo de adicao das "orelhas"O* e O~ a #; para obter #,., é fun-
damental, e consiste numa modificagdo do conjunto de ramificacao de sub-
templates de 7 como se exemplifica na figura 3.10.
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Figura 3.10: Adicao de O™ ao sub-template & (¥ nao contém o bordo x{°

Proposicao 3.1.2 ([14, 15]). Seja.¥# um sub-template deV que néo contém a 6r-
bita x{° (resp. x3°). Defina-se I como sendo a componente de & N (B1V) U B2(V))
(resp. & N (Bs (V) U Bs(1))) que é minimal em relagdo a ordem < no segmento de
ramificacdo s, (resp. s). Entao, existe um template #* (resp. &~ ), verificando
LTV (resp. F < F~ V), isotépicoa S UO* (resp. S UO~), sendo a
"orelha"O" (resp. O~ ) adicionada ao longo do novo sub-segmento de ramifica-
¢do [x°,04(D)] (resp. [x°,04(D)]). Mais, o sub-template #* (resp. &™) contém
a orbitad; (V) (resp. 05(V)).

DEMONSTRACAO

1. Seja I:=[0°(I),0%(I)] acomponente <I-minimalde % n(B1(¥) U B2(¥))
e suponhamos que o sub-template ¥ nao contém a 6rbita x7°. Entdo,
o intervalo I néo faz parte do conjunto de ramificacdo B(#) (cf. Defini-
¢do 2.2.5) pois, se esse fosse o caso, um dos bracos de ¥ que termina
em s; estaria contido no bracgo x1, o que contradiz a hipé6tese de I ser <-
minimal.

Assim, uma vez que a intersec¢do de ¥ com o conjunto dos pontos de
B(#) entre x{° e 0°(I) € vazia, construimos um novo segmento de ra-
mificagdo [x$°,0(I)] adicionando uma "orelha"O*, como representado
na figura 3.10.
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Obtemos entdo por modificacdo de S(.¥) o conjunto de ramificacao
B(7*) =B u x5 mot (| vl

de um sub-template #*.

Cada ponto no bordo de algum sub-segmento de ramificacdo em (")
e contido numa 6rbita que termina em 9°(I) € substituido por x{°. Isto
corresponde a um "alargamento"do braco que chega a s; ao longo do
braco x4 de 7 (figura 3.10), o que assegura que incluimos a 6rbita 95 (%)
em ¥,

2. Para 0°(]) # x3°, onde I é a componente <J-minimal de L U(B3(¥) U f4 7)),
consideramos a template inflation y:7 — 7, a qual transforma . num
sub-template #* demodo que y (B;(¥)) = B;(¥),i,j=1,3,i # jex (Br(¥)) =
Bi1V), k,1=2,4, k # 1. Assim, y(I) c s; satisfaz as condi¢des em 1., pelo
que podemos adicionar uma "orelha" O* obtendo um sub-template (#*)*.
Aplicando de novo y, o sub-template (#*)* é transformado num sub-
template isotépico a . com uma "orelha" O~ adicionada ao longo de
Y’(H=Ics,.

o

Para demonstrar que € possivel adicionar pares (O*,07) ao template V', Gh-

rist considera as renormalizagoes h) = f*gfg* : 7V — ¥V e h* =fg*{*g: ¥V — ¥ defi-
nidas em Xy por,

2 2
X1 X2 X3 X4 X1 (X2X4)“ X2 X3X4X)
2 3
) X2 = X2 X5 X4 X1 (X2X4)” X2 X3 X4 X1
b: : : 3.1.2)
X3 — XZX3X4X1)C2)C4

X4 = XpX5 X4 X1 XpX4

X1 = X4 X2 X X3 X4

2
X2 — x4x1 X2X3X4X2 (3.1.3)

* .
b”: 2 2
X3 X4 X7 X2X3 (X4X2)" XqX) X2 X3
2 3
X3 X4 X7 X2X3 (X4X2)° X4X) X2 X3
Resulta de f e g serem template inflations isotépicas e do lema 3.1.1, que as
renormalizacoes ) e h* sdo isotépicas.

Proposicao 3.1.3 ([14, 15]). Consideremos as renormalizagoes isotopicas ) : 7V —
V e bV — V. Entao,

1. de todos os pontos em h(¥)N sy o ponto minimal, em relagéo a ordem <,
estd contido na érbita b (05(V));

2. de todos os pontosem h* (V)N s, o ponto minimal, em relagdo a ordem <,
estd contido na érbita h* (05(¥))).
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DEMONSTRACAO

1. Para determinar o ponto <l-minimal em h(?) N sy, em primeiro lugar va-
mos explicitar §(0(7)).

O bordo 4(¥) é dado por (cf. exemplo 2.2.2):

o5(V) = x5

01 () = x1 (x224)
05(V) = x2x3°

04 (V) = (xpx4)™
05(V) = x

05 (1) = x5 (x4x2)™
05 (V) = x4x5°

04 (V) = (x422)

b

donde resulta para h(0(¥)):

3D (xpx gy (xpx)? Ko X3 x4 1) ™

Gij ) 2 x2x§x4x1 (X2X4)% X2X3X4 X1 (x2x§x4x1 (x2x4)® X234 71 x2x§x4x1 x2x4)oo
05) 2 %265 X4 X1 (%254)> X231 (%2565 X4 X1 X2 X4) ™

) 2, (2 X5 X421 (X2X4)° Xp X3 X4 X1 Xp X5 X4 X1 X224

05(7/) 'ﬁ (XZX§X4X1 .XIZX4)OO

63‘3 ) 'ﬁ XZX§X4X1 X2 X4 (XZX§X4X1 x2x4x2x§x4x1 (x2x4)3 .XI2X3X4.X51)OO

A xyx2 x4 X4 (X232 X X1 () Xp X3 X4 1)

d h 2 2 3 o0
05 (V) = (X2x5 X4 X1 X2 X4 X2 X5 X4 X1 (X2X4)° X2 X3 X4X1)

Resulta da expressdo (3.1.2) que a imagem por f) de x» em 05(7) contém
dois simbolos x;. Considerem-se as duas palavras

0'4 [[’) (05(7/))] =X1 (XZX4)3 X2X3X4X1 (XZX§X4X1.X’2X4)OO e
o' [5(050)] = x1 (x5 xax1%2x4)™

onde o € o shift.

Daqui se conclui que

o' b (as0M)] <ot [b(050)] .
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Temos ainda, por exemplo,

4 d 3 2 2 3
o [f)(dz(?/))] = X1 (X2X4)” X2 X3X4X1 X2 X3 X4 X1 X2 Xa X2 X5XaX1 (X2X4)" ...
14 d 2 2 3
o [h (62 (7/))] = X1X2X5X4X1 X2X4X2X3X4X1 (X2X4)" ...

0'19 [[’) (05(7/))] = x1x2x4x2x§x4 .
logo

o' [h(050))] <™ [n(0f )| <0 [n (0§ 1)| < 0 [ (850))] < 0[5 (05 1)

Procedendo de modo andlogo com os restantes pontos de b (9¢(¥)) e
h(0%(7)), i =1,3,4, conclui-se que o'*[h(85(7))] é <-minimal no con-
junto de todas as 6rbitas em h(¥) N s;.

2. Aplicando a template inflation y a o'* [ (85(7))] obtemos:
x4 [5(050M)] = x (%1 (xoxE x4 X1 %2%4)7)
que é <-minimal em y(s1).
Observando que y comuta com o operador ¢ vem:
ay [5(050)] = x3 (xax3x2 X34 %2)

que é minimal em s».

Atendendo a que y é uma involucao, concluimos:

0'14)( [f)x ()(0‘23(7/))] = 0'14[)* (02(7/)) = X3 (X4X%XZX3X4JC2)OO .

O préximo resultado é central na teoria de Ghrist:
Teorema 3.1.1 (Ghrist). O template W, é um sub-templatedeV para todo q > 0.

Apresentamos as ideias base na demonstragdo do teorema 3.1.1. Para uma
demonstracdo mais detalhada referimos [14, 15].

DEMONSTRAGAO Na demonstracdo vamos considerar vérias iteradas das re-
normalizacdes isotépicas h,h* : 7 — ¥, pelo que para distinguir as diferentes
copias de 7 introduzimos uma sequéncia {¥':i=1,2,---} de templates, onde
cada 7 é isotépico a V.

Tomando #; = 7! aplicamos sucessivas vezes, e alternadamente, as renor-
malizacoes h) e h*, construindo a sucessdo de templates,
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7/1 h 7/2 b 7/3 b 7/4 b

Resulta da proposicao 3.1.3 (1) que no conjunto <l-ordenado de todas as 6r-
bitas de h(¥1) n B1(¥?), h(8%(¥)) é minimal. Assim, a proposicdo 3.1.2 torna
possivel a adicao de uma "orelha"O", ao longo da componente <I-minimal de
h (857 1) n B1(#?), dando origem a um sub-template #;* < ¥* como represen-
tado na figura 3.11.

O+

Figura 3.11: O template #;", obtido por adicao de O* a7

Considerando agora h* : 72 — 73 e a proposi¢ao 3.1.3 (2), adicionamos uma
"orelha"O~ ao sub-template h* (#;") ao longo de h* (85(¥?)) n f373. Note-se
que a "orelha" O~ precede (atendendo ao sentido do fluxo) a "orelha" O™ adicio-
nada anteriormente ao template #; pois, em 72, 02(7/2) precede O*. Obtemos
deste modo um sub-template de 7 isot6pico a #; que contém a 6rbita 95 (7),
(cf. figura 3.12).

1z

Figura 3.12: Construcao de #,

Temos agora #> c 73eo sub-template #> contém a 6rbita 07 (73). Dado que
73 é isotépico a 7!, com 05(73) correspondendo a 85(7 1), é possivel iterar o
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processo de adigdo de pares (O*,0) acima descrito:

4 uo* 7//1+ uo~ W uo* 7//2+ uo~

L e A

& V? V3 yt —
b b b b

Para cada i = 1,2,... vdo-se construindo sub-templates isotdpicos a #; e conti-
dos no template V'™, isotépico a 7. O

Teorema 3.1.2. O template? e o templateV sdo templates universais.

DEMONSTRACAO Pelo teorema de Alexander (teorema 1.1.8) todo o k—elo E
pode ser representado pelo fecho de uma n—tranca g.

Por outro lado, a proposicao 3.1.1 assegura que ,3 estd contido em %, para
algum g > 0. Portanto, uma vez que pelo teorema 3.1.1 #; < 7, o template V
contém todos os nés e todos os elos.

O template % é universal pois a template inflation g : V' — % é isotbpica,
logo g(¥) é um sub-template de % isotépico ao template universal 7. O

O préximo resultado é da autoria de Michael Sullivan, [34]:
Proposicao 3.1.4. O template% é um sub-template do template £(0,-2). O

Proposicdo 3.1.5. Todos os templates £(0,n), com n < 0, sdo templates univer-
sais.

DEMONSTRAGAO Pela proposicao 3.1.4 o template % é um sub-template de
Z£(0,-2). Da cadeia de inclusdes na proposicao 2.3.4 resulta,

UcPL0,-2)c L0,-4) c---
n
ZL0,-1)c£0,-3)c---

donde se conclui, atendendo ao teorema 3.1.2, o resultado. O

Observe-se a diferenca entre £(0,1) e £(0,—1): enquanto o template £(0,—1)
é universal, o template £(0,1) apenas contém nés primos (proposicao 2.3.2).
Concluimos com uma conjectura de Ghrist ef al, [15]:

Conjectura 1. Um template 9 < S® é universal se, e somente se, 7 é um sub-
templatede T .
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