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Resumo

Os modelos log-lineares sao, desde ha muito, uma das mais importantes ferramentas na
andlise de tabelas de contingéncia, tendo impacto em muitas areas cientificas. Com a
proliferacao de packages informéticos capazes de executar os calculos necessarios e apre-
sentar os resultados desejados, a utilizacao destes modelos tem crescido grandemente.
Contudo, a anélise de bases de dados de dimensoes cada vez maiores, tem aumentado
o grau de complexidade e de atipicidade da informagao recolhida, tornando necessario o
desenvolvimento de novas técnicas e a adaptagao dos procedimentos classicos a problemas
especificos.

Neste trabalho aborda-se a problematica da adaptacao dos modelos log-lineares cléssi-
cos a ordinalidade das variaveis e a existéncia de zeros em tabelas de contingéncia. Neste
sentido, sao abordados os modelos log-lineares ordinais que permitem descrever padroes
de associacao e interacgao (ou a sua auséncia) inerentes a ordinalidade das variaveis. Por
outro lado, aborda-se o problema da existéncia de celas com zeros amostras, na perspectiva
de construcao de modelos quase-log-lineares. A abordagem das metodologias é estendida
ao caso de coexisténcia de escalas ordinais e presenca de zeros, abordando-se os modelos
quase-log-lineares ordinais.

As metodologias abordadas foram aplicadas a um conjunto de dados enfatizando a
sua aplicabilidade na anélise de dados reais. Os dados, relativos a escalas nutricionais
de criancas e organizados numa tabela tridimensional, permitiram, numa perspectiva de
intervencao precoce e preventiva da obesidade infantil, estimar a probabilidade de uma
crianca ser obesa, ou possuir excesso de peso, num determinado contexto nutricional

familiar.

Palavras chave: Modelos log-lineares; Variaveis ordinais; Zeros Amostrais; Zeros Estru-

turais; Tabelas de contingéncia.



Abstract

Log-linear models are, since a long time, one of the most used methodologies in contin-
gency tables analysis, with impact on many scientific fields. With the growing availability
of statistical packages that perform the necessary calculations and present the so desired
results, these models have been increasingly used. Yet the analysis of bigger amounts of
data have been incrementing the complexity and the messiness of collected data, imply-
ing the development of new technics and the adaptation of classical procedures to specific
problems.

This study deals with the adaptation of classical log-linear models to ordinal cross clas-
sified data with zero counts. These models are adapted to the ordinality of the variables
by including association and interaction terms that reflect the hierarchical characteris-
tics of the categorical variables. Quasi-log-linear models are fitted to overcome estimated
random zeros.

Studied methods were then applied to real data emphasizing the applicability of this
methodology in data analysis. Parent and offsprings body structure data organized into
a three-way contingency table, allow to determine the probability of a child being obese

(or having excess of weight) in a particular nutritional family context.

Key words: Log-linear models; Ordinal variables; Sampling zeros; Structural zeros;

Contingency tables.
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Capitulo 1

Introducao

As variaveis qualitativas sao frequentes em muitos dominios cientificos. A classificacao de
um conjunto de individuos em fun¢ao de variaveis qualitativas leva a contagem do niimero
de casos afectos as categorias. A anélise e modelacao deste tipo de dados - contagens - €,
desde h& muito, um desafio para estatisticos e investigadores que nos seus estudos lidam
com este tipo de informacao.

Com o avango da tecnologia e o aumento da capacidade de andlise de bases de dados
de dimensoes cada vez maiores, tem crescido o grau de complexidade e de atipicidade da
informacao recolhidal. A necessidade de novas técnicas e da adaptacdo de procedimentos
padronizados tem-se, por isso, tornado uma realidade.

Sao muitas as investigacoes conduzidas nesta area do conhecimento que procuram dar
resposta a problemas especificos relacionados com a anéalise de tabelas de contingéncia.
Neste trabalho procurou-se ir ao encontro de preocupacoes frequentemente expressas por
quem lida com este tipo de dados. Por um lado, o tratamento de escalas ordinais e, por
outro, a existéncia de zeros em tabelas de contingéncia.

No que respeita a presenca de variaveis ordinais, na grande maioria das situagoes sao
usados métodos "standard" para varidveis nominais, "desperdicando" informacao impor-
tante contida na relacao de ordem dos dados. Por outro lado, a presenca de zeros em
tabelas de contingéncia é para muitos investigadores um dos maiores problemas aquando
da modelacao dos dados. Frequentemente é descrita a aplicacao de "remédios" como
sejam a combinacao de categorias de varidveis de modo a aumentar a frequéncia das
celas, o preenchimento das celas com algum tipo de "valores apropriados" , ou, a desmon-
tagem dos dados até ao "desaparecimento" dos zeros, sendo frequentemente relatadas
conclusoes confusas ou inapropriadas. Dados deste tipo podem mesmo fazer com que os

investigadores abandonem os respectivos estudos (Bishop, Fienberg and Holland, 1980).

!Nonstandard sets of data; Messy data



Com este trabalho pretendeu-se:

1. Abordar metodologias que permitam ultrapassar as dificuldades de modelagao em
tabelas de contingéncia com escalas ordinais e células nulas. Sao, por isso, abor-
dados: (a) os métodos ordinais que usam a informacao relativa a hierarquia das
categorias, sendo exposta a vantagem que dai advém nomeadamente no que re-
speita a simplificacdo de modelos, e (b) as metodologias que permitem ultrapassar
o problema da existéncia de celas com frequéncia nula, dando-se énfase ao problema

da estimacao, seleccao do melhor modelo e célculo de graus de liberdade.

A abordagem das metodologias é estendida ao caso de coexisténcia de escalas ordi-

nais e presenca de zeros.
2. Aplicar as metodologias abordadas a um conjunto de dados de forma a:

e Enfatizar a aplicabilidade das metodologias expostas na anélise de dados reais;

e Analisar dados referentes a escalas nutricionais de criancas, contribuindo para,
numa perspectiva de intervencao precoce e preventiva da obesidade infantil,
estimar a probabilidade de uma crianca ser obesa ou possuir excesso de peso

num determinado contexto nutricional familiar.

De salientar que neste texto a analise é restringida ao caso de tabelas bi- e tridimen-
sionais e em que ambas as variaveis sao ordinais, embora os métodos apresentados sejam
generalizaveis a tabelas de maior dimensao e aos casos em nem todas as variaveis sejam
ordinais.

Esta dissertacao estd organizada em 9 capitulos. Nos capitulos 1 a 5 abordam-se
os conceitos prévios (capitulo 1), os modelos probabilisticos (capitulo 2) e os modelos
log-lineares classicos (capitulos 3 a 5) que estdo na base da adaptacao das metodologias
a presenca de escalas ordinais (capitulo 6) e & existéncia de celas com frequéncia nula
(capitulo 7). No capitulo 8 serdao apresentados os resultados da analise dos dados reais e

no capitulo 9, apresenta-se a conclusao do trabalho.
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Capitulo 2

Conceitos prévios

2.1 Variaveis qualitativas

Sao designadas por variadveis qualitativas aquelas cujas modalidades sdao definidas por
categorias! exaustivas e mutuamente exclusivas. A classificacio de um conjunto de in-
dividuos em funcao de variaveis qualitativas possibilita a contagem do nimero de casos
afectos a cada uma das categorias. Os modelos estatisticos abordados no presente tra-
balho — Modelos Log-lineares — adequam-se precisamente a analise deste tipo de dados:
contagens ou frequéncias.

As variaveis qualitativas podem subdividir-se em dois grandes grupos. Quando entre
as categorias nao é possivel estabelecer uma relacao de ordem, as variaveis sao classificadas
como nominais. Ao contrario, quando as categorias sao hierarquizaveis, as varidveis dizem-
se ordinais. As escalas ordinais sao frequentemente usadas, e.g., nas Ciéncias Sociais,
Biomédicas, Psicologicas e da Educacao. Em particular, em Medicina, sao muitas as
variaveis ordinais referidas na bibliografia deste dominio cientifico. A titulo de exemplo,
mencionam-se a Escala de Apgar, as Escalas de Avaliacao Neuroloégica e as Escalas de

Classificacao Nutricional.

2.2 Tabelas de contingéncia

As tabelas de contingéncia nao sdo mais que uma forma de apresentacao tabelar de con-
tagens de efectivos de classes (Pestana, 2006). Uma tabela com [ linhas e ¢ colunas, diz-se
que tem dimensao | X ¢ sendo, por isso, referenciada como uma tabela [ x ¢ e designada
por bidimensional. Da mesma forma, uma tabela com [ linhas, ¢ colunas e s estratos, é re-
ferenciada como uma tabela [ X ¢ x s sendo designada por tridimensional. Para dimensoes

superiores as tabelas sao designadas por multidimensionais.

!Também designadas na literatura por classes.
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Considere-se a situagao em que se possui uma amostra aleatoria de dimensao n sobre
a qual se tem informacao de duas varidveis categorizadas, X com [ categorias e Y com
c categorias. Os dados relativos as contagens do niimero de casos observados no cruza-
mento das categorias das duas variaveis podem ser organizados numa tabela com [ linhas,
representando as categorias da varidavel X, e ¢ colunas, representando as categorias da
variavel Y. As celas da tabela representam os [c possiveis resultados correspondentes as
combinacoes das categorias. Nesta situacao esta-se perante uma tabela de margens livres
(Pestana, 2006). De uma forma genérica, uma tabela de contingéncia bidimensional re-

sultante de uma dupla classificacdo pode ser apresentada tal como consta na Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Tabela de contingéncia bidimensional

Varidvel Y

Varidvel X r - 5 - ¢ Total
1 011 -+ 015 -+ O1c Ole
i Oi1 *** Oy O Oje
[ Oon - Oy O Ole
Total Ol *** Oej “*+ Oec n

H4, no entanto, outro tipo de tabelas. Quando varias amostras sao classificadas se-
gundo um determinado critério, ou seja, ¢ amostras sao classificadas em funcao das [
categorias de uma variavel X, esta-se perante tabelas com uma margem fiza e uma margem
livre. Finalmente, ha também situagoes onde os esquemas amostrais conduzem a tabelas

com ambas as margens fizas (Pestana, 2006).

2.2.1 Notacao

A matriz de frequéncias observadas numa tabela bidimensional pode representar-se por
{Oij}, (Z =1,..,0l;5 =1, ”_70) tal que

{oij} =

on - O

As frequéncias marginais sao entao representadas por o,; € 0, onde, convencional-

mente, o ponto substitui o indice relativamente ao qual se efectuou a soma

12



Cc
Oej = g 05 Oie = E Oij
, =

=1

O numero total de observagoes (n) satisfaz as proposi¢oes

l c l c
n= E Oie = E Oej = E E Oij
i=1 j=1

i=1 j=1

Dada a matriz de frequéncias observadas {o;;}, representar-se-a por p;; a proporcao de
casos classificados na cela (i, j), isto €, p;; = 0;;/n, sendo, naturalmente, » . Zj pij = 1.
A matriz {p;;} representa a Distribuicao Empirica Conjunta. As Distribui¢oes Empiricas
Marginais sao representadas pelos vectores dos totais marginais {p;e} e {ps;}-

Numa tabela de contingéncia pode ainda definir-se a proporcao de casos classificados
na categoria ¢ de X, dado que pertencem a classe j de Y, isto é, a proporc¢ao condicionada
Pi(j) = 0ij/ Oaj-

A notacao referida até agora refere-se apenas a amostra. Na populacao, p é substituida
pela letra Grega m, isto &, {m;;} representara as probabilidades conjuntas, {7} e {mq;}
as probabilidades marginais e {;(;)} as probabilidades condicionadas.

Naturalmente, em tabelas multidimensionais, e em particular em tabelas tridimen-
sionais, usar-se-a notacao similar, aumentando o niimero de indices em func¢ao do nimero

de variaveis envolvidas.

2.3 Razao de produtos cruzados

Um dos objectivos principais da anélise de tabelas de contingéncia ¢ determinar se as
varidveis envolvidas na classificagao dos casos sao ou nao independentes. Adicionalmente,
no caso da nao independéncia, existe a necessidade de quantificar o grau de associacao das
varidveis. Para este efeito, existem véarias medidas de associacao extensamente abordadas
na literatura (e.g. Upton, 1980, capitulos 2, 3 e 4). No ambito dos modelos log-lineares,
tem especial interesse a estatistica Razdao de Produtos Cruzados, também designada por
Razao de Chances.

Considerando a linha 1 de uma tabela 2 X 2, a chance de obter uma resposta na coluna
2 em vez de a obter na coluna 1 é dada por (Agresti, 1984, pagina 15)

12

le—

11

Da mesma forma, na linha 2, a chance de obter uma resposta na coluna 2 em vez de a

obter na coluna 1 ¢ dada por
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22
Q=—
21

Uma chance igual a 1 significa uma situagao de equiprobabilidade de classificagao em qual-
quer uma das colunas; um valor superior a 1 mostraré que a probabilidade de classificacao
na coluna 2 ¢ maior que a probabilidade de classificacao na coluna 1.

A razao entre Q0 e Q9

. 0 _ T117T22

0 (2.1)

2y 12721

define a Razao de Produtos Cruzados ou a Razao de Chances. Esta estatistica, estimada
por 0= (011092) /(012091 ), mede o grau de associagao entre as duas variaveis. Para proba-
bilidades nao nulas, o seu valor sera sempre nao negativo e igual a 1 quando as variaveis
forem independentes. Um valor inferior a 1 indicara que os elementos da linha 1 apresen-
tam uma menor chance de serem classificados na coluna 1 que os elementos da linha 2
e, inversamente, um valor superior a 1 indicara que os elementos da linha 1 apresentam
uma maior chance de serem classificados na coluna 1 que os elementos da linha 2.

Em tabelas [ X ¢, a razdo de produtos cruzados pode calcular-se combinando os C} pares
de linhas com os Cf pares de colunas, isto ¢, existem C} x C§ Razdes de Chances numa
tabela bidimensional com [ linhas e ¢ colunas. Contudo, neste conjunto de estatisticas
existe muita informacio redundante. E possivel mostrar que a familia de razdes calculadas
mediante o uso de linhas adjacentes e colunas adjacentes, designadas por Razao de Chances

Locais e definidas por

7T.’. ﬂ' 17. 1 i .
0 = —L I = -1, 5=1,..,c—1 (2.2)
Ti+1,5 Ti5+1

determinam todas as C x C§ Razoes de Chances numa tabela [ x ¢ (Agresti, 1990, pagina
18). O valor desta estatistica descreve a magnitude relativa das associagdes "locais" na
tabela.

Em tabelas tridimensionais, definem-se as Razoes de Produtos Cruzados Condicionais
que avaliam a associacao condicional local entre duas varidveis, dado um certo nivel da
terceira variavel. Assim, por exemplo, a Razao de Chances entre X e Y, dado o nivel k
de Z, 0, define-se como

Tijk Ti4+1,54+1,k

Oijir) = i=1,..,0-1j=1,.,¢c-1 (2.3)

T 5+1,k Ti4+1,5,k

14



As Razoes de Chances 0, e 03 sao, naturalmente, definidas de modo andlogo. Adi-
cionalmente, o racio entre as Razoes de Produtos Cruzados Condicionais
Oijerry  big+oe  Ouryn

i = - - (2.4)
T O O Ok

permite descrever a interaccao de 2% ordem local, isto ¢, 0;;;, representa a interac¢ao numa
seccao de dimensao 2 X 2 X 2 numa tabela tridimensional constituida por linhas, colunas
e estratos adjacentes. Na auséncia de interacgdo de 2* ordem, 6, = 1 (Agresti, 1990,

pagina 278).
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Capitulo 3
Modelos probabilisticos

Numa tabela de contingéncia existem trés modelos probabilisticos adequados para explicar
o nimero de ocorréncias dependendo do esquema amostral adoptado e dos objectivos da

analise (Paulino e Singer, 2006, capitulo 2):

1. n aleatério:
As frequéncias numa tabela de contingéncia por serem contagens de efectivos de
classes assumem valores inteiros nao negativos. Considerando o ntimero total de
observacoes a partida indeterminado, sendo realizadas tantas observacoes quanto
possivel num dado intervalo de tempo!, entao as frequéncias observadas numa tabela
bidimensional 0;; (i = 1,...,1; 7 = 1, ..., ¢) ndo sdo mais que realiza¢oes independentes
das varidveis aleatorias O;; bem modeladas por uma Distribui¢ao Poisson com valor

esperado E(O;;) =e;; (e;; >0, comi=1,....lej=1,..c¢)

{0;;} —~ Poisson({e;;}) (3.1)
Admitindo O;; (i = 1,...,1;j = 1, ..., ¢) independentes e identicamente distribuidas,
a funcao massa de probabilidade conjunta é dada por

l c l c 0ij

o) {e)) = TTTT flowl e) = JIT] 20" (39

0;!
i=1 j=1 i=1 j=1 t

com 0;; € Ny e €ij € R*.

Numa tabela tridimensional | X ¢ X s ter-se-a

10 modelo baseado em Processos de Poisson pode nio ser adequado para dados definidos espacialmente
pois a existéncia, por exemplo, de correlagao entre regioes contiguas nao é compativel com a hipotese de

independéncia entre as contagens por area (Paulino e Singer, 2006, pagina 25).
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l c s Oijk

fltoset feuch = [TTT T =220 (33

i=1 j=1 k=1

com o €Ngeejp € R (i=1,..,5;j=1,...,c;k=1,...9).

. n fixo:
Um segundo esquema amostral, na préatica mais frequente, consiste em fixar n.

Considerando o caso bidimensional, dado que n = E E 0;j, entao, naturalmente,

? J
o0;; nunca poderéd exceder n. Nestas condigoes as varidveis O;; sao dependentes. O

vector de frequéncias observadas O;; (i = 1,...,[;j = 1,...,¢) condicionadas por n,

isto é, pela sua soma, tém Distribuicao Multinomial

{0} n ~ Multinomial(n, {m;; }) (3.4)

eij eij

n _Zizj%'

com valor esperado e;; = nm;;, isto é, m; =

e funcao massa de probabilidade

n! N
fHoi} n{mi}) = ==vr— o (3.5)
H H Oij 1:[ 1:[

7

Generalizando ao caso de tabelas tridimensionais, tem-se:

n! N
foir ] n,{mijn}) = Tk (3.6)
e

. Totais marginais fixos:

Uma alternativa aos esquemas amostrais anteriormente expostos consiste em fixar
antecipadamente o ntimero de elementos pertencentes a vérias amostras indepen-
dentes correspondentes, por exemplo, as ¢ categorias da variavel Y. Este delinea-
mento corresponde a um esquema de amostragem estratificada, no qual, se extrai
independentemente uma amostra aleatéria simples de cada um dos estratos conside-
rados. Ou seja, trata-se de um esquema amostral conducente & fixagao de uma das
margens da tabela. Neste caso, considerando o caso bidimensional, a probabilidade
de classificagao do elemento w (w = 1,...,n) na cela (i, ) é dada pela a probabili-
dade do elemento ser classificado na categoria ¢ de X, dado que pertence a classe j

de Y, isto é, trata-se da probabilidade condicionada
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Assim, considerando fixos os totais marginais, as contagens relativas a cada uma das
[ linhas de X tém distribuicoes binomiais de parametros oo € mj) (1 = 1,...,[;j =
1,...,¢), isto &, distribui¢coes multinomiais univariadas independentes. O modelo
probabilistico adequado & modelagao de O;; é portanto o Modelo Produto de Multi-

nomiais cuja funcao massa de probabilidade é dada por

o} {oh {minh) = 1 (H—' 11 w?&) (3.7
=1 Oij! 7j=1

Os modelos probabilisticos expostos, apesar de decorrerem de diferentes esquemas
amostrais, estdo intimamente associados entre si (Paulino e Singer, 2006, pagina 26). Na
realidade, é possivel mostrar que o kernel? da fun¢ao verosimilhanca é idéntico para os trés
esquemas amostrais expostos (Bishop, Fienberg and Holland, 1980, pagina 64). Daqui
decorre que os estimadores de maxima verosimilhanca para as frequéncias esperadas das
celas de uma tabela de contingéncia sob os trés esquemas de amostragem abordados sao os
mesmos (Bishop, Fienberg and Holland, 1980, pagina 448). Assim, a andlise inferencial
de uma tabela de contingéncia sob amostragem de Poisson é equivalente & anélise sob

amostragem multinomial ou produto-multinomial.

2Neste contexto, entende-se por kernel a parte da funcio de probabilidade que depende dos parametros.
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Capitulo 4
Modelos log-lineares

A analise classica de tabelas de contingéncia ¢ feita mediante andalises bivariadas, através
do célculo de estatisticas que permitem detectar e medir o grau de associagao entre duas
variaveis. Alternativamente, o ajustamento de modelos log-lineares permite analisar asso-
ciagoes simples ou complexas entre duas ou mais variaveis. Este tipo de abordagem
possibilita uma abordagem sistematizada de tabelas multidimensionais e permite estimar
a magnitude os efeitos de interesse e, consequentemente, estabelecer uma hierarquia entre
as variaveis no que respeita a sua importancia relativa (Everitt, 1994, paginas 73-74).

A expressao modelo refere-se a uma estrutura conceptual ajustavel as observacoes.
A sua construgao implica a definicao dos termos que o compoem e a estimagao dos pa-
rametros. O ntmero de termos depende da dimensionalidade da tabela. O numero de
parametros de cada termo depende do nimero de categorias de cada variavel. As estima-
tivas dos parametros do modelo fornecem informacao sobre a magnitude do efeito que as
variaveis, ou combinacoes de variaveis, tém na determinacao dos valores observados.

A maior facilidade no tratamento matematico de estruturas matematicas lineares do
que no tratamento de estruturas nao lineares, leva, em muitas circunstancias, a lineariza-
cao dos modelos estruturais. Na analise de padroes de associacao em tabelas de contingén-
cia, a logaritmizacao das probabilidades das celas de tabelas de contingéncia permite essa
linearizagao e dé, assim, origem aos designados Modelos Log-lineares. Um modelo com
um nimero de parametros igual ao nimero de celas da tabela é designado por Saturado.
Estes modelos possuem um ajustamento perfeito ja que, nesta situacao, as frequéncias es-
peradas sao, simplesmente, as proprias frequéncias observadas. A eliminacao de termos do
modelo log-linear saturado conduz a modelos mais parcimoniosos, ditos Reduzidos ou Nao
Saturados. Se os dados forem adequadamente descritos por modelos reduzidos, é possivel
modelar sem perder informacao estrutural importante, ganhando-se em simplicidade.

Assim, a anélise log-linear tem por objectivo final determinar o modelo interpretével
mais parcimonioso que melhor reflicta a estrutura imposta, isto é, o modelo conceptual-

mente inteligivel com menor nimero de termos, e, portanto, com menos parametros, que
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possua um bom ajustamento global e parcelar.

4.1 Modelos log-lineares para tabelas bidimensionais

Nesta secgao, serao apresentados os modelos log-lineares para tabelas [ x c.

4.1.1 Modelo de independéncia

Duas variaveis categorizadas, organizadas numa tabela bidimensional dizem-se estatisti-

camente independentes se, parat=1,....l e j = 1,...,c se tem
Tij = Tie X Tej (41)

Numa escala logaritmica, a independéncia em tabelas de contingéncia bidimensionais

assume pois a forma aditiva

log m;; = log m;e + log 74 (4.2)
Atendendo a que
e;j = nm;; < loge;; =logn + logm;; < logm;; = loge;; —logn (4.3)
Cio = NTe <> l0g €;o = logn + log mie < log mie = loge;e —logn (4.4)
Cej = NT; < log €y; = logn + log m,; < logm,; = loges; —logn (4.5)

Entao, substituindo em (4.2), obtém-se
loge;; = logeje +1og eqj —logn (4.6)

Somando, respectivamente, em 7,5 e em i e j

I I
Zlog €ij = Zlog €ie + lloges; — llogn
i=1

=1

Zlog e;j = cloge;e + Zlog e; — clogn o
=1 j=1
!

c l c
ZZloge,—j = chogei. +lZloge.j —cllogn
i=1 Jj=1

\ =1 j=1

l !

1 1

7 g loge;; = 7 E log e;e + log €4 — logn
i=1 =1

IS 1
- 1 zzl i® - 1 o'_l
= - ]E_l 0g €;; 0g €0 + - E—l 0g € ogn =

J
l c l ¢
%ZZlOgezj = %Zlogei. + % Zloge.j —logn
i=1 j=1

. i=1 j=1
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!
1 1
log es; = 7 g loge;; — 7 log e;e + logn
i=1

1 1 —
1 i‘__E 1 Z.,__El R
& oge Cj:1c 08 €; . 2 0g €qj 1+ logn

I ¢ ! ¢
72 Yolones = s+ L loses g
i=1 j=1

. i=1 j=1

Substituindo em (4.6) e adoptando a notacao

1 l 1 c 1 l c
nij = log €ij 7 Z Nij = Tej - Z Nij = Tie a Z Z Nij = Tlee
i=1 j=1

i=1 j=1

obtém-se
I o 1 <
loge;; = - Z loge;; — - Z log eq; +logn
7j=1 7j=1
1< 1<
+(7 ;logelj —7 ;logei. + logn) —logn

c l
1 1
= _i.__ ]_ 'Y 1 _.‘—— 1 1@ ]. _1
n Cjzl 0g €4 + 10g N + 7 lizloge + logn — logn
1< 1
= Nie + Nej — <7izllogei. + Ejzlloge.j - 10gn>

= TNie 1+ Tej — Nee
= (Nie = 1) + (Nej — 1) + 7o (4.7)

A equagao (4.7) pode, finalmente, escrever-se na forma

logey; =p+ A +A Vi j (4.8)

onde
L = Tes (4.9)
A= Tej = Tlae (4.11)

A equacdo (4.8) representa o Modelo Log-linear de Independéncia para tabelas bidi-
mensionais.

No modelo, tal como no modelo de Andlise de Variancia a um factor (One-Way
ANOVA), u representa o efeito médio global; A\X representa o efeito principal da var-

iavel X e )\}/ representa o efeito principal da variavel Y.
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Os parametros \:* e A}/ estabelecem que os efeitos principais sao medidos pelos desvios
relativamente a média global dos logaritmos das frequéncias esperadas e satisfazem as
condigoes 3L AX =0 > 51 A} =0, existindo (i — 1) parametros em linha linearmente

independentes e (j — 1) parametros em coluna linearmente independentes.

4.1.2 Modelo saturado

Quando nao é possivel assumir a independéncia entre as variaveis, o modelo anterior
(equagao 4.8) torna-se inadequado, sendo necesséario introduzir um termo representativo

da interac¢ao entre as varidveis

NS = iy = Thie = T + 7w (4.12)
Considerando a notacao adoptada no modelo de independéncia obtém-se por substi-

tuicao
logeyy =p+ A+ A+ A5 Vi (4.13)

Este modelo, designado por Modelo Saturado, descreve perfeitamente um conjunto
de frequéncias numa tabela bidimensional. Repare-se que o lado direito da equacao é
agora analogo ao modelo de Anélise de Variancia a dois factores (Two-Way ANOVA). O
parametro \¥Y" satisfaz a condicdo 3°._, AT =200 A =0, sendo (i—1)(j — 1) destes

termos linearmente independentes.

4.1.3 Modelos reduzidos

O modelo de independéncia e o modelo saturado nao sao os tinicos modelos possiveis de
estabelecer em tabelas bidimensionais. Colocando a hipdtese de equiprobabilidade das j

categorias da variavel Y (pelo que X e Y sdo independentes), tem-se o modelo
logeij = pu+ NS Vi,j (4.14)
Assumindo a equiprobabilidade das 7 categorias da variavel X, tem-se o modelo

loge;; =+ )\;/ Vi, j (4.15)

Um dltimo modelo pode obter-se assumido todas as categorias como igualmente
provaveis
loge;; =p Vi j (4.16)

22



Estes modelos sao designados por nao-abrangentes (noncomprehensive) por, na sua
formulac@o, nao incluirem os efeitos de todas as variaveis. Assim, o estabelecimento de,
por exemplo, )\}/ = 0 significa que as frequéncias associadas a X assumem oS mesmos
valores para qualquer j. O reconhecimento deste tipo de modelos é importante na medida
em que permite reduzir a dimensionalidade da tabela e assim simplificar a andlise (o que
é particularmente interessante quando se trata de tabelas multidimensionais). Contudo, a
analise destes casos nao coloca problemas de estimacao, pelo que é sobretudo importante
atender aos modelos abrangentes, isto €, aos modelos que pelo menos contém os parametros
relativos aos efeitos principais de cada uma das variaveis. E sobre este modelos que este
trabalho incidira.

Na tabela 4.1 encontram-se resumidos os modelos log-lineares abrangentes para tabelas

de contingéncia bidimensionais.

Tabela 4.1: Modelos log-lineares abrangentes em tabelas de contingéncia bidimensional

Descrigcao Pardémetros Simbologia
Saturado 1, A AT AR (XY
Independéncia py A )\}/ [(X][Y]

4.1.4 Interpretacao dos parametros

Em tabelas bidimensionais, p simboliza a média dos [c logaritmos dos valores esperados
(equagdo 4.9)). O parametro A\ pode interpretar-se como uma medida da variagao dos
valores estimados relativamente ao valor médio (aumento, quando positivo e diminui¢ao,
quando negativo) provocada pela presenca da categoria i da varidvel X (equagao 4.10)).
Da mesma forma, o parametro )\3/ dara informacgao acerca do efeito da categoria j da
variavel Y (equagdo 4.11). AYY traduz o desvio de loge;; relativamente a situagdo de
independéncia, isto é, fornecem informacgao relativamente a interaccao (de 1* ordem)
entre os niveis de X e Y.

Para melhor entender o significado do parametro representativo da interacgao entre as
variaveis, considere-se o caso mais simples de uma tabela bidimensional, isto é, o caso de
uma tabela 2 x 2. Nesta situacao um modelo saturado sera aquele que tiver 4 parametros.

Um modelo possivel incluiria os termos p, A, AY e AY. Nesta situacdo, tem-se

1 = logen N2 = log ez n21 = log ea; 22 = log egs

donde
1 —1 —1 ] 1
)\ﬁY = nll - 7710 - ﬁol + 77]00 - Og u Og €12 Og €21 + Og €22 = — IOg €11622
4 4 €12€21
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Equivalentemente, em termos de probabilidades tedricas, tem-se:

1 1
AXY = Zlog (w) — “log#

4 712721 4

Assim, o parametro A\;Y¥ sera nulo quando a razao de produtos cruzados () for igual
a 1, isto ¢, quando as variaveis forem independentes. Quando A{Y¥ > 0 h4 associagio
positiva e, naturalmente, no caso contrario, ha associacao negativa entre as variaveis.

Estes resultados sao generalizaveis a qualquer conjunto de 4 parametros independentes,
ja que, atendendo as restrigbes sobre as somas dos parametros, se tem (Upton, 1980,

péagina 50)

X _ X

)‘2 - _)\1

Y _ Y

/\2 - _/\1
XY __ XY __ XY _ (XY
/\22 - _)\12 - _)‘21 _)‘11

E possivel mostrar que os parametros de interaccio do modelo em tabelas bidimensio-
nais rectangulares sao também fun¢ao da Razao de Produtos Cruzados, tal como exposto

para o caso 2 X 2 (Bishop, Fienberg and Holland, 1980, secc¢ao 2.3).

4.2 Modelos log-lineares para tabelas tridimensionais

Frequentemente encontram-se situacoes onde se pretende analisar as interrelacoes entre
um conjunto de mais de duas variaveis categorizadas, sendo portanto necessario consid-
erar a andlise de tabelas multidimensionais. Numa tabela tridimensional, resultante da
classificacao das variaveis X, Y e Z, podem representar-se as distribuicoes bivariadas dos
varios pares de varidveis para os diferentes niveis da terceira variavel, e.g. X-Y para os
diferentes niveis de Z, através das Tabelas Parciais onde Z é controlada, isto é, onde
Z & constante. As tabelas de contingéncia bidimensionais formadas por combinacao dos
niveis da terceira variavel (isto é, por soma das respectivas frequéncias) sao designadas por
Tabelas Marginais e, ao invés de controlarem Z, ignoram o efeito desta terceira variavel. A
analise de tabelas parciais pode conduzir a resultados muito distintos da anéalise de tabelas
marginais, podendo mesmo estas analises induzirem a resultados erréoneos (Agresti, 1990,
pagina 135). Nesta sec¢ao serao abordados os modelos log-lineares adequados a descrigao

de tabelas tridimensionais.

4.2.1 Modelos de independéncia

Considere-se, pois, o caso de tabelas tridimensionais, isto é, tabelas onde se regista o

numero de observagoes resultantes da classificagao cruzada de trés variaveis, X, Y e Z,
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respectivamente com i,j e k categorias (i = 1,...,5;7 = 1,...,¢;k = 1,...;s). Numa
tabela tridimensional, podem estabelecer-se varios tipos de independéncia entre as var-
iaveis. Representando por m, (i = 1,...,0;j = 1,...,c;k = 1,...,s) a probabilidade de

classificagao na cela (i, 7, k), isto é
mgp=P(X =i,Y =j,Z =k) (4.17)

as trés variaveis dizem-se Mutuamente Independentes quando

Tijk = Tiee X Teje X Teek v i,j, k (418)

Numa escala logaritmica, tem-se a forma aditiva

log i = 10g Tiee + 10g Teje + l0g Tear, V0,7, k (4.19)

Representando por 7, = loge;jr (€5 > 0, V i,7,k), entdo, a semelhanca do efectuado
para tabelas bidimensionais, pode estabelecer-se

H = Teee

NS = Tlie = Tlone

)\}/ = Tejo — Tese

A = Tloek — Tlose

)\f](-Y = Nijo — Tise — Teje 1 Tese

AikZ = Tliak — Tlies — Tlask + Tlase

A = Tojk = Tlaje — Tlaek + Tloss

Af](-YZ = Nijk — Nije — Niek — Tejk T Tiee + TNeje + Nesk — Nese

sendo a soma dos parametros relativamente a qualquer indice sempre nula

DN =D N =2 M= AT =) N = N =0
i J k

i J k
Partindo da equacao (4.19) e trabalhando-a algebricamente de modo analogo ao efe-

ctuado no caso dos modelos para tabelas bidimensionais, ontem-se o Model Log-linear de

Independéncia Mutua em tabelas tridimensionais

logey; =p+ A+ A+ A Vi gk (4.20)

Um segundo tipo de independéncia entre as variaveis verifica-se quando
Tijk = Tiek X Teje W ’i,j, k (421)
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Esta condicao traduz a Independéncia Parcial entre Y e uma nova variavel formada
pelas i X k combinacoes das modalidades das variaveis X e Z sendo, portanto, equivalente
a independéncia em tabelas bidimensionais. O modelo correspondente é designado por

Modelo Log-linear de Independéncia Parcial entre Y e o par (X,7) e é dado por

logeije = p4+ A+ A+ N+ A7 Vg k (4.22)

Similarmente, é possivel estabelecer os modelos de independéncia parcial entre X e o

par (Y, Z) e entre Z e o par (X,Y), respectivamente

logeje = p4 AY + A+ M + AN Vigk (4.23)

logeji = p+ A + N+ X + S Vi gk (4.24)

Repare-se que quando 7;j; = Tiee X Teje X Teek V %,],k enta0 Tij, = Tiek X Teje =
Tije X Teek = Tejk X Tiee V 4,7, k, ou seja, a independéncia mutua entre varidveis implica
sempre a sua independéncia parcial.

Por tltimo, considere-se a situacao em que duas variaveis sao independentes para uma
categoria especifica da terceira variavel, isto é, a terceira variavel é controlada. Assim, se
X e Y sao independentes para a k-ésima categoria de Z, X e Y dizem-se Condicionalmente

Independentes dado o nivel k de Z, isto é

Tij(k) = Tie(k) X Tej(k) Y i,j (4.25)

Genericamente, diz-se que existe Independéncia Condicional entre X e Y dada Z,
quando a condi¢do anterior se verificar para todos os niveis da varidvel Z, isto é, para
todo o k. O Modelo Log-linear de Independéncia Condicional entre X e Y dada Z é entao
dado por

logeiji =+ NS + A+ X+ A7+ A7 Vigk (4.26)

Da mesma forma, ter-se-ao, respectivamente, os modelos de independéncia condicional
entre X e Z dada Y e entre Y e Z dada X

logeiji =+ N+ A+ X+ A+ N7 Vi gk (4.27)
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log eije = 4 AY + A+ M+ A+ AT Vigk (4.28)
Repare-se que a independéncia parcial é mais forte que a independéncia condicional, isto

é, se existe independéncia parcial entre, por exemplo, Y e o par (X, Z) entdao X e Y sdo

condicionalmente independentes (Agresti, 1990, sec¢do 5.2.4).

4.2.2 Modelo sem interaccao de 2* ordem

Quando as trés variaveis forem condicionalmente dependentes, entao ter-se-a o Modelo

Log-linear sem Interacgao de 2° ordem

log e = p+ N + N + X + A+ N7+ AN Vigk (4.29)

4.2.3 Modelo saturado

Usando a nomenclatura adoptada anteriomente, o Modelo Log-linear Saturado para
tabelas tridimensionais é dado por

logeije = 4+ A + A + A+ AN NF AT Vigk (4.30)

onde \X¥, \%7, \77 representam as interacgdes de 1* ordem e o termo 57 representa

a interaccao de 2% ordem.

Os modelos log-lineares abrangentes em tabelas tridimensionais encontram-se resumi-
dos no Tabela 4.2.

Os modelos log-lineares abordados neste texto sao Modelos Hierdrquicos. O principio
da hierarquia na construcao de modelos log-lineares estabelece que a presenca de um
determinado termo representativo de um efeito de determinada ordem implica a inclusao
no modelo de todos os termos de ordem inferior. E este principio que garante que nestes
modelos o conjunto dos termos representativos das interaccoes entre variaveis representem
sempre desvios relativamente a independéncial.

Os modelos nao-hierarquicos tém a desvantagem relativamente aos hierarquicos de
serem, em regra, analiticamente mais complexos e mais dificeis de interpretar (Paulino e

Singer, 2006, paginas 69-70).

!Por exemplo, no modelo log-linear saturado para tabelas dimensionais, o principio da hierarquia

garante que )\ﬁy =loge;; —p— X )\}/.
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4.2.4 Interpretacao dos parametros

A interpretacao dos parametros nos modelos log-lineares em tabelas tridimensionais im-
plica a descricao das interacgoes entre variaveis em termos de razoes de produtos cruzados
(Agresti, 1990, pagina 144).

Para interpretar o significado do termo AX)'?, considere-se, a semelhanga do que foi
feito para tabelas bidimensionais, o caso mais simples, isto é, a tabela 2 x 2 x 2. Nesta
situagdo, é possivel mostrar que (Upton, 1980, pagina 61; Agresti, 1990, pagina 145)

XYZ _ \XYZ _ \XYZ __ XYZ __ XYZ __ XYZ __ XYZ
)\111 - )‘122 - /\221 - _/\112 - _/\121 - _>\211 - _>‘222

1 911(1)) 1 <91(1)1) 1 <9(1)11)
— Clog (W) _ Dy (T 2, (201
g % (911(2) g % 0121 g 8 O

Estes resultados indicam que a interaccao de 2 ordem serd nula quando o quociente
entre as razoes de produtos cruzados condicionais for 1, isto é, quando a razao de produtos
cruzados condicional entre duas variaveis for a mesma para os diferentes niveis da terceira
variavel. Tal significa que a interaccao de segunda ordem mede a diferenca de magnitude
entre as associagoes condicionais nas tabelas parciais formadas por uma qualquer particao
da tabela tridimensional em tabelas bidimensionais.

Na auséncia de interaccao de 2* ordem, os parametros que representam as associ-

acoes entre duas variaveis sao proporcionais ao logaritmo da razao de produtos cruzados

Tabela 4.2: Modelos log-lineares abrangentes em tabelas de contingéncia tridimensionais

Descri¢cao Pardémetros Simbologia
Saturado oy A /\}/, A\ )\fj(-y, AxZ, /\ﬁz, )\ngZ (XY Z]
Sem interacgao de 2* ordem 1, NN NN AT A (XY|[XZ|[YZ]
Indep. cond. entre Y e Z, dado X p, A )\}/, A\ /\f](-y, Ay Z (XY][XZ]
Indep. cond. entre X e Z, dado Y fy A )\}/, M, )\f](-y, )\ﬁz (XYY Z]
Indep. cond. entre X e Y, dado Z [y A )\;/, N NKZ )\ﬁz (XZ]Y Z]
Indep. parcial entre (Y,Z) e X fy NS )\}/, v )\ﬁz Y Z|[X]
Indep. parcial entre (X, Z) e Y X /\}/, N NXZ (X Z][Y]
Indep. parcial entre (X,Y) e Z py A )\}/, AN, )\f](-Y (XY][Z]
Independéncia mutua A )\}/, A\ (X][Y][Z]
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condicional. Tsto &, quando {A\5}#} = 0, entao (Agresti, 1990, pagina 145)

1

)\XY —
11 4

longl(k) k= 1,...,8

Assim, no caso das variaveis serem condicionalmente dependentes, os parametros re-
presentativos da associacao dos modelos log-lineares em tabelas tridimensionais podem
interpretar-se a partir das tabelas parciais através do calculo da Razao de Produtos Cruza-
dos Condicional (equagio 2.3).

Existindo independéncia condicional, por exemplo, entre Z e X (0, = 1,1 =1,...,1—
Ly j=1,..,c=1; k=1,..,s)ouentre ZeY Qo =1,i=1,..,1-1; j=1,...,c—1; k=
1,...,s), as associa¢oes marginal e parcial entre X e Y serdo iguais, pelo que o estudo
pode ser simplificado através da analise das tabelas marginais?, recorrendo & Razdo de
Produtos Cruzados Marginal que se define analogamente ao estabelecido para tabelas

bidimensionais

0, = —de Tirlitle g g1 j=1,..,c—1 (4.31)
7'(', . ﬂ', .
1+17J7. Zv]+17.

Quando as trés variaveis forem condicionalmente dependentes, a anélise das tabelas
marginais poderd conduzir a conclusoes erradas. Este facto estd relacionado com o
chamado Paradozo de Simpson. Numa tabela 23, este paradoxo significa que duas das
varidveis podem estar associadas marginalmente num determinado sentido e, simultane-
amente, apresentar associacao marginal no sentido contrario, quando controladas pela

terceira variavel (Paulino e Singer, 2006, pagina 86).

2Genericamente, a associacdo parcial entre duas varidveis sers igual & marginal quando a terceira var-
iavel for condicionalmente independente de cada uma das duas variaveis associadas. Nesta circunstancia
a tabela diz-se desmontdvel (collapsible) (Agresti, 1990, seccdo 5.3.3; Paulino e Singer, 2006, seccao 4.5).
Assim, e.g.,
05" =0i501) =02y = . =0ijsy i=1,.,0-1;j=1..c—1
quando se verificar pelo menos uma das seguintes condi¢oes de desmontabilidade (Agresti, 1990, pagina
146)

e =1 i=1,,0—1,j=1,.,¢,k=1,.,s 1
Q(l)jkzl izl,...,l,jzl,...,c—l,/4::1,...,5—1
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Capitulo 5

Estimacao paramétrica em modelos

log-lineares

Neste capitulo serao apresentados os conceitos relacionados com a estimacao de parame-
tros em modelos log-lineares. Tal sera feito, sem perda de generalidade, tendo por base o

modelo probabilistico de Poisson, seguindo Agresti(1990).

5.1 Estatisticas suficientes minimas

Em tabelas bidimensionais as frequéncias observadas o;; possuem distribuicao conjunta
de Poisson com funcao verosimilhanca £({e;;}/{0;;}) dada pela equacao (3.2).

Logaritmizando, obtém-se
log £ = ZZ_%—’_ZZOU loge;; — ZZlogoij! (5.1)
i i i

Dado que o tltimo termo da equacdo (5.1) nao depende de e;; ele pode, para efeitos

de estimagao paramétrica, ser ignorado obtendo-se o kernel da funcao verosimilhanca

k(log £) = Z Z o0;;loge;; — Z Z €ij (5.2)

Atendendo ao modelo (4.13) tem-se que

eij = exp{pu+ \¥ + )\}/ + )\f](»y (5.3)

Substituindo na equagao (5.2)
k(log L) = Z Zow A A A - Z Zexp(u A AT AT

— np,—f—Zoz./\ —I—ZO.] +ZZOU)\XY
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- Z Z exp(p + A\ + )\}/ + )\fj(-Y) (5.4)

Dado que a Distribuicao Poisson pertencente a familia exponencial, os coeficientes
dos parametros \ na equagao (5.4) sdo estatisticas suficientes'. Uma vez que que a
configuracao {o;;} implica as anteriores, ela constitui o conjunto de estatisticas suficientes
minimas para o modelo em causa.

Na tabela 5.1 listam-se as estatisticas suficientes suficientes minimas para os modelos

log-lineares abrangentes em tabelas bidimensionais.

Tabela 5.1: Estatisticas suficientes minimas para os modelos log-lineares abrangentes em

tabelas bidimensionais

Modelo Estatisticas Suficientes Minimas
[XY] {oij}
[X][Y] {oie}, {00;}

No caso da classificacao cruzada de trés variaveis, X, Y e Z, procedendo de forma

analoga ao descrito para tabelas bidimensionais, obtém-se

k(log £) = np + Z Orne X + Z Ouje] + Z Ouek AY
+ Z Z O ST + Z Zk: O AL + Z Z 0w\
+ Z Z 2o
—ZZZ—exp AN N EAE N A A AT (55)
L L

Assim, em tabelas tridimensionais, 7,{0ies}, {Osje}; {O0ek}, {0ije}s {0ier}, {00} €

{oij} sao estatisticas suficientes no modelo saturado. No caso de modelos re-

'Dadas X1, ..., X,, observacdes independentes e identicamente distribuidas de uma fdp ou fmp, f (x|§),

pertencente a familia exponencial multiparamétrica, dada por

f(x]0) = h(z)e(8) exp (Zwl ti( )

com vector de parametros 6 = (01,02, ...,04), d <k, entao

_ <Zt1(Xj),‘..7Ztk(Xj)>

¢ estatistica suficiente para 6 (Casella and Berger, 2002).
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duzidos, portanto mais simples que o saturado, alguns termos sdo nulos (por

exemplo, A}Y7 = 0) e a equacdo (5.5) simplifica-se.  Assim, por exemplo,
1, {Oiee }s{O00je }s {Onek }s {0ije }+ {Oiek }, {0ujr} s80 estatisticas suficientes no modelo sem
interaccao de 2* ordem. Neste caso, dado que as dtltimas trés configuragoes
{0ije}: {0iek }, {0ajr} implicam as anteriores, elas formam o conjunto de estatisticas su-
ficientes minimas para o modelo em causa.

Na tabela 5.2 listam-se as estatisticas suficientes minimas para os modelos log-lineares

abrangentes em tabelas tridimensionais.

Tabela 5.2: Estatisticas suficientes minimas para os modelos log-lineares abrangentes em

tabelas tridimensionais

Modelo Estatisticas Suficientes Minimas
(XY Z] {oii}
(XY][XZ][Y Z] {0ije}: {0ier}; {0nji}
[(XY][XZ] {0ije}, {0ier}
(XYY Z] {0ije}, {0aji}
(XZ)[Y Z] {0k} {0aji }
Y Z][X] {0aji}, {0iee}
[(XZ][Y] {0ier}; {0nje}
[(XY][Z] {0ije} {0ner}
(X][Y1[Z] {0iee}, {0sje}, {O0er}

5.2 Equacoes de verosimilhanca

A determinacao dos estimadores de maxima verosimilhanca das frequéncias esperadas
implica a maximizacao da funcao log verosimilhanca.
Assim, por exemplo, para o modelo de independéncia em tabelas bidimensionais, tem-

se

al;iﬁ = =D > expu+ A +N) == " ey =n—cu
Odlog L
aii = oi.—zzeij:%—ei.
(] i j
Odlog L
8(;\%“ - O'j_zzeij = Opj — Caj
J i J
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Donde, igualando a zero, obtém-se as equagoes de maxima verosimilhanca

Coe =N (5.6)
éi. = Oje (57)
é.j == O.j (58)

No modelo sem interaccao de 2* ordem em tabelas tridimensionais, derivando em

ordem aos parametros A representativos das interaccoes entre variaveis, ter-se-a

é’ioo = Ojee (59)
éojo == Oojo (510)
éook = Oeek (511)

As equagoes (5.9), (5.10) e (5.11), implicam as restantes equagoes de maxima verosi-
milhanca.

Tal como se constata, as estatisticas suficientes minimas do modelo coincidem com os
estimadores de maxima verosimilhanca. Em 1963, Birch demonstrou que este resultado
acontece em qualquer modelo log-linear, pelo que uma vez obtidas o conjunto de estatis-
ticas suficientes minimas de um modelo facilmente se obtém as estimativas de méaxima

verosimilhanga. Seguidamente enunciam-se os dois resultados de Birch (1963):

Resultado 1 Os totais marginais das frequéncias observadas pertencentes ao conjunto
de estatisticas suficientes minimas dum modelo sao os estimadores de maxima vero-
similhanca dos totais marginais das frequéncias esperadas, para um dado A incluido

no modelo.

Resultado 2 HA um tnico conjunto de estimadores de méaxima verosimilhanca das fre-
quéncias esperadas de cada uma das celas da tabela que simultaneamente satisfaz

as restricoes impostas pelo modelo e as condicoes do primeiro resultado.

5.3 Meétodos de estimacao das frequéncias esperadas

5.3.1 Estimacao directa

Nesta sub-seccao apresentam-se formulas explicitas de determinacao das estimativas de
méaxima verosimilhanca das frequéncias esperadas dos modelos. Quando tal é possivel, as
estimativas sao designadas por directas e o método por Estimacao Directa.

Considere-se 0 modelo de independéncia em tabelas bidimensionais. Pegando na

equagao (5.3) e somando, respectivamente, em i, j e em i e j, obtém-se
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Z e = Z exp(p+ A+ A) & eoj = exp(p+ A)) Z exp(\;Y) (5.12)

Z eij = Z exp(p+ A+ AY) & eo = exp(p+ AY) Z exp()\}/)_ (5.13)
Z Z eij = Z Z exp(+ A +A)) & oo = n = exp(p) {Z exp(&x)} {Z exp(A}/)}
s s Z ’ (5.14)

Donde se conclui

((xpti+ )| S exo)] ) x (exntu+39)| e )
exp)| o) | T, o))

= exp(p+ X+ )\3/)

Cie X Coj

Considerando as equagbes (5.15), (5.7) e (5.8) e tendo em conta a propriedade da

invariancia dos EMV, tem-se

R Cie X Ceo; Oie X Oej
€ij = . =2 . (516)

n n

Pelos resultados de Birch(1963) esta ¢ a unica solu¢do de maxima verosimilhanca.
A tabela 5.3 resume os EMV das frequéncias esperadas para os modelos abrangentes

em tabelas bidimensionais.

Tabela 5.3: Estimativas de maxima verosimilhanca para modelos abrangentes em tabelas

bidimensionais

Modelo €ij

[XY] 0ij
Oje X Ogj

XY

X)) %X

Procedendo de modo idéntico pode obter-se as EMV em tabelas tridimensionais. A

tabela 5.4 resume os resultados em tabelas tridimensionais.
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Tabela 5.4: Estimativas de maxima verosimilhan¢a para modelos abrangentes em tabelas

tridimensionais

Modelo Eijk

[XYZ] Oijk

(XY][XZ][YZ]  método iterativo

(XY][XZ] %
(XYY Z] w
(XZ|[Y Z] %J:Jk
Y Z][X] %
(XZ][Y] %
(XY1[Z] &nok
[X][Y][Z] Oiee X Oaje X Ouek

n2

5.3.2 Estimacao por métodos iterativos

Muitos modelos log-lineares nao tém estimativas directas. Assim, por exemplo, no caso
do modelo sem interac¢ao de 2* ordem em tabelas tridimensionais, a estimacgao das fre-
quéncias esperadas implica um processo iterativo. Em termos praticos, nao é necessario
saber quais os modelos que tém estimativas directas e quais 0s que nao tém, porque os
métodos iterativos podem ser usados para todos os modelos. Nesta seccao resumem-se
dois importantes métodos iterativos: Ajustamento Proporcional Iterativo e Método de

Newton-Raphson.

Ajustamento proporcional iterativo

O método de ajustamento proporcional iterativo (Deming and Stephan, 1940) permite
obter as estimativas de maxima verosimilhanca das frequéncias esperadas em modelos
log-lineares hierarquicos, tendo apenas por base as equagoes de verosimilhanca (Paulino e
Singer, 2006, pagina 291). Este método iterativo comega por usar quaisquer estimativas
iniciais, {égo)}, desde que satisfacam o modelo a ajustar. Multiplicando estes valores por
factores de escala apropriados, ajustam-se sucessivamente as estimativas iniciais de modo

a que os seus valores coincidam com as frequéncias marginais que formam as estatisti-
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cas suficientes minimas. Este processo prosseguird até que a variagdo entre estimativas
sucessivas seja desprezavel, o que ocorrerd quando todas as equacoes de verosimilhanca
estiverem satisfeitas (dentro da aproximagao tolerada) (Paulino e Singer, 2006, seccao
9.4.2).

Método de Newton-Raphson

Dada uma funcao f(f3), o método de Newton-Raphson permite a resolu¢ao da equagao
f(B) = 0. Pode por isso usar-se para resolver equacoes como as de verosimilhanca que
determinam o valor para a qual a funcao é maximizada. Este método requer uma estima-
tiva inicial, neste caso, para o valor que maximiza a fun¢ao. O método, inicializado com
o valor 3y, define uma sequéncia de estimativas, (31, s, ..., que converge para um valor
B que satisfaz f (B) = 0. A sequéncia é definida recursivamente baseando-se o método
no desenvolvimento de Taylor da funcao f(B) em torno de 3y (Cristensen, 1980, secgao
10.5). A estimativa MV do parametro serd o limite da sucessdo de estimativas obtidas
pelo método dos minimos quadrados ponderados, onde os pesos em cada etapa sao actua-
lizados em fun¢ao da estimativa obtida na etapa anterior? (Paulino e Singer, 2006, sec¢ao

9.4.1).

’Este método é, por isso, também designado por Método dos Minimos Quadrados Iterativamente

Reponderados (IRLS - Iteratively Reweighted Least Squares).
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Capitulo 6

Avaliacao e seleccao de modelos

6.1 Ajustamento de modelos

Ao ajustar um modelo log-linear (nio saturado), os valores estimados para as frequéncias
sao um meio de descricao "suavizada" dos dados, porque os elementos com importancia
estrutural sao retidos e as flutuagao devidas ao acaso sao descartadas (Bishop, Fienberg
and Holland, 1980, pagina 123). O estudo do ajustamento do modelo aos dados permite
avaliar o quao bem o modelo seleccionado descreve os dados. Dado que cada modelo
log-linear especifica um determinado tipo de independéncia, testar o ajustamento de um

determinado modelo equivale a testar a hipétese de independéncia subjacente.

6.1.1 Ajustamento global

Tradicionalmente, h& duas medidas que permitem testar o ajustamento global dos modelos
log-lineares, isto ¢, que avaliam a discrepancia global entre as estimativas obtidas através

do modelo e os valores observados. Sao elas, a estatistica de Pearson
)(2:2M i=1,..,t (6.1)
e a estatistica razao de verosimilhancas
Y2:—2;0ilogi—i:2;0ilogz—z 1=1,..,1t (6.2)

sendo t o niimero total de celas da tabela. Ambas tém distribuicao assimptoética x? com
um nimero de g.l. () que varia em fun¢do do modelo a ajustar.
Outra estatistica de ajustamento, nao usada tao frequentemente quanto as anteriores,

é a estatistica de Freeman-Tukey
2
F:Z(\/o_i+\/0,-+ —\/4éi+1) i=1,..1 (6.3)
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Embora estas sejam, de longe, as estatisticas mais frequentemente usadas (em par-
ticular, as estatisticas (6.1) e (6.2), convém salientar que nao sao as unicas medidas de
avaliacao de discrepancia entre valores observados e valores estimados. Assim, por exem-
plo, a familia de estatisticas definidas por Cressie and Read (1984) e Read and Cressie

(1988) (power divergence statistics) indexada por um parametro real A

)\(/\2+ 0 Z [(Z)A‘l}

fornece um conjunto de medidas alternativas para as diferentes concretizagoes de A. Estes

autores estabeleceram que, para qualquer valor de A\, com n suficientemente grande, a
estatistica tem distribuicao assimptotica x? com v g.l.. Em particular, para A =1e X — 0
obtém-se, respectivamente, as estatisticas de Pearson (X?) e razao de verosimilhangas
(Y2). Considerando A = —1/2 ¢ A — —1, a familia de estatisticas abrange também a
estatistica de Freeman-Tukey.

Usando qualquer uma das estatisticas de ajustamento referidas é sempre necessario
proceder & determinac¢ao do ntimero de graus de liberdade que depende da estrutura dos
dados e do niimero de parametros independentes no modelo. Para calcular o nimero de
g.l. associado aos modelos podem usar-se dois métodos (Bishop, Fienberg and Holland,
1980, pagina 114)

Método 1 O ntumero de gl. é dado pela diferenca entre o nimero total de celas na
tabela de contingéncia e o nimero de parametros independentes a estimar.
Assim, por exemplo, no modelo log e;x = p+ A +)\}/+)\kZ+)\f§-Y o niimero estimado
de parametros independentes é 1+ (i — 1)+ (j — 1)+ (k—1)+ (i —1)(j — 1), pelo

que o nuamero de g.l. associados ao modelo sera
v="ijk—[1+(-1)+(G—-1)+(k—-1)+(i-1)(j—1)] = ijk—k+1—ij = (ij—1)(k—1)

O nimero de parametros independentes associados aos vérios termos dos modelos

para tabelas bi- e tridimensionais encontra-se resumido nas tabelas 6.1 e 6.2.

Método 2 O numero de g.l. é dado pela soma do nimero de parametros independentes
associados aos termos nulos do modelo (isto ¢, aos termos nao incluidos no modelo).

No exemplo anterior, ter-se-ia

v=>-Dk-D+0G-DE-D+0E-D)0G-Dk-1)= (5 -1)(k-1)
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Tabela 6.1: Namero de parametros independentes associados aos termos dos modelos para

tabelas bidimensionais

Termo N° de pardmetros independentes
7 1
X 1 —1
AY j—1

A (-1 - 1)

Tabela 6.2: Namero de parametros independentes associados aos termos dos modelos para

tabelas tridimensionais

Termo  N° de pardmetros independentes

o 1

AX i—1

AY j—1

N k—1

A (i-1)G-1)

B (i = 1)(k—1)

7 (- 1)k —1)

A (-1 —-Dk-1)
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Com base nas estatisticas de ajustamento abordadas é possivel testar a aderéncia

global dos modelos log-lineares sob as hipoteses
Hy:m=mo) wvs. Hy:m#me i=1,..1t

sendo mg) = €;/n e ¢ as estimativas das frequéncias esperadas sob o modelo. Em
particular, as estatisticas X2 e Y2 permitem testar a validade das hipoteses, ja que, sob
Hy, possuem distribuicao assimptotica X?V)- Deste modo, ao nivel de significancia «, H
sera rejeitada quando X3, > X7 ) ou, equivalentemente, quando P(X > X%.) < a, X ~

2
Xw)-

6.1.2 Ajustamento interno

A anélise da qualidade de ajustamento do modelo aos dados nao deve restringir-se ao
calculo das estatisticas globais. Em tabelas multidimensionais é particularmente desejavel
uma anéalise do ajustamento em cada uma das celas da tabela mediante o calculo dos
residuos. Esta andlise é importante na medida em que pode (1) explicitar as "causas"
de um eventual mau ajustamento global; (2) revelar a presenga de celas onde o ajuste
é pior, e (3) permitir identificar celas onde uma maior discrepancia entre as frequéncias
observadas e os valores estimados (outliers) dite uma influéncia nefasta no ajustamento
global (Paulino e Singer, 2006, pagina 325).

Adicionalmente, ¢ igualmente importante a analise da magnitude dos pardmetros do
modelo ajustado, sendo a comparacao dos seus valores absolutos bastante ttil na inter-

pretacao do modelo e na seleccao do melhor modelo.

Analise dos residuos

A quantificacao do grau de ajustamento interno é feito através do calculo dos residuos
que se baseiam na anélise da distancia entre as frequéncias observadas e as estimativas
das frequéncias esperadas obtidas pelo modelo em causa.

Os Residuos de Pearson (vulgarmente designados por Residuos Padronizados)

i=1,..t (6.4)

sao frequentemente usados no estudo do ajustamento interno. Os seus quadrados sao as
componentes da estatistica global de Pearson (equagao 6.1). De forma analoga, a razao
de verosimilhancas (equagao 6.2) pode decompor-se nas componentes 20; log 0;/é;.

Os residuos r; sido tais que S.._, 72 tem distribuicio assimptotica x? com um nimero
de g.l. v apropriado ao modelo. A estatistica Zzzl r? possui, portanto, valor médio e

variancia assimptoticos igual a v. Como o n° de g.l. (v) é sempre menor que o n° de
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celas (t) da tabela, tal significa que o valor médio assimptotico de cada parcela r? &,
necessariamente, inferior a 1, o que da uma ideia da ordem de grandeza destes residuos.
Os residuos r; tém distribuicao assimptotica normal com valor médio 0 e varidncia
inferior a 1, pelo que a comparacao do valor dos residuos com os quantis da distribuicao
normal reduzida, permite apenas testar o ajustamento interno de forma conservativa
(Agresti, 1990, pagina 224).
Alternativamente, tém-se os Residuos Ajustados

N T (6.5)
onde d;;, designada na literatura anglo-saxénica por leverage!, estima a influéncia da cela
i no ajustamento do modelo (Christensen, 1990, pagina 248). Os residuos ajustados tém
distribuicao assimptotica normal com valor médio 0 e variancia igual a 1 e permitem,
por isso, para grandes amostras, testar se o valor médio dos residuos é realmente igual a
zero. Numa tabela com t celas a realizacao de t testes aos residuos implica a utilizacao
do Método de Bonferroni. Assim, um residuo sera significativamente diferente de zero

quando

|75 > 21—/t

sendo z, o quantil  x 100% da distribui¢ao normal reduzida e « a probabilidade do erro

tipo I global.

Analise dos parametros

A anélise das estimativas padronizadas dos parametros do modelo saturado é importante
na medida em que permite: (1) ordenar as interacgoes de acordo com a sua magnitude;
(2) detectar quando o nimero de categorias de uma variavel pode ser reduzido, e (3) ter,
& priori, uma ideia da qualidade de ajustamento de um modelo nao saturado (Bishop,
Fienberg and Holland, 1980, pagina 142). As estimativas padronizadas dos parametros
calculadas em modelos nao saturados fornecem informacao importante acerca do efeito
das variaveis, respectivas interaccoes e sua importancia relativa.

A comparacao dos parametros dos termos A requer o calculo das estimativas

padronizadas S(A) = A/6()) sendo &()) o erro padriio da estimativa aproximado. Good-

!Na representacdo matricial do modelo de regressdao Y = X3 + ¢, os valores estimados sdo dados por
YV = (X(XTX)"1XT)Y = HY. As leverages hy; sao os elementos da diagonal da matriz H. Nos modelos
log-lineares, as defini¢oes sao feitas por analogia ao modelo de regressao linear, sendo a;; os elementos da
diagonal da matriz quadrada A(é) = {¢} 4, onde {é} & o vector de estimativas das frequéncias esperadas
e A = X(XTDX)"'XTD sendo X a matriz de especificagio do modelo e D = D(e) = [d;;] com
di; = e;, d;j = 0,1 # j (Christensen, 1990, seccoes 6.7 e 10.7).
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man (1971) estabelece que os estimadores dos parametros devidamente padronizados pos-
suem distribuigao assimptética normal N(\,1). Sob a hipotese de A ser 0 entdao a signi-
ficancia dos parametros pode testar-se usando a Distribuicao Normal Padrao. Também

aqui a realizacao de multiplos testes torna aconselhavel o uso do Método de Bonferroni.

6.2 Comparacao de modelos

Tal como mencionado anteriormente, a analise log-linear tem por objectivo final determi-
nar o modelo mais simples que melhor se ajuste aos dados. Nesta metodologia é por isso
fundamental dispor de técnicas que permitam testar modelos mais parcimoniosos contra
modelos menos parcimoniosos. A medida que a dimensdo da tabela de contingéncia au-
menta, o nimero de modelos possiveis aumenta também. Assim, é necessario possuir para
além das metodologias de comparacao, métodos de escolha de modelos.

Considere-se, pois, dois modelos M, com v, g.l. e M, com 1, g.l.. Sendo M, um caso
particular do modelo M, no sentido em que o tltimo se reduz ao primeiro por remocao
de termos, entao M, e M, dizem-se encaizados®. A comparacdo deste tipo de modelos

pode ser feita mediante o cédlculo das estatisticas

2 ()" =)
X?(M, vs. Mb)_;% i=1,..,t (6.6)
M
Y2(M, vs. M) = —ZZéZMb log eM i=1,..,t (6.7)

Embora ambas possuam distribui¢do assimptotica Qui-quadrado, com (v, —v,) g.l. e,
por isso, ambas permitam testar a significancia dos termos incluidos em M, e ausentes em
M,, a estatistica Y? tem a vantagem de simplificar o processo de comparacao dos modelos
ja que pode ser particionada condicionalmente. Assumindo como termo de compara¢ao o

modelo saturado para o qual é; = o;, tem-se

A]V[a
Y2(M, vS. Myaturado) = =2 Z 0; log i=1,..,t (6.8)
A]Mb
Y2(My vs. Myuurado) = Y2(M,) = —22@ log i=1,..,t (6.9)
pelo que a equagao (6.7) equivale a
Y2(M, vs. M,) = —2ZOZlog o i=1,..,1t (6.10)

2Por definicdo, M diz-se encaizado em M, se os parametros de M; sdo um subconjunto dos parametros
de M, (Paulino e Singer, 2006, pagina 70).
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isto é

Y2(M, vs. My) = Y*(M, vS. Myapurado) — Y 2 (Mpy vS. Myaturado) (6.11)

ou, simplificando a notacao

Y3(My|My) = Y*(M,) — Y*(My) (6.12)

A estatistica Y?(M,|M,) sera tanto mais elevada quanto melhor for o ajustamento

de M, relativamente ao conseguido com M,. Ela possui distribuicao assimptotica qui-
quadrado com (v, —1,) g.1., pelo que o termo incluido em M, e ausente em M, devera ser

incluido no modelo quando

YQ(Ma‘Mb) > X (vp—va)

sendo x, o quantil n x 100% da distribui¢do qui-quadrado e a a probabilidade do erro
tipo I ou nivel de significancia do teste.

Considere-se agora, em detalhe, alguns testes relevantes na comparacao de modelos log-
lineares. Em tabelas bidimensionais, a estatistica (6.6) permite, através da comparagao
dos modelos encaixados [XY] vs. [X][Y], testar as hipoteses Hy : A;¥ = 0 vs. Hy :
)\fj(.y # 0. Repare-se que este procedimento equivale, de facto, a testar a hipotese de
independéncia entre varidveis expressa por Hy : m;j = Tje X Tej.

Em tabelas tridimensionais, a comparacdo dos modelos encaixados [XYZ] ws.
[ XY][XZ]]Y Z] permite testar a significincia da interac¢do de 2* ordem expressa nas
hipoteses Ho : A5 7 = 0 ws. Hy = ASY7 # 0. A rejeigao de Hy leva a concluir que o
modelo saturado é aquele que descreve adequadamente os dados. Ao contrario, a nao
rejeicao de Hy conduz, na procura do modelo significativo mais parcimonioso, a testar as

hipoteses de independéncia condicional

Hy : T(i)ik = T(i)ek X T(i)je < Hy : )\ka =0

Hy : Tijy = Tie(k) X Taj(k) < Ho : )\fj{Y =0
comparando, respectivamente, os modelos encaixados [XY|[XZ|[YZ] vs. [XY][XZ],
(XY|[XZ|[YZ] vs. [ XY][YZ] e [XY][XZ]|[YZ] vs. [XZ]]YZ].

A nao rejeicdo de todas as hipéteses de independéncia condicional implica a inde-
pendéncia completa entre as variaveis. Contrariamente, a rejeicao de todas as hipoteses
de independéncia condicional permite concluir que o modelo sem interaccao de 2* ordem
¢ o adequado. Nas situagoes intermédias ¢ ainda necessario testar a independéncia parcial

entre variaveis. Neste caso as hipoteses possiveis sao
. _ AXY _\XZ
Hy: Tijk = Tejk X Tiee < H, : )‘ij = )‘zk =0
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. _ \XY _\YZ
Hy: Tijk = Tiek X TMeje < Hy: )‘ij = )‘jk =

. _ N\XZ _\YZ __
HO DTk = Tije X Teek < H() : )\ik = )\jk =0

A realizacao de testes sob as hipoteses anteriores permitira decidir sobre a adequacao
dos modelos de independéncia parcial vs o modelo de independéncia completa.

Note-se que na utilizacdo da particdo condicional de Y? para comparacio de mais de
dois modelos devem usar-se niveis de significancia corrigidos por forma a garantir que o
erro de 1* espécie nao excede o valor a.

Os procedimentos de comparacao de modelos até aqui descritos sao exclusivamente
apliciveis a modelos encaixados. Contudo, a estatistica Y? pode também ser usada para

comparar modelos nao encaixados, usando o Critério de Informacao de Akaike

AIC(M) = =2(Y*(M) — p) (6.13)

sendo p o nimero de parametros no modelo. O primeiro termo é uma medida do quao
bem o modelo M se ajusta aos dados e o segundo termo corresponde a penalizacao pela
complexidade do modelo (ntimero de parametros). Subtraindo a esta quantidade o AIC

relativo ao modelo saturado, obtém-se a Medida de Informacao de Akaike
A(M) =Y*M) - 2v (6.14)
Um modelo sera tanto melhor quanto menor forem os valores de AIC' e A.
Outra medida alternativa é o Critério de Informacao de Bayes

BIC(M) = —2Y?*(M) + plogn (6.15)

equivalente, para efeito de comparacao de modelos, & medida

B(M) =Y?*(M) — lognv (6.16)

Estas medidas tém directamente em conta a dimensao amostral. Comparando os
critérios AIC e BIC, verifica-se que o decréscimo do critério de Bayes é mais lento que o
verificado no critério de Akaike para modelos mais complexos, & medida que n aumenta
(Agresti, 1990, pagina 251).

6.3 Seleccao de modelos

Dado o elevado nimero de modelos log-lineares em tabelas multidimensionais, em partic-

ular, para um nimero de variaveis superior ou igual a 4, é necessario dispor de métodos
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de seleccao do melhor modelo, ja que é impraticavel ajustar todos é avaliar a posteriori
qual o melhor®.

Neste contexto, entende-se como melhor modelo aquele que, apresentando um bom
ajustamento aos dados, seja interpretavel e possua um nimero minimo de parametros (o

mais parcimonioso).

6.3.1 Seleccao do modelo inicial

Alguns estudos sao desenhados para responder a questoes especificas. Quando tal acon-
tece, as questoes tedricas sao o guia para escolher os potenciais termos dos modelos e
as andlises confirmatorias responderao assim as questoes colocadas testando um nimero
restrito de modelos.

Contudo, em muitas situacoes os estudos sao eminentemente exploratorios e implicam,
por isso, a anélise de um conjunto alargado de modelos. Neste caso, para escolher o
melhor modelo existem procedimentos algoritmicos (Stepwise Procedures) que, mediante
um conjunto de regras, ditam a adigao ou a remogao de termos de um modelo inicial com
vista & obtencao do modelo final.

Coloca-se, portanto, antes de mais, a questao da seleccao do modelo inicial. Para tal
existem varias estratégias possiveis (Christensen, 1990, seccao 6.2; Agresti, 1990, secgio
7.2.3; Paulino e Singer, 2006, sec¢io 9.6.1).

Uma primeira possibilidade consiste em escolher o modelo mais complexo dentro de
uma determinada ordem. Este procedimento consiste na escolha do modelo inicial com-
parando os modelos de independéncia, de interaccao de 1* ordem, de interaccao de 2?
ordem, e assim sucessivamente. Os teste de ajustamento descritos anteriormente per-
mitem entao identificar o modelo mais complexo que nao se ajusta aos dados. Neste
caso este serd o modelo inicial podendo, em seguida, considerar-se a remocao de termos.
Alternativamente, o modelo inicial pode ser o modelo mais simples que melhor se ajusta
aos dados procedendo-se em seguida a adicao de termos.

Uma segunda possibilidade consiste na analise da significincia de cada um dos ter-
mos incluidos no modelo saturado, através dos testes de associacao parcial e marginal
sugeridos por Brown (1976) e Benedetti e Brown (1978). De acordo com estes autores, a
significincia da associacao parcial relativa a um termo pode analisar-se testando o anu-
lamento condicional desse termo no quadro de um modelo hierarquico contendo todos os
termos da mesma ordem daquele. Assim, a independéncia condicional entre X e Y, dada
Z pode testar-se mediante o calculo da estatistica Y2([X Z|[Y Z] | [XY][X Z][Y Z]) sob a

3Estes procedimentos sdo particularmente importantes no caso da classificacdo cruzada de 4 ou mais
variaveis. Na pratica, em tabelas tridimensionais, dado o namero ainda relativamente restrito de modelos,

analisam-se todos os modelos
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hipotese Ho : AJ¥ =0, Vi, .

A associacao marginal de um termo é analisada testando o anulamento condicional
desse termo no quadro do modelo hierdrquico que contém esse termo como o parametro
mais complexo. Assim, a independéncia parcial entre (X,Y) e Z pode testar-se mediante
o célculo da estatistica Y?([X][Y][Z] | [XY][Z]) sob a hipotese Hy : AXY =0, Vi,j.

Para identificar os termos nao significativamente diferentes de zero pode ainda usar-se
outro método (Goodman, 1971) baseado no facto da estatistica (A — Ag)/d()\) possuir,

sob Hy : A = )\, distribuicdo assimptotica normal?.

6.3.2 Meétodos stepwise

Uma vez escolhido o modelo inicial por uma das metodologias referidas na sec¢ao an-
terior pode iniciar-se um processo de selecgao estatistica (stepwise) do melhor modelo,
adicionando ou removendo sequencialmente termos ao modelo inicial.

Existem trés tipos principais de procedimentos stepwise:

Selec¢ao Progressiva: Neste método sao adicionados termos ao modelo inicial sempre
que a sua introducao melhore significativamente o ajustamento aos dados. Em cada
passo, o termo a incluir sera aquele que conduza ao modelo com menor valor-p em
termos da estatistica Y? condicional, tendo como limite um nivel de significancia
maximo (ag), até ao qual se aceita a entrada do termo no modelo. Em geral, o
valor ag assume os valores 0.05 ou 0.10. Repare-se que a utilizacao de niveis de
significancia mais elevados que os usuais (isto é, superiores a 0.10), por um lado,
aumenta a probabilidade de rejeitar a hipotese nula quando ela é verdadeira (o
que corresponde a aumentar a probabilidade de decidir que um termo é significativo
quando na realidade nao ¢), mas, por outro lado, diminui a probabilidade nao rejeitar
a hipotese nula quando ela é falsa, isto é, diminui a probabilidade nao encontrar um
termo que ¢ significativo. Assim, parece preferivel utilizar um nivel de significancia
para entrar mais elevado, e.g., entre 0.10 e 0.20, ja que valores mais baixos podem
excluir termos que sejam relevantes na estimagao das contagens. O processo de
inclusao de termos cessa quando o modelo deixa de ser estatisticamente significativo

ou quando se esgotem os termos excluidos;

Seleccao Regressiva: Neste método sao removidos termos ao modelo inicial sempre
que a sua remocao melhore significativamente o ajustamento aos dados. A exclusao
dos termos é feita com base nos resultados da comparagao de modelos. Em cada

passo, o termo a ser excluido é aquele para o qual se obteve a maior probabilidade

4Estes tipo de testes baseados numa estatistica Z,, = (W,, — 6y)/S,, sendo W,, um estimador de 6 e

Sy o desvio-padrao aproximado do estimador W,, e sob Hy : 6 = 0y, sdo designados por Testes de Wald.
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de significancia (valor-p) dos testes de ajustamento condicional. Neste método, a
elimina¢ao/permanéncia de um determinado termo no modelo depende do nivel de
significancia minimo (ag), até ao qual se aceita a permanéncia do termo no modelo.
O processo termina quanto todos os termos presentes no modelo contribuirem sig-
nificativamente para a estimagao das contagens, isto é, quando p < agr (sendo ag

usualmente fixado em 0.05 ou 0.10).

Seleccao Mista: Este tltimo procedimento é um compromisso entre os dois anteriores,
ocorrendo uma selecgao progressiva com eliminacao regressiva. Os valores de «
para adicionar e remover termos normalmente utilizados sao os mencionados ante-

riormente, com agp < Qg.
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Capitulo 7
Modelos log-lineares ordinais

Os modelos log-lineares abordados até aqui tratam todas as variaveis como nominais, no
sentido em que as estimativas dos parametros e as estatisticas de ajustamento sao invari-
antes em relacao a ordem das categorias. Consequentemente, quando pelo menos uma
das variaveis é ordinal, estes modelos ignoram informacao importante contida nos dados.
Nestas situacoes, a modelacao da associacao entre variaveis ordinais através dos modelos
log-lineares deve ser adaptada de modo a reflectir caracteristicas como a monotonia e a
ordem estocastica dos dados.

A adaptacao dos modelos log-lineares a variaveis ordinais implica a atribuicao de scores
as categorias das varidveis. A definicao dos scores afecta a interpretacao dos termos do
modelo que reflectem a ordinalidade das variaveis. Na pratica, a atribuicao dos scores
¢ feita de modo a simplificar a interpretacao dos modelos. Neste sentido ¢ frequente
usar scores igualmente espacados!. Na maioria das situacoes, sao escolhidas distancias
unitarias sendo os scores definidos pelos proprios indices das categorias ordenadas cres-
centemente?. Outra possibilidade, menos frequente, consiste em trabalhar com scores de
soma nula®. Quando a atribuicao dos scores nao surge de forma natural, deve efectuar-se
uma andlise de sensibilidade, ou seja, é aconselhavel a atribuicao de scores de varios mo-
dos, para que se possa verificar se as conclusoes dependem substancialmente dos scores
atribuidos (Agresti, 1990, sec¢io 8.6.2).

Neste trabalho abordar-se-a apenas a situacao em que todas as variaveis envolvidas
na classificacao cruzada dos dados sao ordinais embora, naturalmente, possam ser con-
sideradas as situagoes intermédias em que apenas algumas das varidveis em estudo sao

ordinais sendo as restantes nominais.

1Em tabelas bidimensionais Uir1 — U; = @ € V11 —v; = b e de forma andloga em tabelas multidimen-

sionais.
?Em tabelas bidimensionais u; = i e v; = j e de forma anéloga em tabelas multidimensionais.
*Em tabelas bidimensionais {u; =i — (I+1)/2} e {v; = j — (¢ +1)/2} e de forma analoga em tabelas

multidimensionais.

48



7.1 Modelos log-lineares ordinais em tabelas bidimen-
sionais

Considere-se, pois, em tabelas bidimensionais, os scores {w;} e {v;} (i = 1,....[;5 =
1,...,c), relativos as categorias representadas em linha e coluna, respectivamente, tal que
U < uy < o< yewvy <y < ... < w.. Neste caso, 0 modelo log-linear ordinal pode

escrever-se na forma
logeij = 4N+ A+ 8 (u; —w)(v; —0) Vi j (7.1)

onde &= 7> u;, =2y v ey A =3\ =0.

O termo 3%Y (u; — u)(v; — v) reflecte a natureza ordinal de X e Y, através dos respec-
tivos scores. Como {u;} e {v;} sdo fixos, este modelo s6 tem mais um pardmetro — 3 —
que o modelo geral de independéncia, pelo que o nimero de g.l. é4ij —[1+ (i — 1)+ (5 —
D+1]=ij—i—j.

Repare-se que o modelo de independéncia geral em tabelas bidimensionais ¢ um caso
particular do modelo anterior, quando 3 = 0. Tal significa que B*Y (u; — u)(v; — )
representa o desvio de log ¢;; relativamente a situacao de independéncia, ou seja, os desvios
a independéncia sao funcao linear dos respectivos scores centrados. Este modelo, pode,
por isso, ser designado por Modelo de Associacao Linear por Linear.

Por outro lado, o modelo (7.1) ndo é mais que um caso especial do modelo saturado
em tabelas bidimensionais (equacao 4.13) onde o termo A" assume a forma estruturada
B (u; — ) vy — D).

O parametro 3 descreve a magnitude da associacao entre as variaveis X e Y. Se > 0,
BXY (u; — 1) (v; — ¥) € positivo e as frequéncias esperadas para pequenos e grandes valores
de X e Y (isto é, nas celas dos cantos superior esquerdo e inferior direito da tabela de
contingéncia) sao, consequentemente, superiores as obtidas no caso de independéncia. Se
0 < 0, as frequéncias esperadas para grandes valores de X e pequenos valores de Y e
vice-versa, serao menores que no caso de independéncia. Este modelo ¢, portanto, um
modo de impor uma tendéncia monotonica com direccao dependente do sinal de (.

O modelo (7.1) quando aplicado com scores igualmente espacados é designado por
Modelo de Associagao Uniforme. Esta designacao deriva do facto de, sob este modelo,
as Razoes de Chance Locais serem todas iguais. De facto, escolhidos os scores tal que

wp—u;=a(i=1,..,l—1)evjyy—v;=>b(j=1,..,c—1) entdo

logfy; — log (M)

€it+1,5 €ij+1
= loge;; +loge;1 41 —loge1; —loge;

= Blu; —u)(v; — ) + B(uiyr — ) (vjp1 — D)
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—B(u; — u)(vjy1 — ) = B(uip1 — u)(v; — )
= 5{(% —u) [(Uj —0) = (vj11 — 77)] + (i1 — a) | (vj1 —v) — (v; — 77)} }
= f [(Uiﬂ — ;) (Vi1 — Uj)}
= [ab (7.2)

donde para scores definidos pelos proprios indices ordinais {u; =i} e {v; = j} e espaga-
mentos unitarios (a = b = 1), todas as Razdes de Chances, sob 0 modelo, sdo simplesmente

iguais a exp([3).

7.1.1 Estimacao do modelo

Considere-se a equacao (5.2) que estabelece a fun¢ao kernel log-verosimilhanga. Sob o

modelo (7.1), obtém-se por substitui¢do

k(log L) = Z 0ij [u + NN+ Bu; — a) (v — ?7)]
;]Zexp {u AN 4 Blus — ) (v — @)]
_— fzoi.xf + Y ouA #8303 o — w)(w; — 0)
- Z Z exp [u +jA5f + Y+ B(u, —] @) (v; — @)} (7.3)

Igualando a zero as derivadas parciais em ordem a \:, )\}/ e [ (tal como efectuado na

seccao 5.2) obtém-se, respectivamente, as equacoes de méxima verosimilhanca

éio = Oie
€oj Oej
l c l c
DD (w—w)(vy—0)ey =) Y (wi—@)(v; — 0oy
=1 j5=1 =1 j5=1

sendo a ultima equivalente a

l c l
DO s —a) (v — )y = > > (i —u)(v; — O)py;
i=1 j=1 i=1 j=1
com ’ffij = éw/n e pij = oij/n.
Estas equagoes nao tém solucoes directas, podendo obter-se as EMV usando um
método iterativo, e.g., 0 Método de Newton-Raphson. Em termos analiticos, o parametro

de maior importancia é (. Para grandes amostras, 3 possui distribuicao assimptotica

normal, com erro padrao estimado pelo inverso da estimativa da matriz de informagao
(Agresti, 1990, pagina 267).
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7.2 Modelos log-lineares ordinais em tabelas tridimen-
sionais

Em tabelas multidimensionais, os métodos para considerar a ordinalidade das variaveis
sao basicamente os mesmos expostos para tabelas bidimensionais.

Em particular, em tabelas tridimensionais, os modelos ordinais sem interaccao de
2% ordem sdo casos especiais do modelo [XY][XZ|[YZ]. Um modelo parcimonioso que
comtemple a ordem das categorias ¢, também neste caso, obtido mediante a substituicao
dos termos A por termos estruturados que incluem scores ordinais. Assim, na modelagao

das frequéncias de uma tabela [ x ¢ x s, onde as categorias ordinais sao representadas pelos

X

scores {u;}, {v;} e {wy}, os termos ANV, A{7 e AYZ podem ser substituidos, obtendo-se

o modelo

log e = p+ A + N+ X+ 6% (us — @) (v; — 0) + B (u; — @) (wi — )
+6YZ(Uj - 17)(71}143 - ’lI)) v i, ], k (74)

Os parametros %Y, %% e 3Y% descrevem as associacoes parciais entre as variaveis.
Quando (8 = 0 as correspondentes variaveis serao condicionalmente independentes. Como
este modelo tem mais 3 parametros que o modelo de independéncia em tabelas tridimen-
sionais, possui ijk —1—7 —k—1 gl.

No caso de espacamentos unitarios entre scores, entao, para qualquer nivel £ fixo de
Z, a Razdo de Chances Local é igual a exp(3*Y); para qualquer nivel j fixo de Y, a
Razao de Chances Local é igual a exp(3X?) e para qualquer nivel i fixo de X, a Razdo

de Chances Local ¢ igual a exp(8Y%), isto é

€ijk Ci+l,j+1,k
log ( J J _ ﬂXY

€ij+1,k €it+1,j.k

log (M) _ 5X7 (7.5)

€i5k+1 Citl 4k

€ijk €ij+1,k+1
1og( J J _ 5YZ

€ij+1,k €ijk+1

De acordo com (7.5) a Razao de Chances Locais ¢ uniforme para cada par de variaveis
e a magnitude da associacao entre duas variaveis é homogénea ao longo dos niveis da
terceira variavel. E por esta razao que estes modelos sao designados por Modelos de

Associagao Uniforme Homogénea (Christensen, 1990, pagina 267).
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No caso dum modelo sem interaccao de 2* ordem nao ser adequado para uma boa des-
cricao dos dados, podem ajustar-se modelos com interaccao de 2* ordem que, ao contrario

do modelo [XY Z], ndo sao saturados. Os modelos

log eiji = ptA N FALHNT AN+ AN +8YY 7 (wi—) (v;—0) (we—w) Vi, 4, k (7.6)

loge;jr = p+ PR )\}/ + A4 Y (u; — u)(v; —v) + X% (u; — ) (wy, — )
F0" 20y — )k — @)+ B A s — 1) 0y — D) —w) ik (7.7

incluem a interaccao de 2* ordem e lidam com as interaccoes de 1* ordem de diferentes
modos. Para estes modelos, no caso de espacamentos unitarios entre scores, procedendo

analogamente ao efectuado em (6.2), mostra-se que (Agresti, 1984, pagina 95)

log 05 = 5377 (7.8)

s+1
2

log Oy = X + 5377 {k‘ (7.9)

A equagao (7.8) revela que a interaccdo local é constante para todas as sub-tabelas
2 x 2 x 2 formadas por linhas, colunas e estratos adjacentes. Por seu turno, a equacao
(7.9) mostra que a Razao de Chances Locais é uniforme para cada par de variaveis dentro
de um determinado nivel da terceira variavel, mas a magnitude da associacao entre duas
variaveis varia linearmente ao longo dos niveis da terceira variavel. Os modelos log-
lineares ordinais com interacgao de 2* ordem sao, por isso, ser descritos como Modelos de

Associagao Uniforme Heterogénea (Christensen, 1990, pagina 267).

7.2.1 Estimacao do modelo

A estimacao do modelo, no caso de tabelas tridimensionais, é feita de modo anélogo ao
exposto para tabelas bidimensionais.

No caso do modelo sem interaccao de 2* ordem que considera a ordinalidade das
trés variaveis (equacdo (7.4)), é possivel mostrar que, procedendo de forma analoga ao

efectuado na seccao anterior, se tém as equacoes de verosimilhanca

Z Z(u — 1) (v — T)éij0 = Z Z(u —@)(v; — 0)oyje (7.10)
l s l s
Do (s — @) (wy = @)eser = D Y (i — ) (wy — ©)0ie (7.11)
i=1 k=1 i=1 k=1
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c S Cc S

DD (= 0w — w)éae = Y > (v — 0)(wi — )0 (7.12)

Jj=1 k=1 Jj=1 k=1
Sob o modelo definido em (7.6), as equacoes de verosimilhanca serdo as do modelo

(nao ordinal) sem interaccao de 2* ordem (equagao (4.29)) acrescidas da equagao

l c l c s

SN (i —w) (v = 0)(w —w)égr = > Y (s — 1) (v; — 0)(wy — ®)oyy (7.13)

i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1

Para o modelo (7.7) as equagoes de verosimilhanca serdo as formadas pelo conjunto
(7.10) a (7.13).

As EMV dos parametros podem obter-se, também neste caso, usando, por exemplo, o
Método de Newton-Raphson.

7.3 Seleccao de modelos log-lineares ordinais

A introducao de termos de interaccao que incluem os scores ordinais, aumenta muito o
ntiimero de possiveis modelos a ajustar. E, por isso, de grande importancia dispor de
estratégias de escolha do melhor modelo.

Agresti (1990, pagina 293) sugere a estratégia de ter como guia os modelos log-lineares
sem considerar a ordinalidade das variaveis. Uma vez obtido o modelo log-linear que se
ajuste bem aos dados, procede-se a substituicao faseada dos termos de interaccao por

termos estruturados baseados nos scores .
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Capitulo 8
Zeros amostrais e estruturais

Na analise de tabelas de contingéncia é frequente existiram celas com frequéncias obser-
vadas nulas. Este tipo de celas podem classificar-se em dois grupos: Zeros estruturais ou
Zeros fixos e Zeros amostrais ou Zeros aleatorios.

Os zeros estruturais correspondem a celas nas quais ¢ impossivel registar observacoes.
Por seu turno, os zeros amostrais correspondem a celas com frequéncias nulas mas onde,
no entanto, é possivel obter contagens nao nulas. As tabelas com zeros estruturais sao
designadas por Tabelas Incompletas.

Na anélise de tabelas de contingéncia com zeros hé situacoes onde as celas podem, e
devem, ser divididas em subconjuntos separando-se celas nulas de celas nao nulas. Nestes
casos, a tabela original diz-se separdvel (Bishop, Fienberg and Holland, 1980, sec¢oes
5.2.2 e 5.4.2; Upton, 1980, seccao 9.3). A andlise de tabelas incompletas separaveis é mais
simples do que a andlise de tabelas inseparéaveis, ja que o processo de separacao conduz a
sub-tabelas completas que podem, para efeitos de estimacgao e ajustamento de modelos, ser
analisadas individualmente!. Assim, e apesar de em muitas situacoes as tabelas contendo
zeros serem tabelas inseparaveis, deve, num primeiro passo, dada a maior facilidade na

andlise de tabelas separaveis, averiguar-se a separabilidade da tabela.

8.1 Zeros amostrails

Os zeros de amostragem correspondem a realiza¢oes com probabilidade positiva de ocor-
réncia mas que nao foram registadas na amostra seleccionada. Tal facto esta relacionado,
por um lado, com a variabilidade decorrente do processo de amostragem e, por outro lado,
com a baixa probabilidade de ocorréncia de algumas classificagoes (Bishop, Fienberg and
Holland, 1980, pagina 177).

!Note-se que a definicdo de separabilidade de uma tabela de contingéncia observada nio distingue

zeros estruturais de zeros amostrais (Bishop, Fienberg and Holland, 1980, pagina 182).
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Este tipo de zeros acarreta trés tipos de problemas: (1) Péem em causa os resultados
assimptoticos; (2) As estimativas de maxima verosimilhanca dos parametros poderao nao
existir. Num modelo log-linear é especificado um valor loge; para cada cela i, estando
implicito que loge; < oo. Quando uma cela tem frequéncia nula, a probabilidade de
ocorréncia de uma observacao nessa cela é zero e portanto também o valor estimado da
frequéncia esperada tem que ser nula (é; = 0). Nestes casos, logé; ndo esta definido e
as estimativas de maxima verosimilhanca nao existem; (8) Do ponto de vista pratico, é
importante identificarem-se este tipo de celas, porque embora em muitos casos nao existam
EMV, muitos packages estatisticos fornecem valores para estas estimativas (Christensen,
1990, pagina 286).

Para a resolucao deste tipo de situacoes, varias alternativas tém sido sugeridas.

Um das hipoteses sugeridas na literatura para a resolucao do problema, por ventura a
mais 6bvia, é o aumento da dimensao da amostra. Na base desta prescricao esta o facto
de que, em teoria, uma amostra suficientemente grande faria desaparecer as frequéncias
nulas. No entanto, na pratica, a aplicacdao deste "remédio" é frequentemente impossivel
e pode nao resolver o problema, na medida em que os zeros pode ainda assim subsistir.

Outra alternativa consiste na adicao de um pequeno valor a todas as frequéncias das
celas antes de ser efectuada a analise, como e.g., o valor 0.5 recomendado por Goodman
(1971) para modelos saturados. Para modelos nao-saturados, este procedimento em geral
"alisa" os dados em demasia. De acordo com Agresti (1990; pagina 249) o efeito da adicao
de uma constante a todas as celas, ou as celas com frequéncia nula, pode mesmo ser dev-
astador. De facto, o efeito de "alisamento" dos dados encaminha a sua modelacao para a
simples equiprobabilidade das celas e resulta num procedimento conservativo que tendera
a subestimar o efeito dos parametros e a sua significancia. Na adopcao desta solucao,
Agresti (1990; pagina 250) recomenda a realizacdo de uma anéalise de sensibilidade.

Christensen (1990, pagina 289) advoga que, no caso de existirem zeros de amostragem,
deve-se (1) identificar todas as celas que implicam que as EMV nao existam, isto ¢, iden-
tificar as celas para as quais as equacoes de maxima verosimilhanca implicam estimativas
de frequéncias esperadas nulas; (2) remover essas celas do modelo e (3) determinar as
EMV para as restantes celas. Na pratica, este procedimento equivale a tratar as celas
com estimativas de frequéncias esperadas nulas como zeros estruturais. Este procedimento
assume as probabilidades associadas as celas de estimativas nulas como parametros per-
turbadores (nuisance parameters), na medida em que correspondem a classificacoes raras
(de reduzida probabilidade) (Aoki and Takemura, 2005). Neste caso, a utilizagdo do
algoritmo de Newton-Raphson na estimacao das frequéncias esperadas nao oferece prob-
lemas, na medida em que este algoritmo ultrapassa sem dificuldade o facto nem todas
as combinagoes das categorias das variaveis serem consideradas no modelo (Christensen,

1990, pagina 280). Ja o uso do método de ajustamento proporcional iterativo pressupoe
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a existéncia de todas as combinagoes das categorias das varidveis. Neste caso, o inicio do
processo iterativo requer que se tome como estimativas iniciais para as celas nao nulas, o
valor 1 e para as celas nulas, o valor 0 (Christensen, 1990, pagina 280).

Nesta abordagem, o ntimero de graus de liberdade para a tabela é dado pela diferenca
entre o nimero total de celas e o niimero de zeros. Os graus de liberdade do modelo sao de-
terminados como usualmente sendo-lhe subtraido o niimero de graus de liberdade perdidos
por nao haver informacgao disponivel para incluir no modelo alguns parametros (Chris-
tensen, 1990, pagina 289). No caso dos modelos quase-log-lineares ordinais, o nimero
de graus de liberdade deve ainda ter em conta o nimero de parametros adicionados ao

modelo por forma a considerar a ordinalidade das variaveis.

8.2 Zeros estruturais

8.2.1 Tabelas bidimensionais

Tal como visto anteriormente, numa tabela bidimensional completa, o modelo de inde-

pendéncia baseia-se na independéncia estatistica entre duas varidveis definida por

Tij = Tie X Tej

Em 1968, Goodman sugere que a extensao natural desta defini¢ao a tabelas incomple-
tas é

Tij = Tie X Tej para todas as celas nao nulas

Esta relacao define a quase-independéncia entre duas varidveis. Assim, definindo §
como o sub-conjunto de celas nao nulas de uma tabela bidimensional incompleta, pode
formular-se o Modelo Log-linear de Quase-independéncia da seguinte forma (Bishop, Fien-
berg and Holland, 1980, pagina 179)

logeij = p+ A\ + )\}/ para (i,j) € S (8.1)

Em tabelas bidimensionais incompletas, pode ainda formular-se o Modelo Quase-
saturado (Bishop, Fienberg and Holland, 1980, pagina 179)

logey; =p+ A+ A+ A5 para (i,j) € S (8.2)
com l
Y X
PIUIEDIL AL (83)
i=1 j=1

Z SNy = Z SNy = (8.4)
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onde

1 ,7) €8

5 = { para (i,7) (5.5)

0 c.c.
5i(y) _ { 1 se d;; =1 para algum j (3.6)

0 c.c.
5§X) _ 1 se d;; =1 para algum ¢ (8.7)

0 c.c.

Adaptando estes modelos a presenca de varidveis ordinais obtém-se

loges; = p+ A + )\;/ + B(u; — u)(v; —v) para (i,5) € S (8.8)

coI1m

D oA =Y 6N =0 (8.9)
j=1

Z 03 (u; — u)(v; — ) = Z 03 (ui — u)(v; — ) =0 (8.10)

onde &;;, 59 e 5](1) sdo definidos como em (8.5), (8.6) e (8.7).
Por analogia, designaremos estes modelos por Modelos Quase-log-lineares Ordinais.
A adaptacao destes modelos & presenca de zeros amostrais segundo a abordagem de
Christensen (1990) implica apenas que a definicao dos modelos seja feita para como o sub-
conjunto de celas com frequéncias esperadas nao nulas, isto é, o sub-conjunto, designado

doravante por S, onde é;; = 0 para (i, j,k) ¢ S'.

8.2.2 Tabelas tridimensionais

Os modelos quase-log-lineares para tabelas multidimensionais nao sao mais que uma ge-
neralizacao dos modelos descritos na subseccao anterior.

Considere-se, pois, o sub-conjunto S de celas sem zeros estruturais de uma tabela
[ x ¢ x s incompleta e seja e;;;, as frequéncias esperadas na cela (i, j, k) onde e;;, = 0 para
(i,5,k) & S.

O modelo quase-saturado em tabelas tridimensionais definido para as celas contidas
em S é (Bishop, Fienberg and Holland, 1980, secc¢ao 5.4.1)

logeije = 4 XS + A+ N AN AT+ N7+ A7 para (i, k) €S (8.11)

com, e.g.,

l l l l
DTN =N TSINEY =3 N =D aa A =0 (8.12)
=1 1=1

i=1 =1
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onde

1 1,0, k) €S
e = { o ) 819
1 Oijr = 1 1 k
51(]2) _ {0 iec jk para algum (814)
1 se =1 1 ik
5Z(YZ) — { 0 iec ]k para a gum (j ) (815)

sendo 62(,? ), 6](?), 5§XZ) e 5,EXY) definidos analogamente.
Em tabelas tridimensionais com variaveis ordinais, a adaptacao a presenca de zeros
faz-se analogamente, definindo os modelos log-lineares ordinais no sub-conjunto S’ de

celas com estimativas nao nulas.
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Capitulo 9

Analise da associacao entre a
constituicao nutricional de criancas e

pais

A segunda parte deste trabalho tem por objectivo apresentar um caso pratico de aplicacao
dos modelos quase-log-lineares ordinais, cujos fundamentos teéricos se desenvolveram nos
capitulos anteriores.

Os métodos estatisticos usados na anéalise dos dados foram implementados usando a
linguagem R for Windows versao 2.4.0 (http://cran.r-project.org) (ver script no CD em

anexo).

9.1 Descricao do problema

Hoje em dia, a prevencgao da obesidade assim como o seu diagnoéstico e tratamento precoces
sdo metas fundamentais para qualquer programa de satide, sobretudo em pediatria (Melo,
A., comunicagao pessoal).

O conhecimento dos factores de risco associados ao excesso de peso e obesidade nas
criancas tem uma particular importancia na medida em que permite uma intervencao
precoce e preventiva desta patologia. Varios estudos referem que a obesidade tende a
residir dentro das familias, "passando" de pais para filhos, em resultado da influéncia da
genética, de factores ambientais e da sua interaccdo (Maes, Neale and Eaves, 1997).

O prévio conhecimento da probabilidade de uma crianca possuir excesso de peso ou
de ser obesa, num determinado contexto familiar, pode pois constituir uma ferramenta
fundamental na avaliacao clinica do risco de obesidade e na intervencao clinica precoce.

Este estudo, incluido num projecto mais amplo na area da obesidade infantil, tem como

objectivo analisar e caracterizar padroes de associacao entre as caracteristicas nutricionais
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das criancas e as caracteristicas nutricionais dos respectivos pais.

9.2 Seleccao da amostra e delineamento experimental

Entre Fevereiro de 2005 e Julho de 2006, foram amostradas 586 criancas de ambos os
sexos, seguidas no programa de Satde Escolar do Centro de Satde do Lumiar em Lisboa,
pertencentes as escolas do 1° ciclo do ensino bésico, com idades compreendidas entre os
6 e os 10 anos.

Naturalmente, a populacao objectivo do estudo pretende-se mais ampla do que a
referida, havendo a pretensao da extensao das conclusoes & populacao de criancas perten-
centes a faixa etaria 6 a 10 anos, (pelo menos) no municipio de Lisboa. Esta extensdo
serd legitima desde quando a ligacao probabilistica entre a amostra e a populacao nao se
altere com tal expansao (Paulino e Singer, 2006; pagina 10).

A caracterizacao clinica da constituicao nutricional de individuos é tipicamente feita
em categorias ordinais resultantes de uma classificacdo baseada no indice de massa corpo-
ral. A classificacdo das criancas em funcao da sua categoria nutricional e da constituicao
nutricional dos respectivos pais consta da Tabela 9.1.

Neste texto, as variaveis serdo representadas por M (constitui¢do nutricional da mae,
com i=1,...,6 categorias), P (constitui¢do nutricional do pai, com j=1,...,6 categorias) e

C (constitui¢do nutricional da crianga, com k—1,2,3 categorias) (ver tabela 9.1).

9.3 Modelo probabilistico

Do exposto na seccao anterior, decorre que a estratégia adoptada na seleccao das cri-
ancas foi a de recolher informacao relativamente a tantas criancas quanto possivel num
determinado periodo de tempo. Admitindo que todas as varidveis aleatorias associadas
as frequéncias o, (1 =1,...,6;j5 = 1,...,6;k = 1,2, 3) sdo independentes e que em cada

uma das celas da tabela:

1. o nimero de criancas observadas num determinado intervalo de tempo ¢ indepen-
dente do ntmero de criancas observadas em qualquer outro intervalo de tempo

disjunto do primeiro;

2. o processo de chegadas de criancas ¢ homogéneo no tempo, isto é, a distribuicao do
nimero de criancas s6 depende do comprimento do intervalo de tempo considerado,

nao importando quando tem inicio;

3. a probabilidade de chegada de uma crianca cresce regular e linearmente com a

amplitude do intervalo;
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Tabela 9.1: Dados sobre a constituicao nutricional de criancas e pais

Classe nutricional crianca

Classe nutricional mae Classe nutricional pai FEutrdfico FExcesso de Peso Obesidade
Baizo Peso Baizo Peso 2 0 0
Eutrdfico 18 2 1
Excesso de Peso 16 2 4
Obesidade Tipo I 3 1 0
Obesidade Tipo II 0 0 0
Obesidade Tipo III 0 0 0
Eutrdfico Baizo Peso 5) 0 0
Eutréfico 104 15 13
Excesso de Peso 95 31 33
Obesidade Tipo 1 16 2 9
Obesidade Tipo I 1 0 1
Obesidade Tipo 111 1 0 1
Excesso de Peso Baizo Peso 2 0 0
Eutrdfico 30 7 5)
Excesso de Peso 42 24 26
Obesidade Tipo I 11 0 10
Obesidade Tipo II 2 3 0
Obesidade Tipo 111 0 0 1
Obesidade Tipo I Baizo Peso 0 0 0
Eutrdfico 6 0 1
Excesso de Peso 10 6 4
Obesidade Tipo I 3 1 )
Obesidade Tipo II 0 0 0
Obesidade Tipo 111 0 0 0
Obesidade Tipo 11 Baizo Peso 0 0 0
Eutrdfico 1 0 0
Excesso de Peso 3 0 1
Obesidade Tipo I 0 0 1
Obesidade Tipo I1 0 0 0
Obesidade Tipo 111 0 0 0
Obesidade Tipo 111 Baizo Peso 0 0 0
Eutrdfico 1 2 1
Excesso de Peso 0 0 0
Obesidade Tipo 1 0 0 1
Obesidade Tipo I1 0 0 0
Obesidade Tipo 111 0 0 0
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4. a probabilidade de chegadas simultineas em intervalos de tempo suficientemente

pequenos é desprezavel,

entao, o modelo probabilistico adequado a modelacao das ocorréncias ¢ o Produto de

Distribuigoes Poisson (equagao (3.3) parai=1,....,6;j =1,...,6;k = 1,2,3).

9.4 Analise dos zeros amostrais

A tabela 9.1 evidencia a presenca de multiplos zeros amostrais. A primeira preocupacao
na analise dos dados consistiu precisamente em delinear o tratamento destas observacoes.

Nos dados em causa os zeros amostrais ocorrem em celas correspondente a classifi-
cacoes de reduzida probabilidade, pelo que o seu tratamento foi feito, segundo a abor-
dagem de Christensen (1990), como se de zeros estruturais se tratasse. Na pratica, a

presenca destes zeros teve duas consequéncias em termos de analise log-linear:

e As celas para as quais as equagoes de méxima verosimilhanca implicavam estimati-
vas de frequéncias esperadas nulas foram identificadas e removidas do modelo. As

estimativas de maxima verosimilhanc¢a foram encontradas para as restantes celas;

e O n° de graus de liberdade para a tabela e para os termos dos modelos foi ajustado
em funcao do numero de zeros "fixos". O n° de graus de liberdade para um modelo
foi obtido pela diferenca entre o n° de graus de g.l. da tabela completa e o n°® de g.l.

perdidos por nao haver informacao disponivel relativamente a alguns parametros.

9.4.1 Identificacao das celas com frequéncias estimadas nulas

Analisando a tabela 9.1 torna-se evidente que o modelo saturado nao pode ser ajustado,
j& que, neste modelo, é;;; = 045;. Porque o modelo a ajustar é log-linear, o log é;;;, tem de
estar definido. Ora, nas celas onde 0, = 0 ou é;j; # 0,1 (0 que nao pode acontecer num
modelo saturado) ou log é;;;, nao esta definido.

Considerando o modelo sem interacgao de 2* ordem [MP][MC][PC], tém-se as

equagoes de verosimilhanca, para todo o i,j e k

éijo = Ojje Ciok = Ojek éojk = Oejik
Nas tabelas marginais tém-se varios totais nulos. Assim, na tabela [MP| (Tabela 9.2)
ha 12 zeros: 0156 = O16e = O41e = O456 = Ot6e = O5le = O550 = O56e = Ole = OG3e = OG5e =
O6g6e — 0.

Este totais nulos envolvem 36 celas de frequéncia nula
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(1,5,1) (1,5,2) (1,5,3) (1,6,1) (1,6,2) (1,6,3)
(4,1,1) (4,1,2) (4,1,3) (4,5,1) (4,5,2) (4,5,3)
(4,6,1) (4,6,2) (4,6,3) (5,1,1) (5,1,2) (5,1,3)
(5,5,1) (5,5,2) (5,5,3) (5,6,1) (5,6,2) (5,6,3)
(6,1,1) (6,1,2) (6,1,3) (6,3,1) (6,3,2) (6,3,3)
(6,5,1) (6,5,2) (6,5,3) (6,6,1) (6,6,2) (6,6,3)

A tabela marginal [MC]| (Tabela 9.3) tem 1 zero: oses = 0, que envolve 6 celas de

frequéncia nula

(5,1,2) (5,2,2) (5,3,2) (5,4,2) (5,5,2) (5,6,2)

Por 1ltimo, a tabela marginal [PC| (Tabela 9.4) tem trés zeros: 0e12 = 0e13 = 0Oeg2 = 0,

envolvendo 18 celas de frequéncia nula

(1,1,2) (2,1,2) (3,1,2) (4,1,2) (5,1,2) (6,1,2)
(1,1,3) (2,1,3) (3,1,3) (4,1,3) (5,1,3) (6,1,3)
(1,6,2) (2,6,2) (3,6,2) (4,6,2) (5,6,2) (6,6,3)

Todas as celas listadas possuem é = 0, havendo 47 celas distintas nesta situacao.

9.4.2 CaAlculo do niimero de graus de liberdade

Recorde-se que a tabela 9.1 possui um total de 108 celas. Assim, atendendo as 47 celas
distintas para as quais se estimam frequéncias esperadas nulas, o niimero de g.l. da tabela
é 108 — 47 = 61.

Considere-se agora os g.l. dos termos dos modelos. A tabela marginal [MP] (tabela
9.2) possui 12 zeros (i.e., 0;je = 0). Assim, o ntmero de g.l. da tabela 6 x 6 nao sera 36,

mas 36 — 12 = 24, sendo a afectacao destes g.l. pelos termos do modelo a seguinte
w1 M:5 P:5 MP:13(5x5—12)

A tabela marginal [MC| (tabela 9.3) com 1 zero, possui 6 x 3 —1 = 17 g.l. afectos aos

termos do modelo do seguinte modo

p:l M:5 C:2 MC:9(5x2-1)

63



Tabela 9.2: Tabela marginal [MP]

P
1 2 3 4
2 5 2 0
21 132 42 7
22 159 92 20
4 27 21 9
0 2 5 0
0 2 1 0

I N e =
O O~ b o= O o
o o~ o oo

Tabela 9.3: Tabela marginal [MC]|

C
M 1 2 3
139 5 5
2 222 48 57
3 87 34 42
4 19 7 10
5 4 0 2
6 1 2 2

Tabela 9.4: Tabela marginal [PC]

C
P 1 2 3
1 3 0 0
2 160 26 21
3 166 63 68
4 33 4 26
5 3 3 1
6 1 0 2
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De forma analoga, a tabela marginal [PC]| (tabela 9.4) com 3 zeros, possui 6 x3—3 = 15

g.l. com a seguinte distribuicao pelos termos do modelo
w1l P:5 (C:2 PC:7(5x2-3)

Recorde-se que a tabela 6 x 6 x 3 (Tabela 9.1) possui 61 g.l.. Assim, o n° de parametros
independentes associado ao termos representativo da interacgao de 2% ordem sera 61— (1+
54+5+2+134+947) =19. Na tabela 9.5, resume-se o n° de parametros independentes

associados aos termos dos modelos para a tabela 9.1.

Tabela 9.5: Niamero de parametros independentes associados aos termos dos modelos para
a tabela 9.1

Termo  Tabela completa  Tabela incompleta
u 1 1
M 5 5
AP 5 5
A 2 2
AP 25 13
AMe 10 9
ABE 10 7
Ao 50 19

A determinacao do niimero de parametros independentes permitiu o calculo do niimero

de g.l. associados aos modelos!, através do método 2 exposto na seccao 6.1, obtendo-se

LA notacdo adoptada para designar os modelos quase-log-lineares serd a mesma adoptada para os
modelos em tabelas completas acrescida do condicionamento a S’. Assim, por exemplo, o modelo de

independéncia em tabelas tridimensionais serd denotado por [X][Y][Z]| 5
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os seguintes resultados

Jlg : 1949+ 13 =41
MCI[P]lg : 1947413 =139

Jlg :194+7+9=235
M][PICllg : 194+ T7+9+13 =48

9.5 Ajustamento de modelos quase-log-lineares

Para proceder ao ajustamento de modelos quase-log-lineares as 47 celas de frequéncia esti-
mada nula foram tratadas como celas de zeros estruturais e portanto removidas do modelo.
As estimativas de maxima verosimilhanca foram calculadas apenas para as restantes celas
da tabela. Nestas condigdes foi definido o sub-conjunto S” de celas onde é;;; # 0. Para
tal, a tabela dos dados foi aumentada com uma varidvel indicatriz, d;;, distinguido as

celas com estimativas nao nulas das celas com estimativas nulas.

{ 1 (i,j,k) e s
Oij = ..
0 (i,5,k) &5

O ajustamento dos modelos foi feito usando a fungao glm, fixando o argumento

family = poisson, sendo a estimacgao feita pelo Método de Newton-Raphson.

9.5.1 Comparacao dos modelos quase-log-lineares

Tal como salientado anteriormente, o facto de todas as varidveis em anélise serem ordinais
aumenta muito o nimero total de modelos log-lineares possiveis de ajustar. Assim, para
seleccionar o modelo quase-log-linear ordinal que melhor se ajusta aos dados procedeu-se
de acordo com o exposto na sub-seccao 7.3.

Sob o modelo probabilistico (3.3), analisou-se, numa primeira fase, o ajustamento de
todos os modelos quase-log-lineares (nio ordinais).

Com base nas estatisticas (6.1), (6.2) e (6.14) obtiveram-se os resultados de ajusta-
mento global apresentados na tabela 9.6.

Os valores-p associados as estatisticas X2 e Y? revelam que os modelos
[MP|[MC][PC]|g, [MP][PC]|g e [MC](PC]|g sao todos elegiveis, para um nivel de
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Tabela 9.6: Ajustamento dos modelos quase-log-lineares

Modelo g.l. Y? p X? p A
[MPC]| 0 00000 — 0.0000  — 0
[MP|[MC][PCllg, 19 199727 0.396  17.0316 0.588  —18.027
[MP|[MC]lg, 26 664407 0.000  60.2371 0.000  14.440
[MP|[PC|lg 28  37.1497 0.116  33.5651 0216 —18.850
[MC][PC]lg, 32  41.0218 0.132  37.6643 0.226 —22.978
[PC][M]|4 41 64.6015 0.011  63.1281 0.015 —17.399
[MC)[P]|s 39 93.1660 0.000  96.6697 0.000  15.166
[MP)[C]|s 35  87.5058 0.000  86.1583 0.000  17.506
[M][P][C]l¢ 48  114.8034 0.000 136.6005 0.000  18.803

significancia de 0.05. Os restantes modelos possuem ajustamentos muito pobres as fre-

quéncias observadas.

Para decidir sobre a inclusao dos termos representativos das interacgoes de 1* ordem

considere-se os resultados da comparacao dos modelos encaixados resumidos na tabela

9.7. Considerando o nivel de significancia 0.05, rejeitam-se as hipoteses H} e HZ e nao

se rejeita HJ. Tal significa que o modelo adequado para descrever os dados é o modelo

[MCI[PCs-

Tabela 9.7: Comparacao dos modelos quase-log-lineares encaixados sem ordinalidade

Hipdteses M, M, Y2(My|M,) g.l. p
HY:MC =0 [MP|[MCl|g [MP]MC][PC]lg 464680 7 0.000
HZ: \MC =0 [MP)[PC]lg [MP]MC]PC]lg  17.1770 9 0.046
H:AMP =0 [MC|[PC]ly, [MP|[MC|[PC]ly, 210491 13 0.072

Repare-se que a estatistica A (tabela 9.6) aponta claramente para a eleicao do modelo
[MC][PC]|s assumindo para este um valor minimo (A([MC][PC]|s) = —22.978). A

utilizacao da medida de Akaike revela-se assim mais simples e mais eficaz na comparacao

de modelos.
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9.6 Ajustamento de modelos quase-log-lineares ordi-
nais

Para considerar a ordinalidade das varidveis foram usados os scores com distancias
unitarias definidos pelos proprios indices das categorias ordenadas crescentemente, pelas
razoes expostas no capitulo 7.

Tendo como guia os resultados obtidos na seccao anterior, foi, numa primeira fase,

ajustado aos dados o modelo de quase-associacao uniforme heterogénea

log eije = i+ AM 4+ N+ A+ BMP (u; — ) (v — 0) + BM (u; — @) (wy, — 0)
+87%(v; — 0) (wy — w) + M (u; — @) (v; — 0)(wy — W) para (i,5,k) € S"  (9.1)

e, em seguida, ajustados os modelos de quase-associagao uniforme homogénea (secgao
6.2)

logeije = p+ AN + AN+ A+ M (u; — w) (v — ©) + BMC (u; — @) (wy, — ©)
+87%(v; — 0)(wy — w) para (i,45,k) € S"  (9.2)

log eije = i+ AN + N+ A+ M (u; — ) (v; — 0) + BMC (u; — @) (wy, — ©)
para (i,7,k) € S (9.3)

log egp = p+ A+ )\f + A+ BMP (y; — u)(v; —v) + B (u; — @) (wy — )
para (i,7,k) € " (9.4)

log eije = i+ AN + A+ A+ BMC (u; — w) (v — 0) + 87 (w; — @) (wy — )
para (i,7,k) € " (9.5)

9.6.1 Comparacao dos modelos quase-log-lineares ordinais

Os resultados relativos a comparagao dos modelos (9.1) a (9.5) encontram-se resumidos
na tabela 9.8.

Os valores da medida de Akaike levam a concluir que o modelo [3Y7][3MC][3F¢],

(equacao 9.2) é o que melhor descreve os dados. Repare-se como os valores desta medida
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Tabela 9.8: Medida de informacao de Akaike para os modelos quase-log-lineares ordinais

Modelo A
[BMPNBMEN Bl —31.255
[BMPBPC g —24.463
[BME][BTC e —25.980
[ﬁMP] WMC“S/ _8.960

sao notoriamente inferiores aos obtidos para os correspondentes modelos quase-log-lineares
antes da consideragao da ordinalidade das variaveis (tabela 9.6), denotando uma clara
melhoria no ajustamento.

Os resultados apresentados na tabela 9.9 dizem respeito aos testes de ajustamento

correspondentes a comparacao miltipla de trés modelos encaixados.

Tabela 9.9: Comparacao dos modelos quase-log-lineares ordinais encaixados

Hipéteses M, M, Y?2(M,| M) g.l. P
H} . pMPC = [BMP][BMC][3FC|, [BMPC| 0.0775 1 0.7807
HZ: BMC =0 [BMP)187Y 4 [BMP)[pMC] 3P, 10.7151 1 0.0011
HE . gMP =0 [BMC] 87, [BMF][BMC) B, 9.1985 1 0.0024
Hy : B¢ =0 [BMPI[BMC]|,,  [BMPYBMC)BFC|s  26.9185 1 <0.001

Para que a probabilidade tipo I nao ultrapasse a = 0.05 na globalidade dos testes efe-
ctuados, cada um dos testes foi efectuado a um nivel de significancia de 1 — /1 — 0.05 =
0.013. Considerando este nivel de significancia, os testes indicam que o termo represen-
tativo da interacgao de 2* ordem nao ¢é significativamente diferente de zero (p = 0.7807)
sendo portanto removido do modelo. Por outro lado, ao contrario do que aconteceu quando
as variaveis foram consideradas como nominais, todos os termos relativos as interaccoes
de primeira ordem sdo significativos (p=0.0011; p= 0.0024 e p<0.0010) permanecendo,
por isso, no modelo. Repare-se que apenas a consideracao da ordinalidade das variaveis

permitiu evidenciar a associagao M-P. Esta anélise conduz também & escolha do modelo

[BMP[BMC][37C]| g como o melhor modelo.
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9.7 Analise dos residuos

A tabela 9.10 contem as estimativas das frequéncias esperadas. Com base nas frequéncias
observadas e nos valores destas estimativas calcularam-se os residuos ajustados (equagio
6.5), cuja representacao grafica ¢ apresentada na Figura 9.1(a). As figuras 9.1(b), (c) e (d)
ilustram a distribuicao empirica dos residuos ajustados e a aproximacao & Distribuicao
Normal. Os gréaficos mostram uma boa adequacao dos residuos ajustados & distribuigao
Normal Padrao, havendo apenas um pequeno desvio para valores mais elevados. O teste
de ajustamento de Kolmogorov-Smirnov permitiu validar de um modo formal a aderéncia
a Distribuicao Normal Padrao (d = 0.1042;p = 0.4891). Assim, aplicando a correcgao
de Bonferroni, um residuo sera significativo quando o seu valor absoluto exceder o valor
21-0.05/(2x61) = Z0.9996 = 3.3D, para um nivel de significancia global de 0.05. Tal como se
pode ver na figura 9.1(a) nenhum residuo ajustado excede este valor critico absoluto, pelo
que se pode concluir que o modelo possui um bom ajustamento interno. Em nenhuma cela

se verifica uma influéncia nefasta estatisticamente significativa no ajustamento global.

9.8 Analise dos parametros

Na tabela 9.11 apresentam-se as estimativas dos parametros e respectivos erros padrao do
modelo ajustado, usando a parametrizacao em termos da cela de referéncia (1,1,1) (isto
e, M =M =X =0).

A comparagao dos valores absolutos padronizados — S(\)— permite estabelecer que

~

a importancia das varidveis na determinacao das frequéncias aumenta a medida que se
sobe na classe nutricional. Em particular, verifica-se que o niimero de criangas eutroficas
tende a ser estocasticamente menor & medida que aumenta a classe nutricional & qual
pertencem a mae ou o pai, sendo este efeito tanto mais marcado quanto mais alta é a
classe nutricional & qual pertencem os pais.

As estimativas dos parametros representativos das interaccoes evidenciam uma asso-
ciacao positiva entre as varidveis, isto é, os membros da familia tendem a pertencer a
classes nutricionais mais altas/baixas quando os restantes membros da familia também
pertencem. Comparando os valores padronizados, verifica-se que a classe nutricional da
crianca esta mais fortemente associada a classe nutricional do pai do que a classe nutri-
cional da mae. Por outro lado, a associacao entre as classes nutricionais do pai e da mae é
mais fraca que a associacao entre a classe nutricional da crianga e respectivos progenitores.

Estes resultados permitem ainda testar as hipoteses unilaterais Hy : § < 0 vs. Hj :
£ > 0. Na tabela 9.12 apresentam-se os valores-p associados aos testes de significancia
das interaccoes de 1* ordem.

Para qualquer um dos parametros, a hipdtese nula é rejeitada evidenciando uma signi-
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Tabela 9.10: EMV das frequéncias esperadas

Classe nutricional crianca

Classe nutricional mae Classe nutricional pai FEutrdfico FExcesso de Peso Obesidade
Baizo Peso Baizo Peso 1.4 0.0 0.0
Eutréfico 17.5 2.7 1.6
Excesso de Peso 16.0 3.6 3.2
Obesidade Tipo I 1.8 0.6 0.7
Obesidade Tipo II 0.0 0.0 0.0
Obesidade Tipo III 0.0 0.0 0.0
Eutrdfico Baizo Peso 5.9 0.0 0.0
Eutréfico 92.7 17.4 13.0
Excesso de Peso 104.5 28.6 31.0
Obesidade Tipo 1 14.3 0.7 9.0
Obesidade Tipo II 1.3 0.7 1.7
Obesidade Tipo 111 0.4 0.0 1.0
Excesso de Peso Baizo Peso 1.8 0.0 0.0
Eutrdfico 34.7 8.0 7.3
Excesso de Peso 48.4 16.2 21.6
Obesidade Tipo I 8.2 4.0 7.7
Obesidade Tipo II 0.9 0.6 1.8
Obesidade Tipo 111 0.3 0.0 1.3
Obesidade Tipo I Baizo Peso 0.0 0.0 0.0
Eutrdfico 5.7 1.6 1.8
Excesso de Peso 9.9 4.1 6.6
Obesidade Tipo 1 2.1 1.2 2.9
Obesidade Tipo II 0.0 0.0 0.0
Obesidade Tipo 111 0.0 0.0 0.0
Obesidade Tipo 11 Baizo Peso 0.0 0.0 0.0
Eutrdfico 0.8 0.0 0.4
Excesso de Peso 1.7 0.0 1.7
Obesidade Tipo 1 0.4 0.0 0.9
Obesidade Tipo 11 0.0 0.0 0.0
Obesidade Tipo 111 0.0 0.0 0.0
Obesidade Tipo 111 Baizo Peso 0.0 0.0 0.0
Eutrdfico 0.8 0.3 0.6
Excesso de Peso 0.0 0.0 0.0
Obesidade Tipo 1 0.7 0.6 2.1
Obesidade Tipo 11 0.0 0.0 0.0
Obesidade Tipo 111 0.0 0.0 0.0
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Figura 9.1: Anélise grafica dos residuos ajustados
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Tabela 9.11: Estimativas paramétricas e erros-padrao aproximados no modelo ajustado

Pardémetro Estimativa Erro padrao S(S\)
A 1.03540 0.23602 4.387
A —0.57580 0.41538 —1.386
Y —3.00688 0.63878  —4.707
M —5.60463 0.94475  —5.932
A —6.26850 1.23205 —5.088
A 1.96119 0.36838 5.324
N 1.28098 0.46821 2.736
A —1.50677 0.65540  —2.299
N —4.73236 0.92348 —5.124
A —6.79486 1.25059  —5.433
2 —2.82543 0.26800 —10.543
2 —4.27362 0.52949 —8.071

pME 0.21307 0.07124 2.991
pMe 0.20346 0.06253 3.254
pre 0.37409 0.07471 5.007

Tabela 9.12: Resultados dos testes unilaterais aos parametros # no modelo final

Hipotese nula D
Hy: pMP <0 0.0028
Hy: pMC <0  0.0011
Hy: B¢ <0 <0.0001
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ficativa associagao positiva entre as variaveis. Para um nivel fixo de P a razao de chances
condicionais locais entre M e C' é exp(0.2035) = 1.23. Tal significa que a probabilidade
estimada da crianca pertencer a uma classe nutricional mais alta do que a imediatamente
anterior é 1.2 vezes maior quando a mae pertence a uma categoria nutricional mais alta do
que quando a mae pertence a uma categoria nutricional inferior. Quando a influéncia da
classe nutricional do pai, a razao de chances condicionais locais estimada exp(0.3741) =
1.45, indica que a probabilidade estimada da crianca pertencer a uma classe nutricional
mais alta do que a imediatamente anterior é cerca de uma vez e meia maior quando o
pai pertence a uma categoria nutricional mais alta do que quando o pai pertence a uma
categoria nutricional inferior. Usando as classes extremas da tabela P-C', a probabilidade
estimada de uma crianga ser obesa em vez de eutrofica é exp(0.3741x (3—1)x (4—2)) = 4.5
vezes maior quando o seu pai é obeso do que quando o seu pai é eutrofico. Procedendo
de modo idéntico relativamente a tabela M-C, conclui-se que a probabilidade estimada
de uma crianca ser obesa em vez de eutrofica é exp(0.2035 x (3 —1) x (4 —2)) = 2.3 vezes

maior quando a sua mae é obesa do que quando esta é eutroéfica.
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Capitulo 10
Conclusao

A adaptagao dos modelos log-lineares a varidveis ordinais tem inicio com a atribuigao
de scores ordinais as categorias das varidveis. A sua definicao deve ser cuidadosa ja que
afecta a interpretacao dos termos do modelo que reflectem a ordinalidade das variaveis.
Na pratica, a atribuicao dos scores deve fazer-se de modo a simplificar a interpretacao
dos modelos.

Uma vez atribuidos os scores ordinais, a constru¢ao de modelos log-lineares ordinais
tem por base a substituicao dos termos representativos das interaccoes por termos estru-
turados que estabelecem os desvios relativamente & independéncia como funcao linear de
cada uma das variaveis, considerando fixos os niveis das restantes variaveis.

Esta substituicao dos termos representativos das interacoes torna os modelos mais
parcimoniosos, ji que cada termo estruturado (fungao dos scores ordinais) tem apenas
mais um parametro que o modelo geral de independéncia.

Nos modelos log-linear ordinais as equagoes de méxima verosimilhanca que incluem
0s scores nao tém nao tém solugoes directas, exigindo um método iterativo para a deter-
minagao das EMV.

A modelacao log-linear de tabelas com zeros, deve comecar pela analise da separa-
bilidade da tabela. Em tabelas nao separaveis, o tratamento dos zeros pode ter varias
prescrigoes. Neste estudo explorou-se a abordagem de Christensen (1990) de acordo com
a qual, o tratamento de zeros consiste em identificar todas as celas que implicam que as
EMYV nao existam, remover essas celas do modelo e determinar as EMV para as restantes
celas. Subjacente a esta abordagen estad o pressuposto de que as probabilidades associ-
adas as celas onde ocorrem os zeros podem ser encaradas como parametros perturbadores
(nuisance parameters) na medida em que correspondem a classificagoes raras (de reduzida
probabilidade).

Em termos praticos esta abordagem tem duas consequéncias:

e A determinacao das estimativas de méaxima verosimilhanca é feita apenas para as
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celas da tabela com estimativas nao nulas, sendo portanto necessario definir uma
variavel indicatriz, a incluir no modelo, que distinga celas com estimativas nao nulas

de celas com estimativas nulas

e A segunda consequéncia diz respeito a correccdo do nimero de graus de liberdade.
O n° de graus de liberdade para a tabela e para os termos dos modelos devem ser
ajustados em funcao do numero de zeros "fixos". O n° de graus de liberdade para
um modelo sera obtido pela diferenca entre o n® de graus de g.1. da tabela completa
e o n° de g.l. perdidos por nao haver informacao disponivel relativamente a alguns
parametros. No caso dos modelos quase-log-lineares ordinais, o niimero de graus de
liberdade deve ainda ter em conta o niimero de termos de interaccao substituidos

no modelo classico por forma a considerar a ordinalidade das variaveis.

No que se refere a seleccao dos modelos, ha a considerar que a introducao de termos
que incluem os scores ordinais aumenta muito o niimero de possiveis modelos a ajustar.
Existem por isso varias estratégias possiveis para a seleccao do melhor modelo, sendo uma
das mais usadas ter como guia os modelos log-lineares sem considerar a ordinalidade das
variaveis e, uma vez obtido um modelo log-linear bem ajustado aos dados, proceder-se
a substituicao faseada dos termos de interaccao por termos estruturados baseados nos
scores.

Na comparacao de modelos, conclui-se que a estatistica avaliadora do ajustamento
que melhor se adequa a seleccao do melhor modelo quase-log-linear ordinal foi a medida
de Akaike, ja que fazendo o balanco entre o quao bem o modelo se ajusta aos dados e
a complexidade do modelo, esta estatistica é comparavel entre quaisquer dois modelos,
independentemente do nimero de graus de liberdade dos modelos e do facto de se tratarem

ou nao de modelos encaixados.

10.1 Caso pratico

No que se refere ao estudo com o objectivo de analisar e caracterizar padroes de asso-
ciacao entre as caracteristicas nutricionais das criancas e as caracteristicas nutricionais
dos respectivos pais, concluiu-se que existe uma associacao positiva entre as variaveis,
isto &, os membros da familia tendem a pertencer a classes nutricionais mais altas/baixas
quando os restantes membros da familia também pertencem. Verificou-se que a classe
nutricional da crianca estd mais fortemente associada a classe nutricional do pai do que a
classe nutricional da mae. Por outro lado, a associacao entre as classes nutricionais do pai
e da mae é mais fraca que a associagao entre a classe nutricional da crianca e respectivos

progenitores.
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O estudo permitiu concluir que a probabilidade de uma crianca ter problemas de
excesso de peso ou obesidade é muito mais elevada quando os respectivos pais pertencem

a classes nutricionais altas do que quando os pais sao eutroéficos.

7



Capitulo 11
Referéncias bibliograficas

Agresti, A. (1984). Analysis of Ordinal Categorical Data, John Wiley & Sons, NY.
Agresti, A. (1990). Categorical Data Analysis, John Wiley & Sons, NY.

Aoki, S. and Takemura, A. (1980). Markov chain Monte Carlo exact tests for incomplete
two-way contingency tables, Journal of Statistical Computation and Simulation, 75(10):

787-812.

Benedetti, J. K. and Brown, M. B. (1978). Strategies for the selection of loglinear
models. Biometrics 34: 680-686.

Birch, M. W. (1964). Maximum likelihood in three-way contingency tables, Journal of
the Royal Statistical Society, B 25: 220-233.

Bishop, Y. M. M., Fienberg, S. E. and Holland, P. W. (1980). Discrete Multivariate
Analysis: Theory and Practice, The MIT Press, Cambridge.

Brown, M. B. (1976). Screening effects in multidimensional contingency tables. Applied
Statistics 25: 37-46.

Casella, G. and Berger, R. (2002). Statistical Inference, 2nd edition, Duxbury, Pacific

Grove.

Christensen, R. (1990). Log-linear Models and Logistic Regression, 2nd Edition, Springer-
Verlag, NY.

Cressie, N. and Read, T. R. C. (1984). Multinomial goodness-of-fit tests. Journal of the

78



Royal Statistical Society 46: 440-464.

Deming, W. E. and Stephan, F. F. (1940). On a least squares adjustment of a sampled
frequency table when the expected marginal totals are known. Annuals of Mathematics
and Statistics 11: 427-444.

Everitt, B. S. (1994). The analysis of contingency tables, Chapman & Hall, London.
Goodman, L. A. (1968). The analysis of cross-classified data: independence, quasi-
independence and interaction in contingency tables with or without missing cells.,

Journal of the American Statistical Association 63:1091-1131.

Goodman, L. A. (1970). The multivariate analysis of qualitative data: interactions among

multiple classifications., Journal of the American Statistical Association 65:226-256.
Goodman, L. A. (1971). The analysis of multidimensional contingency tables: stepwise
procedures and direct estimation methods for bulding models for multiple classifications,

Technometrics 13:33-61.

Maes, H.H., Neale, M.C. and Eaves,L..J. (1997). Genetic and environmental factors in
body weight and human adiposity, Behavioral Genetics, 27: 325-351.

Paulino, C. D. e Singer, J. M. (2006). Andlise de dados categorizados, Editora Edgard

Bliicher, Sao Paulo.

Pestana, D. e Velosa, S. (2006). Probabilidade e Estatistica, 2* edigao, Fundagao Calouste
Gulbenkian, Lisboa.

Read, T. R. C. and Cressie, N. A. C. (1988). Goodness-of-fit statistics for discrete
multivariate data, Springer-Verlag, NY.

Upton, G. J. G. (1980). The analysis of cross-tabulated data, John Wiley & Sons, NY.

79



