Reducibilis Leontief-gazdasagok elemzése:
kanonikus versus standard dekompozicio
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Kivonat

A klasszikus felfogas szerint a t6kés gazdasagban bér- és a profitrata nagysiga szabalyozza a
nemzeti jovedelem elosztasat, és hosszu tavd egyensilyi értékitk meghatarozza a termékek
egyensulyi drat, a termelési drakat. Egy Leontief-gazdasagban, ahol nincs sem ikerterme-
1és, sem technoldgia valaszték, a raforditasi egyiitthaték A matrixa négyzetes és termelési
arak fogalma jol meghatdrozott. A termelési drak fogalmat Sraffa, illetve Neumann mo-
dellje alapjdn dltaldnositani lehet ikertermelés és technoldgiai valaszték esetére is. Sraffa a
ricardéi drak elemzésekor feltette, hogy egyarant vannak bazis- és luxustermékek, ahol az
elébbiek termelése nélkiilozhetetlen barmely termék eldallitdsahoz. Ezt a fogalmat altalano-
sitva értelmezhetjiik a marxi termelési drak esetén a 1étfenntart6 és luxustermékeket, ahol az
utébbi termékek mar valoban csak luxusfogyasztds targyét képezhetik. Luxustermékek ese-
tén egy gazdasdg dekompondlhatd, és az egyenstlyi profitrata és a termelési arak fliggnek
attél, hogy termelnek-e luxustermékeket is, azok mely csoportjait, és milyen viszony van
az egyes részgazdasagok profit- illetve novekedési potencidlja kozott. Dolgozatunkban a
négyzetes matrixok Gantmacher-féle kanonikus dekompoziciéjabdl kiindulva bevezetjiik a
standard dekompozicié fogalmat, aminek alapjan a luxustermékek egyszertien beoszthatok
olyan algazdasdgokba, amelyek meghatdrozzdk mind a termelési drak mellett lehetséges
profitratdkat, mind a gazdasag eltérd novekedési titemmel rendelkezé staciondrius dllapo-
tait. Az 4j elemzési eszkoz alapjan 1j megvilagitasba helyezhetd Sraffa tn. standard drun
nyugvo elemzése és a Marx—Neumann-féle modell alternativ megolddsainak Morishima és
Bromek 4ltal adott jellemzése is.
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1. Bevezetés

Széleskorti munkamegosztasra épiild, kifejlett és kiterjedt drutermeld gazdasdgokban a
termeld dgak kozvetlen és/vagy kozvetett kapcsolatban dllnak egymadssal. Egy Leontief-
gazdasagban, ahol nincs sem ikertermelés, sem technolégia valaszték, a raforditasi egyiitt-
haték A matrixa négyzetes. Ilyenkor, mint ismert, az A matrix kiilonbozd hatvanyai, ponto-
sabban azok adott (i, j) poziciéban 1év3 elemei egyértelmiien jelzik a j-edik dgazatnak az
i-edik termékei felé kozvetleniil vagy mas dgazatokon keresztiil kozvetve megjelend rafor-
ditasi igényét (pozitiv), vagy hianyét (nulla).! Az dgazatok kozotti raforditasi kapcsolatok
azonban nem mindig teljes kortiek, és nem mindig kolcsonosek két adott dgazat kozott.
Létezhetnek tigynevezett fiiggetlen dgazatcsoportok, olyan dgazatok, amelyek termeléséhez
nincs sziikség a tobbi dgazat termékeire. Ilyenkor az A matrix dekomponélhat6, mas széval
reducibilis.

Ilyenkor 1étezhet olyan fiiggetlen dgazatcsoport, amelynek termékeire (szolgéltatdsaira)

7z

— kozvetleniil vagy kozvetve — minden termék el6allitdsahoz sziikség van. Ebbe olyan alap-
vets dgazatok tartoznak, amelyek nélkiil a gazdasig nem miikodhet.? Ezek kibocsdsat Sraffa
(1960) bdzistermékeknek nevezte. Mar Ricardo is felfigyelt arra, hogy az ilyen alapvetd ter-
mékek (kéttermékes elemzésében a gabona) donté szerepet jatszanak az egyensilyi profit-
rata meghatdrozasaban. Nevezetesen, az egyenstlyi profitrata csak ezek termelésének ra-
forditasi viszonyaitdl fiigg, a tobbi, Sraffa ltal luxustermékeknek nevezett javak raforditasi
viszonyai nem befolyésoljdk ennek nagysigat.

A Klasszikus kdzgazdaszok felfogdsa szerint a bér- és a profitrata nagysaga a megtermelt
4j termék, a nemzeti jovedelem munkdsok és t6kések kozotti elosztasat szabalyozza, tarsa-
dalmi osztozkodds eredményeként alakulnak ki, és bizonyos hatarok kozott valtozhatnak.
Sraffa a termelési drak ricard6i meghatarozdsat alapul véve és altaldnositva azt elemezte,
hogyan befolydsolja a bér- és a profitrata valtozdsa az egyes termékek egyensulyi (terme-
1ési) arat: melyeké nd, s melyeké csokken, ha valamelyik javdra megvaltozik az elosztasi
viszony. Az arvaltozdsok irdnydnak meghatdrozésa, vagyis annak eldontése, mely termék
ara nott vagy csokkent a valtozasok eredményeképpen, altaldban fligg a valasztott drmeér-
cétdl, a viszonyitasi alaptdl. Ezt Ricardo is tudta és hangsulyozta, ezért élete végéig kereste
az idedlis d&rmérce-jészagot, azt a standardot, amely biztos viszonyitdsi alapot nydjt a fenti
kérdés eldontéséhez. Egy olyan termék lehetne ilyen standard dru, amelynek drbevétele
és anyagkoltsége egymassal ardnyosan valtozik, vagyis a bér- és a profitrita megvaltozasa,
véltozatlan arszint mellett, a termelésében keletkezd hozzdadott érték nagysagat nem, csak
annak elosztdsat érinti.

! Hivatkozds hidnyaban a kevésbé ismert fogalmakat és dllitdsokat az olvasé megtalalja Zalai (2012) kony-
vében.

2 A gazdasig elméleti modelljeiben — legaldbbis elsé megkdzelitésben — rendszerint kiilkereskedelem te-
kintetében zart gazdasdgokat vizsgalunk. Itt is ebbdl a feltevésbdl indulunk ki.
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Ilyen egyedi terméket altaldban nehéz talalni, de Ricardo kéttermékes modelljében ilyen-
nek bizonyult a gabona, a bazistermék. Sraffa ennek fogalmat dltalanositotta a standard aru
kategoridjaval, amelyet egy olyan dsszetett (kompozit) drukosdrként (s) definialt, amely ter-
melése esetén a kibocsatds és az anyagraforditds termékosszetétele megegyezik egymassal.
Egy Leontief-gazdasagban tehat a standard drukosar nem mads, mint az A raforditési egyiitt-
haté matrix egy nemnegativ jobb oldali sajétvektora: As = As. (A A sajatérték reciprokat
Sraffa nyomdn standard tényezének fogjuk nevezni.) Ha a standard drukosdr ardnyaiban
egyértelmiien meghatarozott, akkor betolti a Ricardo altal keresett idedlis armérce-jOszag
szerepét. Reducibilis gazdasdgban azonban a standard drukosdr ardnyaiban nem mindig
egyértelmiien meghatdrozott, s ilyenkor egyaltaldin nem mindegy, melyiket vélasztjuk &r-
mércének. Az, hogy mikor vélaszthatjuk egyéaltalan valamelyiket &rmércének, a profitrata
nagysdgatdl is fiigg. Dolgozatunkban ezt fogjuk tobbek kozott kozelebbrdl megvizsgalni a
reducibilis A maétrix dltalunk bevezetett standard dekompozicidja segitségével. Az A mat-
rix ilyen felbontdsa esetén a f64tloban olyan négyzetes blokkok lesznek, amelyek domi-
nans sajatértékeinek reciprokai a lehetséges standard tényezdk. (Ezért nevezziik standard
dekompozicionak.) Az igy nyert standard tényezSk €s a hozzajuk tartozé standard arukosa-
rak segitségével kimeritéen elemezhetjiik és jellemezhetjitk mind a ricardéi, mind a marxi
termelési arak alakuldsat, valamint a bér- és a profitrata kozt fenndll6 atvaltasi lehet6ségeket.
Megmutatjuk, hogy a lehetséges profitratdk tartomdanyét intervallumokba, a luxusterméke-
ket pedig ezekhez tartozo kiillonbozd rendii osztalyokba oszthatjuk be, annak megfelelGen,
hogy pozitiv mennyiségben termelhet6k-e az adott profitrata mellett kialakul6 egyensulyi
arak esetén.

Tdl a termelési drak klasszikus elemzésén, az tigynevezett Neumann—Leontief-modell
lehetséges egyensilyi megolddsait is megvizsgaljuk a standard dekompozicié alapjan. A
Neumann-modell azon egyszer(i esetér6l van sz, amelyben nincs sem ikertermelés, sem
technoldgiai valaszték, azaz Leontief-technoldgidra épiil, és a raforditasi egyiitthatdk tartal-
mazzék a foglalkoztatott munkaerd tjratermeléséhez sziikséges fogyasztast (teljes kort ra-
forditdsok). A standard dekompozici6 alapjan kimeritSen jellemezhetjiik ennek a modellnek
a lehetséges megolddsait is. A staciondrius egyensulyi drak részben a termelési drak klasszi-
kus fogalmat altalanositjak, de egyuttal lesziikitik lehetséges értelmezésiiket azéltal, hogy a
modellben nincs luxusfogyasztas. Ennek a modellnek az elemzése mindazonéltal meg fogja
vilagitani a Morishima (1971), illetve Bromek (1974a) 4ltal a Neumann-modell alterna-
tiv megolddsainak jellemzésére bevezetett dekompozicids eljarasok természetét, és a kapott
modell korlatozott kozgazdasagi jelentGségét.

Az attérés a teljes kord raforditdsok egylitthaté matrixara nem problémamentes. Egyrészt
a bazistermékek szerepét atveszik az uigynevezett létfenntarto termékek, amelyek tartalmaz-
74k a Sraffa-féle bazistermékeket, ha egyéltalan vannak ilyenek, de jellemz&en a termékek
szélesebb korét olelik fel. Mdr emiatt is megvéltozhat a raforditasi egyiitthaté matrix szer-
kezete. Mdsrészt a teljes korll raforditdsok esetén a matrix szerkezete és igy standard de-
kompoziciéja altaldban fiigg a fogyasztas szintjét6l. Meg fogjuk mutatni, hogy a kétféle ra-
forditési egyiitthaté matrixszal értelmezett (a valddi és a kvazi) Neumann—Leontief-modell
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lehetséges egyensiilyi tényezdi egyarant a Sraffa-féle standard tényezdk koziil keriilhetnek
ki.

A reducibilis négyzetes matrixok standard dekompozicidja a Gantmacher (1967) 4ltal
bevezetett kanonikus dekompoziciéra épiil, az abbdl nyert kanonikus blokkok célszerii ren-
dezésén és alkalmas csoportokba 0sszevondsian nyugszik. A standard dekompoziciés séma
kidolgozédsdhoz az otletet Kurz és Salvadori (1995) konyvébdl meritettiik, akik hasonld fel-
bontas alapjan osztalyoztdk a luxustermékeket Sraffa modelljében. Dolgozatunk terjedelmi
korlatai nem teszik lehet6vé az elemzések részletes ismertetését, ezeket az érdekl6ds olvaso
megtaldlja Zalai (2012) kdnyvében.

2. A kanonikus dekompozicio és a sziikséges alapfogalmak

A négyzetes matrixok kanonikus dekompozicidja Gantmacher (1967) nevéhez fiizodik.
Konnyen belathatd, hogy a reducibilis (dekompondlhatd) négyzetes matrixok, sziikség ese-
tén soraik és oszlopaik azonos atrendezésével, olyan trianguldris alakra hozhatdk, amely-
nek f6atl6jdban irreducibilis A ;; négyzetes métrixok szerepelnek. Az egyetlen elembdl 4ll6
elsérendti matrixot akkor is irreducibilisnek tekintjiik, ha az 0. Tetszés szerint valaszthatunk
a felsd vagy alsé trianguldris alak kozott. Mi felsé haromszog alakot fogunk hasznélni,
amelyben Ay ; = 0, valahdnyszor j < k.

Ennek megfelel6en az dgazatok, illetve a termékek indexeit az Iy, 1, . . . I (6sszesen tehat
s) részhalmazokba rendezve az aldbbi felbontdshoz jutunk:

AjpAp - Ay - Agg
0 Ay - Ay - Ay

0 0 - 0 - A

Egyszerti indukcids uton belathatjuk, hogy egy reducibilis matrix mindig 4trendezhetd
ilyen alakba. Mindenekel&tt meg kell keresniink a legsziikebb fiiggetlen 4gazatcsoportot, ez
lesz az I; indexhalmaz, amely egyiitthaté matrixdnak, A-nek irreducibilisnek kell lennie.
Ha ugyanis reducibilis volna, akkor lenne benne tovabbi, ndla sziikebb fiiggetlen dgazat-
csoport. Miutdn ezt megtalaltuk, elhagyjuk a matrixbdl az I} indexhalmaz elemeihez tartozé
sorokat és oszlopokat. Ha a maradékként kapott matrix irreducibilis, akkor készen vagyunk,
ez lesz a felbontds masodik dgazatblokkja. Ellenkez$ esetben a fennmaradé résszel megis-
mételjiik az el6bbi folyamatot. Megkeressiik ennek legsziikebb fiiggetlen dgazatcsoportjat,
amelynek indexei megadjak az I, indexhalmazt, a hozzdjuk tartozo sajat raforditasi egyiitt-
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hatdék az A, matrixot, az I,-ben levé termékek /;-re vonatkozé egyiitthatéi az A, matrixot.
Az eljarast addig folytatjuk, mig végiil egy irreducibilis matrix marad. Vildgos, hogy véges
sok termék esetén véges sok 1épés utdn eljutunk ehhez. Ez lesz az Ay matrix.

A fenti tton kapott felbontdst az A matrix kanonikus dekompozicidjanak, ennek
megfelelden az /; indexhalmazokat kanonikus blokkoknak, a f6tloban levd A ;; mat-
rixot a j-edik blokk sajdt rdforditdsi egyiitthato mdtrixdnak nevezziik, amelynek do-

mindns sajatértékét A;-vel jeloljiik, tehat A; = A (A;), j=1,2,...,m.

Megjegyzés:

Az olyan egymast kovets dgazatokat, amelyek kolcsonosen fiiggetlenek egymastol és a sajat
termékeikre sincs sziikségiik, 6sszevonhatjuk egy kozos blokkba. Az {gy képzett blokk sajat
réforditdsi egyiitthatéinak mdtrixa nulla lesz (A ;; = 0). Ez a lehetSség a kanonikus dekom-
pozicié alabbi, alternativ meghatdrozdsdt kindlja: az A matrix olyan négyzetes, trianguldris

27 2

felbontédsa, amelynek f64tl6jaban csak irreducibilis A ;; vagy 0 matrixok szerepelnek.

Létezhetnek egymastdl kolcsondsen fiiggetlen I €s I dgazatcsoportok is, amelyek ese-
tén A j; = Ay; = 0, azaz kolcsonosen nincs sziikségiik egymds termékeire. Az ilyen blokkok
tetsz6leges sorrendben elhelyezhet6k a kanonikus dekompoziciéban. A kés6bbiek szem-
pontjabdl fontos lesz az alabbi megallapodas: ilyen esetben mindig azt a blokkot tessziik
eldbbre, amelyik sajat raforditasi egyiitthaté matrixdnak domindns sajdtértéke kisebb.

Reguldrisnak nevezzik a kanonikus dekompoziciot, ha az egymdastdl kolcsondsen
fiiggetlen dgazatcsoportok koziil a kisebb domindns sajatértékii blokk mindig meg-
el6zi a nagyobbal rendelkez6t.

Sziikségiink lesz az aldbbi fogalmakra is.

1. Definicié. A termelési rendszerek legfontosabb jellemzdi:

i) Az A rdforditdsi egyiitthaté mdtrixszal jellemzett termelési rendszer akkor képes
onmagdt o szinten tjratermelni, ha létezik olyan o0 > 0 és x > 0, amelyek esetén
X > aAx.?

ii) Az A rdforditdsi egyiitthato mdtrixszal jellemzett termelési rendszer novekedési
potencidlja az a legnagyobb egyontetii (ardnyos) novekedési iitem, amelyet egy-
iddszakos termelési periodus esetén el lehet érni, ha a termékeknek nincs kiilsé
felhaszndldsa:

p’ =max{p:3 x>0,x>(1+p)Ax}.

A definicio tehdt olyan, tobbnyire hipotetikus, zdrt termelési rendszert feltételez,
amelyben minden kibocsdtdsi tobbletet a kovetkezd iddszaki rdforditdsok, igy a

3 Az azonos méretii vektorok és métrixok kozotti nagysagrendi reldciokra a kovetkezd jeloléseket hasz-
néljuk: = nagyobb egyenl$, > nagyobb egyenld, de legaldbb egy elemében nagyobb. Ennek megfelelGen

a 2> 0 nemnegativitast, a > 0 féligpozitivitdst jelent. Helyenként ,,legaldbb féligpozitiv’ megjel6léssel hang-
stlyozzuk, hogy akdr minden eleme pozitiv lehet.
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iii)

)

Vi)

vii)
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termelési szint novelésére lehetne forditani. A novekedési potencidlt kifejezhetjiik
a novekedési tényezdvel is, ahol o =1+ po.

A novekedési potencidl nagysdga megegyezik termelési rendszer profitpotencidljd-
val, amit akkor érhetne el, ha a felhaszndlt termékeken kiviil nem lenne mds (kiilsd)
rdforditds, azaz

7’ =max{n:3 p>0,p< (1+7)pA}.

A profitpotencidlt is kifejezhetjiik tényezds alakban: B° = (1+ z°).

A fentiekhez hasonloan értelmezziik, A helyébe A -t helyettesitve, egy négyzetesen
felbontott rdforditdsi egyiitthatoé mdtrix j-edik blokkjdnak sajdt novekedési, illetve
profitpotencidljdt.

A profitpotencidl mellett gyakran haszndljuk a garantdlt profitrdta fogalmdt is,
amely alatt a legaldbb féligpozitiv drak mellett lehetséges legkisebb egyensiilyi
profitrdtdt értjiik, azaz

7' =min{r:Ip>0,p= (1+7)pA}.

Ez képezi a pozitiv bérrdta és drak mellett lehetséges profitrdtdk felsé hatdrdt.

Az I} indexcsoportba sorolt termékek minden termék (ijra)termeléséhez nélkiiloz-
hetetlenek (sziikségesek), ha x| > 0, valahdnyszor X 2 aAx, x > 0, a > 0, ahol x;
az X vektor I} indexhalmazhoz tartozo részvektora.

Egyiddszakos tokemegtériilés esetén, amikor a felhaszndlt és a tékeként megeld-
legezett termelési eszkozok nagysdga egyenld, a termelési drak ricardoi és marxi
meghatdrozdsa az aldbbi képletekkel adhato meg:

p=(1+7m)pA+w,l, illetve p=(1+7)(pA+wnl),

ahol p az drak, | a fajlagos munkardforditdsok vektora, w és ® a bér- és a pro-
fitrdta. Ldtjuk, hogy w, = (1 + T)w,, ezért mindkét meghatdrozds ugyanazon dr-
ardnyokat eredményezi. Kozgazdasdgi szempontbdl az a kiilonbség kozottiik, hogy
Ricardo (és az 6t kovetd Sraffa) feltevése szerint a munkdsok, Marx feltevése szerint
a tokések eldlegezik meg a munkabéreket.

A termelési drak m = 0 hatdresetben kapott értékét munkaérték-ardnyos draknak, a
w = 0 esetben kapott p = (1 + m)pA meghatdrozdst kielégits pozitiv w és legaldbb
féligpozitiv p pdrokat tékeérték-ardnyos drrendszernek nevezziik.*

Megjegyzés:
Pontosabb lenne a novekedési potencial kifejezés helyett dnmegujito potencidlt hasznélni,

4 Az gy kapott drak az elsd esetben a halmozott munkariforditisokkal, 1 (E — A)fl—vel, a masodikban a
halmozott tSkelekotéssel, a pB (E —A)fl tokeértékekkel (éves tGkemegtériilés esetén B = A) ardnyosak,
erre utalnak az elnevezések.
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novekedésrdl ugyanis csak akkor beszélhetiink, ha p > 0 (o > 1). Tobbnyire mégis a kife-
jezdbb novekedési potencidl fogalom haszndlata mellett maradunk, mar csak azért is, mert
implicite vagy explicite mindig feltessziik, hogy a vizsgélt gazdasidgok raforditasi egyiitt-
haté matrixa produktiv, igy a ndvekedési, illetve profitpotencidl pozitiv. Id6nként azonban a
rovidebb onmegiijito potencidlt fogjuk haszndlni a kozos novekedési, illetve profitpotencidl
fogalom helyett.

A Sraffa-féle mdtrix fogalmat a kanonikus dekompozici alapjan a kovetkez&képpen fo-
galmazhatjuk meg:

Az A reducibilis raforditasi egyiitthaté matrixot akkor nevezziik Sraffa-féle mdtrix-
nak, ha kanonikus dekompoziciéjdban az I; halmazban lev$ javak minden termék
Ujratermeléséhez nélkiilozhetetlenek, azaz bdzistermékek.

1. Tétel (A Sraffa-féle matrixok és a bazistermékek jellemzése a kanonikus alakkal). A
kanonikus alakba rendezett A rdforditdsi egyiitthato mdtrix esetén az Iy halmazba tartozo
Jjavak akkor és csak akkor bdzistermékek, ha A1y irreducibilis és Ay # 0, tovdbbd a fo-
dtlo bdarmely mds A j; blokkja felett elhelyezkedd A1j,Asj, ..., Aj_1 ; (j > 1) mdtrixok koziil
legaldbb egyben taldlhato pozitiv elem, azaz

1A1j+1A2j+...1Aj,|,jZO (]>1) (1)

Bizonyitas:

Sziikségesség: Ha A1) reducibilis matrix, vagy els6rend(i nullmatrix esetén nulla lenne, ak-
kor mar az /; indexhalmazba esé termékek termeléséhez sem lenne sziikség minden /;-beli
termékre. Ha pedig valamely j > 1 esetén nem teljesiilne az (1) feltétel, akkor a j-edik
blokk termékeinek eldéllitdsdhoz nem lenne sziikség mds dgazatcsoportbeli termékekre, igy
bazistermékekre sem.

Elégségesség: A irreducibilis, vagy elsérendd nullmatrix esetén pozitiv, ebbdl kdvetke-
zben az I; indexhalmazba es6 termékek mindegyikének termeléséhez sziikség van minden
I;-beli termékre. A (1) feltételbdl pedig az A j; matrix irreducibilis volta miatt

(lAlj + 1A2j +--+ lA];],j) (E*Ajj)_l >0

kovetkezik, ami azt jelzi, hogy a j-edik dgazatcsoport termékeinek termeléséhez legalabb

egy 6t megel6z6 — mondjuk az [-edik (I < j) —dgazatcsoport termékére sziikség van. Ugyan-
igy beldthatjuk, hogy az /-edik dgazatcsoport termékeinek termeléséhez sziikség van lega-

14bb egy 6t megel6z6 dgazatcsoport termékére. Mivel j véges, és minden 1épésben legalabb
eggyel csokken az index, igy elébb-utébb eljutunk az elsd blokkhoz. E 1épések sorozata-

5 Erre azért van sziikség, mert A elvben egyelemi, éspedig nulla is lehetne a kanonikus dekompoziciban.
Ha A rendje nem 1, akkor irreducibilis voltdbdl mdr kovetkezik, hogy Aj; # 0.
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val tehdt igazolhatjuk, hogy az /; dgazatblokkban levd termékek el6dllitdsahoz kdzvetleniil
vagy kozvetve sziikség van az I indexhalmazban taldlhaté minden termékre.
a

A tovabbiakban A-val fogjuk jelolni a raforditasi egyiitthaté matrixot, ha az csak az el-
haszndlt termelési eszk6zok potlasi igényeit tartalmazza. A teljes korii rdforditdsi egyiitt-
hatok madtrixdt, amely a termelési eszk6zok potldsi igényein til tartalmazza a munkaerd
djratermeléséhez sziikséges javak raforditasait is, az A= (A + @y ol), illetve, ha hangsi-
lyozni kivénjuk, hogy fiigg a fogyasztds @, szintjétsl, az A (@) matrixszal fogjuk jeldlni,
ahol s¢ az egy munkadrara juté (sziikséges) fogyasztas, 1 a fajlagos munkaeré-igények vek-
tora, mig o a diadikus szorzat jele. A bemutatdsra keriil6 elemzések igy egyarant felhasz-
ndlhatok lesznek a termelési drak ricard6i és marxi meghatdrozdsdnak elemzésében. Ha a
munkaer$ nélkiilozhetetlen, akkor azok javak, amelyek minden termék ujratermeléséhez
nélkiilozhetetlenek, az A métrix esetén megegyeznek azokkal a termékekkel, amelyek nél-
kiilozhetetlenek a munkaerd tjratermeléséhez. Ezért az ilyen termékeket létfenntarto ter-
mékeknek nevezziik. Ezek tehat olyanok, mint az A matrix esetén a bazistermékek, de az
utébbiak 1étezése nem sziikséges ahhoz, hogy legyenek létfenntarté termékek. Ennek elle-
nére feltessziik, hogy 1éteznek bazistermékek, amelyek természetesen mindig 1étfenntart6
termékek is, de az utébbiak kore jellemzden joval szélesebb. Egyszertien igazolhatjuk az
aldbbi allitasokat.

2. Tétel. Bdzis- (A madtrix), illetve létfenntarto ( A mdtrix) termékek létezése esetén:

2

i) az A rdforditdsi egyiitthatokkal jellemzett termelési rendszer, illetve A teljes kori
rdforditdsi egyiitthatokkal adott gazdasdg akkor és csak akkor képes magdt o szin-
ten Ujratermelni, ha a bdzis-, illetve a létfenntarto termékek alrendszere is képes rd
az adott o0 > 0 mellett;

ii) a rdforditdsi egyiitthato mdtrixok, azaz a teljes rendszer novekedési potencidlja
(o, illetve p°) megegyezik a bdzis-, illetve létfenntarté termékek alrendszerének
novekedési potencidljdaval (o, illetve p1);

iii) ha Ay =A(A11) =A(A), azaz A; £ A, akkor a * = 7%, azaz a garantdlt profitrdta
megegyezik a profitpotencidllal.

Bizonyitas:
Nézziik az A matrix esetét. Az dllitdsok igazoldsahoz bontsuk fel az x = otAx egyenlStlen-
ségeket az A matrix kanonikus formdja alapjan:

(E—aAi1)x; 2 a(Anxy+Ai3x3+ - + AXy),
(E—0A)x) = ot(Axzxs + -+ AxXs), )

(E - aAss)Xs 20.
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ad i) Sziikségesség: A fenti felbontds alapjdn egyszertien beldthatd, hogy az x = Ax,
x > 0 egyenl6tlenségek teljesiilése esetén x; > 0 sziikségképpen, mivel bazister-
mékekre mindig sziikség van, ha egyaltaldn van termelés. Ebbdl kovetkezik, hogy
a bazistermékek alrendszere képes magat o szinten Gjratermelni.
Elégségesség: Ha pozitiv o mellett talalhaté olyan x; > 0 vektor, amely esetén
(E—aAj)x; = 0 (ami miatt x; > 0 sziikségképpen), akkor az x = (x1,0,...,0)
vektor sziikségképpen eleget tesz az x = @Ax, x > 0 feltételeknek, amit igazolni
kellett.
ad ii) A madsodik 4llitas az els6 egyenes kovetkezménye.
ad iii) A garantélt profitrita a p = (1 4 7)pA képlettel meghatédrozott, igynevezett tGke-
érték-ardnyos drrendszerek profitratai koziil a legkisebb. A meghatarozasbél adé-
déan (14 m) csak az A matrix olyan sajdtértékének reciproka lehet, amelyhez
tartozik bal oldali nemnegativ sajatvektor. A domindns sajatérték ilyen, tehat 7°
lehetséges, éspedig a lehetséges tOkeérték-ardnyos arrendszerek legkisebb profit-
ratéja.
a

3. A raforditasi egyiitthaté matrixok standard dekompozicidja

Ha vannak luxustermékek, és a bazistermékek blokkjanak domindns sajatértéke kisebb,
mint a luxustermékek blokkjaé, akkor érdemes az A matrix reguldris kanonikus dekompo-
zicigjat atrendezni, nevezetesen, az egyes dgazatblokkokat tdgabb, immar nem feltétleniil
irreducibilis dgazatcsoportokba dsszevonni. Ez lehetové teszi mind a termelési drak és a
standard rendszer, mind a staciondrius egyensulyi dllapotok teljesebb kord jellemzését. Az
atalakitast a kovetkezd uton végezziik el.

Vegyiik a kanonikus alakba rendezett A matrix blokkjai domindns sajatértékeinek A, A»,
..., Ag sorozatit. Tegyiik fel, hogy az n;-edik indexig rendre azt tapasztaljuk, hogy A; = A
(vagyis o = @), de A, 1 > Ay (04,41 < 04). Masképpen fogalmazva: a luxustermékek
2 < j < nj index( blokkjainak legaldbb akkora az 6nmegijité potencidlja, mint a bézis-
termékeké, de a kovetkezd blokké mar kisebb. Ahogy erre a lehet6ségre mar a Sraffa-féle
standard 4ru elemzésekor utaltunk, az utébbiakat, azaz a2 < j < n; index( blokkokat dssze-
vonhatjuk a bazistermékek blokkjaval, mivel minden olyan profitrata mellett lesznek pozitiv
termelési draik, amelyek esetén a bazistermékeké pozitiv, €s novekedési potencidljuk nem
korlatozza a bazistermékek egyébként elérheté novekedési iitemét.

Az igy képzett blokkot fogjuk elsé osztdlyi termékeknek nevezni, és ezen az tton to-
vébb haladva magasabb osztdlyi termékeket is értelmezhetiink a kovetkezé médon. Allit-
suk sorba a reguldris kanonikus dekompozicié alapjan kapott irreducibilis A ;; raforditdsi
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egyiitthaté matrixok dominans sajatértékeit €s a termékek indexhalmazait az alabbi csopor-
tositdsban:

My A A 1 Ay s Ay 155 A, - A,

illetve
VSTV /T MY AU MY SRR TS SR

A pontosvessz6k mindig olyan helyeket jeleznek, ahol a sorban kovetkezd sajatérték

7z

nagyobb, mint az 6t megel6z6 szakasz elsS sajatértéke: A, 11 > A1, Ayy1 > Ay 41 és igy
tovabb. Ebbdl kovetkezden azt is jelzi, hogy az el6z8 szakaszban nem akadt az elsdnél
nagyobb sajitérték, vagyis 1; < Ay minden 2 < j <ny, Aj S A, 4 mindenn; +1 < j < ny,
esetén és igy tovabb. Tegyiik fel, hogy a fenti médon 6sszesen m csoportba tudtuk sorolni a
kanonikus blokkokat. Az A matrix reguldris kanonikus dekompoziciéjat ennek megfelelSen

atrendezhetjiik az aldbbi alakba:

AV AY, LAY
| AY . AY
0 0 ...AY,

A regularis kanonikus dekompoziciébdl a fenti médon képzett felbontast standard
dekompozicionak nevezziik, az egyes blokkokba tartozé termékek indexhalmazait
I?,Ig, . ,I,% szimbdlumokkal jeldljiik, ahol I? az I,b,...,I,, halmazok, Ig az Iy 11,
..., 1, halmazok unidjat jeldli. A felbontds I,? indexhalmazait, illetve Agk raforditasi
egyiitthaté matrixait standard blokkoknak, a k-adik blokkba tartozé javakat k-ad osz-
talyu termékeknek fogjuk nevezni.

Koénnyen belédthatd, hogy m = 2 sziikségképpen, valahdnyszor vannak luxustermékek,
és a bazistermékekhez tartozé blokk domindns sajatértéke kisebb, mint a luxustermékek
egyiitteséé, amit a tovabbiakban fel is tesziink.

A felbontds elnevezése Sraffa standard rendszeren nyugvo elemzésére utal. EbbSl mar
sejthetd, hogy valamilyen médon a standard blokkokhoz lehet kotni a lehetséges standard
ardnyokat, amit meg is fogunk mutatni. Kurz és Salvadori (1995) a termelési eszkdzok réfor-
ditasait tartalmazo A egyiitthaté matrix fentihez hasonld, bazis-, illetve kiilonbozé rendekbe
sorolt luxustermékek szerinti felbontdsdt alkalmaztak. Néluk az I{ indexhalmazban taldl-
hat6 luxustermékek képezik a luxustermékek elsd rendjét, az 19,19, . ..., I9, blokkok pedig a
luxustermékek mdsodik, harmadik stb. rendjét.

A standard dekompozicidban egyrészt egy blokkban szerepeltetjiik a bazistermékeket és
az elsérendi luxustermékeket, masrészt a Kurz és Salvadori altal egységesen kezelt maga-
sabb rendti (ndlunk osztilyd) luxustermékeket tovabb fogjuk bontani elsddleges és mdsodla-
gos termékekre, attdl fliggden, hogy az adott blokk altal meghatdrozott standard rendszerben
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termelhetik-e 6ket. Majd latni fogjuk, hogy ez a felbontds sok szempontb6l megegyezik az
els6 osztdly bazis- (elsddleges) és elsérend luxus- (masodlagos) termékek szerinti felosz-
tasaval, és annak szdmos matematikai tulajdonsagédval rendelkezik.

Morishima (1971) és Bromek (1974a) az dltalanos LTM-technolégidn alapulé Neumann-
modell termékeit és tevékenységeit kiilonb6z6 osztdlyokba soroltak a lehetséges egyensulyi
megoldéasok alapjan (innen kolcsonoztiik az osztily megnevezést), és ennek alapjan bontot-
tak fel a modell (K, R) kibocsatdsi és raforditdsi egyiitthaté matrixait, ahol Ra teljes kord
raforditasi egyiitthaték matrixa.® A matrixok felbontdsara kidolgozott eljarasuk a kanoni-
kus dekompozicié logikdjan alapult. E18sz6r meghatdroztdk a maximadlis novekedési iitemi
megoldast, s ennek alapjan, valamelyest eltér§ csoportositast alkalmazva, kivélasztottdk a
termékek és tevékenységek elsd osztalyba sorolandé részét. Ezek sorait és oszlopait eli-
mindlva folytattdk az eljardst a matrixok fennmaradé részével, igy azonositva a magasabb
osztalyd termékeket és tevékenységeket. Az input-output modell esetén nem kell el6alli-
tani az egyensulyi megolddsokat. A termékek ilyen céld elérendezésének feladatdt maga a
kanonikus dekompozicid 14tja el. Ennek ismeretében a termékeket (és a hozzdjuk tartozé el-
jarasokat) a kanonikus blokkok sajatértékei alapjan mar egyértelmien standard osztilyokba
sorolhatjuk. A Leontief-technol6gian alapulé Neumann-modellben ezek fogjdk megadni a
lehetséges egyenstilyi megolddsokat.

4. A standard dekompozicié tulajdonsagai

A fent jelzett kapcsolatok pontosabb leirdsahoz és jellemzéshez mindenekel6tt felsorol-
juk a standard dekompozici6é konnyen igazolhatd, a definiciébol kovetkezd fontos tulajdon-
sagait.

1. Megallapitas (A standard dekompozicié jellemzoi).

1) I? sohasem iires, és tartalmazza a bazistermékeket (de tartalmazhat luxusterméke-

ket is);

i) 0 < A(AY) < A(AY,) < ... < A(AY,)) =A(A), ahol A(A) < 1, ha az A matrix
produktiv;

iii) ha Agk reducibilis, akkor 1étezik irreducibilis blokkokbdl 4116 kanonikus dekompo-
zicidja;

iv) az Agk kanonikus dekompozicidjaban a féatléban szerepld A.’;j matrixok domindns
sajatértékei kozott a QLJ'? < Af nagysdgrendi reléci6 fog teljesiilni minden j esetén;
v) mivel reguldris kanonikus dekompoziciébdl indultunk ki, ezért egyetlen I,? stan-
dard blokk Agk raforditasi egylitthaté matrixdban sem szerepelhet olyan fiiggetlen

6 Az I-O technolégia kibocsatdsi egyiitthaté matrixa egységmatrix, igy eleve kanonikus dekompoziciéban
adott.
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alblokk, amelynek dominéns sajatértéke kisebb, mint A; = ll". (Az A matrix kano-
nikus dekompoziciéjdban ugyanis ezeknek — a korabbi megéllapodas értelmében —
el6bb kell szerepelniiik.) Ha tehat az Agk raforditasi egyiitthaté matrix reducibilis,
akkor csak a kovetkezd két eset valamelyike lehetséges:

a) Agk kanonikus dekompozicidjdban csak olyan, egymdst6l kolcsondsen
fiiggetlen blokkok szerepelnek, amelyeknek egyardnt A; a dominéns sa-
jatértéke, vagyis ugyanakkora az dnmegujité potencidlja (Agk blokkdia-
gondlis matrix);

b) az Agk matrixnak létezik olyan

an (A A

0 AL
felbontasa, amelynek az I {‘ blokkja egymastdl kdlesonosen fiiggetlen, azo-
nosan A; domindns sajatértékd blokkokbodl tevddik ossze (elsddleges k-ad
osztalyud termékek), az I§ blokkja pedig olyan (mdsodlagos) termékekbdl,
amelyek termeléséhez sziikség van elsddleges k-ad osztalyu termékre.
Masképpen fogalmazva: ha az Agk matrix kanonikus dekompozicidja f6-
atléjaban vannak olyan alblokkok, amelyek domindns sajétértéke A;-val
egyenld, két eset lehetséges. Az adott blokk termékei az elsd és a tobbi
elsédleges termék blokkjatol fiiggetlen, szintén elsddleges termékek vagy
olyan masodlagos termékek, amelyek elallitdsahoz feltétlentil sziikség
van valamelyik elsédleges blokk termékére.’

Az utols6 a standard dekompozicié legfontosabb, kritikus sajatossadga. Emiatt a féatléban
szerepld A,?k matrixok, ha dekomponalhat6k, minden igazdn fontos tulajdonsdgukban meg
fognak egyezni a Sraffa-tipusii matrixokkal, igy azok altaldnositdsdnak tekinthetSk.

A fenti tulajdonsagokkal rendelkezd raforditasi egytitthaté matrixokat kvdzi Sraffa-
tipusu mdtrixoknak nevezziik, amelyek altalanos alakja:

Al A
A A AR ’
0 Axp

ahol A = 0, a médsodlagos termékektdl fiiggetlen (Ap; = 0) elsddleges termékek I
blokkjanak raforditasi egyiitthaté matrixa (A ;) irreducibilis, vagy irreducibilis blok-
kokbdl all6 diagondlis matrix, és minden mdsodlagos termék (I, blokk) termeléséhez
sziikség van elsédleges termékre, azaz A1y # 0 és Ajp(E—Ax) ! #0.

7 Morishima az elsddleges termékeket ,,igazi” (true) k-ad osztilyu, a masodlagosakat ,,félig” (semi) k-ad
osztalyu termékeknek nevezte.
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2. Megallapitas (A standard osztalyokat alkoté Sraffa- és a kvazi Sraffa-matrixok ko-
zos tulajdonsagai).

Legyen A egy olyan valddi, vagy kvazi Sraffa-tipusi raforditdsi egyiitthaté matrix,
amelyben a luxus-, illetve a mdsodlagos termékek profitpotencidlja nem kisebb, mint a
bézis-, illetve az elsédleges termékeké, azaz A0 = A; = A (A1) = A(Apn) =4, > 0.

i) a masodlagos termékek termeléséhez mindig sziikség van elsddleges termékekre;

ii) ha az I, blokkba tartozé termékek novekedési potencidlja nem kisebb az I; blok-
kéndl, akkor a Ax = Ax sajitérték-egyenlet megolddsa csak A = A; és x = (x1,0)
lehet;

iii) ezek kozott van olyan is, amelyben x; > 0;

iv) a Ap = pA egyenletet kielégit6 nemnegativ p sajatvektorban p; csak akkor lehet
legaldbb féligpozitiv (0-tdl kiilonbdzs), ebbsl adédéan A = Ay, ha Ay < Ay, vagy
az I blokkon belill Iétezik olyan, a tobbitdl fiiggetlen alblokk, amelynek domindns
sajatértéke kisebb, mint A;;

v) a A;p < pA egyenlitlenséget kielégité nemnegativ p vektorok k6zott mindig van
olyan, amelyben p; > 0.

A kvazi Sraffa-tipusi matrixokban, vagyis az elsénél magasabb osztalyd standard blok-
kokban, nincsenek ugyan bazistermékek, de az elsddleges termékek sok tekintetben betoltik
a bdzistermékek szerepét, a mdsodlagos termékek pedig az elsérendii luxustermékekét. Ha
pedig A helyén az A((ps) teljes kord raforditasi egylitthatd matrix szerepel, akkor az els6d-
leges termékek olyanok lesznek, mint a 1étfenntart6 termékek. Egyediil az els6dleges ter-
mékek raforditasi egyiitthatéi hatarozzdk meg a novekedési iitemet és a profitratat, valamint
egyensulyban csak elsédleges termékeket termelhetnek.

Mindezen megallapitdsok helyességét, illetve a kvazi Sraffa-matrixok tovéabbi fontos tu-
lajdonségait a kovetkezd tételben igazoljuk. A bedgyazott dekompozicidk miatt az alkalma-
zott jelolések bonyolultabbd valnak. A részletek kozotti eligazoddsban, a jelolések és igy
az érvelések kovetésében segithet az olvasonak, ha a tétel megfogalmazdsa és bizonyitdsa
elott attekinti a részletesen, osztilyokra és azon beliil elsédleges és masodlagos termékek
szerint (amelyek nem mindig 1éteznek) felbontott A matrixot, illetve x és p vektorokat. Ezt
l4thatjuk a 1. tdbldzatban. Az osztdlyok szerinti felbontdst az alsé indexek, az osztdlyokon
beliili tovéabbi, elsédleges (bazis) és masodlagos (luxus) termékek szerinti felbontdst az e
(b) és az m (1) fels6 indexek jelolik.

A tablazat egyes blokkjai 6sszevonhaték, példaul

11 12
Akk Akk

A}, =
0 A7
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Zalai Erné

1. tablazat. A termékindexek, az ar- és a termelésiszint-vektorok, valamint az A mitrix
standard osztalyok, illetve elsddleges és masodlagos termékek szerinti felbontasa (részlet)

3. Tétel (A kvazi Sraffa-tipusi matrixok tulajdonsagai). Legyen 10 = A(A) > 0 az A
mdtrix domindns sajdtértéke, és A° = A; = A(A11), valahdnyszor A reducibilis, ahol A1

az A mdtrix reguldris kanonikus dekompozicidjaban az elsd blokk.

A) Tekintsiik az x > 0 és Ax = Ax egyenlétlenség-rendszer lehetséges megolddsait.

i) A fenti egyenlbtlenség-rendszernek egyediil A = A° mellett van megol-
ddsa, az egyenlétlenség A9x = Ax egyenldségként teljesiilhet csupdn, és
igy X csak a domindns sajdtértékhez tartozo jobb oldali sajdtvektor lehet.

ii) Esetiinkben csak a domindns sajdtértékhez tartozhat nemnegativ jobb ol-

dali sajatvektor, ezért

vagyis

lozmin{lzﬂxz(), Ax 2 Ax},

pozmax{pzﬂxz()7 x 2 (14+p)Ax},

ami azt jelenti, hogy p° = 1/A% — 1 a legnagyobb egyintetii novekedési

litem.

iii) Ha vannak mdsodlagos termékek is, akkor X elsddleges és a mdsodlagos
termékek szerinti X = (X1, Xp) felbontdsdban x, = 0 és A°%x; = Aq1x
sziikségképpen.
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iv) A A%-hoz tartozé X sajdtvektorok kizott van olyan maximalis tart6jd,®
amelyben minden elsddleges termék kibocsdtdsa pozitiv, vagyis x; > 0
és Xy = 0.

B) Tekintsiikap > 0 és Ap < pA egyenlitienség-rendszer lehetséges megolddsait.

i) A fenti egyenlétlenség-rendszer A-ban maximdlis megolddsa A°, vagyis
20 =max{A:3p>0,Ap <pA}.
Ebbél adodoan
7% =min{r:3p>0,p=< (1+7)pA},

azaz n’ =1 / A0 —1 a legkisebb (garantdlt) profitrdta, amely esetén létezik
ap = (14 7)pA feltételt kielégit6, legaldbb féligpozitiv drvektor.

ii) Ha A irreducibilis, akkor a p® >0, A%p° < p°A feltételek sziikségképpen
a tékeérték-ardnyos drakat meghatdrozé A%p° = p°A egyenléség formd-
jaban teljesiilnek, ahol p° a A° domindns sajdtértékhez tartozd pozitiv bal
oldali sajatvektor. A A° domindns sajdtértékhez akkor is taldlhaté pozitiv
P bal oldali sajdtvektor, ha csak elsddleges termékek vannak.

iii) Ha vannak mdsodlagos termékek, a A° domindns sajdtértékhez akkor és
csak akkor taldlhaté p > 0 sajdtvektor, ha Ay < A; = A0

iv) Ha vannak mdsodlagos termékek, akkor a p > 0, Ap = Ap sajdtérték-
egyenletet kielégitd p sajdtvektorban py csak akkor lehet legaldbb félig-
pozitiv, és ebbél adédéan A = Ay = A°, ha az aldbbiak valamelyike telje-
Stl:

a) Ay < Ay, és minden mdsodlagos termék elédllitdsdhoz sziikség
van elsddleges termékre;
b) az I blokkon beliil van olyan, a tobbi mdsodlagos terméktdl fiig-
getlen alblokk, amelynek a domindns sajdtértéke kisebb, mint A;.
Ellenkezd esetben csak a A = 25 és p = (0, p2), p2 > 0 t6keérték-ardnyos
drak léteznek.

v) Az egyensiilyi drak p > 0, A'p < pA feltételeinek viszont akkor is mindig
van olyan megolddsa, amelyben py >0, igy A'py = p1A1; sziikségkép-
pen, ha vannak mdsodlagos termékek.

vi) Egyiddszakos tékemegtériilés esetén a ricarddi, illetve a marxi termelési
drak léteznek és pozitivak minden © < n° = 1/A° — 1 esetén feltéve, hogy
a munkaerd nélkiilozhetetlen).

8 Az nelemd nemnegativ a vektor tartdja azon i indexek halmaza, S(a), amelyek esetén a; > 0.



136

Zalai Erné

C) Tekintsiik most a staciondrius egyensiily komplementaritdsi megkotésekkel kiegé-
szitett

(EP) x2oaAx és (ED) p<=apA

feltételeit.

Bizonyitas:

i)
ii)

iii)

Azl =1 / A0 skaldr az egyetlen staciondrius egyensiilyi tényezd.

Ha csak elsddleges termékek vannak, akkor az A madtrix A9 domindns
sajdtértékéhez tartozo, maximdlis tartoju X, p > 0 jobb és bal oldali sa-
jatvektorok o-lal egyiitt egyenldség formdjdban elégitik ki a staciondrius
egyenstily (EP) és (ED) feltételeit, ugyaniigy, mint a staciondrius Leontief-
modellben.

Ha vannak mdsodlagos termékek is, akkor az Ay mdtrix A0 domindns
sajdtértékéhez tartozo maximdlis tartdji X1, p1 > 0 jobb és bal oldali sa-
Jjdtvektorokbol képezhetiink o°-lal tdrsithatd, az (EP) és (ED) feltételeket
kielégité x = (x1,0) tevékenységszint- és p = (p1,p2) drvektort, ahol p,
értéke nem egyértelmiien meghatdrozott. A termékmérlegek és az elsdd-
leges termékek drainak egyensulyi feltételei egy ilyen megolddsban mind
egyenldségek formdjdaban teljesiilnek. p; = 0 mindig lehetséges megoldds,
de pa félig-, illetve teljesen pozitiv vektor is lehet. Ha Ay < Ay, és minden
mdsodlagos termék elddllitasdhoz sziikség van elsddleges termékre, ak-
kor a mdsodlagos termékek drai mind pozitivak is lehetnek, és az drak
egyensulyi feltételei egyenldségekként teljestilhetnek.

ad A) Ha A irreducibilis, akkor x sziikségképpen pozitiv, ezért A’x > Ax minden A’ > A
esetén, igy — a Perron-Frobenius-tételek értelmében — A = A°. Ugyanezen tételek
értelmében a Ax > Ax féligegyenl6tlenségbsl A > A0 kivetkezne, ami ellentmon-
dana annak, hogy A° az A matrix domindns sajitértéke.

Ha A reducibilis, akkor két eset lehetséges: a) csak elsddleges termékek vannak,
b) vannak masodlagos termékek is.

a)

b)

Vegyiik az A matrix kanonikus dekompoziciéjat. Feltevésiink szerint
Ai=A = A% minden j > 1 esetén, és Ax; 2 Ajjx;, ahol A ; irreducibilis.
Ezért az el6z6 1épésben bizonyitottak értelmében A = A0, és Ax; = A ;x;
sziikségképpen, valahdnyszor x; > 0, és legaldbb egy j esetén ilyennek
kell lennie, mivel x > 0. Ha pedig x; = 0, akkor eleve csak egyenlség
form4jaban teljesiilhet az egyenlbtlenség.

Bontsuk fel az A métrixot és a Ax = Ax egyenlGtlenséget az elsGdleges

és masodlagos termékek szerint:

AX) 2 Anxg) +Apxo,
le Z A22X2.
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Ajrxy > 0 sziikségképpen, ha x, > 0, mivel a masodlagos termékek el6-
allitasahoz sziikség van elsédleges termékre: ha Ay irreducibilis, ak-
kor mindegyikre, ha A;; reducibilis, akkor valamelyik, mondjuk a j-
edik blokk termékeire. Ez azt jelentené, hogy az adott els6dleges termé-
kekbdl a sajat felhasznaldson feliil tobbletet kellene eldallitani, vagyis a
Ax; > Ajix; féligegyenl6tlenségnek kellene teljesiilnie, amibGl ismét a
feltevésiinknek ellentmondé A > A0 reldcié kovetkezne. x, tehdt csak 0
lehet, és az els6 feltételcsoport a AX; = A x; egyenlStlenségre reduka-
16dik. Ha Ay irreducibilis, akkor az i) pontban igazoltak miatt egyenl-
ségként kell teljesiilnie. Ha A reducibilis, ugyanez igaz lesz az olyan
alblokkjaira, amelyek esetén x; > 0. Ha pedig x; = 0, akkor a blokkra
vonatkozé feltétel eleve egyenldségre redukalédik.

A maximalis tart6jd megoldds 1étezésére konstruktiv igazoldst adunk. Az
elsédleges termékek A ;; raforditdsi egyiitthaté matrixai mind irreduci-
bilisek, és A° a dominans sajatértékiik. Ezért mindegyikiikhoz tartozik
pozitiv X; sajatvektor. A masodlagos termékekhez pedig rendeljiink null-
vektorokat. Ezeket egy vektorba rendezve kapjuk az allitasban jelzett ma-
ximalis tartdju sajatvektort.

ad B) Az v)-ben megfogalmazott allitdsok a Perron-Frobenius-tételek iv) pontjanak az
egyenes kovetkezményei.
A vi) allitast a kovetkez6képpen lathatjuk be. A A° domindns sajitértékhez tarto-
zik pozitiv jobb oldali sajatvektor, legyen ez x°. x0-ra tehit teljesiil a 1°x° = Ax°
sajatérték-egyenldség. Ennek mindkét oldalat az dregyenlStlenségnek eleget tevd
p° vektorral balrél beszorozva kapjuk: A%p°x® = pOAXO, amelynek értéke pozitiv
lesz, mivel feltevés szerint mind p®, mind x° pozitiv vektor. Az dregyenlétlen-
ség mindkét oldalat az x° vektorral jobbrél beszorozva pedig a A%p®x? < pPAx”
egyenlStlenség adodik, ami el6bbi megallapitdsunk folytdn egyenldség formadja-
ban teljesiil. A 1%p° < p°A egyenlétlenségek pozitiv silyozott dsszegeként pedig
csak akkor kaphatunk egyenl&séget, ha a feltételek mindegyike eleve egyenl&ség
formdjaban teljesiilt. A fenti igazoldst a A;p; < pjA;; egyenlGtlenségekre meg-
ismételve ugyanerre az eredményre jutunk, ha csak elsédleges termékek vannak,
azaz A blokkdiagondlis matrix.
A vii) allitds igazoldsdhoz nézziik a p, vektor meghatdrozasat:

2%p2 = p1A12 +p2Aa.

Ha p; pozitiv, akkor p;Aj> szintén pozitiv, mivel minden a masodlagos ter-
mékhez sziikség van valamely els6dleges termékre. Ha A, < A; = A, akkor a
(A°E — Ay) mitrixnak létezik nemnegativ inverze, és igy a p, értékét meghata-
rozhatjuk a pjA 2 (A°E — Ay) ™! képlettel, ami sziikségképpen pozitiv vektor. Ha
pedig feltessziik, hogy p» pozitiv, akkor a pozitiv pjA, vektort p, meghataroza-
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sabol elhagyva a A%p, > prAs, egyenltlenséget kapjuk, amibdl kovetkezik, hogy
)Q < A0 = )4.

A viii) allitast hasonl6 utat kdvetve bizonyithatjuk, kihaszndlva azt, hogy az alblok-
kok egyiitthaté matrixai irreducibilisek, és I, minden alblokkja esetén van legaldbb
egy olyan fiiggetlen alblokk 7;-ben, amelynek a termékeire az el6bbibe tartozok
eldéllitasdhoz sziikség van. Ezek alapjan az allitds igazoldsat az olvasdra hagyjuk.
A ix) llitds egyszeriien beldthat6. frjuk fel az drakat meghatdrozé egyenl6tlensé-
geket elsédleges és masodlagos termékek szerinti felbontasban:

%1 < piA,
A%p2 < p1A +pAn.

A vi) allitasbol kovetkezben az elsddleges termékek blokkjahoz mindig taldlhaté
olyan p; > 0 megoldds, amely esetén a feltételeknek sziikségképpen egyenldségek
forméjaban kell teljesiilniiik. Nem kell mast tenniink, mint kiegésziteniink ezeket
a p2 = 0 vektorral.
A x) éllitas igazoldsdhoz nézziik példaul a marxi termelési arak képletét, és ren-
dezziik p-re:

p=(1+mwl[E—(1+m)A]"".

(A ricard6i drak meghatdrozdsa esetén w elGtt nem szerepel az [1 + 7] szorzo).
A Perron—Frobenius-tételekbdl tudjuk, hogy az [E — (14 m)A] madtrixnak akkor
és csak akkor létezik nemnegativ (diagondlisdban pozitiv) inverze, ha (1+ &) <
1/A(A) = 1/A%, ami igazolja 4llitasunkat. Elvben, mint lattuk, létezhetnek na-
gyobb profitrataval rendelkezd tSkeérték-aranyos arrendszerek is. Ezekben az el-
sodleges termékek ara csak nulla lehet.

ad C) Az i) pontban igazoltuk, hogy az (EP) feltételnek egyediil A = A% = 1/ mel-
lett van megoldésa, a feltétel sziikségképpen egyenldség formdjaban teljesiil, to-
vabba az x vektor elsédleges és masodlagos termékek szerinti felbontdsdban csu-
pan xo = 0 lehet. A iv) és ix) pontokban pedig igazoltuk olyan x;,p; > 0 vektorok
1étezését, amelyekbdl képezhetiink a®-lal tarsithaté x = (x;,0) egyensilyi tevé-
kenységszinteket és p = (p;,p2) drakat, valamint azt is igazoltuk, hogy ezek ese-
tében az (EP) és az (ED) egyenl6tlenségek elsddleges termékekre vonatkozo fel-
tételei sziikségképpen egyenléségek formajaban teljesiilnek. Az egyenstlyi drakra
vonatkoz6 megéllapitdsok helyessége kozvetleniil adddik a viii) és ix) allitdsokbdl.

a

Megjegyzés:
Egy Sraffa-tipusu raforditasi egyiitthaté matrix els6 osztalyud (I ?) blokkjanak A(1)1 raforditasi
egyiitthaté matrixa nemcsak kvazi, hanem valdédi Sraffa-tipusd matrix lesz, és az elsddle-
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ges termékek maguk a bazistermékek. Az elsérend luxustermékek a masodlagos termékek
megfeleldi lesznek.

A kovetkezSkben bemutatjuk, hogyan hasznalhatjuk fel a standard dekompoziciét a
termelési drak Sraffa-féle elemzésében, illetve a Neumann-modell Leontief-technolégiat
feltételezd véltozatanak vizsgdlatdra. Az utébbi kapcsolatot teremt az igynevezett Marx—
Neumann-modell tobbszoros megolddsainak meghatdrozdsara kidolgozott dekompozicids
eljaras és a standard dekompozicié kozott. Terjedelmi korldtok miatt mindkét kérdést csak
vazlatosan mutatjuk be.

5. A standard dekompozicié felhasznalasa a termelési arak elemzésére

Sraffa az s = (1 4+ m)As egyenl8séggel definidlt s standard drukosarat idedlis drmérce-
joszéagnak tekintette a bevezetSben emlitett okok miatt. A profitrata és a redlbér Osszefiiggé-
sére Sraffa a standard drukosarakat felhaszndlva az

1= 2w =2 (1 4+ m)wn
S S
Osszefiiggést vezette le, ahol m; valamelyik standard ardny. Ez voltaképpen megegyezik
azzal, hogy az drak szintjét az adott standard ardnyhoz tartoz6 standard arukosérral, ponto-
sabban a ps = 1 egyenl&séggel rogzitjiik.

Am, mint jeleztiik, nem mindegy, melyik standard aranyt és drukosarat vilasztjuk ki, ha
tobb is 1étezik. A bér-profit atvaltasi gorbe ugyanis ett6l fiiggden eltérden alakul. Az igazolt
megallapitdsok alapjan nem szorul kiilondsebb bizonyitdsra, hogy a lehetséges Sraffa-féle
standard ardnyok a A; (k = 1,2,...,m) domindns sajatértékekbdl képzett m, = 1/A; — 1
skaldrok lesznek. A k-adik aranyhoz tartozé s* standard drukosar s = (S’l< , s’é, 8, 0,...,0)
formaban adhat6 meg, ahol az s, s5, ..., s; OsszetevSket az

[E— (1+m)AY ] st = (1+m) (A8 +Adss + -+ Alyse),
[E — (1 + ﬂk)Agz] Sé = (1 =+ ﬂk)(A(2)3S§ +-- +Agksk),

[E— (1 + ﬂk)Agk] s, =0

egyenletrendszer rekurziv megolddsa szolgaltatja. Az igy meghatarozott s* vektor és 7, mel-
lett nyilvan teljesiilni fog a standard rendszer 4ltal kielégitendd s* = (1+ ﬂk)Ask egyenldség.

A m, standard ardnyok a profitrata olyan felsd hatarértékei lesznek, hogy tetszleges po-
zitiv bérrata mellett a k-adik blokkal bezar6lag minden terméknek 1étezni fog pozitiv terme-
1ési ara. Egyszerien megmutathaté ugyanis, példdul a termelési drak marxi meghatdrozasa

esetén, hogy a



140 Zalai Erné

(1+m)wly,
(1+7)(p1AY, + wiy),
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Pk [E_(1+”)A2k] =(1+m) (plA(l)k+"'+pk—1A1?—1k +wlk)

egyenletrendszernek mindaddig 1étezik pozitiv megoldasa tetszéleges pozitiv w mellett,
amig 7 a (—1, m) nyilt intervallumba esik.

Rogzitsiik a w névleges bérrata értékét egységnyi szinten. Konnyen belathatd, hogy ©
értékével egyiitt n6ni fognak az drak és igy csokkenni fog a redlbér. Ahogy a & = 0 szintrdl
elindulva noveljiik a profitrtdt, amint 7 4tlép egy-egy m (I = m,m—1,...,2) kritikus érté-
ket, az adott l-edik osztily termékei kiesnek azon termékek koziil, amelyek termelési 4ra 7
vagy ndla nagyobb profitrata mellett pozitiv lehet. Forditott irdnyban haladva, egy alacsony
bérratabdl kiindulva, ugyanezt tapasztaljuk: a redlbérrel egyiitt nének a termelés koltségei,
ezdltal csokken a profitrata, ami egyre tobb luxustermék termelését teszi jovedelmez6vé.

Az egyensiilyi redlbér- és profitrata kozti kapcsolatot (atvaltasi lehetoséget) és az egyen-
sulyban alkalmazhat6 eljarasok fokozatos sziikiilését az 1. dbrdn szemléltetjiik. Alapul vett
példankban négy lehetséges standard blokk, azaz standard rendszer van. Az elsé diagramon
a bér és az drak szintjét Sraffa nyomdn a w,, = (1 — /) /(1 + &) Osszefiiggéssel hatdroz-
tuk meg, ahol 7; az drmércének valasztott standard drukosdrhoz tartozé ardny. A masodik
diagramon a redlbér szintjét a fogyasztds @, szintjével mértiik. Az alternativ atvaltasi gor-
bék azt jelzik, milyen tartomdnyban és hogyan véltozhat egymads rovésdra a profitrata és a
redlbér, attdl fiiggben, mely standard osztalyokba tartoz6 termékeket termelik pozitiv drak
és azonos profitrata mellett. Megjegyezziik, hogy az dbran szereplé gorbék ,kiegyenesed-
nének”, ha a termelési drak marxi meghatarozasa helyett a ricardéit alkalmaznank; példaul
az els§ diagramon dbréazolt bér-profit 6sszefiiggés a wy = 1 — /7, linedris alakot 6ltené.

6. A stacionarius egyensuilyi megoldasok elemzése a
Neumann-Leontief-modellben

Egyiddszakos termelési periédus és tokemegtériilés esetén az egyenstly ex ante szellem-
ben adott feltételeit az aldbbi formaban irtuk fel:

X > 0Ax, (MNL-P)
p < apA, (MNL-D)
px > 0. (KMT)
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1. dbra. A profitréta és a redlbér, illetve fogyasztasi szint kdzotti 6sszefiiggés

A kapott modellt, a matematikai formak hasonlésidga okan, Marx—Neumann—Leontief-
modellnek nevezziik. Ezek ugyanis egy olyan sajatos Neumann-modell egyensulyi feltéte-
lei, amelyben a technolégia Leontief-féle input-output modellel adott. Neumann hasonl6
felépitésii modelljében a technolégia K kibocsatdsi és R raforditési egyiitthaté matrixok-
kal definidlt, ahol R — az A matrixhoz hasonléan — a sziikséges fogyasztast is tartalmazza.
Ha az A matrix csak a termelési eszkozok raforditdsi egyiitthatdit tartalmazza, a modellt
kvdzi Neumann—Leontief-modellnek nevezziik. llyenre emlékeztet Sraffanak a fent bemuta-
tott standard rendszeren alapulé elemzése, ami lehet6vé teszi, hogy a termelési drak Sraffa-
féle ex post elemzését Osszekapcsoljuk a staciondrius novekedés ex ante szemléletli NL-
modelljével.

A staciondrius novekedési modellben az egyensiilyi drak kovetelménye p = 0, p < apA
format 6lti. Tehdt nem varjuk el minden termék ardnak pozitivitasat, és azt sem, hogy ter-
melésiik azonos profitratdt eredményezzen. Ugyanakkor, mintegy ezt a lazitast ellenstlyo-
zandd, a komplementaritési el6irdsokkal 6sszekotjilk egymadssal az egyensulyi drak és tevé-
kenységek meghatarozasat. Ez biztositja, hogy az egyensulyi megoldasban pozitiv értéket
kapé valtozékhoz tartoz6 feltételek egyenléségek formdjaban fognak teljesiilni, ugyanigy,
mint az ex post szemléletli Leontief-modellekben.

A kvézi NL-modell nem mds, mint az MNL-modell ¢,= 0 esetben kapott hatarértéke,
amikor az A((ps) egyiitthaté matrixbol A lesz. A l1étfenntartd termékek nem feltétleniil lesz-
nek mind bazistermékek, ezért az AH((,DS) matrix reducibilissa valhat, ahogy a sziikséges
fogyasztds szintje nulldva valik. Ilyen esetben a létfenntarté termékek altal meghatarozott
eddigi elsd, irreducibilis kanonikus blokk (111) felbomlik. Vagyis e termékcsoport tekinte-
tében az A és az A kanonikus dekompozicidjanak szerkezete eltérhet egymdstol. Mivel a
tobbi termékesoport véltozatlan marad, ezért ez csak annyit jelent, hogy a(¢)-nek a ¢, =0
esetén elért felsd hatdra mellett a kvazi NL-modellnek lehetnek ennél nagyobb egyensi-
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lyi tényezo6vel rendelkezé megoldésai is. Az MNL-modell olyan megoldésai, amelyekben
luxustermékeket termelnek, mindig megoldasai lesznek a kvazi NL-modellnek is. Azok a
luxustermékek ugyanis, amelyek az AH (¢s) métrixban @ valamely értéke mellett maga-
sabb rendiek, az A matrix standard dekompoziciéjdban is magasabb rendiiek lesznek.

4. Tétel (Az MNL stacionarius modell megoldasainak jellemzdi). Az MNL modellben:

i) Legyen oy = 1/, Xy az Agk ( ‘&(1)1’ ha k = 1) mdtrix domindns sajdtértékéhez tar-
toz0 jobb oldali sajdtvektor. Az X; vektorhoz mindig taldlhaté olyan py > 0 drvek-
tor, amellyel egyiitt kielégitik a staciondrius dllapot Agk rdforditdsi egyiitthatokkal
felirt feltételeit, nevezetesen,

>0, xp,pr 20, Ixp=pl=1,

\%

0
X akAkak,

Pe < upiAYy,
pex; > 0.

ii) A k-adik standard blokk (o4,Xy,pi) egyensiilyi megolddsa mindig kiegészithetd
olyan

xf = (x’l‘7...,xi_l,xk,O,...,O)T, pk = (0,...,0,pk,p£+1,.‘.,p’,§1)
teljes méretii vektorokkd, hogy a kapott x* és p* vektorok oy.-val egyiitt az A rdfor-
ditdsi egyiitthato mdtrixszal adott modell megolddsai lesznek. Ezekben a vektorok-
ban, mint a felirdsukban jeleztiik, xé‘ =0 hal >k és Xf‘ 2> 0 egyébként, de xll‘ >0
és Xf‘ >0, ha az l-edik (I < k) blokk valamely termékére sziikség van az Xi-ban
pozitiv szinten termelt termékek elddllitdsdhoz. Ugyanakkor p’l‘ =0 hal <k, és
P} = 0 minden | > k esetén.

iii) Legyen az (a, X, p) egylittes az A rdforditdsi egyiitthato mdtrixszal adott modell
olyan megolddsa, amelyben x; > 0 és Xﬁ‘ = 0 minden | > k esetén. Ekkor

a) o szitkségképpen egyenld oy-val, az x és p egyensiilyi vektorok k-adik
standard blokkhoz tartozo osszetevdi, Xy és Py, valamint oy az Agk mdtrix-
szal adott NL-modell, k = 1 esetén az A? | matrixszal adott MNL-modell
megolddsa lesz.

b) k> 1 esetén mindazon termékek dra nulla lesz, amelyekre az Xx-ban po-

zitiv kibocsdtdssal rendelkezd termékek elddllitdsdhoz kozvetleniil vagy
kozvetve sziikség van.

Bizonyitas:

ad i) Mindenekeldtt vegyiik figyelembe, hogy a 3. Tétel értelmében az x;, vektorban csak
elsédleges termékekhez tartozé elemek lehetnek pozitivak, de akdr azok mind-
egyike is. Ugyanennek a tételnek a ix) pontjdban pedig azt igazoltuk, hogy min-
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ad ii)

ad iii)

dig 1étezik olyan, az egyensulyi arrendszer feltételeit kielégit6é arvektor, amelyben
barmely, vagy akar az Osszes elsddleges termékek ara pozitiv. Ezért az x; sajatvek-
torhoz taldlhat6 olyan p; > 0 vektor, amely kielégiti a p; < OckpkAgk feltételeket és
PxX; > 0, amit igazolnunk kellett.

Konstruktiv bizonyitast adunk. Megmutatjuk, hogyan szerkeszthet6 meg a tétel-
ben jelzett tulajdonsagi x* vektor. Helyettesitsiink o helyébe oy-t az (MNL-P)
egyenlGtlenség-rendszerben. Az (E — OckA?Z) matrixoknak minden / < k esetén
(k = 1 esetben természetesen nincs ilyen /) 1étezik nemnegativ inverze, mivel
oy > oy. Ezért x; ismeretében a k-adik feltételt6l visszafelé indulva minden [/ < k
esetén meghatdrozhatjuk az egyensulyi feltételt akar egyenléség, akar hatirozott
egyenl6tlenség formajaban kielégitd Xf‘ = 0 vektorokat. Mivel pedig o < o min-
den [ > k esetén (k = m esetén természetesen nincs ilyen /), ezért ezeket a termé-
keket nem lehet oy, szinten Ujratermelni.

Nézziik most a p* drakat meghatirozé (MNL-D) feltételeket. k = 1 esetén a 1ét-
fenntarté (bazis-) termékek ara mind pozitiv, és ha vannak els6 osztalyu elsddleges
termékek, azok kozott is lehetnek olyanok, amelyek dra szintén pozitiv lehet. k > 1
esetén, mivel a k-adik osztdly profitpotencidlja kisebb a létfenntarté termékekénél,
és az elsddleges termékek ara legaldabb részben pozitiv, a létfenntartd (bazis-) ter-
mékek dra csak nulla lehet. Fokozatos levezetéssel megmutathat6 (14sd fent), hogy
ebbdl kovetkezGen minden [ < k osztaly termékeinek az dra szintén csak nulla le-
het (ezek feleslegben is eléallithatok, tehdt szabad javak). I > k esetén a p; arak
helyébe nulla vektorokat tehetiink, a feltételek ugyanis teljesiilni fognak, hiszen
ezeket a termékeket tgysem termelik. Az igy képzett x* és p* vektorok tehat ki-
elégitik az (MNL-P) és (MNL-D) feltételeket. Mivel pedig pix; > 0, ami részét
képezi a p*x* skaldris szorzatnak, igy utébbi értéke pozitiv lesz. Ezzel igazoltuk,
hogy x* és p* az oy, tényezSvel egyiitt kielégiti a staciondrius dllapot feltételeit.
Mindenekel6tt vegyiik figyelembe, hogy xf =0 minden / > k esetén. Ezért a k-adik
osztély esetén az egyensiilyi feltétel x; = aAgk alakra redukalddik, ahol feltevé-
stink szerint x; > 0. A 3. tétel értelmében az x; vektorban csak elsddleges termé-
kekhez tartoz6 elemek lehetnek pozitivak, és egyenl6tlenség csak az o = oy esetén
4llhat fenn. Igy az el6z6 pontban bizonyitottak kovetkeztében p; = 0 minden [ < k
esetén. A px > 0 egyensulyi feltétel tehat csak akkor teljesiilhet, ha pyx; > 0. Ez
pedig éppen az dllitdsunkat igazolja, az (o, Xy, pi) egyiittes valdban kielégiti az
egyensuly feltételeit az Agk réforditasi egyiitthaté matrix esetén.

a

A fentiek alapjan a lehetséges egyensulyi megolddsokat a kovetkez6 formédkban jelenit-
hetjiik meg:

0L >0 > >0 > > Oy
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xi\ [t x| x{'
0 x% x’é x5
of,101], xi , Xy
0

X1
0 xn
((Zm)l plz(pllv-“ap/iw"apilnfhprln)7
((Xk)l pk:(Oa"-70apia~~~apﬁ1—l’pﬁl)7
((Xm—l): pm71 :(07'"707"'70ap2:l7p;271)a

(am): pm:(0>"'707"'a070’p%)7

Az MNL-modell adott ¢; > 0 mellett lehetséges egyensiilyi tényezdi koziil a legnagyobb,
o) =max{a:x=20,1x=1,x = a(A+ ¢ ol)x}

az All (@) matrix domindns sajétértékének reciproka. Induljunk el @, nulldhoz kozeli po-
zitiv értékétdl. Ahogy ¢ nd, AH (¢y) dominéns sajatértéke elSbb eléri Agz matrixét, igy az
Ig blokk termékei els6rendi luxustermékekké valnak. Ezek bekertilnek az tj I? blokkba, s
helyiikbe a korabbi Ig) blokkba tartozé termékek 1épnek elé masodrendl luxustermékekké.
Ett6] kezdve tehat eggyel csokken a lehetséges egyensilyi tényezok és megoldasok szdma.
Tovéabb haladva, ahogy ¢, nd, a luxustermékek egymast kovetd blokkjai fokozatosan elsé-
rendiivé vélnak, s egyre csokken az alternativ megolddsok szdma. Amikor @y eléri azt az
értéket, amely esetén AH (¢,) domindns sajatértéke megegyezik az utols6, A? = blokkéval,
mar minden luxustermék elsérendiivé valik, s ettdl kezdve mar egyértelmien meghatarozott
az egyensulyi tényez8. A @, novekedését kovetd valtozasok, mindaddig, mig értéke pozi-
tiv, nem érintik az A((ps) matrix kanonikus dekompoziciéjat. A standard dekompozicidja
azonban fokozatosan viltozik, egyre kevesebb osztilybdl fog dllni, végiil egyetlen osztdlyra
szukiil.

A 2. dbran szemléltetjilk a p = & egyenstlyi novekedési titem, illetve profitrata és a ¢y fo-
gyasztasi szint kozott fenndlld kolesonos osszefiiggést. Az elsd diagramon a redlbért is kép-
viseld ¢, fogyasztasi szintet tekintjiikk exogén adottsdgnak, hasonléan az MNL-modellhez.
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2. abra. Az MLN-modell egyenstlyi profit-, illetve novekedési ratdi és a redlbér, illetve
fogyasztdsi szint kozotti Osszefiiggés

7 7z

Az alapul vett példdban, mint latjuk, ¢s-nek a [0;0, 17) intervallumba esd értékei mellett leg-
alabb két, eltérd o tényezdjli egyensulyi megoldas 1étezik. Az egyik a novekedési tényezd
maximuma,

amax:max{(x:HXEO, Ix=1,x2= aA11(¢S)x},

a masik pedig profittényezé minimuma altal meghatdrozott:

Buin =min{B:3p=0,p1=1,p < Bp,, (¢ }.

A fenti intervallum egyes részeiben e kettd kozé esd tovabbi megoldasok is 1éteznek. Otpax
értéke a @, fogyasztasi szinttel egyiitt véltozik, a tobbi dllandé6. Az [0,17;0,5] intervallumba
es6 @y értékek esetén viszont mér csak egy megoldds van, itt Omax = Bin-

A masodik diagramon az ¢ egyensulyi tényez6t, pontosabban az abbdl kapott p = 7 =
1 — «a profit-, illetve novekedési ratat tekintettiik kiilsé adottsdgnak (mondjuk, a termelés
boviilése a népesség novekedési iiteméhez igazodik). A két diagram ugyanazt a viszonyt ab-
rdzolja, azonban van koztiik egy 1ényeges kiilonbség. A médsodikon, a luxustermék-blokkok
sajatértékei altal meghatdrozott szinguldris pontokat kivéve, a hozzdrendelés egyértékd,
azaz fiiggvényrdl van sz6. Ha csupdn a ¢y maximumat adé megoldasokat, vagyis a

Osmax :max{(p :3x20,1x=1,x2> az&ll((ps)x},

feladat megoldésait (ahol & valtozé paraméter) abrdzolnank, akkor ez a hozzarendelés min-
den lehetséges @y érték esetén egyértelmi lenne, tehat fiiggvényt hatdrozna meg.
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Az optimalis novekedés neoklasszikus modelljében Bruno (1969) megmutatta, hogy a
hicksi ,,tényezdar” (bér-profit), illetve az ,,optimalis transzforméciés” (fogyasztas-felhalmo-
z4s) frontvonalak egymadssal dudlis viszonyban dllnak és egybeesnek. A sziikséges fogyasz-
tast explicit formaban megjelenitd Neumann-modell esetén Morishima (1971) Omax, il-
letve Bnin meghatdrozdsdval kapott fiiggvényeket javasolta a felhalmozas-fogyasztas, il-
letve a bér-profit atvaltasi frontvonalaknak tekinteni. Ezek meghatdrozasa is egyfajta du-
alis viszonyt tikkr6z, de — mint latjuk — nem esnek egybe. Morishima értelmezése azon-
ban nem fogadhaté el, mert megmutathatd, hogy a sziikséges fogyasztds altal meghataro-
zott bérek csak a legnagyobb novekedési iitem esetén lehetnek pozitivak. Ezért Bromek
(1974b), Morishimdval szemben, a @sn,x meghatirozdsdval adott fiiggvényt és annak inver-
z€t javasolta a fogyasztds-felhalmozds és bér-profit frontvonalak megfelelSinek tekinteni a
Marx—Neumann-modell esetén (err6l b6vebben ldsd Zalai (2011) tanulmanyét).

Koszonetnyilvanitas:

Eziton is szeretném megkoszonni Méczar Jézsefnek a dolgozat elsd véltozatdhoz flizott
hasznos észrevételeit. Egytittal az olvasé figyelmébe ajanljuk Mdczar (1980) kapcsolddo
tanulmanyat. Ugyancsak koszonettel tartozom Csaté Laszlonak mind hasznos észrevételei-
ért, mind a kézirat szerkesztésében nyujtott segitségéért.
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