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EL0OSz0

A Nemlinedris optimalizdlds cimd anyag a gazdasagmatematikai elemzé koz-
gazdasz hallgatok szamara késziilt és egyrészt a matematikai alapozé kurzusokra
(Dancs és Puskas, Vektorterek, 2001; Dancs, Magyarkiti, Medvegyev és Tallos,
Bevezetés a matematikai analizisbe, 2003) épit, masrészt Stahl, Optimumszdmitds
cimi jegyzetére. A hallgatok a nemlinearis optimalizalas alapjaival az Optimum-
szdmitdas cimi tantargy keretében ismerkednek meg, majd bévebb targyalasra az
Operdciokutatds szakirany Nemlinedris optimalizalds cimd tantargyaban keriil sor.

A jegyzet szakit azzal az altalanos gyakorlattal, hogy az anyag targyaldsa mod-
szertani szempontok alapjan torténik, hanem inkabb a gyakorlati alkalmazésok lehe-
toségét szem elGtt tartva, a modellezésre helyezi a {6 hangstlyt. Ebbdl kévetkezGen
az analizist és az algebra eszkoztarat magasabb szinten hasznaljuk.

A nemlinearis optimalizalas kifejlédéséhez a hazai hozzajarulas kiemelkeds. Itt
elsGsorban Farkas (mechanikai egyenstly, Farkas tétel) és Egervary (matrix elmeé-
let, rangszamcsokkentés) eredményeire gondolunk. Az tjabb munkak koziil Forgo
(1988), Martos (1975), Mayer (1998), Pintér (1996), Prékopa (1995), Rapcesak (1997)
és Roos, Terlaky és Vial (1997) monografiait emlitjiik.

Koszonetet szeretnék mondani Fiala Tibornak, Forgd Ferencnek és
Koml6si Sandornak az anyag gondos atolvasasiért, a hasznos észrevételekért
és tanacsokért, a TeX-file készitéséért pedig Moczar Karolynak.

Kiilon koszonettel tartozom Fiilop Janosnak, aki vallalta a jegyzet lektoralasat.
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BEVEZETES

A nemlineéris optimalizalas mind elméleti érdekességénél fogva, mind a gyakor-
lati alkalmazasokat tekintve az optimalizalaselmélet rendkiviil gyorsan fejl6ds dga.
A nemlinearis optimalizalasi kutatasok alig tobb mint 6tven éves multra tekintenek
vissza, jollehet mar joval kordbban tobb matematikai és fizikai probléma vezetett
ilyen jellegti feladatra. Azonban a nemlinearis optimalizalasi feladatoknak az igazi
jelentGségét a széles kort gyakorlati alkalmazhatosaguk és az alkalmazasok fontos-
siga adta meg. Mindezt a szamitogépek elterjedése tette lehet6vé, ami lényeges
szemléleti valtozéassal is jart. Mig korabban csak a feladatok (elméleti) megoldésa
volt a cél, addig napjainkban a megoldé algoritmusok és a szoftverek el6nyds tu-
lajdonsagainak a megléte is nagyon lényeges szempont (pl. minél kisebb szamitési
idGigény és memoria kapacitas, a mérethatarok novelése, konnyen kezelhets és valtoz-
tathato programok). Ez a magyarazata annak, hogy a nemlinearis optimalizalason
beliil a kutatasok harom irdnyban 4gaztak el: a feladatok és a megold6 algoritmu-
sok matematikai vizsgalata, a megold6 algoritmusok szamitogépes implementalasa
és az experimentalas, valamint a nemlinearis optimalizilas gyakorlati alkalmazasa
iranyaban. Mivel a nemlinearis optimalizilas ilyen méretii fejlédését a gyakorlati
alkalmazasok és az egyre nagyobb teljesitményt szamitogépek segitették eld, ezért
érthetd, hogy elsGsorban az algoritmusokkal valo szamitogépes kisérletek és az al-
kalmazasok teriiletén nagy az elérelépés. Azonban elméleti vonatkozasban is ko-
moly eredmények sziilettek, és a nemlineéris optimalizalasi feladatok matematikai
tulajdonsidgainak mélyrehatobb elemzése soran felhasznalasra vagy tovabbfejlesz-
tésre keriiltek a klasszikus matematikai diszciplindk eredményei is (pl. geometria,
funkcional és numerikus analizis, differencidlegyenletek, mértékelmélet, statisztika,

valosziniiségelmélet).
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Néhény matematikai és fizikai példa nemlinearis optimalizalasi feladatra. Az el-
méleti matematikan beliil az 1637-t61 1996-ig megoldatlan, hires Fermat sejtés és
van der Waerden 1926-ban permanensekre megfogalmazott és 1981-ben megoldott
sejtése is nemlineéris optimalizalasi problémara vezet (lasd 2. fejezet). Statiszti-
kén beliil a regresszioszamitas nemlinearis optimalizilasi feladat megoldasat jelenti
(lasd pl., Hunyadi és Vita, 2002). Lagrange 1788-ban kozolte a fiiggvények egyen-
16ség feltételek melletti szélsGértékeinek meghatarozasara vonatkozé multiplikato-
ros modszerét, a Mécanique Analytique cimd konyve els6 kotetében (77-79. ol-
dal). Farkas a mechanikai egyenstly sziikséges feltételeinek levezetésére dolgozta
ki a homogén, linearis egyenlétlenségekre vonatkozo hires tételét, ami a nemlinearis
optimalizalasi szakirodalomban egyike a leggyakrabban idézett dolgozatoknak (lasd

1. és 8. fejezet).

A nemlineéris optimalizalas gyakorlati alkalmazasai koziil el6szor néhany hazai,
mérnoki tervezési példarol lesz szo. A rudszerkezetek meéretezésekor adott kiilsé
terhelés esetén tobb, a funkcionélis kovetelményeknek jol megfelel§ szerkezet koziil
valaszthatunk. FEzért valamilyen gazdasigossagi szempont alapjan érdemes kiva-
lasztani a legmegfelelébbet. Az IKARUS buszok oldalfalainak meéretezése soran
ez a szerkezet silya volt [22, 23]. Az IKARUS gyar megrendelésére késziilt el a
mechanikus sebességvaltoval rendelkezd autobuszok erdatviteli lancanak optimaélis
méretezése. Ezt a feladatot négyfokozata valtd esetén, 12 valtozot és 58 feltételt
tartalmazo, mig hatfokozati valtd esetén, 16 valtozot és 82 feltételt tartalmazo
nemlinearis optimalizalasi probléma megoldasara vezettiik vissza [44, 47]. A gya-
korlati alkalmazasok soran kiemelt jelent&sége van a linearis optimalizalasra vissza-
vezethetd nemlinearis modelleknek. Erre példa egy 1j létesitmény megvalositasa
soran a tereprendezési feladat megoldésa, ami idGigényes, sok faradsigot igénylé fel-
adat, mivel nagy volumeni foldmennyiség megmozgatasat teszi sziikségessé |45, 46].
Prékopa vezette be az egyiittes valoszintiségekre korlatot add sztochasztikus optima-
lizalasi feladatokat, amelyek nemlineéris optimalizalasi feladatok megoldasara vezet-
nek. Ezek részletes kifejtése megtalalhato a konyvében [41], illetve a |9] munkéban.
Egylittmiikods viztarozok sztochasztikus programozéssal torténé méretezését ismer-

tetik a [42, 43| cikkek.
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A kozgazdasdgtanban a matematikai kdzgazdasagtan és a mikrookonémia az alta-
lanos kozgazdasz képzés standard tananyagava valt. A matematikai kozgazdasagtant
— amit mint 6nall6 tudomanyteriiletet 1930 6ta ismeriink — a matematikai forma-
nyelv és eszkozok segitségével kifejtett kozgazdasagi elméletek és modellek Gsszes-
ségeként lehet roviden meghatarozni. Szoros rokonsagban all az 6konometriaval, az
operaciokutatassal és azon beliil a nemlinearis optimalizalassal. Erre példa a mikro-
okonomia, ahol az alapvet§ eszkoztar ma is a termelési és hasznossagi fliggvények,
illetve optimumra torekvs gazdasagi dontéshozok feltételezése alapjan, nemlinearis
optimalizalési modellek felhasznéalasaval levezetett keresleti és kinalati fiiggvények,
valamint egyensulyi arak. A matematikai kozgazdasagtan részletesebb targyalasat

tartalmazza Zalai (2000) konyve.
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1. fejezet

A NEMLINEARIS
OPTIMALIZALAS KIALAKULASA

A nemlineéris optimalizalas elnevezés az 1950-ben publikalt Kuhn-Tucker cikkbdl
szarmagzik, amelyben a szerzék az optimalitas sziikséges feltételeit vezették le. Jol-
lehet Karush ugyanezeket az Osszefiiggéseket mar 1939-ben megkapta, és - mint
Prékopa ramutat az optimalizalaselmélet kialakulasarol szolo cikkeiben [39, 40| -
Lagrange, Bernoulli, Fourier, Cournot, Gauss, Osztrogradszkij eredményeinek fel-
hasznalasaval lényegében ugyanezt az allitast bizonyitotta Farkas is a mechanikai
egyensiily problémajat vizsgalva, mégis a nemlinearis optimalizilas gyors fejlédése
csak a Kuhn-Tucker cikk megjelenése utdn indult meg. Ugyanis, kialakulasara és
jelentGségének felismerésére donts hatassal volt az elektronikus szamitogépek meg-
jelenése (az els6 példanyt a masodik vilaghabort idején fejlesztették ki az Egyesiilt
Allamokban, és 1946 II. 15-én allitottak izembe), tovabba a linearis optimalizalas
és a szimplex modszer megalkotasa (Kantorovics 1939, Dantzig 1947). (A lineéris
optimalizaléssal hasonl6 volt a helyzet, mint a nemlinearis optimalizalassal, mivel
Kantorovics orosz matematikus mar 1939-ben targyalta a feladatot, de akkor még
nem ismerték fel a téma fontossagat.) Mindkét felfedezés donts, szemléleti valtozast
hozott nemcsak a matematikdban, hanem mas tudomanyokban és szamos gyakorlati
teriileten is, mert segitségiikkel lehetévé valt nagyméreti és bonyolult problémak el-

fogadhato idén beliil torténd megoldasa. Ennek hatasidra az operaciokutatason és
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az alkalmazott matematikan beliil Gjabb és ujabb agak sziilettek (pl. nemlinearis
(ezen beliil kvadratikus és geometriai), diszkrét és sztochasztikus optimalizalas, iré-
nyitaselmélet), amelyek mar - jollehet sok kozos elem is volt benniik - mindségileg

is kiilonboztek a klasszikus matematikai diszciplinaktol.

Az operaciokutatasban és az alkalmazott matematikiban ugyanis az elméleti
vizsgalatokon tilmenden a cél mindig a megoldés kiszamitéasa, képletek helyett zo-
mében algoritmusok alkalmazésaval, ahol sok egyéb szempontot is figyelembe kell
venni (pl. milyen informaciotechnologia &all rendelkezésre, mely adatok ismertek,
milyen tipusi a modell, milyen koriilmények kozott keriil sor az alkalmazasra).
Lathato tehat, hogy itt inkabb az algoritmusok és nem a tételek domindalnak, to-
vabba a deduktiv modszer keveredik induktiv elemekkel (pl. egy megoldasi modszer

hatékonysagat elsGsorban a tapasztalatra tamaszkodva itéljiik meg).

A nemlinearis optimalizdlas torténetében az els6é komoly eredményt Lagrange
érte el, aki 1788-ban publikilta a fliggvények egyenlGség feltételek melletti szél-
sGértékeinek meghatarozasara vonatkozé multiplikdtoros modszerét, a Mécanique
Analytique cimi konyve elsé kotetében (77-79. oldal). A moédszer érvényességét

algebrai titon bizonyitotta.

Ezutdn Farkas munkassagat kell kiemelni, akinek a Crelle Journalban
1901-ben publikalt hires dolgozata egyike lett a leggyakrabban emlitett dolgozatok-
nak a matematikai és a nemlinearis optimalizilasi szakirodalomban. Ezt a dolgoza-
tat elssorban a homogén, lineéris egyenlétlenségekre vonatkozo tétele miatt idézik,
amelyre Farkas-tétel néven hivatkoznak, s amelyet a nemlinearis optimalizalasban
az optimalitas sziikséges feltételeinek a levezetésére hasznalnak. Azonban Farkas
jol meghatérozott cél érdekében fejlesztette ki a linearis egyenlGtlenségek elméle-
tét. Az elméleti fizika professzora volt a Kolozsvari Egyetemen és az eredményeit
a mechanikai egyenstuly problémajara, a Fourier-féle elvre vonatkozoan alkalmazta.
Mivel a legismertebb cikkében err6l nem tesz emlitést, ,, Fmiatt munkdssiganak ez
a vonatkozasa nem wvdlt nemzetkozileg wsmertté. Ennek oka az is, hogy az anali-
tikus mechanikdban nyert eredmény optimalizdldselméleti interpretdldsa akkor nem

tortént meg, mdrpedig ugy tinik, hogy ilyen iranyu jelentdsége fontosabb, mint a
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mechanikai” [39]. Ezt az interpretaciot Prékopa [39, 40| elvégzi a dolgozataiban
és megmutatja, hogy a Fourier-féle mechanikai elv dudlis alakja, amit Cournot irt
fel és Farkas bizonyitott be elGszor, lényegében azonos az optimalitas nemlinearis
optimalizalasbeli sziikséges feltételeivel. Ramutat, hogy a nemlinearis optimaliza-
las kialakulasdnak torténetében feltétleniil meg kell emliteni Fourier 1798-ban irt
dolgozatat, amelyben a rola elnevezett egyenlGtlenségi elvet mondja ki. KésGbb
Gauss és Osztrogradszkij 1jbol kimondta az egyenléGtlenségi elvet. Ennek alapjan
Cournot és kés6bb Osztrogradszkij felirta a sziikséges feltételeket sejtés formajaban,
Farkas pedig bizonyitotta e feltételek érvényességét, mikozben a bizonyitas elsé felét
illetGen Fourier munkéijara hagyatkozott, amelybdl hidnyzott a regularitasi feltétel
(constraint qualification). A regularitasi feltétel mind az optimalizalaselmélet, mind
pedig a mechanika szamara alapvetd feltétel. EgyenlGség feltételekkel korlatozott
feladatok esetén Lagrange (1788) ota ismert ilyen feltétel, egyenlGtlenségi feltételek
esetén viszont el6szor Hamel 1927-ben megjelent dolgozataban taldlhat6, amelyben

a klasszikus mechanika axiomatikus felépitését kisérli meg.

Az egyenlGség feltételekkel megadott feladatokat vizsgalta Carathéodory
1935-ben, majd részletesebben Bliss 1938-ban, aki ebben az idében a Chicagoi
Egyetemen miikdds varidcidoszamitasi iskola vezetGje volt. Ott dolgozott, tobbek
kozott, Valentine, aki az egyenlGtlenség feltételekkel korlatozott varidcidszamitasi
probléméval foglalkozott. Valosziniileg ennek hatasara vet6dott fel az egyenlétlenség
feltételekkel korlatozott nemlinearis optimalizalasi feladat mint a variaci6szamitési
probléma véges dimenzios valtozata. Graves ajanlotta a témét, akinek a vezetése
alatt Karush (1939) ebbdl irta a ,,master’s thesis™t. A szerz6 az eredményeket nem

publikalta, ezért azok sokdig ismeretlenek maradtak.

Karush munkajanak elkésziilte utan, de Kuhnt és Tuckert megel6zve, John is
vizsgélta az egyenlGtlenségi feltételekkel adott nemlinearis optimalizalasi problémét.
O nem hasznalt regularitasi feltételt, kivéve azt, hogy minden fiiggvény folytono-
san differencialhaté. Az eredménye viszont gyengébb, mint Karushé. Ebben az

id6ében John a konvex halmazokkal és a veliikk kapcsolatos geometriai jellegli egyen-
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16tlenségekkel foglalkozott. Az Altala kidolgozott tételre a Sylvester probléma' egyik
altalanositasanak megoldésahoz volt sziiksége.

A nemlineéris programozas elnevezés Kuhn és Tucker 1950-ben megjelent cik-
kében szerepelt elGszor, amelyben az egyenlGtlenség feltételekkel korlatozott feladat
optimalitdsanak sziikséges feltételeit vezették le. Eredményiikh6z a linearis prog-
ramozas dualités tételének altaldnositasaval jutottak el. E cikk megjelenése utan
indult meg a nemlinearis optimalizalas rohamos fejlsdése. Erdekes megemliteni,
hogy jollehet a hattér kiillonb6z6 volt, Karush, illetve Kuhn és Tucker ugyanazt a
tételt bizonyitottdk be és ugyanazt a regularitasi feltételt hasznalték.

Az el6z6ekben lattuk, hogy a nemlinearis optimalizdlas alapvetd fontossagu
eredményeihez, az optimalitasi feltételekhez a legkiilonb6z6bb teriileteken dolgozo
matematikusok és fizikusok, sokszor egymastol fiiggetleniil jutottak el. A megfelelé
problémék a mechanikai egyensillyal, varidciészamitassal, geometriai egyenlGtlensé-
gekkel, jatékelmélettel, halozatelmélettel, dualitias elmélettel és a linearis programo-
zéssal voltak kapcsolatosak.

Az optimalitasi feltételek ismeretében sok szerzé foglalkozott a kiilonbo6z6 re-
gularitasi feltételekkel és a kozottiik levé kapcsolatokkal. Az elért eredmények
jol attekinthets Osszefoglaldasa talalhato Bazaraa és Shetty (1976, 1979) konyvei-
ben. Az optimalitéssal kapcsolatban, a fiiggvények altalanositott konvexitasi tulaj-
donségairol is érdekes eredmények sziilettek. Ezekrdl részletesebben lehet olvasni
Mangasarian (1969), Martos (1975) és Avriel et al. (1988) kényveiben. Az utobbi
id6ben a nemdifferencialhat6 fiiggvényekkel képzett nemlinearis optimalizalasi fel-
adatok optimalitasi kérdéseinek van nagy irodalma. A nemlinearis optimalizalas

torténetérdl részletesebb ismertetés talalhato Rapesak (1997) konyvében.

4sd pl. Handbook of convex geometry, eds.: P.M. Gruber and J.M. Wills, North-Holland,
1993.



2. fejezet

NEMLINEARIS OPTIMALIZAILASI
FELADAT

Az optimalizalasi problémakat a kévetkezSképpen lehet megfogalmazni:

legyen az f skalar értékii fiiggvény tetszbleges A halmazon értelmezve és keressiik

az A halmaznak azt az x* pontjat, amelyre

F(x*) = min{ f(x) | x € A}, (2.1)

ha a minimum létezik. Ha a minimum nem létezik, de az infimum igen, akkor
a probléma olyan A-beli X pontot vagy pontokat talalni, amely(ek)re az f(X) érték
,kOzel” van az infimum értékhez. Ha se minimum, se infimum nem létezik, vagy nem
tudjuk, hogy léteznek-e vagy sem, akkor olyan A halmazhoz tartozd pont, vagy mas
szoval megengedett megoldas megkeresése a cél, ahol a célfiiggvény érték jobb, mint
az indul6 pontban. Maximalizélasi problémékat hasonléan lehet megfogalmazni.
A (2.1) probléma neve tébbszempontu optimalizalasi probléma, ha f vektorértékd
fiiggvény.

A nemlinearis optimalizalasi, vagy nemlinearis programozasi problémak (rovi-
ditve NLO vagy NLP) definicioja nem egyértelmii az optimalizalaselmélet irodal-
maban. A ,nemlinearis" jelzé is félrevezets, mivel minden optimalizalasi feladatot

magaban foglal, amiben nemlineéris fiiggvények szerepelnek. Az NLO gyakorlati

13
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alkalmazasait alapul véve, akkor neveziink egy (2.1) optimalizalasi problémat NLO-

nak, ha a kovetkezd harom tulajdonsag teljesiil:

1. AC R"vagy A C H, ahol R" jeloli az n-dimenzios Euklideszi teret és H egy
Hilbert teret;

2. az A halmazt véges vagy végtelen szamui egyenlGség és/vagy egyenlGtlenség

hatarozza meg, és

3. az A halmaz 6sszefiiggs®.

A klasszikus NLO a kovetkezd formaban adhaté meg:

min f(x)
g(xX) b=y, i=1,...,m, (2.2)

x € R", y € R™,

ahol az f, g;, © = 1,...,m, fiiggvények az R"-ben vagy az R" egy részhalmazan
vannak értelmezve, a b;, © = 1,...,m, értékek allandok, az x n-dimenzios és az
y m~dimenziés valtozok, amelyek koziil barmely valtozé csoportra nemnegativitési
feltételek lehetnek érvényesek. Ha az f célfiiggvény helyett a — f célfiiggvényt tekint-
jiik a (2.2) feladatban, akkor minimalizalas helyett maximalizalas a feladat. Ezért
hogy a (2.2) NLO sok ismert optimalizalasi probléméat tartalmaz.

Ha a (2.2) probléméban szerepld célfiiggvény és a feltételi fiiggvények linearisak,
az x és 'y vektor valtozok nemnegativak, akkor a (2.2) probléma a kivetkezd formara

hozhato:

Ax>b, x>0, (2.3)

x € R",

'Egy halmaz 6sszefiiggs, ha nem adhato meg két, nem iires, nyilt és diszjunkt halmaz uniéjaként.
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ahol ¢ R™beli vektor és A m X n-es matrix.

Ha a (2.2) probléméaban az el6bbi feltételek mellett y = 0, akkor a feladat a

kovetkezé alakkal ekvivalens:

x € R".

Ebbdl lathato, hogy az NLO a linearis optimalizalasi probléma (LO) altalanositésa.

Az 1. abra olyan NLO-t mutat, aminek az optiméalis megoldasa nem extremaélis pont.

L
r
C
g
7& max f{K, L)=KL
\ 4K+ L =38
K,L=0
5 18 D optimalis megoldas
5 ..
4 D
3 —
2 =
i [ KL=4
KL=2
0 | A KL=1 - K
B 1 2

1. abra

Egy NLO, aminek az optimalis megoldasa nem extremalis pont
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Ha a (2.2) probléméban y = 0 és b = 0, akkor az el6szor Lagrange altal vizsgalt,
egyenlGség feltételekkel korlatozott NLO-t kapjuk.

Ha A C R"™ tetsz6leges halmaz és ¢, a halmaz karakterisztikus fligguénye
(1(x) = 1,x € A; qu(x) = 0, x ¢ A), tovabba m = 1, by = 1 és y; = 0, akkor

(2.2) a kovetkezs probléméva alakul:

min f(x)
(2.5)

xe ACR".

Nem biztos, hogy az NLO optiméalis megoldasa a megengedett tartomany hatéran

taldlhato, lasd 2. abra.

1
i ki
|
| z=f{x)
l
| max f{x)
| 0=<x=<1
I
|
I
l
|
|
l
0 I -
% 1
2. abra

Egy NLO, aminek az optimdalis megoldasa
nem a megengedett tartomany hataran talalhato

Ha a (2.2) problémaban m feltétel helyett p + m-et tekintiink, és a (p + m)-

dimenzi6s y vektor utols6 m komponense nemnegativ, az els6 p pedig nulla, a (p+m)-
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dimenziés b vektor a nulla vektor, akkor a klasszikus NLO-t kapjuk:

min f(x)

(2.6)

Vezessiik be a kovetkezd jelolést:

Mh,gl={x€ R"| hj(x)=0,j=1,...,p, gi(x)>0,i=1,....m}. (2.7)

Egy x¢ pont a (2.6) NLO (szigort) lokalis minimuma, ha van olyan U(xg,0)
kornyezet, hogy xo € M[h, g|] és

f(x) > (>)f(x0) minden  x € U(x9,0) N M[h,g| esetén, (2.8)

ahol

U(xo,0) = {x € R"| |jx = xo|| <4}, (2.9)

(az xo pont 0 sugart kornyezete).
Egy lokalis optimum nem feltétleniil az NLO optiméalis megoldéasa, lasd 3. abra.
Az M[h, g] a (2.6) probléma megengedett pontjainak halmaza. Ha xq € M|h, g]
és
f(x) > f(x0) minden  x € M[h, g| esetén, (2.10)
akkor az x¢ pont a (2.6) probléma globélis minimum pontja. Ha a (2.10) egyenl6t-

lenségben a ,> 0” helyett ,,<” szerepel, akkor az xo pont a (2.6) globélis maximum

pontja.
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3. 4abra

Egy lokalis maximum nem feltétleniil az NLO
optimalis megoldasa

Specialis eseteket kivéve nagyon nehéz feladat megtalalni egy NLO globdlis mini-
muméat vagy azt ellenérizni, hogy adott megengedett megoldas globélis minimume-e.
Lassunk ra egy hires példat!

Tekintsiik az 1637-t61 1996-ig megoldatlan, hires Fermat sejtést, ami szerint
az " + y" — 2" = 0 egyenletnek nincs egész szamokbo6l all6 megoldésa az
r>1,y>1 22>1 n >3, egyenl6tlenségekkel megadott tartomanyban.

Tekintsiik a kovetkez6 NLO-t:

2 2
min (2" +y" — 2")2 +r [(—1 + cos(27m:)) + (—1 + cos(27ry)) +

(—1 + cos(27rz)>2 + (—1 + Cos(27m))2} (2.11)

z>1, y>1, z>1, n >3,
ahol r pozitiv paraméter, m irraciondlis szam és egyenls az R2-beli egységsugari
kor keriiletének a felével, cos a pedig a radidanban mért a szog koszinuszat megado

fiiggveény.
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Lathato, hogy (2.11) lineéris egyenlGtlenségekkel korlatozott 4 valtozos NLO.
Bizonyithato, hogy Fermat sejtése akkor és csak akkor nem teljesiil, ha (2.11)
optimum értéke 0 és ezt az optimum értéket valamely megengedett pontban fel-
veszi a célfiiggvény, mivel a (2.11) NLO béarmely (z,y, z,n) globélis optimum pontja
ellenpéldat szolgaltatna Fermat sejtésére. Megjegyezziik, hogy (2.11) minden egész

szamokbol all6 megengedett megoldasa a feladat egy lokalis minimuma.

Egy NLO-ban a lokalis minimumok szdma nagyon nagy lehet. Példaként te-

kintsiik a kovetkezd feladatot:

min —» (z;-1/2)?, 0<az; <1, j=1,...,n (2.12)
j=1

Ebben a feladatban a megengedett halmaz mind a 2" szamu cstcspontja lokalis
minimum. Sajnos, jelenleg nincs mas kidolgozott technika a lokalis minimumok
szamanak meghatarozasara, mint a teljes leszamlilas, azaz minden széba johets

pont esetén megvizsgalni, hogy az adott pont lokilis minimum-e.

Egy masik hires matematikai feladat, ami egy NLO globalis optimuméanak a

meghatarozasara vezet, van der Waerden (1926) nevéhez fizgdik.

Ha C = (¢;5) egy n-ed rendi négyzetes matrix, akkor a C matrix permanense,

ami
f(C) = Z Cipy - - - Copn,
(ply“'7pn)
alakban adhaté meg, egyenls az 1,...,n szamok n! szamu (pi,...,p,) permuta-

cibihoz tartoz6 matrixelemek szorzatdnak Osszegével. Egy n-ed rendti, négyzetes
matrix kétszeresen sztochasztikus, ha az elemei nemnegativ szamok és minden sor és

oszlop Osszege 1-gyel egyenld.

Az optimalizalasi feladat olyan négyzetes C = (¢;;) matrix meghatarozasa, ami
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megoldasa a kovetkezd NLO-nak:

min f(C)

n
E Cijzl, Z:1,...,n,
=1
n

=1, j=1....n

=1

(2.13)

¢; >0, c¢;e€R, i,7=1,...n

1926-ban van der Waerden azt sejtette, hogy ennek a feladatnak a globalis mini-

muma az a kétszeresen sztochasztikus matrix, amelynek elemeire az teljesiil, hogy

c,-jzl/n, i,jzl,...,n,

és a ceélfiiggvény értéke ebben a pontban n!/n™. Ez a sejtés hosszu ideig ellenéllt a
matematikusok rohamainak, mig végiil 1981-ben Egorychev és Falikman is bebizo-

nyitotta.
Nézziink meg néhany egyszerti nemlinearis optimalizélasi feladatot!

2.1. Példa. Egy cégnek c forintba keril eqy eqységnyi termék elddllitdsa. Ha a
cég eqységenként  forintért kindlnd értékesitésre a terméket, akkor F(x) egységre
lenne fogyasztoi igény. Milyen drat kell a cégnek megdllapitania profitja mazimali-

zdldsdhoz?

Megoldas: A cég dontési valtozoja x. Mivel a cég profitja (z — ¢)F(z), a cég
a kovetkez6 maximalizalasi feladatot akarja megoldani: max f(z) = (x — ¢)F(x),

z > 0.

2.2. Példa. Ha eqy cég K egységnyi tokét és L eqységnyi munkaerdt haszndl fel,

2,

akkor KL eqységnyi terméket tud elddllitani. A téke eqy eqysége 4%, a munkaerd eqy
egysége pedig 13 dron szerezhetd be. Tékére és munkaerdre dsszesen 8% dll rendel-

kezésre. Hogyan tudja a cég mazimalizdlni az elddllitando termék mennyiségét?

Megoldas: Jelolje K és L, hogy hany egységnyi tGkét, illetve hany egységnyi mun-
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kaerGt hasznal fel a cég. Ekkor K és L nyilvan eleget tesz a 4K + L < 8, K > 0
és L > 0 feltételeknek. Tehat, a cég a kovetkezs feltételes maximalizalasi feladatot

akarja megoldani:

max f(K,L) =KL
AK + L <8,

K,L>0.

2.3. Példa. Ismeretesek a kiilonféle termelési fligguények, amik a valamiképpen
meért hozamot az ugyancsak valamiképpen meért rdiforditdsok fiigguvényében irjdk le.

Legyenek ezen utobbiak a K téke és az L munkaerd, és tekintsik az
f(K,L)=cK“L** K>0, L>0, ¢>0 0<ac<l,

Cobb-Douglas termelési fligguényt, ahol ¢ és « adott dllandé. Ha ilyen kifejezést
szeretnénk valamilyen a tokére és a munkaerdre vonatkozo feltételek mellett mawi-
malizdlni, vagy ilyen alaki kifejezések dsszegét akarjuk mazimalizdlni, akkor ez a

probléma mdr nem modellezhetd mint LO, hanem N LO kezelését igényli.
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3. fejezet

OPTIMALITASI FELTETELEK

Ebben a részben a

x € R",

alakia NLO sziikséges és elégséges, lokélis optimalitasi feltételei talalhatok, amit a
szakirodalomban gyakran a Lagrange szorzok mdodszerének neveznek. Ezek a fel-
tételek szolgaltatjak az alapot az elméleti és modszertani vizsgalatokhoz, valamint
a megallasi kritériumokat a szamitogépen elvégzendd kisérletekhez. A nemlinearis
optimalizaldsnak hatalmas irodalma van, és az optimalitasi feltételek szinte minde-
gyikben megtalalhatok. Itt csak néhany ismert munkara hivatkozunk, pl., Fiacco és
McCormick (1968), Mangasarian (1969), Luenberger (1973), Martos (1975), Bazaraa
és Shetty (1976, 1979).

Ha a (3.1) NLO célfiiggvénye és feltételi fiiggvényei differencialhatok, akkor a

lokélis optimalitas az elsérendi feltételekkel jellemezhets. Vezessiik be a kovetkezd

23
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jelolést:
P m
L(x, 1, N) = f(x) + D _pihy(x) = D Nigil),
J=1 i=1 (3.2)
xeR', peRP, AX€R" AX>0.

Ezt a fiiggvényt a (3.1) NLO Lagrange fiigguényének nevezziik. A kovetkezo allitas
kimondésahoz sziikség van regularitési feltételre, ami a vizsgalt pont egy kornyezeté-
ben jelent megszoritast a megengedett pontok halmazanak analitikus leirasara. Az
optimalizalaselmélet szamos regularitési feltételt ismer, pl., Fiacco és McCormick
(1968), Mangasarian (1969), Bazaraa és Shetty (1976, 1979).

3.1. Definicié. Tegyiik fel, hogy a (3.1) NLO célfiigguénye és feltételi fiigg-
vényei folytonosan differencidlhatok. A LICQ (linearly independent constraint
qualification) regularitdsi feltétel teljesil az xo € M[h,g| pontban, ha a

Vh](xo)7 jz]‘?"'?p’

Vyi(x0), i€ 1(xy)=1{i| gi(x0) =0, i=1,...,m}
vektorok linedrisan fiiggetlenek.

Az 1(x¢) indexhalmaz jeloli az aktiv egyenldtlenség feltételeket. A tovabbiakban

egy fiiggvény gradiense mindig sorvektor.

3.1. Példa. Tekintsiik az R* 2-dimenzids Euklideszi sikot és legyen h(zy,x2) = x1,
(11, 22) € R%. A h(xy,13) = 0, (x1,70) € R? egyenldség meghatdrozza a (0,5)
koordindta tengelyt, és ezen a tengelyen minden pontban teljesil a LIC(Q) reqularitds:

feltétel, mivel Vh(xq,x2) = (1,0).

Ha a h(xy,25) = 23, (x1,72) € R?, fiigguényt tekintjiik, akkor a h(xy,xs) = 0,
(r1,22) € R?, egyenldség ugyanazt a koordindta tengelyt hatdrozza meg, de a
koordindta tengely egyetlen pontjiban sem teljesiil a LICQ regularitdsi feltétel, mivel
Vh(x) = (221,0).

Tekintsiik a (3.1) optimalizalasi feladatot és az M [h, g] megengedett pontok hal-
mazat. Egy x(t) : [a,b] — M[h,g], a,b € R, folytonos leképzést az M [h, g] megen-

gedett tartoméanyban halado6 gorbének neveziink. A gorbe (folytonosan) differencidl-
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hatd, ha az x(t), t € [a,b], vektor értéki fiiggvény minden komponense (folytonosan)
differencialhato, és kétszer (folytonosan) differencidlhaté, ha minden komponense

kétszer (folytonosan) differencidlhatd. Az elsé és a masodik differencialhanyadosokat

dx(t d*x(t
(derivaltakat) az x'(t) = );SE ), t € [a,b], és az x"(t) = ;{tg ), t € [a,b], szimbo-

lumok jelolik. Azt mondjuk, hogy az x(t), t € [a,b], gorbe dtmegy az xo € Mh, g]

ponton, ha valamely ¢y € [a, b] értékre x(t) = Xq.

Tekintsiink most minden, az x¢ ponton dtmend és az M [h, g] halmazban halado,
folytonosan differencidlhato gorbét, valamint a gorbék elsd derivdltjait az xo pont-
ban, amelyek az R" n-dimenzios Euklideszi tér vektorai. Ha az Gsszes, xo ponton
atmend és az M[h, g] halmazban haladd gorbe elsd derivdltjai az R"™ egy alterét
hatarozzék meg, akkor azt az Mh, g] halmaz xo pontbeli érintdsikjinak nevezziik
és a TMIh, g]x, szimbolummal jeloljiik.

Vezessiik be a kovetkez§ jelolést:

Mh,gl={x€ R"|hj(x)=0, j=1,...,p, ¢i(x) =0, i€ I(x0)} (3.3)

A nemlineéris optimalizalasban alapvetd fontossagu az M [h, g] halmaz érint6sikjai-
nak explicit megadésa.

3.1. Lemma. Ha az X¢ € M[h,g] pontban teljesil a LICQ reqularitdsi feltétel,
akkor az M[h,g] halmaz xqo pontbeli érintdsikja létezik és a kovetkezd formdban

adhato meg:

TM[hag]xo = {VE Rn|th(X0)V:O7 j - 1,---,]77 VQi(XO)Vzoa (S I(XO)}
(3.4)

Bizonyitas. Ha tetszoleges, az xo = x(ty) ponton atmend x(t), ¢ € [a, b], gorbe
esetén valamely j = 1,...,p, indexre Vh;(x¢)x'(to) # 0, vagy valamely i € I(xo)
indexre Vg;(x0)x'(ty) # 0, akkor biztos, hogy a gorbe kilép az Mh, g] halmazbol.
Ebbél kovetkezik, hogy az xo ponton atmend és az M[h, g] halmazban haladé gorbék
elsG derivaltjai benne vannak a TM|h, gly, halmazban.

Mivel alterek metszete is altér, a TM|h,gly, halmaz R"-beli altér. Ezért azt
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kell belatni, hogy minden, a TM|h, g]x, halmazba tartozd v vektor esetén létezik
olyan, az xo ponton atmend és az M [h, g] halmazban halado gorbe, amelynek elsg
derivéltja a v vektor. Ebbél kovetkezik majd, hogy a fenti alaka TM[h, glx, éppen
az MTh, gy, érintSsikja.

Tekintsiik a kdvetkezd egyenleteket:

p
h] (Xo—f-tv—f—zv}ll(X())TUl Z ng XO uk )) 207 j - 1a"'7p7

=1 keI (xo)
p
Ji (xo +tv + ZVhl(xo)Tul Z Var(xo) Ty, )) =0, i€ l(xp),
=1 ke[ xo

(3.5)
ahol tetsz6legesen rogzitett t értékre uy(t), [ =1,...,p, Ux(t), k € 1(Xq), a valtozok.
Igy p+|I(x0)| egyenletbél allo és p+| I(xo)| valtozot tartalmazo nemlinearis egyen-

letrendszert kapunk, ahol | I(x¢)]| jelenti az aktiv egyenlGtlenség feltételek szamat.

Tekintsiik a ¢ = 0 pontban a (3.5) egyenleteket, amiknek az u;(0) = 0,
I =1,....,p, u(0) = 0, k € I(x0), értékek egy megoldasat adjak. A (3.5) rend-

szer u;, | =1,...,p, Ug, k € I(xq), valtozok szerint képzett Jacobi matrixa a t = 0
pontban
Jh(xo) Jh(xo)Jh(x)" Jh(xo)Jg(x0)"
[Jh(xo)", Jg(x0)"] = ;
Jg(x0) Jg (o) Thixo)”  Jg(x0) Je(x0)”
(3.6)

ami a LICQ regularitési feltétel miatt nem szingularis. Ezért alkalmazni tudjuk az
implicit fiiggvény tételt, ami szerint léteznek (3.5)-6t kielégits w(t),  =1,...,p, és
Ug(t), k € 1(xg), t € (—a,a) folytonos fiiggvények. Az igy nyert

x(t) =xg +tv + Zth(XO)Tu] Z Vai(xo) i (t), t€ (—aya) (3.7

j=1 ZGI Xo)

gorbék a konstrukei6 miatt az M[h, g], halmazban haladnak. Differencialjuk a (3.5)

egyenleteket a t valtozo szerint a (—a,a) tartomanyban és tekintsiik az eredményt
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a t = 0 pontban:

0= %hg’ (x(1))=0 = Vhj(x0)v + > Vh(x0) Vhu(x0)"uj(0)+
> Vhi(x0)Vai(xo)Ti(0), j=1,....p,
; e » (3.8)
0= —9i(x(t)) =0 = Vai(x0)Vv + Zng’(XO)th (x0) T2 (0)+
> Vgi(x0) Vau(xo) T (0), i € I(xp).
lel(xo)

A v vektor definici6ja miatt
Vh;(x0)v=0, j=1,...,p, Vg(xo)v=0, ie€l(xp).

A [Jh(xo)

Jg(xo)
rendszer egyediili megoldasa

} [Jh(x0)", Jg(x0)"] métrix nemszingularitdsa miatt a (3.8) egyenlet-

ezeért

tehat, a vizsgalt pontban a (3.7) képlettel adott gorbe érintje v, amibél kovetkezik

az allitas. ]
Megemlitjiik, hogy a LICQ regularitasi feltétel nem a megengedett halmazra,

ahol a LICQ regularitasi feltétel nem teljesiil a (0,0) pontban, TM[h]o = R?, jollehet

a geometriai szemléletiink alapjan ez a koordinata tengely lenne.

3.2. Lemma. Ha az Xg € M[h, g] pontban teljesil a LICQ regularitdsi feltétel és

az f: M[h, g] — R fiigguénynek az xo pontban lokdlis minimuma van, akkor
Vf(x)v=0, ve&TMh,gl,. (3.9)

Bizonyitas. Legyen v € TMh,gly,, és legyen x(t), t € (—a,a), egy, az X
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ponton atmend és az M [h, g] halmazban halado, folytonosan differencialhato gorbe,
aminek az érintGje v. Mivel az f fliggvénynek az x, pont lokalis minimuma az

M h, g| halmazon, ezért

d

ST (x(1) Ly = VS (xa)v =0, (3.10)

ami az allitas. |
A 3.2. Lemma allitdsa geometriailag azt jelenti, hogy a Vf(xg) gradiens vektor

a lokalis minimum pontban merdéleges az érintGtérre.

3.1. Tétel. Ha xq lokdlis optimuma a (3.1) problémdnak és a LICQ regularitdsi

feltétel teljesil ebben a pontban, akkor léteznek p € RP és A € R™ Lagrange

multiplikdtorok, amikre a

A>0, (3.11)

feltételek teljesiilnek.

Bizonyitas. Ha \; > 0 és g;(x0) > 0, i = 1,...,m, akkor a \;g;(x0) = 0,
i = 1,...,m, egyenlGségek teljesiiléséhez sziikséges, hogy azon i € {1,...,m}
indexekre, amelyekre g;(xg) > 0 a \; = 0 egyenlGségek teljesiiljenek.

Mivel x, lokalis minimum az M [h, g] halmazon és M[h,g] € M|h, g] lokalisan,
ezért xo az f fiiggvény lokalis minimuma az M|h, g] halmazon. A 2.2. Lemma miatt

a

max Vf(Xo)V, VAS TM[h> g}xoa

linearis optimalizalasi feladat optimum értéke nulla, ezért a linedris optimalizalas
dualitéas tétele miatt a dudlis problémanak van megengedett megoldasa, azaz létez-

nek p € RP és A € R0l Lagrange multiplikitorok, amikre a

V(xo) + Y p;Vhj(xo) = D AVgi(xg) =0

j=1 i€l(xp)
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feltétel teljesiil.
Azt kell még belatni, hogy \; > 0,7 € I(xg). Tegyiik fel, hogy valamilyen

7 indexre \; < 0. A LICQ regularitasi feltétel miatt van olyan v vektor, amelyre

th(X())V = 07 J = 17 Ry 2 Vgi<X0)V = 07 L€ I<X0>\{i}7 Vg;(Xo)V <0.

A 8.1. Lemma miatt létezik az xo = x(0) ponton athalado olyan x(t), t € (—a,a),

gorbe, amely a

hi(x)=0, j=1,....,p; g(x)=0, i€ l(x0)\{i},

halmazban halad és az x, pontbeli érintGje a v vektor. Belathato, hogy kicsiny ¢t > 0

értékekre a gorbe pontjai a megengedett tartomanyhoz tartoznak és

df(x(t
PO Gt <o,
dt =0
ami ellentmond az xy pont lokalis minimalitasanak. |

A (3.11) elsérendii optimalitasi feltételek neve Karush-Kuhn-Tucker feltételek,
amikbdl a harmadikat nevezik komplementaritdsi feltételnek. Egy megengedett pont

akkor staciondrius, ha a (3.11) feltételek teljesiilnek. Megjegyeziik, hogy a

VHL(XL% |23 )‘) = h(XO) = 07

v)\I’(X07 K, )\) = g(XO) Z 07

feltételek az xo pont megengedettségét biztositjak.
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A 4. és 5. dbra példat ad a Karush-Kuhn-Tucker feltételekre.

Xz

A

gi(x)=0 g£(x)=0

4. abra

Példa a Karush-Kuhn-Tucker feltételekre: mind a két feltétel aktiv

X2

V8 (x,)
Vf(x) =3981(5), A >0

fx)=3

Y

8i(x)=0 &(x)=0

5. 4abra

Példa a Karush-Kuhn-Tucker feltételekre: az egyik feltétel aktiv, a masik nem
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3.2. Példa. Tekintsik a
min r1T9 + Toks + 123

1 +ﬂ72 +ZE3 == 37 (x17I27$3) € Rga

nemlinedris optimalizdldsi problémdt. Az elsérendi sziikséges feltételek és a feltételi
eqyenliseg:

I2+IE3+M:0,

1+ r3 + po= 0,
r1 + I2 + u = 0,
r1 + To9 + I3 = 3.

Ez négy egyenletbdl és négy ismeretlenbdl dllo linedris egyenletrendszer, aminek a
megolddsa

r1=To=x3=1, p=-2.

Ha a (3.1) NLO célfiiggvénye és feltételi fiiggvényei kétszer folytonosan diffe-
rencidlhatéak (vagy roviden C? fiiggvények), akkor a lokalis optimalitas jellemzése

a masodrendi sziikséges és elegendd feltételekkel torténik.

3.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy a (3.1) NLO célfiigguénye és feltételi fiigguényei kétszer
folytonosan differencidlhaték. Ha xo a (3.1) NLO lokdlis optimuma és a LICQ
reqularitasi feltétel teljesil ebben a pontban, akkor léteznek olyan p € RP és A € R™

Lagrange multiplikator vektorok, amelyekre a

Vi L(xq, p, A) = 0,
A >0, (3.12)

)\igi(XO) :0, 1= 1,...,m,

vIHL(x0, 1, A)v >0, v € TM[h,gly, (3.13)
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feltételek teljesiilnek, ahol
TMh,gl, = {v e R" Vhi(x0)v=0, j=1,...,p, Vgi(xo)v=0, i€l(xo)},

és a tételben szerepld HL(xq, p, A) kifejezés a Lagrange fiigguény x vdltozd szerint
képzett Hesse mdtrizdt jelenti az Xo pontban.

Bizonyitas. A 3.1. Tétel miatt a (3.11) elsérendii feltételek teljesiilnek. Az
X, pont lokdlis minimalitasa miatt, az x, ponton atmend és az M[h, g] halmazban
halado, kétszer folytonosan differencidlhatod gérbékre teljesiil a

& f(x(1))

Q2 o x'(0)" Hf (x0)x'(0) + Vf(x0)x"(0) > 0 (3.14)

egyenlGtlenség. A

p
Zujhj Z )\lgZ =0, te€(—a,a),
j=1

1€l(x0)

egyenlGséget kétszer differencialva azt kapjuk, hogy

Zuj +Zujwl (x0)x"(0)—

(3.15)
Z)\x T Hg;(x0)x Z)\ngxo "(0) =0
1€l(x0) i€l (xo)
A (3.14) és a (3.15) egyenldségek Osszeadasa utan adodik, hogy
d?f(x(t
M = x/'(0)T HL(xq, i, A)x'(0) > 0.
dt®> =0
Mivel x'(0) € TM[h, gly, tetszéleges, ezért az allitast bebizonyitottuk. |

A (3.12) és (3.13) feltételek az optimalitas elsG- és masodrendii sziikséges felté-
telei. Az optimalitas masodrendii elegendé feltételeit a kovetkezs allitdsban fogal-

mazzuk meg:
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3.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy a (3.1) NLO célfigguénye és feltételi figguényei kétszer
folytonosan differencidlhatck. Ha xo a (3.1) NLO egy megengedett megolddsa, amire
a LICQ) reqularitasi feltétel teljesiil és léteznek olyan p € RP és A € R™ wektorok,
amelyekre a (3.11) feltételek és a

vl HL(xq, b, A)v > 0, v € TMh, gl,. v #£0, (3.16)

egyenldtlenségek teljestilnek, ahol

~

TMlh,glx, ={v € R"|Vh;(x,)v=0, j=1,...,p,

Vyi(x0)v =0, i€ I(x,)N{i|\ > 0}},
akkor xo a (3.1) NLO szigori lokdlis minimuma.

Bizonyitas. A tétel allitasat indirekt modon bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy
az xo pont nem az NLO szigorti lokalis minimuma. Emiatt létezik olyan
xp € Mh,g|, x; # xo, k = 1,2,..., sorozat, amely tart az Xy ponthoz és amelyre

f(xi) < f(x0), Vk, esetén. Irjuk az x;, sorozatot az

Xp = Xg + 0kSk, Sp € R, ||SkH =1, 0,>0, k=1,2,...,

formaba. Mivel lim d, — 0 és az s; sorozat korlatos, ezért van konvergens rész-

k—o0
szorozata. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy klim Sk — Sp. Mivel
h(x;) — h(xg) = 0, ezért
h(x;) — h(xo)

kh_)r{.lo (5k = Jh(X())SO = 0.

Minden aktiv egyenlGtlenség feltételre igaz az, hogy

9i(xx) — gi(x0) >0, i€ I(xo),

amibdl kovetkezik, hogy

Vgi(X())S() > O, 1€ [(Xo).
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Elgszor tegyiik fel, hogy
Vgi(XO)SO = 0, 1€ I(Xo) N {Z ’ )\Z > 0}

A Taylor tételt alkalmazva,

o3 .
0 = hj(xk) = hj(x0) + 0, Vh;(x0)sk + 5 2sI'Hh;(n;)sp, j=1,....p, (3.17)

57 ,
0 < gi(xk) = gi(x0) + 61 Vgi(x0)s + sy Hgs(m)si, i € I(x0),  (318)

2

0> f(xx) — f(x0) = 0, Vf(x0)sk + %sfo(no)sk, (3.19)

ahol minden n,, 7;, m, egy-egy pontot jelent az [x¢, Xi| szakaszon. A (3.17) egyenlé-
ségeket pu;-vel, a (3.18) egyenléségeket —\;-vel megszorozva, majd a (3.17) és (3.18)
egyenlgségeket a (3.19) egyenlStlenséghez hozzaadva azt kapjuk, hogy

52 p ~
0> Esk (Hf(no) + > pHhi(my) = > &-Hgi(m)) Sk
7=1 ’iEI(Xo)

ami a k — oo hataratmenet elvégzése utan ellentmond a (3.16) feltételnek.

Ha létezik olyan 7 € I(xo) N{i | \; > 0} index, amelyre
vg§<X0)So > 0,

akkor az optimalitas els6rendii feltételeib6l adodik, hogy

0> Vf(xq)s0 = Zujwz Xo)so + Y AiVgi(xo)so > 0,

j=1 1€l(x0)

ami ellentmondas. Ezzel bebizonyitottuk az allitast. ]
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3.3. Példa. Tekintsik a

max Tirs + ToZTz + T1T3

T+ 2o+ 23 =3, (T1,%2,23) € R37

nemlinedris optimalizdldsi problémdt. A 3.2. Példaban kiszamoltuk, hogy az elséren-

di sziikséges feltételeket az

értékek elégitik ki. A

01 1
HL((1,1,1),—2):Hf(1,1,1): 10 1

1 10

mdtrix se nem pozitiv, se nem negativ definit madtriz.

Ha a fenti mdtrizot a

TM[h](l,l,l) = {V € R3| V1 + Vo + U3 = 0}

altéren vizsgaljuk, akkor a

0 1 1 U1
(Ula V2, —U1 — U?) 1 01 (%) = _U% - U% - (Ul + 02)2 S 0
1 10 —U1 — V2

egyenldtlenség miatt megallapithato, hogy a Lagrange fiigguény Hesse mdtriza a vizs-
gdlt pontban a TM[h|q 1,1y altérre megszoritva negativ definit, tehdt az (1,1,1) pont

szigori lokdlis mazimum.
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3.4. Példa Legyen

fx)=2—(x—1>% ha 0<2<3,

fx)=-3+(x—4)* ha 3<x<6.
Oldjuk meg a

max f(x)

0<x<6

feladatot. Az f fiigguény a 6. dbrdn ldthato.

Megoldas:
l. eset: Ha 0 < z < 3, akkor f'(z) = —2(z — 1) és f"(x) = —2. Ha 3 < x < 6,
akkor f'(z) = 2(z —4) és f"(x) = 2. Ezért f'(1) = f'(4) = 0. Mivel f"(1) <0, az
x = 1 lokélis maximum. Mivel f”(4) > 0, az x = 4 lokalis minimum.
2. eset: Egyszertien belathato, hogy f(x) nem derivalhato az x = 3 pontban (ha
x kicsit kisebb, mint 3, akkor f’(x) a —4 értékhez kozelit, és ha x kicsit nagyobb,
mint 3, akkor f'(z) a —2 értékhez kozelit). Mivel f(2.9) = —1.61, f(3) = —2 és
f(3.1) = —2.19, és az f fiiggvény a [2.9, 3.1] intervallumban szigortan monoton
csokkend, ezért az x = 3 nem lokalis szélsGértékhely.
3. eset: Mivel f/(0) =2 > 0, az = 0 lokalis minimum. Mivel f/(6) =4 > 0, az
x = 6 lokdlis maximum.

Tehét, a [0, 6] intervallumban az f(z) fiiggvénynek az x = 1 és az © = 6 pontban
van szigort lokalis maximuma. Mivel f(1) = 2 és f(6) = 1, azt kapjuk, hogy az

NLO optimélis megoldasa az x = 1 pontban van.
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y
'y
64
fl) = 2=(x — 1)?
gk 0=x<3
f) = -3+ (x - 9
sl i=x=<6
3+

=X

6. Abra

A 3.4. Példa fiiggvénye

3.5. Példa. Tegyiik fel, hogy meg akarjuk hatdrozni az x1 + 3xo = 5 egyenletd
eqyenes origohoz legkdzelebbi pontjat. Minthogy a minimum helye szempontjabol
mindegy, hogy a tdvolsagot, vagy a tdavolsdg négyzetét minimalizdljuk, azért felada-
tunk az 22 +x3 fiigguény minimalizdldsa az w1+ 3o = 5 feltétel mellett. Ez nagyon
egyszeriien megoldhato, mivel az x1 + 3xo = 5 feltételbdl kifejezziik, mondjuk x1-et
€s az

2]+ 25 = (5 — 319)* + 23, Ty € R,

figguény minimalizdaldsa az optimalitdsi feltételek felhaszndldsdval elvégezhetd.

Minimumbhelynek xo = 3/2 és x1 =5—3-3/2=1/2 adddik.
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A 7. abra azt mutatja, hogy egy-feltételes NOP esetén a stacionarius pont(ok)ban

a célfiiggvény és feltétel gradiense egy egyenesbe esik.

=
N

=

e e xS

\

— — fx)=4

VF(X,)
Ve o_)

7"\\ T f(x)=2

=T \\ =1
\ Y o xl

gx)=1 gx)=0

T f(®) =3

S

7.4abra

Egy-feltételes példa



4. fejezet

KONVEX OPTIMALIZALAS

A nemlineéris optimalizalas optimalitasi feltételeire vonatkozo tételek a vizsgalt pont
egy kornyezetében igazak. Egy fontos feladatosztaly, a konvex optimalizalési fela-
datok (KO) esetében a lokalis informaciok globalisak. Pontosabban fogalmazva, a

kovetkez6k igazak:

1. a KO lokalis optimuma globalis optimum;

2. az optimalitas elsérendi sziikséges feltétele mar elegendd az optimalitashoz,
azaz a Karush-Kuhn-Tucker feltételek, vagy mas néven a Lagrange multiplikd-

tor szabdly az optimalitast jellemzi;
3. jol hasznalhato dualitéds elmélet van kidolgozva;

4. a KO megoldasa konnyen visszavezethets konvex fiiggvények egy sorozatanak

feltétel nélkiili minimalizalasara;

5. a KO megoldasa soran a lokalis optimalizal6 algoritmusok 1épéseinek végre-

hajtasa utan a célfiiggvény értéke monoton csokken.

A most kovetkez6 részben a konvex halmazokkal és fiiggvényekkel kapcsolatos
néhany fogalmat és allitast ismertetiink Rockafellar (1970), valamint Roberts és

Varberg (1973) klasszikus konyveinek a targyalasat kovetve.

39
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4.1. Definici6. Egy A C R"™ részhalmazt konvernek neveziink, ha barmely x,,xs € A
és 0 <\ <1 esetén

(1 —=X)x; + Ax2 € A. (4.1)

Ez a definicio geometriailag azt fejezi ki, hogy két tetszéleges A halmazbeli pontot
Osszekots zart szakasz is a halmazhoz tartozik. Igy, minden affin halmaz, pl. az iires

halmaz és az R" n-dimenziés Euklideszi tér is konvex.
4.1. Tétel. Konvex halmazok tetszdleges dsszességének a metszete is konver.

Bizonyitas. A konvex halmazok a tetszGleges két pontjukat Gsszekot egyenes

szakaszokat is tartalmazzak, ezért azokat a metszet is tartalmazza. |

Adott R"-beli részhalmaz konvex burka az 6t tartalmazo Osszes konvex halmaz
metszete. Ez az adott részhalmazt tartalmazo6 legkisebb konvex halmaz. Egy kon-
vex halmaz lezartja és (relativ) belseje szintén konvex. Egy nem iires konvex halmaz
relativ belseje nem iires [54]. Altalaban, konvex halmazok uni6ja nem konvex. Két
konvex halmaz esetén a mindkét halmazban talalhat6 legnagyobb konvex halmaz
egyértelmiien meghatarozott, mivel az a metszetiik. A félterek nagyon fontos szere-
pet jatszanak a konvex halmazok korében. Barmely nemnulla ¢ € R" vektorra és
a € R valos szamra a hozzé tartozo hipersikot, ami (n — 1)-dimenzios affin halmaz,

a kovetkez6 alakban adjuk meg:

{x € R" c"x =a}.

Barmely R"-beli hipersik két zart (nyilt) félteret ad meg:

{xe R"| x> (>)a}, {xe€ R c'x<(<)a}.

Mind a négy fenti halmaz nemiires és konvex. Megjegyezziik, hogy ugyanazokat a
féltereket kapjuk, ha c és a helyett az Ac vektort és a Ao szamot tekintjiik valamilyen
A # 0 € R értékre. Egy féltér homogén, ha az « értéke nulla. A konvexitasi

tulajdonsag megdérzédik szamos algebrai mitivelet esetén.
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4.2. Tétel. Hao A C R" konvex halmaz, akkor barmely A + a eltolja és barmely \A
skaldrszorosa is konver, ahol a € R", A+a = {x+a|x € A} és \A={ x| x € A}.

Ha Ay € R" és Ay € R" konvex halmazok, akkor az Ay + Ay dsszeqgiik és kiilonb-

séqiik 1s konvex, ahol

Al + A2 = {X]_ + X2| X1 € Al,Xz € AQ} (42)

Ha Ay, ..., A, € R" konvex halmazok, akkor a MA; + -+ + N\, A, linedris

kombindcio is konvex halmaz, ahol \; € R, i =1,...,m.
Bizonyitas. Az allitasok a definiciokbol kozvetleniil kovetkeznek. |

Geometriailag, ha A > 0, akkor AA az A halmaz A-szoros nagyitasa vagy kicsi-

nyitése. A halmazalgebra egy a konvexitashoz kot6ds eredménye a kovetkezd:

4.3. Tétel. Ha A konvex halmaz és A1 > 0, Ay > 0, akkor

Tovibba, A akkor és csak akkor konvex, ha a (4.3) egyenldség barmely Ay > 0,

Ay > 0 esetén teljestil.

Bizonyitas. Tetsz6leges A halmaz esetén igaz az, hogy

(A 4+ M)A € MA+ VA

Az ellentétes iranyu tartalmazasi relacio a konvexitasbol kovetkezik feltéve, hogy

A1+ Ay > 0, mivel

AD M/ (A1 + X)) A+ (A (M + X2)) A

Ha \; = 0 vagy A\, = 0, az allitas igaz.

A forditott allitas bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy a (4.3) disztributiv szabaly
teljesiil egy adott A C R™ halmazon. Ha A\; = A\, Ao = (1 — ), 0 < A < 1, akkor
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azt kapjuk, hogy
A=XA+(1-MNA,

tehat az A halmaz konvex. [ |

Legyen B : R™ — R™ tetszbleges linearis leképezés és

BA = {Bx|x € AC R"}, (4.4

B-14; = {x/Bx € A4, C R™}.

BA az A halmaz B transzforméciéval nyert képe és B71A; az A; halmaz B!
inverzével nyert képe. A kovetkez6 allitas azt mutatja meg, hogy a konvexitasi
tulajdonség ilyen transzforméciokat alkalmazva megérzddik.
4.4. Tétel. Legyen B eqy R™-rél R™-re hatd linedris leképezés. Akkor a BA halmaz
R™-beli konvex halmaz barmely A C R" konvez halmaz esetén, és a B~1 A, halmaz
R™-beli konvexr halmaz bdrmely A; C R™ konvex halmaz esetén.
Bizonyitas. Az allitas a definiciokbol kozvetleniil kovetkezik. ]
A tétel kovetkezménye, hogy konvex halmaz altérre térténG merdleges vetiilete
is konvex, mivel a meréleges vetités lineéris leképezés.

4.5. Tétel. Ha Ay C R" és Ay C R™ konvex halmazok, akkor az
Al X A2 = {(Xl,XQ)| X4 S Al,XQ € AQ} (45)

direkt dsszegiik R™™-beli konvex halmaz.
Bizonyitas. Az allitas a definiciokbol kozvetleniil kovetkezik. ]
Masik fontos konvexitési fogalom a fliggvény konvexitas.

4.1. Definicié. Ha A C R" konvex halmaz és f : A — R fiigguény, akkor f konver,

ha az

FI(L = N)xy + Ax2) < (1= A)f(x1) + Af(x2) (4.6)

eqyenldtlenség teljesil barmely x1,x5 € A és 0 < X\ < 1 esetén.
Az f fiiggvény szigorian konvex, ha a (4.6) egyenl6tlenség szigortian teljesiil

0 < A <1ésx; # x2 esetén. Konkav fliggvények esetén a (4.6) egyenlGtlenségben
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a ”>" szerepel, affin fiiggvények esetén pedig egyenlGség. Nyilt és konvex halmazon
értelmezett konvex fliggvények fontos tulajdonsaga a folytonossag.
Az A C R" konvex halmazon értelmezett konvex fiiggvényekre teljesiil a Jensen

egyenldtlenség:

f(z)\lxz) < ZAif(Xi),

ahol x; € A,i =1,...,n, \; > 0,9 =1,...,n, és Z/\i = 1. (Lasd pl. Dancs,
=1

Magyarkuti, Medvegyev, Puskas és Tallos, 2003, 214. old.)
A 8. abra példat ad konvex és konkav fiiggvényekre, a 9. abra pedig egy fiigg-

vényre, amely se nem konvex, se nem konkav.
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j}x) Six)
A =2
— X

(a) Konvex (b) Konvex
Jix)
]

fia) = 212

- X
(c) Konkav

8. abra

Példak konvex és konkav fiiggvényekre

Y
x

9. abra

Egy fiiggvény, amely se nem konvex, se nem konkav
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A kovetkez§ tételben a differencialhato konvex fiiggvényeket jellemezziik.
4.6. Tétel. Legyen A C R" nyilt konver halmaz és f : A — R differencidlhato

fiigguény. Az f figguény akkor és csak akkor konver az A halmazon, ha az

f(x2) — f(x1) > Vf(x1)(x2 — x1) (4.7)
eqyenldtlenség teljesiil minden x1,Xo € A esetén.

Bizonyitas.

I. Ha az f fiiggvény konvex az A halmazon, akkor a (4.6) egyenlGtlenség teljesiil
barmely x1,x3 € A, X1 # X9 és 0 < X\ < 1 esetén, amibsl, A > 0 mellett,

atrendezéssel azt kapjuk, hogy

f(x1 4+ Axp —x1)) — f(Xl)'

f(x2) — f(x1) > 3

Ha a A értékével tartunk nullahoz, akkor pontosan a (4.7) egyenlGtlenséget

kapjuk. Ha x; = X9, akkor (4.7) trivialisan igaz.

II. Legyen x1,xs € Aés0 < A < 1. Mivel az A halmaz konvex, (1—\)x;+Ax, € A.

Mivel a (4.7) egyenlStlenség teljesiil minden x;,xy € A esetén, ezért

Fx1) = F(1=X)x1 + Ax2) > AV ((1 = A)xq + Ax2) (x1 — Xa),

f(XQ) - f((l - )\)Xl + /\Xg) Z —( )Vf(( )X1 + /\XQ) (Xl - XQ).

Szorozzuk be az elsG egyenlGtlenséget (1 — A)-val, a mésodikat A-val, majd a

két egyenlGtlenséget Gsszeadva azt kapjuk, hogy

(1= X)f(x1) + Af(x2) = F((1 = A)xi + Axa),

ami éppen az allitas. ]

A 4.6. Tétel geometriai jelentése az, hogy differencialhaté konvex fiiggvény tet-
sz6leges pontban vett linearis kozelitése (érintGsik) mindig a fiiggvény grafja alatt

marad.
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Ha az f fiiggvény konvex az A C R™ nyilt konvex halmazon, akkor mindig létezik
egyik oldali irAnymenti derivalt. A 4.6. Tétel nem pontos megfelelGje az egyvalto-
z6s fiiggvényekre bizonyitott allitdsnak, ami szerint f akkor és csak akkor konvex,
ha a differencialhédnyados fliggvény monoton novekvs. Tobbvaltozos fiiggvényekre
hasonlo allitas fogalmazhaté meg a monotonitasi tulajdonsig felhasznalasaval.

4.7. Tétel. Legyen A C R nyilt konvex halmaz és f : A — R" differencidlhato

fiigguény. Az f figguény akkor és csak akkor konvex az A halmazon, ha a

(Vf(x2) = Vf(x1))(x2 —%x1) = 0 (4.8)

egqyenldtlenség teljesil minden x1,Xs € A esetén.
Bizonyitas.
I. Tegyiik fel, hogy az f fliggvény konvex az A halmazon és xi,x; € A.
A 4.6. Tétel alkalmazasaval azt kapjuk, hogy

f(x2) = f(x1) = Vf(x1)(x2 —x1) > 0,

J(x1) = f(x2) = Vf(x2)(x1 — x2) > 0.

A két egyenlGtlenséget Osszeadva kapjuk az allitast:
(Vf(XQ) — Vf(Xl))(XQ — Xl) Z 0

IT. Ha x1,%9 € A, akkor 0 < A < 1 esetén (1 — \)x; + Axo € A. A Taylor tétel

alkalmazasaval azt kapjuk, hogy
f(x2) — f(x1) = Vf(Xl + 5\(X2 - X1))(X2 —X)

valamely 0 < A < 1 értékre.

Mivel a (4.8) egyenlStlenség teljesiil minden x;,x, € A esetén, ezért

(Vf(x1 + A —x1)) — Vf(Xl))S\(XQ —x1) >0,
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amibdl az kovetkezik, hogy

Vf(X1 + S\(XQ — X]_))(XQ —x1) > Vf(x1)(x2 — X1),
f(x2) = f(x1) = Vf(x1)(x2 — x1).

gy a 4.6. Tétel alapjan kapjuk, hogy az f fiiggvény konvex az A halmazon.

4.8. Tétel. Legyen A C R nyilt konvex halmaz és f : A — R kétszer folytonosan

differencidlhato figguény. Az f fiigguény akkor és csak akkor konver az A halma-

zon, ha az f figguény Hf Hesse mdtriza pozitiv szemidefinit az A halmaz minden

pontjaban.

Bizonyitas.

I1.

Ha az f fiiggvény az A halmazon konvex, akkor a 4.6. Tétel miatt a (4.7)
egyenlGtlenségek teljesiilnek. Ha az x;, Xy € A és az x1+A(Xa—x%1), 0 < A < 1,

pontokat tekintjiik, akkor azt kapjuk, hogy

F(x1 4 Axe —x1)) — f(x1) = AV (x1) (%2 — x1) >0
A =

amibdl a Taylor tétel alapjan és A — 0 hatardtmenettel adodik az allitas.

A Taylor tétel miatt x;,Xs € A esetén

f(x2) = f(x1) + Vf(x1)(x2 — x1)+

%(Xz — 1) THf (%1 + (1 — 0)x2) (x2 — x1)

valamely 0 < 6 < 1 értékre. Mivel a feltételezés szerint az f fiiggvény Hf
Hesse matrixa pozitiv szemidefinit az A halmaz tetszéleges pontjaban, ezért

az

f(x2) = f(x1) > Vf(x1)(x2 — x1)
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egyenlGtlenség teljesiil minden x1, x5 € A esetén, és a 4.6. Tételt alkalmazva

kapjuk, hogy az f fiiggvény konvex az A halmazon. |

1
Legyen f(x) = éxTQx +bTx + )\, ahol A € R, x,b € R" és Q szimmetrikus
(n X m)-es matrix. A 4.8 Tételbsl kovetkezik, hogy az f kvadratikus fliggvény
akkor és csak akkor konvex az egész téren, ha a Q matrix pozitiv szemidefinit. Az

Euklideszi tér egyik legfontosabb fliggvénye, az euklideszi norma, aminek képlete

n 1/2 1/2
| x|= (Z xf) = (xTIx) : x € R",
i=1

ahol I az (n X n)-es egységmatrix, az egész téren konvex fiiggvény. (Az allitas
bizonyitasa a norma tulajdonsiagaibol azonnal adodik.)

A konvexitasi tulajdonsagot szamos fiiggvénymiivelet is megérzi.

4.9. Tétel. Ha A C R" konvez halmaz, f: A — R konvex fligguény és ¢ : R — R
monoton novekvd konvex figguény, akkor a ¢f : A — R dsszetett fiigguény konvex.

Ha A C R" konvex halmaz, f; : A — R, i = 1,...,m, konvex figguények és
i > 0, bdrmely i-re, akkor a Y ;" N\ifi fiiggvény konver.

Konvez fiigguények tetszdleges dsszességének pontonként vett szuprémuma konvex
fiigguény.

Ha f: A — R™ konvex vektor fiigguény, azaz 1 = (fi,..., f,) minden kompo-
nense konvez fiigguény, és B : R" — R™ linedris leképezés, akkor az f(Bx), x € R",
vektor fiigguény konvex.

Bizonyitas. Az allitas a definiciokbol kozvetleniil adodik. |
4.2. Definicié. A konvex optimalizdldsi feladat (KO) a kovetkezd:

min f(x)
(4.9)
9i(x) <0, i=1,....m, x€R"
ahol az f és g;, 1 = 1,...,m, fiigguvények konvexek az egész téren vagy annak eqy

nyilt konvex részhalmazan.
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4.10. Tétel. A (4.9) KO minden lokdlis minimuma globdlis minimum.
Bizonyitas. A tétel bizonyitasa indirekt uton torténik. Tegyiik fel, hogy a (KO)
x* pontbeli lokalis minimuma nem globalis. Ebbdl kévetkezik, hogy van olyan x**
megengedett megoldas, hogy f(x*) < f(x*).
Tekintsiik az x* és az x** pontokat dsszekotd x*+ A(x™ —x*), 0 < A < 1, egyenes

szakaszt és az x* pont olyan U(x*) konvex kornyezetét, amelyben
f(x*) < f(x), xeU(x"). (4.10)

Mivel a g;, i = 1,...,m, fiiggvények konvexitasa miatt a (KO) megengedett tarto-
méanya konvex halmaz, ezért az x* és az X pontokat 0sszekots egyenes szakasz
minden pontja megengedett.

Legyen az X = x* + \(x™ —x*) € U(x*), X # x*, pont tetszGlegesen vélasztva az
adott konvex kornyezetben. Az f fiiggvény konvexitasa, 0 < X < 1és f(x**) < f(x*)

miatt

F A =x7)) < (1= N F(x) +Af(x™) < fx7),

ami (4.10) miatt ellentmondés. Ezzel belattuk az allitast. |

A (4.9) KO esetén a (3.9) els6rendd sziikséges optimalitési feltétel egyben ele-
gendd feltétel is, azaz az els6rendii optimalitasi feltétel teljesiilése biztositja a globalis
minimalitast.

4.11. Tétel. Tegyiik fel, hogy a (4.9) KO-ban az [ és g;, i = 1,...,m, figgvények
differencidlhatoak és az X* megengedett ponthoz taldlhatok olyan A € R™ Lagrange

szorzok, amikre a

VieL(x*, A) = VF(x*) + > \Vgi(x*) =0, (4.11)
=1

>0, (4.12)

Aigi(x*) =0, 1=1,...,m, (4.13)

feltételek teljesiilnek. Akkor az x* pont a KO globdlis minimuma.
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Bizonyitas. A /.9. Tétel miatt
L(X,A):f(X)—FZ)\ZgZ(X), XGR”, }‘207
i=1

fiiggvény konvex az x valtozoban. A 4.6. Tétel miatt barmely két, x és x* megen-

gedett pontra teljesiil az, hogy
f(x)+ Z Aigi(x) — f(x") — Z Aigi(x7) = Vi L(x*, A) (x — x7). (4.14)
i=1 i=1

A (4.14) egyenl6tlenséghbdl a (4.11) és (4.13) egyenldségek felhasznéalasaval azt kap-
juk, hogy

£+ 3" hgi (%) = S

ami (4.12) miatt éppen az allitas. |

4.1. Példa. Egy cég 10 000 dollart akar reklamra kolteni. Percenként 3000
dollarba keril a hirdetés a televizioban, mig percenként 1000 dollarba a rddi-
oban. Ha a cég x perc televizios és y perc radios reklamidot wvesz, akkor
flx,y) = =222 — y? + 2y + 8x + 3y bevétele lesz (ezer dolldrban). Hogyan tudja a

cég maximalizdlni a bevételét?

Megoldas. A kivetkezd NLO feladatot akarjuk megoldani (a felirdsban eltekintink

a nemnegativitdsi feltételektdl):

max f(z,y) = —22% — y* + 2y + 8z + 3y

3z +y =10, (z,y) € R%

Ekkor L(z,y, ) = —22° — y* + 2y + 8z 4 3y + p(10 — 3z — y), (x,y, pn) € R

Felirjuk a
oL 0L 0L
ax ay aﬂ ) (1‘7 y’ /‘L) 6 )

egyenleteket. Azt kapjuk, hogy
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oL
— =4 8—3u=0 4.1
o r4+y+ ! , (4.15)
oL
— =-2 3—pu=0 4.16
oL
o 10— 3z —y =0, (z,y, 1) € R>. (4.17)

Vegyiik észre, hogy 10 — 3x —y = 0 dtirhaté 3x +y = 10 alakra. A (4.15)
egyenlethdl y = 3u — 8 + 4z, (4.16)-bdl pedig v = p — 3 + 2y adodik. Tehdt
y=3u—8+4(u—3+2y)="7u—20+8y, azaz

20
y=—# (4.18)
20 19
x:p—3+2(7—u>:7—u. (4.19)

A (4.18) és a (4.19) dsszefiiggéseket (4.17)-be behelyettesitve kapjuk, hogy

19 20 1
10 — 3 <7 —u) — (7 —,u) =0, azaz 4up — 1 = 0, azaz p = T Innen (4.18)

és (4.19) alapjdin

_ 20 1.7
Y=7 717 %
19 1_69

7 4 28

H (z,y) = : (z,y) € R*.

Mivel mindegyik elsérendd féminor negativ és a Hesse mdtrix determindnsa
7 nagyobb mint 0, az f fiigguény konkdv. A feltétel linedris, ezért a Lagrange-szorzok

modszere az NLO feladat optimdlis megolddsdhoz vezet.

Tehdt a cégnek 2_8 perc televizids és ;—2 perc radios reklamiddt kell vasdrolnia.
Mivel pp = 7 tovabbi A ezer dolldr rekldmra koltése (kis A esetén) a cég bevételét
kozelitdleg 0,257 ezer dolldrral névelné.

Altaldban, ha a cég § ezer dollart koltene rekldmra, megmutathatd, hogy
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11-94
W= — Ldthato, hogy minél tobbet kéltenek reklamra, az 1ujabb o ezer dolldrnyi

rekldmkoltség hatdsa a bevétel novekedésére egyre kisebb.

4.2. Példa. Mutassuk meg, hogy adott x1,xs, ..., x, szimok esetén

n n 2
i=1 i=1

és az eqyenldség pontosan akkor teljesil, ha v1 =19 = -+ = x,,!

Megoldas. Tegyiik fel, hogy x1 + x9 + - - - + x, = c. Tekintsik a

min f(x) = ix?
i=1

. (4.20)
in =c, x € R",
i=1
NLO feladatot. A (4.20) feladat megolddsihoz képezziik az
L (xl)x% <oy T, M) = x%—i_z‘g—i_ ’ +xi+:u (C — X1 — T2 — xn) 5 (X, /~L) € Rn+17

Lagrange-fiigguényt. Ekkor (4.20) megolddsihoz olyan (xy,xa,...,Tn, u) € R"

vektort kell taldlni, amelyre

axi:2xi—,u— , 1=1,2,...,n,
g—i:c—xl—xg—---—:vnzo, (x, ) € R™
A gj =0, 1=1,...,n, dsszefiiggésekbdl kapjuk, hogy 2z, = 2%y = --- = 2T, = [,
azaz x; = g A g—i =0 (')'sszefiiggésbo”lc—n?ﬁ =0, azazpn = % adodik. A célfiigguény

konvez (n konver fiigguény dsszege) a feltétel pedig linedris, tehdt a Lagrange-szorzok

mddszerével eldall (4.20) optimdlis megolddsa:

2 n

2c
@:@:5 és f(i):n(C—Q):C—Q.
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Ezért, ha
i=1
akkor )
n 2 n
c
Sten(S) = (50
i=1 n i=1
és eqyenldség pontosan akkor teljesiil, ha r1 = o = - - - = x,,.

Ha olyan f(x), x € R", fiiggvényt probalunk meg maximalizalni, amely tobb
fiiggvény szorzataként all els, akkor gyakran konnyebb a (n f fiiggvényt maximali-

zalni helyette. Mivel a logaritmus fiiggvény névekvs, ezért barmely olyan x* € R,

amely maximalizalja az In f (1, xo, ..., z,) figgvényt az (z1, 2, ..., x,) értékek va-
lamilyen lehetséges tartomanyan, maximalizalni fogja az f (21, xe, . .., x,) fliggvényt
is az (x1,x9,...,2,) értékek ugyanezen lehetséges tartomanyan. A fentiekben ter-

mészetesen feltessziik, hogy azok a fiiggvények, amelyekre a In fliggvényt alkalmazni

akarjuk, csak pozitiv értéket vesznek fel a megengedett tartoményban.
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5. fejezet

ALTALANOSITOTT KONVEX
FUGGVENYEK

Ebben a részben a konvex fiiggvények altalanositdsai koziil a kvazikonvex és a
pszeudokonvex fiiggvényeket targyaljuk. A kvazikonvex fiiggvényeknek széamos
ekvivalens definicija van. Itt az als6 szinthalmazok konvexitasat emeljiik ki. Megje-
gyezziik, hogy a kvazikonvex és a pszeudokonvex fliggvények értelmezési tartomanya
mindig konvex halmaz.

5.1. Definici6. Legyen az [ figgvény az A C R"™ konvexr halmazon értelmezve. Azt

mondjuk, hogy az f kvdzikonver, ha az

L(f,c) = {x e A[f(x) <c} (5.1)

also nivdhalmazok konvexek minden valds ¢ értékre.

Minden konvex fiiggvény kvazikonvex, de forditva nem mindig igaz. A diffe-
rencialhato kvazikonvex fiiggvényeket Arrow és Enthoven (1961), valamint Crouzeix

(1980) jellemezte.
5.1. Tétel. (Arrow és Enthoven, 1961) Legyen az f figguény differencidlhatd a nyilt
és konver A C R™ halmazon. Az f fligguény akkor és csak akkor kvdzikonvex, ha
barmely X1,Xo € A esetén
f(x1) < f(x2) = Vf(x2)(x1 — x2) <0, (5.2)
55
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ahol a Vf sorvektor az f fiigguény gradiense.

Bizonyitas.

I.

I1.

Ha az f fiiggvény kvéazikonvex, akkor

f(x1) < f(x2) = f(Ax1+ (1 = N)x2) < f(x2)
barmely 0 < A < 1 értékre. Ebbdl kovetkezik, hogy
f(Xz + A% — Xz)) — f(x2)

A
és pozitiv A értékekkel a 0-hoz tartva, azt kapjuk, hogy

<0,

Vf(XQ)(Xl — Xg) S 0

Ha x;,x5 € A két tetszbleges pont, akkor az altalanossag megszoritasa nélkiil

feltehetjiik, hogy f(x1) < f(x2).
Az allitas bizonyitasdhoz elegend6 azt belatni, hogy az alabbi
FA) = f(Ax1+(1-N)x2), 0< A<,

egyvaltozos fliggvény kvéazikonvex, azaz F(A) < F(0) barmely 0 < A < 1

értékre.

Tegyiik fel, hogy valamely 0 < A <1 értékre F'(\) > F(0). Mivel F(1) < F(0),
ezért van olyan A\ > 0 érték, amelyre F(0) < F(\g) és F'(\o) < 0. Igy,

F'(Xo) = Vf(x0)(x1 — x2) <0, (5.3)

ahol xg = A\ox;1+(1—Ag)x2. Mivel f(x3) < f(xg), ezért az (5.2) tulajdonsaghol
kovetkezik, hogy
Vf(Xo)(XQ - XQ) S 0.

Atrendezés utan és Ap-al valé osztas utan azt kapjuk, hogy

Vf(x0)(x1 —x2) > 0,
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ami ellentmond az (5.3) egyenlGtlenségnek, és igy bizonyitottuk az &allitast. W

5.2. Tétel. (Arrow és Enthoven, 1961) Ha az [ € C? fiigguény kvdzikonver az

A C R"™ nyilt és konvex halmazon, akkor

X€EA veR" Vfx)v=0 = vIHf(x)v>0, (5.4)

ahol Hf az f fiigguény Hesse mdtrixdt jelenti.

Bizonyitas. A bizonyités indirekt. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény kvazikonvex,
Vf(x)v = 0 és az allitassal ellentétben vI Hf (x)v < 0 valamilyen x € A és v € R"
vektorok esetén. A Hesse matrix folytonossiaga miatt 1étezik olyan ¢ > 0 érték,

amelyre

1% —x|| <e = vIHf (A& + (1 - VDx)v <0, %€ A, (5.5)

barmely 0 < A < 1 esetén. Ha X = x+ puv, 0 < p || v ||< &, valasztassal, akkor

(5.5) a kovetkezd formaba irhato:
(% —x)THf A% + (1 — M)x) (X —x) < 0. (5.6)
A Taylor tétel alkalmazasaval azt kapjuk, hogy
FE) = 00+ TFE %) + 5%~ ) HF (% + (1 ) (%~ x)
teljesiil valamely 0 < A < 1 értékre, és (5.6) miatt pedig az
f®) < f(x) (57)

egyenltlenség teljesiil.

Ha x = x+pu(—v), akkor hasonl6 meggondolassal kapjuk, hogy
F(%) < f(x). (5-8)

1
Mivel x = 5(5{ +X), az (5.7) és (5.8) egyenlGtlenségekbdl az kovetkezik, hogy az f
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fiiggvény nem kvazikonvex, ami ellentmondés. Ezzel bebizonyitottuk az allitast. W
5.3. Tétel. (Crouzeiz, 1980) Ha a nyilt és konver A C R"™ halmazon értelmezett

f € C? fiigguény teljesiti az

Xx€A VIx)=0 = v Hf(x)v>0, Vv #D0, (5.9)

XCA veR" Vfx)v=0 = v Hf(x)v>0, (5.10)

feltételeket, akkor az f fligguény kvdzikonver.
5.1. Kévetkezmény. Legyen az f € C? fiiggvény értelmezve az A C R"™ nyilt és
konvex halmazon, és tegyiik fel, hogy Vf(x) # 0,V x € A. Az [ figguény akkor és
csak akkor kvdzikonvex, ha az (5.10) tulajdonsdg teljestil.

Crouzeix (1980) egy megjegyzése szerint az (5.9) feltételt helyettesitve az

x € A, Vf(x)=0 = f-nek x-ben globdlis minimuma van; (5.11)

feltétellel, az 5.3. Tétel érvényben marad.

Mangasarian (1965) vezette be a differencidlhat6é pszeudokonvex fiiggvényekre
vonatkozo6, méig legszéleskoriibben alkalmazott definiciot.
5.2. Definici6. Az A C R" nyilt és konvex halmazon értelmezett differencidlhato

f fligguényt pszeudokonvernek nevezzik, ha bdrmely x1,Xs € A esetén

f(x1) < f(x2) = Vf(x2)(x1 —%2) <0, (5.12)
vagy mds formaban

Vi(x2)(x1 —%2) 20 = f(x1) > f(x2).

A definiciokbol kovetkezik, hogy minden differencialhaté konvex filiggvény
pszeudokonvex, és minden pszeudokonvex fiiggvény kvazikonvex. A kovetkezs

allitas, ami az el6z6k kovetkezménye, a pszeudokonvexitas jellemzését adja.
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5.4. Tétel. Legyen az f € C? figguény az A C R™ nyilt és konvex halmazon értel-
mezve. Az f fligguény akkor és csak akkor pszeudokonvex, ha
x €A, Vf(x)=0 = f-nek az x-ben globdlis minimuma van, (5.13)

XE€A vER" Vf(x)v=0 = v Hf(x)v>0. (5.14)

Bizonyitas.

I. Ha az f filiggvény pszeudokonvex, akkor kvéazikonvex is, és az 5.2. Tétel
Vf(x2) =0, xo € A, esetén f(x2) < f(x), x € A, ami azt jelenti, hogy az
(5.13) tulajdonsag is teljesiil.

II. Ha az (5.13) és (5.14) tulajdonsagok teljesiilnek, akkor az 5.3. Tétel és (5.11)
szerint az f fliggvény kvéazikonvex. Az 5.1. Tétel szerint, barmely x;,x; € A
esetén

f(x1) < f(x2) = Vf(x2)(x; —x3) <0. (5.15)

Tegyiik fel, hogy az f fliggvény nem pszeudokonvex. Akkor léteznek olyan

x;, x5 € A vektorok, amelyekre az teljesiil, hogy

fx7) < f(x3) & Vf(x5)(x] —x3) > 0.

Az (5.15) tulajdonsiagbol azt kapjuk, hogy

VF (x3)(x; — x3) = 0. (5.16)

Ha Vf(x3) = 0, akkor az (5.13)-bol kovetkezik, hogy az f fiiggvénynek globélis
minimuma van az X; pontban, ami ellentmond annak, hogy f(x}) < f(x3).

Ha Vf(x3) # 0, akkor az {x € A|f(x) = f(x3)} hiperfeliilet x; pontbeli érin-
tGtere tartalmazza az xj pontot az (5.16) képlet szerint. Masrészt, f(x}) < f(x3),

ezért az x; pontnak létezik olyan U(x]) kornyezete, hogy

fx) < f(x3), xeUx)),
azaz az érintGtér mindkét oldalan vannak az U(x]) halmaznak pontjai, ami ellent-

mond az f fiiggvény kvazikonvexitédsanak. |
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6. fejezet

LAGRANGE DUALITAS ES
NYEREGPONT

Ebben a részben bevezetjiik a Lagrange dual problémét, majd bebizonyitjuk a
gyenge és az erGs dualitasi tételt.

Tekintsiik a kovetkez6 nemlinearis optimalizalasi feladatot:

min f(x)
hj(x)=0, j=1,...p,
’ (6.1)
gz(X) >0, =1, , M,
xe ACR".
A (6.1) primal feladat Lagrange dual feladata a kovetkezd:
max < inf L(x, g, A
mw{%A( # % (6.2)

pweR, A>0, AcRm
ahol L(x, p, A), a (6.1) feladat Lagrange fiiggvénye, a (3.2) képletben van megadva.

Adott nemlinearis optimalizalasi feladat esetén, a feltételek kiilonb6z6 formaban

torténd megadasatol fiiggéen kiilonboz6 dual feladatokat nyeriink, amik a feladat
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megoldasanak hatékonysagara lehetnek hatéssal. Tovabba, a dudl feladatban a fel-
tételek figyelembevételére lehetGség van a Lagrange fiiggvényben vagy az A halmaz

meghatarozasakor.

6.1. Példa.

Tekintsik a kévetkezd primdl feladatot:

min x? + 22
9(x) = a1+ a2 —4 >0,

x1 20, 29 >20.

Az optimdlis megoldds (x5, x5) = (2,2), ahol a célfigguény értéke 8.

A dudl feladat a kévetkezd:

Hl)?JX{ inf L(x,\)} = max inf ){a:f + a5 — ANz + 23 —4)| 21 >0, 29 >0}

(x1,22) A (w122

A>0.

Mivel

inf L(x,\) =inf {27 — Az1| 2y > 0} +inf{al — Azg |29 > 0} + 4,
Tl T2

(w1,22)

e fliigguény infimumdnak helye

ha A>0,

ha A< 0.

Ebbdl kovetkezik, hogy a dudl feladat explicit alakja

1
max —5)\2 +4A

A>0.
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Mivel a célfiigguény konkdv, a \* = 4 pontban a dudl feladatnak globdlis mazimuma
van, tovabbd, a dudl feladat optimumeértéke 8, ami megegyezik a primal feladat opti-
mumeértékével.

6.1. Gyenge dualitasi tétel.

Ha X megengedett megolddsa a (6.1) primdl feladatnak és (i, X) megengedett
megolddsa a (6.2) dudl feladatnak, akkor

f(X) > inf L(x, ,u,)\) (6.3)

XEA

gedettségébdl kovetkezik, hogy
p m .
inf L(x, i, A) —;gg{f(X)JrZuj Zkgz }_
p
R) + Y Jighi ZAzgz < f®),
j=1

ami éppen az allitas. |

6.1. Kovetkezmény. A primadl probléma infimuma nagyobb vagy eqyenld, mint a

dudl probléma szuprémuma, azaz

inf{f(x),x € M[h,g]NnA} > sup{mf{L(x wA)| peR, A> 0}. (6.4)
X (1,)

6.2. Kovetkezmény. Ha X megengedett megolddisa a (6.1) primdl feladatnak,

(1, X) megengedett megolddsa a (6.2) dudl feladatnak és

~ < . ~ N
fx) < inf L(x, i, A),

akkor X optimdlis megolddsa a (6.1) primdl feladatnak, a (1, 3\) pedig a (6.2) dudl
feladatnak .

6.3. Kovetkezmény. Ha

inf{f(x),x € M[h,g]NA} = —o0, akkor in£ L(x,pu,A) = —oc0, Yue R, A> 0.
X bS]
(6.5)
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6.4. Kovetkezmény. Ha

sup { infL(x,;L,)\)' peR, N> O} = 00, (6.6)

(k) [ X€4

akkor a primdal problémanak nincs megengedett megoldasa.

A 6.1. Kévetkezmény szerint a primal probléma infimuma nagyobb vagy egyenld,
mint a dual probléma szuprémuma. Ha a (6.4) egyenlGtlenség szigora, akkor

dualitdst résrél beszéliink.

Elvalasztasi tétel. Ha A C R"™ nem fres, zdrt konver halmaz és'y ¢ A, akkor

létezik olyan p € R™ nem nulla vektor és o € R érték, amelyekre

ply>a & px<a, x € A.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy mivel az A C R"™ nem iires, zart konvex halmaz

ésy ¢ A, ezért létezik olyan egyediili x* € A pont, amelyre
(x=x)(y—x) <0, x€A4,

és A pontjai koziil ez az x* pont van a legkozelebb az y ponthoz az euklideszi

metrikiban mérve. A p = y — x* & a = x*T(y — x*) helyettesitésekkel pedig

kozvetleniil megkapjuk a kivant egyenlGtlenségeket.

A tétel feltételeibol kovetkezik, hogy inf{||y —x|| |x € A} = v > 0 és létezik olyan
{xu} € A sorozat, amelyre [ly = x| — 7. Megmutatjuk, hogy az {x,.} Cauchy
sorozat, ezért van x* hatarértéke. A Paralelogramma tételt (pl. Dancs és Puskas,

2001, 206.old.) alkalmazva azt kapjuk, hogy

5k — %2 = 20l — VI + 2015 — 12 — Ik + %0 — 2y =
Xk T Xm g2

2lxi = yII” + 2lxm = yIIP 4=~y

X + X,

Mivel (x5 +x,,)/2 € A, ezért a 7 definiciojabol adodik, hogy || 5

_yH2 Z 727
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igy

¢ — ximl* < 230 = yII* + 2l — ¥ — 497

A k és m indexeket elég nagyra valasztva, az ||x; — y||* és az ||x,, — y||* értékek
tetszolegesen kozel lesznek a 72 értékhez, ezért ||x; —x,,||? is tetszélegesen kozel lesz
a nulldhoz. Ebbdl kovetkezik, hogy {x;} Cauchy sorozat, aminek van x* hatarértéke.
Mivel az A halmaz zart, ezért x* € A. Azt kell még megmutatni, hogy csak egy
ilyen tulajdonsagu pont létezik. Tegyiik fel, hogy 1étezik egy masik X* pont, amelyre
ly — x*|| = |ly — X*|| = 7. Az A halmaz konvexitasa miatt, (x* +X*)/2 € A. A
haromszog egyenl6tlenséget alkalmazva

SVES

* 1 =k
ly — Hy—XH+jW—XH=%

«, e,

Ezért egyenlség teljesiil és y — x* = Ay — X*) valamely X értékre.
Mivel ||y — x*|| = [[y — X*|| = 7, ezért |A\| = 1. Azonban A\ # —1, mivel ellen-

kez$ esetben y = (x* 4+ X*)/2 € A, ami ellentmond az y ¢ A feltételnek. Igy A\ = 1

és X* = X*, ami az egyértelmiséget bizonyitja.

A bizonyitas befejezéséhez meg kell mutatni, hogy az
(x—x) (' —y) 20, x€A

egyenlGtlenségek teljesiilése sziikséges és elegendd feltétele annak, hogy az x* € A

pont legyen a legkdzelebb az y ponthoz.

Az elegendGség bizonyitasahoz tekintsiink egy tetszéleges x € A pontot. Akkor,

ly = x[* = lly = x" +x" = x> = ly = x| + |x" = x|* + 2 (x" =x)" (y —x).

Mivel a feltételezésiink szerint (x* — x)” (y —x*) > 0, és ||x* — x||? > 0, ezért azt
kapjuk, hogy

ly =xI* = lly =x"[I,  x€ A4,
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ami azt jelenti, hogy az x* pont van a legkozelebb az A halmazban az y ponthoz.

A sziikségesség bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy
ly =x* > [ly =x"*,  xe€A

Legyen x € A tetszéleges, akkor x* + A (x —x*) € A elegendGen kicsiny A > 0

értékre. Ezért,

és
ly =x" = A(x = x) ? = [ly = x| + A[lx — x> + 22 (x = x7)" (x" — ).
A fenti relaciokbol kovetkezik, hogy
Ax — x*)? + 20 (x — x*)T (x* —y) >0, x € A,

minden elegendGen kicsiny A > 0 értékre. Az egyenlGtlenség mindkét oldalat osztva
a A > 0 értékkel, majd a A értékkel nullahoz tartva kapjuk az allitast. |

Az elvilasztasi tételek a konvex analizis legfontosabb tételei kozé tartoznak.
Geometriailag a most bizonyitott tétel azt jelenti, hogy ha adott egy pont tetszéleges
konvex halmazon kiviil, akkor létezik olyan a pontot tartalmaz6 hipersik, amelyik
nem metszi a konvex halmazt. A kovetkezményként megfogalmazott Legkdzelebbi
pont tétel és Tompaszig-tétel megtalalhato, pl.a Dancs és Puskas (2001) jegyzet
273., illetve 275. oldalain.

6.5. Kovetkezmény (Legk6zelebbipont tétel). Ha A C R™ zdrt konver halmaz,
akkor tetszdleges y € R™ ponthoz van az A halmaznak egyértelmiden meghatdrozott

legkozelebbi pontja.
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6.6. Kovetkezmény (Tompaszog-tétel). Ha A C R"™ zart konvex halmaz és

x* € A az A halmaznak eqy'y ¢ A ponthoz legkozelebb esd pontja, akkor

(y—x)T(x—x") <0, xe€A

6.1. Lemma. Legyen A C R" konvex halmaz, o : R — R, —g : R" — R™ konvez
fiiggvények és a h : R™ — RP leképezés affin, azaz h(x) = Ax —b, x € R", ahol

A (p x n)-es mdtriz és b € RP. Tekintsik a kivetkezd két rendszert:

a(x) <0, h(x)=0, g(x) >0, x€cA, (6.7)

Sa(x) +pu'h(x) = ATg(x) >0, x € A, (6, A1) >0, (5, u”, A1) £0.  (6.8)

Ha a (6.7) rendszernek nincs megolddsa, akkor a (6.8) rendszernek van (8, ™, \T)T

megolddsa. Ha 6 > 0, akkor az dllitdis megforditdsa is igaz.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a (6.7) rendszernek nincs megoldésa. Mivel az

a, —g fiiggvények konvexek, a h affin, ezért a

B={B3,r",q")"|3 > a(x), r=h(x), q> —g(x), valamely x € A pontban}

(6.9)
halmaz konvex. A feltevés szerint a (6.7) rendszernek nincs megoldasa, ezért
(0,07,0")T ¢ B. Ha (0,07,07)” ¢ cl B vagy (0,07,07)” € ¢l B, ahol cIB jeldli a
B halmaz lezartjat, akkor az Elvdlasztdsi tétel szerint létezik olyan (5, u”, A1)T # 0,

amelyre

68+ uTr+ATq >0, v(B,r",q")" € clB. (6.10)

(A (0,07,07)" € cl B esetben létezik olyan (8,,r%,qi)T ¢ cl B, k = 1,2, ... soro-
zat, amelyre klim By, rE, qb)T = (0,07,07)T. Az Elvdlasztdsi tétel szerint ehhez a
sorozathoz megadhato olyan (Jy, i, Af)T, k = 1,2, ... sorozat, amelyre az teljesiil,

hogy || (0k, i, AP = 1,Vk és

0kB + i Te + Ak < 0kB+ pir +Afq,  V(B,r",q")" €dB.
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Mivel a (5k,u{,/\;‘f)T, k = 1,2,... sorozat korlatos, ezért van konvergens részso-
rozata. Az Elvdlasztdsi tétel felhasznalasaval nyert szigoru egyenlGtlenségekbdl te-
kintsiik a konvergens részsorozathoz tartozokat, majd a ¢/ B halmaz minden elemét

lerogzitve és elvégezve a hataratmenetet kapjuk az éllitést.)

Legyen X € A. Mivel a (3 értéke és a q vektor komponensei tetszélegesen nagyok

lehetnek, a (6.10) egyenldtlenség csak akkor teljesiilhet, ha § > 0 és A > 0. Tovabba,
R T
B = (o). WR), @) €an
A (6.10) egyenlStlenségbdl kovetkezik, hogy
sa(X) + pu'h(x) — ATg(x) > 0. (6.11)

Mivel a fenti egyenlétlenség teljesiil minden X € A pontban, ezért a (6.8) rendszernek
van megoldasa.
Az allitas megforditasanak az igazolasédhoz tegyiik fel, hogy a (6.8) rendszernek

van (0, u”, A1)T megoldasa, amire teljesiilnek a
sa(x) +p'h(x) — ATg(x) >0, x€A, §>0, A>0,

egyenlGtlenségek. Legyen X € A olyan vektor, amelyre —g(X) < 0 és h(X) = 0.
Mivel A > 0, a fenti egyenlStlenséghdl kovetkezik, hogy da(X) > 0. A § > 0 és az
a(X) > 0 egyenldtlenségek miatt a (6.7) rendszernek nincs megoldasa, ami az allitast
bizonyitja. |
A kovetkezs tételben megmutatjuk, hogy a primél és a dual feladat optimé-
megfelelGen valasztott regularitési feltételek mellett.
6.2. Erds dualitasi tétel.
Tegyiik fel, hogy A C R nem tres konver halmaz, —g; : R* — R, 1 =1,...,m,
konvex figgvények, hj, j = 1,....p, affin figgvények, azaz h(x) = Ax — b, ahol

A adott (p x n)-es mdtriz, b € RP rogzitett vektor, és létezik olyan X € A vektor,
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amelyre

g(X) >0, h(X)=0, O0cinth(A), (6.12)

ahol h(A) = {h(x) | x € A}. Akkor

igf{f(x),x € Mh,glNnA} = (s;;a){igi{L(x,u,AN peR, A> 0}. (6.13)
Ha a primdl feladatban a célfigguény értéke véges, akkor a dudl feladatban s
véges és felvétetik. Ha a primdl feladat optimadlis megolddsa X*, a dudl feladaté
(T, X akkor X g(x*) = 0.
Bizonyitas. Jelolje a primdl feladat optimalis célfiiggvény értékét . Ha
v = —o0, akkor a 6.1. Kdvetkezmény miatt az optimélis dudl célfiiggvény érték is
—00, ezért (6.13) igaz. Tegyiik fel, hogy a v érték véges, és tekintsiik a kovetkezs

rendszert:
f(x)=7<0, h(x) =0, gx >0 xcACR" (6.14)

A 7 definicioja miatt a (6.14) rendszernek nincs megoldéasa. A 6.1. Lemma &llita-
sabol kovetkezik, hogy a megfelels (6.8) rendszernek létezik nem nulla (&, u”, AT)7,
(6,A1)T > 0, megoldasa.

Elgszor megmutatjuk, hogy 6 > 0. Tegyiik fel az allitassal ellentétben, hogy
d = 0. A feltevések miatt létezik olyan X € A vektor, amelyre h(X) = 0 és
g(Xx) > 0. Ezt behelyettesitve a (6.14)-nek megfelelg (6.8) rendszerbe azt kap-
juk, hogy —ATg(xX) > 0. Mivel g(X) > 0 és A > 0, ezért A'g(X) < 0 csak
akkor lehetséges, ha A = 0. Mivel (6,A")” = 0, ezért u"h(x) > 0, x € A.
Azonban a 0 € int h(A) feltétel miatt tudunk talalni olyan x € A vektort,
amelyre h(x) = —ep, ahol ¢ > 0. Ezért 0 < pTh(x) = —¢||p||?, amibél kovet-
kezik, hogy pu = 0. Tehat, a 6 = 0 feltevésbél adodik, hogy (8, T, AT)T = 0, ami
ellentmondas. Igy belattuk, hogy § > 0.
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A (6.14)-nek megfelels (6.8) egyenldtlenség

5(f(x)—7)+uTh(x)—)\Tg(x) >0, x€ACR", (5,AHT>0, (6 u",2DHT£0.

(6.15)
Ezt osztva a § értékkel:
L 7 Lir n
fx) +5p h(x) = X g(x) 27, xe AC R, (6.16)

ami azt mutatja, hogy

1 1
i —p, =) >
i L(x, sp, 5A) 2 7.

A Gyenge dualitdsi tételt alkalmazva kapjuk a (6.13) egyenlGséget.

Tegyiik fel, hogy x* a primél feladat optimdlis megoldasa és f(x*) = ~. A
6.1 Lemma és (6.14) szerint a dudl feladatnak is van optimalis megoldésa. A (6.16)
egyenlGtlenséget tekintve az x* pontban adodik, hogy ATg(x*) < 0. Mivel A > 0
6s g(x*) >0, ezért ATg(x*) =0, ami az allitas. [

Az Erés dualitdsi tételben a (6.12) feltételek a Slater feltétel (3X € A tgy, hogy
g(X) > 0) altalanositasanak tekinthetSk. Az Erds dualitdsi tétel specialis eseteként

adodik a linearis optimalizalas dualitasi tétele.
6.3. Nyeregpont tétel.

Ha A C R" nem fdres halmaz, f,g;,hj:R" — R, i =1,...,m; j=1,...,p,
figguények és léteznek x* € A C R™, (w7, X*")T € R? x R™, \* > 0, gy, hogy

L(x*, p, A) < L(x*, ", A*) < L(x, p*, X%,
(6.17)
x € ACRY, (W, AT € RP x R™, X >0,

akkor x* a primdl feladat és (", N7 a dudl feladat megolddsa.

Megforditva, tegyik fel, hogy A konver halmaz, —g;;i = 1...,m, konvex,
hj,i=1....p, affin figgvények és a (6.12) feltétel teljesil. Ha x* a primdl feladat
egy optimdlis megolddsa, akkor léteznek olyan (w7, X*1)T € R x R™, A* > 0,

vektorok, amelyekre teljesiilnek a (6.17) egyenldtlenségek.
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Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy léteznek olyan
x*c ACR", (W' XT)Tc R xR™ X >0,

vektorok, amelyekre a (6.17) egyenldtlenségek teljesiilnek. Mivel

FO) 4 () = D Nigi(x?) = L(x", i, X) < L(x*, " X),
i=1 i=1 (6.18)

(b7, A7) € R x R™, A >0,

ebbdl kovetkezik, hogy
h(x)=0 & gx') =0,

tehat, x* a primal feladat egy megengedett megoldasa. A (6.18) egyenlGtlenséghdl
a X =0, p= 0 valasztas mellett kovetkezik, hogy A g(x*) < 0. Mivel A* > 0 és
g(x*) > 0, ezért X g(x*) = 0.

A (6.17) egyenlGtlenségek alapjan

FO) = FO)+ Y by (x) = Y Nigi (x*) = L(x*, ", A7) <
7= , Tt (6.19)
L(x,p*, X) = f(x) + Zﬂihj (x) — ZAjgi(X) , XEA,

amibdl kovetkezik, hogy f(x*) < ;i(Iel,faxL(X’ TR

Mivel x* a primél feladat egy megengedett megoldasa és A* > 0, a 6.2. Kivet-
kezménybdl azt kapjuk, hogy x* a primél feladat és (u*T, A*T)T pedig a dudl feladat
optimalis megoldasa.

A forditott irany bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy x* a primél feladat egy opti-
maélis megoldasa. Az Erds dualitdsi tétel miatt léteznek olyan (p*7, )\*T)T, A" >0,

Lagrange szorzok, amelyekre

Fx) = imf Lo, A7) e ATg(x") =0, (6.20)
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amibdl kovetkezik, hogy

f(x") = 1nfL(x ) < f(x +Z,u] Z’\*gl (x, u*, A"), x€ ACR"
Mivel X*Tg(x*) = p*Th(x*) = 0,

L(x*, p*, A") = +Zuj z:)\*gZ )< L(x,u",A"), xe€ACR"

ami éppen (6.17) masodik egyenlGtlensége. Az elsG egyenlGtlenség trivialisan teljesiil
(6.17)-ben a A" 'g(x*) = 0, h(x*) = 0, g(x*) > 0, XA > 0, relaciok miatt, ami a tétel
allitdsat bizonyitja. [ |

A Karush-Kuhn-Tucker és a nyeregpont feltételek kozott szoros kapcsolat van,
mivel a benniik szerepl§ Lagrange szorzok konvexitasi feltételek mellett megegyez-
nek. A dualités elmélet mélyebb targyaldsa megtalalhato pl. Ujvari (2001) jegyze-

tében.



7. fejezet

VALTOZO METRIKAJU
MODSZEREK

Ez a fejezet az NLO megoldéasara szolgald iteracios modszerek csaladjaba tartozo,
valtozo metrikdji maodszerek elméleti megalapozaséaval foglalkozik. A valtozé metri-
kaji modszerek onnan kaptik a neviiket, hogy a csékkenési irdny? meghatirozasa-
hoz minden iteraciés pontban bevezetiink egy szimmetrikus, pozitiv definit matri-
xot, ami egy skalaris szorzast is meghataroz. Az iteraciés modszer azt jelenti, hogy
az eljaras soran generalt pontsorozat minden eleme az el6z6 lépésben nyert pont-
bol szarmaztathatd olyan modon, hogy a pontsorozathoz tartozo fiiggvény értékek
csOkkend sorozatot alkotnak.

Az iterativ algoritmusok elmélete harom részre oszthato. Az els6 foglalkozik
az algoritmusok épitésével, figyelembe véve a feladat strukturajat és az informa-
tikai lehetGségeket. A maéasodik rész {6 kérdése a modszerek konvergencidja, még
pontosabban a globalis konvergencia vizsgalata, aminek megléte azt jelenti, hogy a
modszer altal generdlt pontsorozat a megengedett tartomany tetszéleges pontjabol
indulva tart (konvergal) egy (a) stacionarius ponthoz, egy (a) lokalis minimumhoz
vagy egy (a) globalis minimumhoz. Sok fontos modszer osztaly nem teljesiti ezt
a tulajdonsigot, és az indul6 pontoktol fliiggben a generdlt pontsorozat divergens

(nem konvergens) is lehet vagy nem a megoldashoz konvergal. Az elmélet harmadik

ZA célfiiggvény értéke csdkken vagy nem nd a cstkkenési irdnyokban.
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része a lokalis konvergencia vizsgélatéaval foglalkozik, ami a konvergencia sebesség
vizsgalatat jelenti.

Az e fejezetben szerepld targyalas specialis esete Rapesak (1977) konyvében,
illetve a |48, 50|, cikkekben taldlhatonak.

Tekintsiik az NLO-t a kovetkezd formaban:

min f(x)
(7.1)
xeACMC R,
ahol
M =Mh]={xeR"| hj(x)=0, j=1,...,p},
TMh]={veR" Vhij(x)v=0, j=1,...,p}, (7.2)
A=Mh,g|={x€ M| g(x) >0, i=1,...,m}
R™ az n-dimenziés Euklideszi tér és f,h;, g;, 7 = 1,...,p, 1 = 1,...,m, kétszer

folytonosan differencialhato fliggvények. ElGszor stacionarius pont vagy lokalis mini-
mum meghatarozasara szolgald valtozo metrikaju modszerekre adunk meg altalanos
algoritmus leirast egyenlGség feltételek esetén.

Tegyiik fel, hogy a LICQ regularitasi feltétel teljesiil minden x € MTh] pont
esetén. Vezessiink be az n-dimenziés Euklideszi téren egy Gi(x), x € R™, matrix

(értéki) fiiggvényt, ami a kovetkezd tulajdonsagokkal rendelkezik:
1) Gi(x), x € R", szimmetrikus matrixok;
2) Gi(x), x € R", pozitiv definit matrixok;

3) a Gi(x), x € R", matrixok altal meghatarozott kvadratikus alakok értéke
nem valtozik regularis (egyetlen pontban sem szingularis Jacobi matrixi)

koordinata transzformaciok esetén.

Az elsé két tulajdonsag alapjan, a G; és a Gy’ leképzések az n-dimenzios
Euklideszi tér minden pontjaban meghataroznak egy-egy skalaris szorzéast az Eukli-
deszi térre vonatkozoan. A harmadik tulajdonsigot explicit formaban nem hasznal-

juk fel az anyagban.
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Legyen xo € M az indul6 pont, x; € M a k-adik iteracios 1épésben nyert meg-
engedett megoldas, Dy (n x n)-es szimmetrikus matrix, aminek 7'My, invarians
altere minden k esetén, tovabba Dy pozitiv definit a 7'M, altéren minden itera-
ci6s pontban gy, hogy az altereken vett legkisebb sajat értékek alulrél egyenletesen
korlatosak. Ez utobbi tulajdonsig azt jelenti, hogy létezik olyan € > 0 érték, ami-
nél minden a 7'My, altéren vett legkisebb sajatérték nagyobb vagy egyenls. Az M
halmazban halad6é gorbét geodetikusnak nevezziik, ha a masodik derivalt vektora
minden pontban mer&leges az M halmaz érintGsikjara. Be lehet 1atni, hogy minden
pontbol minden irdnyban pontosan egy geodetikus indul, ami az adott pont egy
kicsiny kornyezetében egyértelmi. Ezt a fogalmat ki lehet terjeszteni arra az esetre
is, amikor az R" téren a skalaris szorzatot szimmetrikus és pozitiv definit matrix
fiiggvény hatarozza meg (Spivak, 1979).

Vezessiik be a kovetkezd jelolést:
VYT = (1 - G JhT (JhGTHIh?) " Th) G VT,

ahol Jh a h : R" — RP leképezés p x n-es Jacobi matrix leképezése, I az n X n-es
egységmatrix és G~1 az n X n-es inverz matrix leképezés.

Belathato, hogy az M halmazon értelmezett, VEfT leképezés tetszoleges pont-
ban a G 'VfT vektor ortogonalis leképzése a G skalaris szorzat szerint a ponthoz
tartozo T'M altérre [48]. A Gy leképezés minden M halmazbeli pontban értelmezett
T'M altéren meghataroz (indukal) egy skalaris szorzast, amit G jelol.

Az altalanos algoritmus vaz a (7.1) NLO stacionarius pontjanak vagy lokalis

minimumanak a meghatarozasara:

1. Hatarozzuk meg a csokkenési iranyt a kovetkezé modon:

pr = —DiVEf(xp)". (7.3)

Xkp+1 = X + tkPk, (7.4)



76 7. FEJEZET: VALTOZO METRIKAJU MODSZEREK

ahol a t; 1épéshossz meghatarozasa torténhet az aldbbi

t, = argmin{f (v, (¢, pr))| t > 0} (7.5)

Xy, pontbol a py irdnyban indul6 geodetikus gérbe menti minimalizalas elvégzé-
sével vagy valamilyen heurisztikus szabély segitségével (pl. Luenberger, 1973).
1
Az Armijo szabaly® esetében o € (0, 5) és t, = 27% ahol I, az a legkisebb

egész szam, amelyre teljesiil a kovetkezG egyenlGtlenség:

FOrse, (27", Pr)) < flxi) — @27 VEF (3) Gi(x) DR VEF (xi) | (7.6)

Ez az altalanos algoritmus vaz szamos ismert nemlinearis optimalizalasi algorit-

must tartalmaz. A D, =1, k=1,2,..., esetben:

ha
Jh(x) =0, Gi(x) =1, x € R",

akkor pp = —V/f7T és a csokkend iranyok modszerét kapjuk;
ha

Jh(x) =0, G (x) = Hf (x), x € R",
ahol Hf a célfiiggvény Hesse matrixa, akkor pr, = —H 'Vf7T és a Newton modszert
kapjuk;
ha

Jh(x) = A, x€R",
ahol A teljes rangi (p X n)-es matrix és
1
2
1

Gi(x) = , x € RY,

8

2
Ty,

3lasd pl. Ortega and Rheinboldt, Academic Press, 1970.
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ahol R} a pozitiv ortanst jeloli, a line4ris optimalizdlés affin vektor mezgjét kapjuk a
Karmarkar (1990) hires cikkében bevezetett linearis optimalizalasi kanonikus alakra;
ha

Gi(x) =1, x € RY,

akkor py = (I — JhT(JhJh?)"'Jh)VfT és a gradiens vetitési modszert kapjuk;
ha
Gi(x) = Hf (x), x € R,

akkor vetitett Newton-tipusi modszert kapunk;
ha
Jh(x) = A, x € RY,

ahol A teljes rangi (p X n)-es matrix és
G (x) = Hf (x), x € RY,

ahol
f(x):ch—,uZlogxi, x € RY,
i=1

akkor a standard linearis optimalizalasi feladat logaritmikus biintets fliggvényét kap-
juk, csokkené iranynak a projektiv vektor mezé6t, és a p paraméter megfelelGen
valasztott értéke mellett a vetitett Newton modszert.

Kvazi-Newton, SQP és konjugalt gradiens modszereket a D matrixok iteracios

pontokbeli megfelel§ valasztasaval lehet nyerni.
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8. fejezet

A VALTOZO METRIKAJU
MODSZEREK
KONVERGENCIAJA

Két globalis konvergencia tételt bizonyitunk, amihez sziikséges az alabbi allités.
8.1. Tétel (Kirszbraun). Ha H Hilbert tér, A a H tér részhalmaza, ® : A — H
és

||(I)(ZL‘1) - (I)(IQ)H < LHI’l - I’QH, \V/ZL‘hZL'Q S A, (81)
valamely L konstans esetén, akkor a ® leképezés kiterjeszthetd a teljes H térre oly

mddon, hogy a (8.1) egyenldtienségek ugyanazzal az L Lipschitz konstanssal teljesiil-

nek.

Jelolje Wy az
{xe M C R f(x) < f(xx)}

nivohalmaz X pontot tartalmazo Osszefiiggd részhalmazat (komponensét).

8.2. Tétel. Ha f folytonosan differencidlhato, Wy C M kompakt halmaz, az X
pontsorozatot (7.3), (7.4) és (7.5) generdlja, és

D,V (xx)" € TM,,, k=1,2,..., (8.2)
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a DVOf(x)T,VE, leképezések teljesitik a Lipschitz feltételt, (8.3)
a Dy, Vk, mdtrixok minden iterdcios pontban pozitiv definitek a (8.4
8.4
T'My, altereken és a kvadratikus formdk alulrél egyenletesen korldtosak,
Dk Gl(Xk) = Gl(Xk)Dk, k} = 1, 2, ceey (85)

akkor az xj sorozat vagy véges lépés utdan staciondrius pontot ad, vagy a végtelen so-
rozat barmely torloddsi pontja staciondrius. Ha a staciondrius pontbeli fligguényérték

egyediili, akkor a teljes sorozat konvergdl a staciondrius ponthoz.

Bizonyitas. Ha x; stacionarius pont, akkor VC f(x;,) = 0, és az algoritmus nem
general 1j iteracios pontot, igy egy megallasi kritérium alapjan az eljaras a k-adik
lépésben befejezGdik.

Tegyiik fel, hogy x; nem stacionarius pont. Ezért px csokkenési irany, mivel

VO (x10) G (x1)Pre = — VO (x10) G (x10) D2V (30) T =

—VGf(Xk)DkGl (Xk)Dkaf(Xk)T < 0.

(8.6)

Jelolje az x; pontbol a py irdnyban indul6 geodetikus ivet v, (¢, px). A Wy halmaz
kompaktsagabol kovetkezik, hogy barmely W}, halmaz is kompakt, mivel az { f(x)}
sorozat monoton csokkend. A Hopf-Rinow tétel [57] miatt, adott x; és pj esetén
létezik olyan 7,, (¢, Pr) geodetikus iv, ami minden ¢ € R, esetén értelmezve van és
Yx,(t, Pr) € Wi, t € Ry, vagy a geodetikus v értelmezési tartoméanya zart inter-
vallum, aminek egyik végpontjaban az iv a W hataran végzddik, az iv tobbi része

pedig a W, halmazban fut.

Legyen

t;, = limsup Jj,

ahol

Ji = {t € Ry|7 (t, Pr) értelmezve van és f (7, (£, Pr)) < f (75, (0,Pr)) = f(x)}.
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A J; halmaz (8.6) szerint nem iires és
fk: = 409, Vxy, (ta Pk) S Wk7 te [07 —f—OO),

vagy tr veges érték és v, (t,pr) € Wi, t € [0,%].

Ha az elsG esetben az egyvaltozos fliggvénynek nincs lokalis minimuma, akkor —
mivel a fiiggvény monoton csokkend és alulrdl korlatos —, a ¢, — 400 hataratmenet-
tel egy Wi-beli pontot hatarozunk meg. Ebbdl kovetkezik, hogy mindkét esetben a
(7.5) szabaly szerinti lépéshossz jol definialt és t, € (0,), azaz az f(vy, (tk, Pr))
fiiggvénynek minimuma van a t, pontban és f(v,, (tx, Px)) = f(Xr41)-

1
Ha a € (0, 5), akkor az

dvy, (t, Pr)

yy = aV9(x3)G1(xx) Pk (8.7)

va(ka (ta pk))Gl (F}/xk <t7 pk))

egyenletnek a legkisebb megoldasa t;, € (0,;), mivel a

dvy, (t, Pr)

VI (s, (. P1))G1 (75, (E, P1)) o

folytonos fiiggvény minden értéket felvesz VOf (x;)G1(xy)px és 0 kozott, valamint

df)/xk (t’ pk)

o < aV(x;)G1(xx) Pk (8.8)

VEF (1, (t:P1)) G (7, (¢, PR))

teljesiil barmely ¢ € [0, ;] értékre.

Az {f(xx)} sorozat monoton csokkend és alulrél korlatos, mivel a folytonos
f fiiggvény felveszi a minimumét a kompakt W, halmazon. Ezért a fliggvényér-
tékek sorozata konvergens.

Terjessziik ki az iteracios pontokban értelmezett D, Vf(x;) leképezést egy az
R"-ben definialt vektorértéki leképezéssé, ami Kirszbraun tétele miatt lehetséges.

Két esetet kiilonboztetiink meg.

a) Létezik a t; sorozatnak olyan {i,} részsorozata, amelyik nullahoz tart. Az

altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a {f;, } sorozathoz tartozo
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{X,} sorozat és a {ty,} sorozathoz tartozo {xy, } sorozat is az X € Wy ponthoz

tart.

A (8.7) egyenlSséghol a Gy fiiggvény, a VOf vektor mezd és a D leképezés
folytonossagabol nyerjiik, hogy

D(x)'G(%)D(%) = aD(X)"G,(%)D(%), (8.9)

amibél kovetkezik, hogy D(%) = 0. Ha VYf(X) # 0, akkor VEf(xy,) # 0 bar-
mely elég nagy ¢ indexre, azaz a gradiens legalabb egy komponense nagyobb,
mint egy allando érték, igy a Dy méatrixok T'My, feletti pozitiv definitsége mi-
att VOf(X)D(%) > 0, ami ellentmondés. Ezért, VOf(X) = 0 és X stacionérius

pont.

b) Létezik olyan 3 > 0 érték, amelyre &, > 3 barmely k; esetén. Tekintsiik a {iz, }
és {tx,} index sorozatokhoz tartozd {Xx,} és {xy,} részsorozatokat, amelyek

konvergalnak az X € W, ponthoz. Tegyiik fel, hogy X nem stacionarius pont.
Akkor,
ID(®)'G(%)DX)|| =6 > 0. (8.10)

A G4 matrix fiiggvény, a VOf vektormez6 és a vektor értéki D folytonossaghol

kovetkezik, hogy

dt

| = IVF (x0,) G (e, )P, | > 6/2 (8.11)

teljesiil egy konstansnél nagyobb k; indexek esetén. A kozépérték tétel és a

(8.8) egyenldtlenség felhasznélasaval azt kapjuk, hogy

S(Xni) < F(Xp1) < FRey) = )+
: ~ (s
T (PG, () ) (8.12)

f(sz) + tA/ﬂO‘/VGf(Xk)Gl(X/ﬂ)pkz < f(sz) - %aﬁéa t~€ (O, Ekl)a

ami ellentmond annak, hogy az {f(xx,)} sorozat konvergal az f(X) értékhez.
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Ezért, X stacionarius pont.

Végiil, tegyiik fel, hogy x* és x™* két kiilonb6z6 W, halmazbeli torlodasi pontja
az {xy} sorozatnak. A 8.2. Tétel eddig bizonyitott része alapjan x* és x*™* stacioné-
rius pontok. Mivel az {f(xy)} sorozat konvergens, ezért f(x*) = f(x*), ami nem
lehetséges, ha a stacionarius értékek egyediiliek. ]
8.3. Tétel. Ha f folytonosan differencidlhato, Wy C M kompakt halmaz, az X
pontsorozatot (71.3), (7.4) és (7.6) generdlja, és

D,V (x)" € TM,,, E=1,2,..., (8.13)
a DV (xx)T, Yk, leképzések teljesitik a Lipschitz feltételt, (8.14)
a Dy, Yk, mdtrizok minden iterdcios pontban pozitiv definitek a T My, ( )
8.15

altereken €és a kvadratikus formak alulrél egyenletesen korldtosak,
DkGl(Xk) = Gl(Xk)Dk, k= 17 2, ceey (816)

akkor az xj sorozat vagy véges lépés utdn staciondrius pontot ad, vagy a végtelen so-
rozat barmely torloddsi pontja staciondrius. Ha a staciondrius pontbeli fligguényérték
eqyediili, akkor a teljes sorozat konvergdl a staciondrius ponthoz.

Bizonyitas. Ha x;, stacionarius pont, akkor Vf(x;) = 0, és az algoritmus nem
generdl 1j iteracios pontot, igy egy megalldsi kritérium alapjan az eljards a k-adik
lépésben befejezddik.

Tegyiik fel, hogy x; nem stacionarius pont. A (8.6) képlet alapjan py csokkenési
irdny. Jelolje az x; pontbol a py irdnyban induld geodetikus ivet v, (¢, pr). A Wo
halmaz kompaktsagabol kovetkezik, hogy barmely W) halmaz is kompakt, mivel
az {f(xx)} sorozat monoton csokkens. A Hopf-Rinow tétel miatt, adott X és pg
esetén létezik olyan v, (t, px) geodetikus iv, ami minden ¢t € R esetén értelmezve
van és vy, (1, pr) € Wi, t € Ry, vagy a geodetikus {v értelmezési tartomanya zart
intervallum, aminek egyik végpontjaban az iv a W) hataran végzédik, az iv tobbi
része pedig a Wi halmazban fut. Ezért a lépéshosszat megado (7.6) szabaly jol
definialt.
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Az {f(xx)} sorozat monoton csokkend és alulrol korlatos, mivel a folytonos
f fiiggvény felveszi a minimuméat a kompakt W, halmazon. Ezért, a fliggvényér-
tékek sorozata konvergens.

Terjessziik ki az iteracios pontokban értelmezett D, VEf (xx) leképezést egy az
R™-ben definialt vektor értékd leképezéssé, ami Kirszbraun tétele miatt lehetséges.

Két esetet kiilonboztetiink meg.

a) Létezik a tj sorozatnak olyan {t,, = 27"} részsorozata, amelyik nullahoz
tart. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a {tx,} sorozathoz

tartozo {x,} sorozat az X € W° ponthoz tart.

A (7.6) lépéshossz szabalyban a Taylor tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy

a2

VO (x1,) DiG (3, ) D VS ()T < Flxi,) = flory, (27, 1) =

t g d Xk-(t~7 1)
Fxk) = i) — 275V (g, (. Di,)) G (v, (F pki))u _

- dt
~ ~ dfyxk (tv pk1> ~
_2_lki VGf(’kai (ta pk‘i)>G1(’kai (tv pki))T? te (07 Z_Iki )7
(8.17)
amibdl az kovetkezik, hogy
af[VEf (x5, ) Dy G (x4, ) D VO (x5, 7| < 5.18)
~ ~ d’}/x . (2?7 pk‘z) ~ )
_va(lyxki (ta I)/ﬂ))C}l(’Yxkz (t7 pk‘z))le7 te (0’ 27 ks )

A (8.18) egyenlStlenséghdl és a G matrix fiigvény, a VOf vektormezs és a

vektor értékid D fiiggvény folytonossagabol azt kapjuk, hogy
(1+a)Dx)TG,(%x)D(%) <0, (8.19)

és D(X) = 0. Ha VOf (%) # 0, akkor VOf(xy,) # 0 barmely elég nagy i indexre,
azaz a gradiens legalabb egy komponense nagyobb, mint egy allandoé érték, igy
a D;, matrixok TM,, feletti pozitiv definitsége miatt Vf(%)D(X) > 0, ami

ellentmondas. Ezért, VOf(X) = 0 és X stacionarius pont.



85

b) Létezik olyan 3 > 0 érték, amelyre t;, > [ barmely k; esetén. Tekintsiik
a {tr,} index sorozathoz tartozd {xy,} pont sorozatot, ami tart az X € W,

ponthoz. A (7.6) lépéshossz szabalybol kiovetkezik, hogy

a2 i

VO (xk,)Dr G (x1,) D VO (x,) T || < Flxp,) — f(’kai (27", py,)).
(8.20)

A (8.20) egyenlétlenség jobb oldala nulldhoz tart, 27 > 3 és a G; matrix

fiiggveny, VEf vektor mez6 és a D vektor fiiggvény folytonossaga azt adja,

hogy

D(x)"G,(%)D(%) = 0, (8.21)
és D(X) = 0, amibsl VIf (%) = 0.

Végiil tegyiik fel, hogy x* és x** két kiilonb6z6 Wy halmazhoz tartozo torlodasi
pontja az {x;} sorozatnak. A 8.3 Tétel eddig bizonyitott része alapjan x* and x**
stacionarius pontok. Mivel az {f(xx)} sorozat konvergens, ezért f(x*) = f(x**),

ami nem lehetséges, ha a stacionarius értékek egyediiliek. |
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9. fejezet

SPECIALIS STRUKTURAJU
NEMLINEARIS OPTIMALIZALASI
FELADATOK

9.1. Mechanikai er6egyensily és nemlinearis opti-
malizalas

Farkas Gyula 1901-ben publikalta a homogén, linearis egyenlGtlenség-rendszerekre
vonatkozo6 alaptételét, amelyre napjainkban nagyon sok optimalizdlaselméleti cikk
szerzGje hivatkozik. Azonban tdgy tiinik, hogy ennek az eredménynek a mechani-
kai erdegyensiillyal valo kapcsolata sem a matematikdban, sem a fizikiban nem is-
mert eléggé. Valosziniileg ez az egyik oka annak, hogy a mechanikai erGegyenstllyal
kapcsolatos matematikai problémak rendszerezése és egységes targyalasa eddig nem
keriilt el6térbe és a kiilonb6z6 munkakban specidlis esetek szerepelnek.

Az analitikus mechanika a klasszikus mechanika egyik aga, amelynek az alap-
probléméja tomegpontrendszerek mozgasinak és egyensulyi dllapotanak jellemzése.
Fizikusok és matematikusok mar hosszi id6 ota foglalkoznak ezzel a problémaval
és jollehet majdnem minden, mechanikaval foglalkozd kényvben talalhato ezzel a

téméaval foglalkozo6 rész, mégis, a probléma matematikai targyalasa nem tekintheté
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lezartnak.

A probléma - amit a newtoni mechanika keretei kozott targyalunk - egyik legél-
talanosabb megfogalmazasa a kovetkezd:

Legyen adott R3-ban (a §-dimenzios Euklideszi térben) n darab tomegpont, ame-
lyekre a Py, ..., P, aktiv er6k hatnak. Ezen kiviil legyenek adottak a kényszerek,

amik a tomegpontok mozgasara az egyediili korlatozast jelentik.

A feladat a rendszer mechanikai allapotdnak a meghatérozésa, vagy specidlis

esetben a rendszer egyensulyi allapotanak a jellemzése.

A rendszer mechanikai allapotanak meghatarozasa a mozgasegyenletek felirasat
jelenti. Akkor mondjuk, hogy a mechanikai rendszer erdegyensiulyban van, ha minden
tomegpontra az aktiv erék és a reakcioerdk osszege nulla, ahol a reakciderdknek
azokat az erGket nevezziik, amelyek a tomegpontokat a kényszernek megfelels palyan
tartjak.

Az anyagi pontrendszer helyzetét és mozgasat a helykoordinaték idéfiiggvényei
segitségével adhatjuk meg a In-dimenzids térben. Itt azt az esetet mutatjuk be,
amikor a pontrendszer egy lehetséges mozgasat egy x(t) : [0,1] € R — R3" kétszer
folytonosan differencidlhat6 vektorfiiggvényt adja meg, amely eleget tesz a kényszer-
feltételeknek. Az x'(t), x"(t), t € [0, 1], vektorok a sebességet, illetve a gyorsulast

jelentik.

Az anyagi pontrendszer erGegyensiillyanak jellemzéséhez a virtudlis munka elvét
hasznaljuk fel. A virtualis munka elve a klasszikus mechanika egyik legrégebbi Gssze-
fiiggése, amit Bernoulli mondott ki elgszor 1717-ben az egyenlség tipust kényszer-
feltételek esetére. Az elvet egyenlGtlenség tipusu kényszerfeltételek esetére Fourier
mondta ki 1798-ban, majd Gauss 1829-ben. Azonban mar Cournot 1827-ben és
Osztrogradszkij 1838-ban rajott arra, hogy a virtualis munka elvének felhasznala-
sakor nehézséget okoz az, hogy szerepelnek benne a virtualis elmozdulasok. Ezért
egyenlGség és egyenlGtlenség tipusu kényszerfeltételek esetén kikiiszobolték ezeket,
azaz felirtdk a Farkas tétel dllitdsdt, de nem bizonyitottak. Ezt Farkas bizonyitotta
el6szor 1898-ben. A wirtudlis munka elvérdl, illetve annak torténeti vonatkozasairol

részletesen olvashatunk a [39], [40| cikkekben. Ez elv szerint, ha a pontrendszer
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erGegyensilyban van és a surlodas elhanyagolhato, akkor az aktiv er6k munkéja a
virtualis elmozdulasok iranyaban kisebb vagy egyenld, mint nulla, azaz ha a pont-
rendszerre hato ersket a P € R®" sorvektor jeloli, a virtudlis elmozdulasokat a
v € R oszlopvektor, akkor a virtudlis munka elve szerint barmely v virtualis el-
mozdulasra teljesiil a

PTv <0 (9.1.1)

egyenléGtlenség.

Itt olyan mechanikai rendszerekkel foglalkozunk, ahol a sturlodas elhanyagolhato.
A kiilon hivatkozas nélkiil felhasznalt fogalmak a [3], [19] konyvekben megtalalhatok.

A témegpontrendszerek mozgasanal az egyik legegyszertibb eset az, mikor a pont-
rendszer konzervativ erGtérben mozog, a kényszerek egyenlGség és egyenlGtlenség
feltételekkel vannak megadva és csak a helykoordinataktol fiiggenek. Ebben az eset-
ben az erGegyensuly jellemzéséhez a virtudlis munka elve helyett kiindulhatunk a
specialisabb Courtivron-elvbél, amely szerint erdegyensily esetén a V : R — R
potencialfiiggvénynek stacionarius pontja van az adott kényszerfeltételek mellett,
azaz az aladbbi nemlinearis optimalizalasi feladatnak az xq egyenstulyi pont Karush-

Kuhn-Tucker pontja:

gi(x) >0, i=1,...,m, (9.1.2)

ahol g;,h; € C?, i=1,....,m; j=1,...,p.

Ha a pontrendszer nem konzervativ erétérben mozog, vagy a kényszerfeltéte-
lek kozott nem véges alakok is szerepelnek, akkor a Courtivron-elvet nem tudjuk
alkalmazni. Ebben az esetben az altalanosan érvényes virtualis munka elvét kell
kozvetleniil felhasznalni.

Az optimalizalaselméletbdl, illetve az analitikus mechanikaval foglakozé munkak-
bol ismert, hogy ha a (9.1.2) feladat valamely szélsGértékhelyén vagy nyeregpontja-

ban egy regularitési feltétel teljesiil, akkor ebben a pontban az optimalités elsérendi
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sziikséges feltétele is teljesiil, ami nem méas mint a (3.9) Osszefiiggések, azaz a vir-
tualis munka elvének az alkalmazasaval a mechanikai egyensilyra kapott sziikséges

feltétel.

A virtualis munka elvének az alkalmazasahoz is sziikség van regularitasi feltételre,
igy ha a (9.1.2) feladatnal az optimalitasi feltételek szarmaztatasahoz is és a virtualis
munka elvének az alkalmazéasahoz is ugyanazt a regularitasi feltételt hasznaljuk - a
Karush-Kuhn-Tucker regularitasi feltételt -, akkor ebben a klasszikus esetben a két

elv megegyezik.

9.2. Hiperbolikus vagy linearis tortprogramozas

Martos B. 1960-ban figyelt fel arra, hogy az a feladatosztaly, ahol két linearis fiigg-
vény hanyadosanak a szélsGértékeit kell meghatarozni, sok lényeges tulajdonsig-
ban megegyezik a linearis feladatokkal, és a vildgon elséként oldotta meg a linearis
tortprogramozasi, vagy az altala bevezetett terminologiat hasznalva, a hiperbolikus
programozasi feladatot?, megel6zve az ugyanezzel a problémaval foglalkozé ameri-
kai és német matematikusokat. Minderrdl b&vebben lehet olvasni Martos (1975)

kényvében és Rapcesak (2005) cikkében.

Az ismertetend6 modellben a cél a termelés hatékonysaganak novelése. A haté-
konysag mérésére szokasos az egységnyi koltségre es6 arbevételt alkalmazni. Jelolje
c1,...,C, az egyes termékek egy egységének elGéallitési koltségét, py, ..., p, az elada-

sukbol szarmazo arbevételt. Az Osszes koltség és az Gsszes arbevétel kiszamitasanal

ismét éliink a linearitasi feltétellel. Az adott ¢j, 7 = 1,...,n, értékekbdl képezziik
a c vektort és a p;, j = 1,...,n, értékekbsl a p vektort. Ekkor a termelés hateé-

konysagat — amelyet maximalizalni szeretnénk lineéris korlatozo feltételek mellett —

‘Ezt a részt Koméromi (2002) jegyzete és Charnes-Cooper (1962) modszere (lasd [4]) alapjan
targyaljuk.
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n
D it
pix =1

n
E :ijj
j=1

cT'x

hanyados fejezi ki.
A modell a kévetkezs:
p'x+po
c'x + ¢ (9.2.1)
Ax <b, x > 0,

max

ahol A m X n-es matrix, c,p,x,y € R", b € R™ és py,co € R. Ez a modell a hi-
perbolikus, vagy lineéris tortprogramozas korébe tartozik, amit a kovetkez&képpen
alakitunk at linearis optimalizalési feladatta. Vezessiik be a t = CTX;—FCO valtozot.
Tegyiik fel, hogy ¢’x+ ¢y >0, x € {x € R" | Ax < b,x > 0}, és a megenge-

dett tartomény kompakt. Legyen y = tx, igy a kovetkezG linearis optimalizalasi

feladathoz jutunk:

max ply + pot 022)

Ay —tb <0, cly + et =1, y >0, t>0.

Megjegyezziik, hogy ha (yT,t)7 megengedett megoldasa a (9.2.2) feladatnak, akkor
t > 0. Ha ugyanis t = 0 lenne, akkor létezne olyan y # 0 vektor, amelyre Ay < 0
és y > 0 teljesiilne, ami ellentmondana a megengedett halmaz kompaktsaganak.

A két feladat ekvivalens a kovetkezd értelemben: ha x megoldja az (9.2.1) fela-

datot, akkor ¢t = > (0 és y = tx megoldja a (9.2.2) feladatot. Forditva, ha

cI'x + ¢
y és t egyiittesen megoldja a (9.2.2) feladatot, akkor ¢t > 0 és x = %y megoldja az
(9.2.1) feladatot. Megallapithato tehat, hogy a kompakt megengedett tartoméannyal
rendelkez& hiperbolikus optimalizalasi feladatok visszavezetheték olyan linearis op-

timalizalasi feladatokra, amelyekben eggyel tobb valtozo és eggyel tobb feltétel van.
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9.2.1. Példa. Tekintsiik a kivetkezd optimalizdldsi feladatot:

. —21’1 + X9 + 2
min
T+ 3CC2 +4
—x1 + 1y < 4,
2$1 + T S 14,
9 <6, x>0, x9 > 0.

Oldjuk meg ezt a feladatot Charnes és Cooper mddszerével. A (0,0) pont megen-
gedett és ebben a pontban, tovabbd a megengedett megolddsok teljes tartomdnydban

a célfiigguény nevezdje pozitiv. Az ekvivalens linedris optimalizdldsi feladat a kévet-

kezd:
min —2y; +ys + 2t
—hn +y2 — 4t S 07
2y1 +?/2 — 14t S 07
Y2 — 6t S 07
n+3ye +4t =1,
n > 07 Y2 > 07 t>0
A linedris optimalizdldsi feladat optimdlis megolddsa: v, = T/11,y5 = 0,

t = 1/11. Igy az eredeti hiperbolikus optimalizdldsi feladat megolddsa:

l’lzyl/t:? és l'gzyg/t:()
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9.3. Kvadratikus programozas

Tekintsiink egy olyan NLO feladatot, amelynek a célfiiggvénye xlflxlf ... xF alaka

kifejezések Osszegeként all el6. Az xlflxl§2 .. .x’fﬁ kifejezés foka ki + ko + ... k,. Te-
hat, az x?z, kifejezés foka 3, az x119 kifejezésé pedig 2. Egy olyan NLO feladatot,

amelynek linearisak a feltételei, a célfiiggvénye pedig 0, 1 vagy 2 fok, xlfla:é” ... ke

alaku kifejezések osszege, kvadratikus optimalizdldsi feladatnak neveziink. (Itt felté-
telezziik, hogy ki, ko, ..., k, egész.)

Szamos modszer alkalmazhato kvadratikus programozési feladatok megoldéasara
(lasd Bazaraa és Shetty (1993, 11. fejezet)). Mi itt a kvadratikus optimalizalasi

portfolié kivalasztasara torténd alkalmazasat mutatjuk be Winston (2003) alapjan.

9.3.1. A kvadratikus optimalizilas és a portf6lié kivalasztas

Tekintsiink egy befektetdt, aki adott mennyiségii pénzét kiilonbozE befektetésekben
helyezheti el. Altalaban azt tételezziik fel, hogy a befekteté maximalizalni akarja a
befektetései (portfolioja) utani varhaté hozamot, mikézben azt is biztositani akarja,
hogy a portfolio kockézata kicsi legyen, ahol a kockazatot a portfélio hozamanak szo6-
rasnégyzetével becsiiljiikk. Sajnos, a magas varhaté hozamiu részvények esetében Aal-
talaban a hozam szorasnégyzete (kockazata) is magas. Ezért a portfolio kivalasztasi
feladat egyik gyakori megkozelitése az, hogy valasztunk egy elfogadhatd, minimalis
varhaté hozam értéket, majd ezt a varhaté hozamszintet teljesiteni tudd portfoliok
koziil megkeressiik a minimélis szérasnégyzetiit. Példaul, a befektets keresheti azt
a minimalis szorasnégyzetl portfoliot, amelynek a varhatdé hozama 12%. Az elfo-
gadhat6 minimadlis varhat6 hozam szintjének valtoztatasaval a befektetd kiilonbozo
portfoliokat kaphat, és azokat Osszehasonlithatja.

Ezekkel a meggondolasokkal a portfolio kivalasztési feladatot kvadratikus opti-
malizalési feladatra vezethetjiik vissza. Ehhez sziikségiink van azokra a szabalyokra,
amelyek a valoszintiségi valtozok Osszege varhato értékének és szorasnégyzetének

meghatarozasara vonatkoznak.
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Tudjuk, hogy adott Si, 5o, ..., S, valosziniiségi valtozok, valamint a, b és k kons-

tansok esetén

E(S1+ S+ ...+5,)=FE(S1)+E(Ss)+...+ E(S,), (9.3.1)
var (S;+ So+ ...+ S,) = var Sy + var Sy + ... var S, + (9.3.2)
Zcov (S:i,595),
1#]
E(kS;) = kE(S;), (9.3.3)
var (kS;) = k*var S;, (9.3.4)
cov (aS;,bS;) = ab cov (S;,S;), (9.3.5)

ahol F a varhato értéket, var a szorasnégyzetet és cov két valoszintiségi valtozo
kovarianciajat jelenti.

A kovetkez6 példan megmutatjuk, hogyan lehet a portfolio kivalasztasi feladatot
kvadratikus optimalizalasi feladatként felirni.
9.3.1. Példa. Tegyiik fel, hogy 1000 dolldrunk wvan, €s azt hdrom részvénybe
fektethetjiik. Legyen S; az a wvaldsziniségi wvaltozo, amely az i-edik rész-
vénybe fektetett egqy dolldr utdni éves hozamot képuiseli. Tehdt ha S; ér-
téke 0.12, akkor az év elején az i-edik részvénybe fektetett 1 dolldr az év vé-
gén 1.12 dolldrt ér. A kovetkezd informdcickkal rendelkezink: FE(S;) = 0.14,
E(Sy) = 0.11,E(S;) = 0.10,varS; = 0.20,varSy = 0.08,varS; = 0.18,
cov (S1,S3) = 0.02, cov (S, S3) = 0.02, cov (S, S3) = 0.03. Allitsunk fel eqy kvadrati-
kus optimalizdldsi feladatot, amelynek segitségével meghatdrozhatjuk azt a portfolict,
ahol az éves vdrhatd hozam legaldbb 12%, és az ilyen portfolick kézil minimdlis az

éves hozam szordsnégyzete!

Megoldas. Jelolje x;, hogy hdany dolldrt fektetink a j-edik részvénybe, j = 1,2.3.
Ekkor a portfolic éves hozama (11S1+x25+x353) /1000, a portfolid éves hozamdnak
vdrhatd értéke pedig ((9.3.1) és (9.3.3) alapjdn)

l‘lE(Sl) + JIQE(SQ) + l’gE(Sg)
1000 '
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Annak biztositdsdra, hogy a portfolic vdrhaté hozama legaldbb 12% legyen, a kovet-

kezd feltételt kell megfogalmazna:

0.14z1 + 0.11z9 + 0.1023
1000

> (.12,

azaz

0.14zq + 0.1129 + 0.1023 > 0.12(1000) = 120.

Természetesen, az x1 + xo + x3 = 1000 feltételt is fel kell irni. Tételezziik fel,
hogy csak nem-negativ dsszeget lehet részvénybe fektetni (azaz a révidre eladds nem
megengedett), ezért az x1,xq, x5 > 0 feltételeket is csatolni kell. Célunk egyszerien

a portfolio éves hozama szordasnégyzetének a minimalizdldsa.

Tudjuk (9.3.2)-b4l, hogy a portfolic hozamdnak szérisnégyzete a kivetkezd:

var (x151 + 1255 + S3) = var (1S1) + var (r2S2) + var (x3S3)
+ 2cov(r151, 252) + 2cov(x1S1, £353)
+ 2cov(x2Ss, £353)
= 22var Sy + ivar Sy + wivar Sy + 21175c00(S1, Sy)
+ 2x1w3000(S1, S3) + 2w93000( S, S3)
(a (9.3.4) és (9.3.5) egyenletek alapjdan)
= 0.20x7 + 0.0823 + 0.18z3 + 0.10z; 25

+ 0.04x123 + 0.06x5x3.

Vegyiik észre, hogy a portfolio szordasnégyzetére vonatkozo utolso kifejezés mdsod-
foki kifejezések osszege. Tehdt, olyan NLO feladatunk van, ahol a feltételek linedri-
sak, a célfiigguény pedig mdsodfoki kifejezesek dsszegébdl dll. A legaldbb 12% vdrhato

hozami portfoliok kozil a legkisebb szordasnégyzetd portfoliot a kévetkezd kvadratikus
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optimalizdlast feladat megolddsdval kaphatjuk meg:

min f (xq1, 29, 23) = 0.201‘% + 0.081‘% + 0.18x§ + 0.10z129 + 0.0421253 + 0.062523
0.14x7 + 0.1129 + 0.10z3 > 120,
I + ) + T3 = 1000,

T1,To,x3 > 0.
(9.3.6)

Mwvel a célfiigguény konvexr, a feltételek pedig linedrisak, konvexr optima-
lizdlasi feladatot kapunk. — Optimalizdldsi programcsomag segitségével megkap-
hatjuk a (9.3.6) feladat optimdlis megolddsdt, ami f(x*) = 75238 (dolldr)?
x; = 380.95%, x5 = 476.19% x5 = 142.86%. Mivel, az elsd feltétel egyenldségként
teljesiil, az optimdlis portfélié vdrhaté hozama pontosan 12%. A portfélic éves
hozamdnak szdrdsa dolldrban (75238)1/% = 274.308.

Eqgy befektetési portfolio hozamat gyakran kézelitik normdlis eloszlassal. Tudjuk,
hogy a normdlis eloszlds nagyjabol 95%-o0s valdsziniséggel vesz fel a vdrhato értéktdl
legfeljebb két szordsnyi eltérési értékeket. Tehdt 95%-ig biztosak lehetink abban,
hogy az optimdlis portfdlic éves dolldrhozama —428.60% = 120% — 2(274.30%) és
665.608 = 1208+ 2(274.30%) kozdtt lesz.

MEGJEGYZESEK

1. A kvadratikus optimalizalas optimalis portfoliok meghatarozasara torténé alkal-
mazasanak otlete Markowitz (1959) dolgozatabol szarmazik, és részét képezi azoknak
az eredményeknek, amelyek alapjan Markowitz Kozgazdasagi Nobel-dijat kapott.
2. Megvizsgalhato (Winston, 2003), hogy miként lehet aktualis adatok felhasznala-
sdval megbecsiilni egy befektetés varhatéo hozamat és szorasnégyzetét, toviabba két
kiilénbo6z6 befektetés esetén a hozamok kozotti kovarianciat.

3. A valosagban tranzakcios koltségek is fellépnek, amikor befektetéseket vesziink
vagy adunk el. Megvizsgalhato (Winston, 2003), hogyan modositjak a tranzakcios

koltségek a portfolio optimalizalasi modelleket.
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9.4. Entropia optimalizalas (EO)

Az entrdpia optimalizalas primal feladata:

n
min ¢’ X + z; log x;
i=1

Ax—b. (PEO)

x > 0,

ahol A m X n-es métrix, b € R™ és c € R". A PEO konvex optimalizalési feladat.
Legyen (logx)? = (logzy,...,logz,). Igy a PEO célfiiggvénye c'x + xT logx,

x > 0, alakban irhato.

A 6. Fejezetben ismertetett modon vezessiik le az PEO Lagrange-dual feladatat.

Ha az x > 0 nemnegativitasi feltételt
xeA={xeR"|x>0}
alakban frjuk, akkor a PEO feladat Lagrange-dudlja:

max ¢(p),

ahol (DEO)

Y(p) = nf L(x, p),

és a PEO Lagrange-fiiggvénye:
L(x,p) = c'x +x"logx — u’ (Ax — b), pne R, x € A.
A Lagrange fiiggvény x valtozo szerinti gradiense
Ve L(x, ) =c+e+logx — AT p,

ahol e = (1,...,1).
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A Lagrange fliggvény rogzitett p mellett konvex az x véltozoban, ezért akkor
veszi fel a globalis minimumét egy x* pontban, ha a gradiens vektor nulla, azaz
létezik x* € A, amelyre

c+e+logx* —ATpu=0.

A ¢ = —e —logx* + AT p kifejezést visszahelyettesitve a Lagrange fiiggvénybe azt

kapjuk, hogy

L(x*, p) = —elx* — xTlogx* + p’ Ax* + x*Tlogx* — u’(Ax* —b) =b’p —e’x

un e R™.
Mivel
logx*=—c—e+ Al p,
ezért
x; :ea?“_ci_l, i=1,...,n.

Az entrépia optimalizilas dual feladata:

max b’y — Zea?“_ci_l, p e R, (DEO)
i=1

ami konvex feltétel nélkiili optimalizalasi feladat.
Dualitasi eredmények

Az entrépia optimalizalasi feladat itt szerepld dualitasi tételei Kas és Klafszky
[26] cikkében talalhatok.
9.4.1. Lemma (Gyenge dualitas). Ha x a PEO feladat megengedett megolddsa
és p a DEQO feladat megengedett megolddsa, akkor

cf'x + Z:p, logz; > bl — Zea?“_ci_l,
i=1 i=1

és eqyenldség akkor és csak akkor teljesil, ha

g =edbal i1 . (9.4.1)
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A PEO feladat megengedett megoldasainak halmazat jelolje P.
9.4.1. Ko6vetkezmény. Ha (9.4.1) fenndll eqy adott x € P és p € R™ esetén,
akkor mindkettd optimdlis megoldds és a két optimum érték megegyezik.

Azt mondjuk, hogy a PEO kielégiti a Slater-regularitasi feltételt, ha létezik olyan
X > 0 vektor, amelyre Ax = b.
9.4.1. Dualitasi tétel. Tegyiik fel, hogy mind a PEO, mind a DEO feladatnak van
megengedett megolddsa.

Akkor a PEO feladatnak van optimdlis megolddsa, és a primdl optimum érték és
a dudl optimum érték szuprémuma megeqyezik.

Akkor és csak akkor létezik p* € R™ dudl optimdlis megoldds, ha a PEO kielégiti

a Slater-reqularitdsi feltételt. A primdl €s a dudl optimum érték megeqyezik.

9.5. Geometriai optimalizalas® (GO)

Legyenek az a; € R™,i=1,...,n, b € R™ és c € R™ vektorok adottak és legyen
az I ={1,...,n} index halmaz az I, I, ..., I, diszjunkt index halmazokra bontva.

A geometriai optimalizalas primal feladata:

max b’y

g(y) = ZeaiTy_ci <1, k=1,...,r y € R™

i€ly,

(PGO)

A PGO konvex optimalizalasi feladat, ami az I, = {1}, I, = {2}, ..., I, = {n},
esetben a linearis optimalizalasi feladatot adja.

A geometriai optimalizalas alkalmazasaiban a PGO feltételi fiiggvények gyakran

m
aij _
E oz,-”Tj , k=1,...,r,

i€l,  j=1
pozinomidlis alakban jelennek meg, ahol az o; > 0, 7 € Iy, k= 1,...,r, értékek
adottak és a valtozok csak pozitiv értékeket vesznek fel, azaz 7; >0, 7 =1,...,m.

°A geometriai optimalizalast Klafszky E. (1973) munkaja alapjan targyaljuk.
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A pozinomialis alak el6nye, hogy a 7; = €%, j = 1,...,m, egy-egy értelmd transz-

formacio konvex fiiggvényeket eredményez az y valtozoban:

m

m Zaij Yj
i€l j=1 i€l
A gr, k=1,...,r, figgvényekrsl a logaritmikusan konvexitast is be lehet latni a

Hélder-egyenlttlenség segitségével.b

A geometriai optimalizalas dual feladata:
min c¢’'x + ¢(x)

Ax =D, (DGO)

ahol

(x) (sz log x; — <2x1> log <Z$l> ) )

A DGO konvex optimalizalasi feladat, ami r =1 és )., x; = 1 esetén a primal
entropia optimalizdlasi feladatot adja. A dual feladat levezetése Duffin, Peterson és

Zener [10] kényvében megtalalhato.

Dualitasi eredmények

A PGO és a DGO feladatok megengedett megoldasainak halmazat jelolje
P és D. Azt mondjuk, hogy a PGO kielégiti a Slater-regularitasi feltételt, ha létezik
olyan y € R™ vektor, amelyre az egyenl6tlenség feltételek szigoru egyenlGtlenséggel

teljesiilnek.

9.5.1. Lemma (Gyenge dualitas). Ha 'y € P és x € D, akkor

b’y < c"x + (%),

6 A Holder-egyenlStlenség szerint

ahol (a1, a9,...,a,) > 0,(81,0,-.-,0,) >0és0< A< 1.
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és eqyenldséq akkor és csak akkor teljesiil, ha
ri=eNY9Yy x, jEL,  k=1,...r (9.5.1)

9.5.1. Kévetkezmény. Ha (9.5.1) teljesil valamely y € P és x € D esetén, akkor
mindkettd optimdlis megoldds €s a két optimum érték megegyezik.
9.5.1. Dualitéasi tétel.

1. Ha a PGO kielégiti a Slater-regularitdsi feltételt és véges optimum értéke van,
akkor a dudl feladatnak létezik optimdlis megolddsa, és a két optimum érték
megeqyezik.

2. Ha mind a PGO, mind a DGO feladatnak van megengedett megolddsa, akkor
a primdl célfiigguény szuprémuma megegyezik a dudl célfiigguény infinumdval.

3. Ha a PGO feladatnak van megengedett megolddsa és véges szuprémuma, ak-
kor a dudl feladatnak is van megengedett megolddsa és a primdl szuprémum

megeqyezik a dudl infinummal.

9.5.1. Feladat. Vezessiik le a geometriai optimalizdldsi feladat DGO dudljdt a pri-
mal PGO feladatbol a Lagrange-dualitast felhaszndlva.

A dudl levezetéséhez azt kell felhasznalni, hogy

: [1=
b(x) = Y log ——=
k=1

i€l

és ezt a fiiggvényt az altalanositott szamtani-mértani kdzepek kézotti egyenlGtlenség
felhasznéalasaval becsiilhetjiik.”

TAz altalanositott szamtani-mértani egyenlstlenség szerint

n
n > B
Z&i i=1 n B
iz1 > 10 (&)
n =15
B i=1 A7
b2

ahol @ = (a1 ...,ap) >0, 8= (0y...,0,,) > 0, és egyenlSség akkor és csak akkor teljesiil, ha
a = A\( valamely nemnegativ A esetén.
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9.6. Linearis szemidefinit optimalizalas® (LSDO)

Legyenek Ay, Ay ..., A, € R™™ szimmetrikus matrixok, ¢ € R" adott vektor és

x € R" az ismeretlen vektor.

A lineéaris szemidefinit optimalizalas primal feladata:

min ¢’'x
n (PLSDO)
Ay + ZxkAk =0, x € R",
k=1

ahol a < 0 szimbolum azt jelenti, hogy a bal oldali métrixnak negativ szemidefinitnek
kell lennie. A PLSDO primél feladat konvex optimalizalasi feladat, mivel negativ

szemidefinit matrixok barmely konvex kombinacidja is negativ szemidefinit.

A linearis szemidefinit optimalizalas dual feladata:

max tr(AyW)
e +tr(AyW) =0, k=1,...,n, (DLSDO)
W =0,

ahol W € R™ ™ a valtozok matrixa, a > szimbolum azt jelenti, hogy a bal oldali
matrixnak pozitiv szemidefinitnek kell lennie és a tr leképezés, a matrix nyoma,
adott matrix esetén a féatloban levd elemek Gsszegét adja. A DLSDO feladat kon-
vex optimalizalési feladat, ami abbol kovetkezik, hogy a matrix nyoma a métrix
lineéris fiiggvénye, és pozitiv szemidefinit matrixok konvex kombinécidja is pozitiv

szemidefinit.

9.6.1. Dualitéasi tétel. Ha x € R" primdl megengedett megoldds, W € R™ ™ dudl

megengedett megoldds, akkor

c'x > tr(AyW), (9.6.1)

8 A linearis szemidefinit optimalizalast Shapiro (2001) cikke alapjan targyaljuk.
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és eqyenldség akkor és csak akkor dll fenn, ha

(Ao + ZxkAk> W = 0. (9.6.2)
k=1

A linearis szemidefinit optimalizalasi feladat nemlinearitdsa miatt erés duali-
tas csak bizonyos regularitasi feltétel, pl. a Slater-regularitasi feltétel esetén tel-

jesil. A PLSDO akkor Slater-reguléaris, ha létezik olyan x € R", amelyre az
(Ao + ZxkAk> matrix pozitiv definit. A DLSDO akkor Slater-reguléris, ha léte-

k=1
zik olyan W m x m-es szimmetrikus pozitiv definit matrix, amelyre ¢, +tr(Ay W) =

0, k=1,...,n. A definiciokbol kdvetkezik, hogy linearis szemidefinit optimalizélas

esetén a Slater-regularitasi feltételek megegyeznek a belsépont-feltételekkel.
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