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Bevezetés

A sztochasztikus programozés a véletlen jelenlétében valé dontéshozatallal fog-
lalkozik. Masképpen fogalmazva ez az a matematikai tudoményag, amely optimaélis
dontések vizsgalataval és meghatarozasaval foglalkozik olyan esetekben, amikor vé-
letlen mennyiségeket is figyelembe kell venni a modellek felépitésében, az optimalis

dontés meghozasaban és a dontés kovetkezményeinek kiértékelésében.

A jegyzetben a sztochasztikus programozéas alapveté modelljeit és megoldasi
modszereit ismertetjiik. Anyagunk négy nagyobb részbdél all. ElGszor az altalanos
elvekkel foglalkozod részben kiilonb6z6, a sztochasztikus programozasban hasznélt
szintiséggel korlatozott modellek és a kétlépcsGs modellek tulajdonsagait targyaljuk.
Azért valasztottuk ezt a két modelltipust részletesebb targyalasra, mert ezeknek
van alaposan kidolgozott matematikai elméletiik és a gyakorlatban jol hasznélhato
megoldé algoritmusuk, toviabba ennek a két modelltipusnak a vizsgalata és alkal-
mazéasa alkotja a sztochasztikus programozasi kutatasok nagy részét. A masodik és
harmadik részben targyalt anyag lényegében a sztochasztikus lineéris programozés
modelljeit és megoldd algoritmusait ismerteti. A negyedik részben a szukcessziv
regresszids approximéciok megoldasi moédszerét targyaljuk. Ez hasznilhaté mind-
két nagy modellcsalad esetében, azonkiviil ennek hasznalataval meg lehet oldani
egy olyan kombindlt feladatot is, amelyben valdsziniiséggel korlatozott feltétel is
és a kétlépcsos feladatra jellemz6 potlo fiiggvény is jelen van. Ennek az egységes
megold6 algoritmusnak a kapcsan megmutatjuk, hogy olyan altalanos kvadratikus
sztochasztikus programozasi feladat is optimalizalhaté, amelyben mind kvadratikus

feltételek, mind kvadratikus célfiiggvény is szerepel.

Terjedelmi korlatok miatt nem tudunk minden, a sztochasztikus programozas
témakorébe tartozod feladattal foglalkozni, a legfontosabb specialis eseteket azon-

ban megemlitjiik. Az érintett témakrol és egyéb, itt nem targyalt lehetGségekrdl



az irodalomban talal az olvaso részletesebb leirdst — a jegyzet végén egy rovid is-
mertetésben és az utana kévetkezs irodalomjegyzékben a legfontosabb konyvekre és
cikkekre felhivjuk a figyelmet. Bér a jegyzet az id6korlat miatt nem lett teljes, de
véleményiink szerint igy is jol hasznalhatdé — a kozeljovGben egy bdévitett valtozat

megirasat tervezziik.

A jegyzetet a Budapesti Miszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetemen 6todéves
informatikus és matematikus hallgatéinak, 1993 és 2002 kozott tartott elGadasaim
alapjan allitottam Ossze és elsGsorban a szamukra irtam. Az itt Gsszefoglalt anyag
egy féléves oktatasra alkalmas, esetleg tovabbi irodalom felhasznalasaval b&vithetd.
A jegyzet olvasasa az alapvetd matematikai és valdszintiségszamitasi eredményeken
kiviil feltételezi a linearis és a nemlineéaris optimalizalas elméletének és gyakorlata-
nak ismeretét is. Az utdbbi két témakor nem kozismert részeire roviden utalunk, az

irodalomroél sz6lo részben az ezekre vonatkozo utalasokat is lehet talalni.

Ma mar tucatnyinél is tébb Gsszefoglald jellegli kdnyvet irtak a sztochasztikus
programozasrol, de ezek kevéssé hasznalhatok negyed vagy 6todéves hallgatok ok-
tatasara, magyar nyelven pedig tudtunkkal semmilyen sztochasztikus programozasi
jegyzet vagy konyv nem jelent meg. A jegyzettel ezt a hianyt szeretnénk potolni. A
jegyzet hasznalatat azoknak is ajanljuk, akik a determinisztikus optimalizilas mod-
szerein kiviil szeretnék megismerni és munkajukban felhasznalni a sztochasztikus

programozas alapvetd modelljeit.

Egy sztochasztikus programozési modellt harom szempontbol értékelhetiink: ma-
tematikai, szamitastechnikai és alkalmazési szempontboél. Targyaldasmoédunkban mind-
harom szempont, lehet6leg kiegyensulyozottan szerepel. A kozolt modellek vizsga-
lataban nagy silyt fektettiink arra, hogy preciz matematikai eszkozokkel mutassuk
meg a megengedett megoldasok létezésének, illetGleg az optimalitdsi kritériumok-
nak a teljesiilését. A szamitastechnikai szempont figyelembevétele azt jelenti, hogy

szamitastechnikailag hatékony, gyakorlatilag alkalmazhato algoritmusokkal foglalko-



zunk. Targyalasmodunk gyakorlatias — kisméret numerikus példakkal szemléltetjiik
az elveket, tovabba az algoritmusokat olyan részletességgel irjuk le, hogy a matema-
tikai levezetések teljes megértése nélkiil is fel lehessen hasznélni a leirt modszereket.
Ezek a példak azt is lehetdvé teszik, hogy a sztochasztikus programozas témakorébe
elemi szinten betekintést nyerjenek mas szakteriiletek kutatoi, alkalmazoi. Végiil az
alkalmazasi szempontot is figyelembe vettiik, — ahol lehet, mar megtortént gyakor-
lati alkalmazasokat mutatunk be, illetGleg ilyenekre hivjuk fel a figyelmet. Ezek az
alkalmazasi példék arra is ravilagitanak, hogy mennyire szertedgazoak a sztochasz-

tikus programozas felhasznélasanak lehet&ségei.
Ezt a jegyzetet Prékopa Andrasnak ajanlom, akitél az elsé linearis programozasi

el6adast hallgattam 1965-ben, majd évtizedeken at szerencsém volt az altala vezetett

kutatocsoportokban dolgozni.

Budapest, 2003. Deék Istvan



1. Modellépitési alapelvek

A véletlentdl fiiggs dontéseket nem tudjuk egymashoz hasonlitani addig, amig nem
hatarozzuk meg, hogy milyen szempont szerint tekintiink egy déntést jobbnak a
méasiknal. Tehat elsGsorban azt a szempontot kell meghataroznunk, amely alapjan a
dontéseket rangsorolhatjuk. Ezek utan lehet feladatunk megengedett megoldésok és
az optimalis megoldas létezésének (egyediségének) vizsgalata. Végiil azt kell meg-
vizsgalnunk, hogy milyen algoritmussal lehet az optimalis megoldast meghatarozni
— itt mindig szadmitastechnikailag megvalosithato és lehetGleg hatékony eljarasra kell
torekedniink. Ez a harom szempont — dontési elv, megengedettség és kiszamithato-
sag — a feladatok felépitésében és targyaldsaban dontd fontossagi lesz.

A statisztika is tekinthet6 a véletlen jelenlétében valé dontéshozatalnak, igy bi-
zonyos értelemben a statisztika is része a sztochasztikus programozasnak. Példaul a
statisztikai probak (u proba, vagy x? probak) esetén is a véletlen minta alapjan aka-
runk dontést hozni a Hy hipotézis elfogadasarol (vagy elvetéseérdl). Ezért az alapel-
vek vizsgalata soran elGszor a statisztikaban hasznalt gondolatokat targyaljuk meg,
majd lefrunk egy linedris programozasbol szarmaz6 mintapéldat. A mintapélda le-
hetséges valtozatai kozott targyaljuk bevezets jelleggel azt a két modellépitési elvet,
amely a sztochasztikus programozas két legfontosabb modelltipusinak felépitésé-
hez vezet: a valoszintiséggel korlatozott és a kétlépcessds sztochasztikus programozasi

feladatot.

1.1. A val6szintliség maximalizilasa

Nagyon gyakori az az eset, amikor valamilyen szamunkra kivinatos esemény valdszi-
niiségét szeretnénk minél nagyobba (vagy legalabbis egy adott értéknél nagyobbé)
tenni. Tekintsiik az tgynevezett portfolio feladatot, amellyel tézsdei befektetések
alkalmaval talalkozhatunk.

Tegyiik fel, hogy egységnyi pénzt akarunk n kiilonbo6z6 részvénybe befektetni,
az i-edik részvénybe x; pénzt, ahol Y " z; = 1,2; > 0,7 = 1,...,n. Valamilyen

rogzitett idG elteltével akarjuk a részvényeket eladni. Az i-edik részvény jovébeli ara



egy &; valoszintiségi valtozo, melynek varhato értéke E&; = p;. A véletlen jovébeli &;
drak kovarianciamatrixat jelolje R = {ri; }7,_,7i; = E(&€;). A jovobeli teljes dsszeg,
amit kaphatunk egy n = > | x;p; valoszintiségi valtozo. Legyen célunk egy d > 0
hozam elérése, és tekintsiik feladatunknak az {n > d} esemény valosziniiségének

maximalizalasat, vagyis legyen feladatunk:

max P{n>d}.

L1y-Tn
Tekintettel arra, hogy ezt a valészintiséget nehéz meghatarozni, ezért a Csebisev
egyenléStlenség alapjan egy fels korlatot adunk a komplementer esemény valoszini-
ségére. Jeloljiik a hozam varhato értékét m-el, m = E(n), és legyen o2 = D?*(n),

ekkor

0.2

P{Tlfd}:P{m_an_d}SP{|m_77‘Zm_d}fm-

A P {n > d} valésziniistg maximalizalasa helyett igy megelégsziink azzal, hogy
ennek a felsé korlatnak a minimalizalasédra toreksziink, vagyis feladatunkat wjra

atfogalmazzuk a kovetkezd formaba:

. o?
mim -———-
T1,3Tn (d — m)Q’

feltéve, hogy Z Tip; = m,

ZZL’Z‘ = ]_7

€

Y
o

A tovabbiakban szerepld minimalizalasi (maximalizalasi) feladatokban a feltéte-
lek elott 4llo feltéve, hogy” kifejezést f.h.” roviditéssel jeloljiik. A o2 = DQ(Z;; TiD;)
meghatarozhato, igy ez a feladat egy egyszert kvadratikus optimalizalasi feladat.

Valoszintiségek maximalizalaséval foglalkozunk a maximum likelihood becslések
meghatarozasa esetén is. Tegyiik fel, hogy a statisztikai sokasag valoszintiségi val-

tozojanak a siirtiségfiiggvénye f(x,1), ahol ¥ az eloszlas egy ismeretlen paramétere.



Tegyiik fel, hogy a mintavételi eljaras folyamén az xq, s, ..., z, mintakat kaptuk,

és tekintsiik az

L= f(%l, Q)f(x%ﬁ) T f(xnv 19)

fiiggvényt, amelyet likelihood fiiggvénynek neveziink (ezt a dzy - - - dx,, eltérésekkel
szorozva a mintavétel valoszintiségét kapjuk). Mivel éppen az adott x1,2s,..., 2,
mintat kaptuk, ezért azt gondoljuk, hogy ez volt a legvaldsziniibb az Osszes lehet&ség
koziil, vagyis az L fliggvény maximalis értéket ért el. Azt a O paraméterértéket
keressiik, amelyre az L fiiggvény a maximumat éri el (vagy a log L fiiggvény éri el
maximumat, ami ezzel ekvivalens). Tehét feladatunk azon J értek meghatarozasa,

amelyre

9 = argmng(a:l, ey Ty, )

teljesiil (itt az ,arg max” az az értéke az argumentumnak, amelyre az adott fiiggvény
a maximumat veszi fel).

Példa. Tekintsiink egy statisztikai sokasdgon értelmezett normaélis eloszlasa va-
loszintiségi valtozot, amelynek az m varhato értéke és az s szorasnégyzete ismeretlen,

tehat a stirtségfiiggvénye

1 _ (a=m)?

flz,m,s) = ——e =

V2 /s

A varhato érték és a szorasnégyzet maximum likelihood becslése akkor azon m, s

értékek lesznek, amelyekre a

= —— (In27+1ns) _2@12—2772)
; s

=1

InL(xy,...,2,,m,s) = In [Hf(a:i,m,s)]
n
2

log-likelihood fliggvény felveszi a maximumat. A feltétel nélkiili optimalizalasra vo-

natkozo elsérendi sziikséges optimalitasi kritériumokat felirva a log-likelihood fiigg-

10



vényre a kovetkez6 egyenletrendszert kapjuk

51nL:i Ti—m _ dInL n_i_i(xi—m) _o

om : S " {s 2s 4
i=1 =1

Ezt az egyenletrendszert az ismeretlen m, s valtozokra megoldva kapjuk a

n n
1 1 19
m:—E xi,s:—g(xi—m)
n 4 n-
i=1 i=1

egyenldségeket, amelyek szerint az empirikus kozép és az empirikus szérasnégyzet a
normalis eloszlas esetén a maximum likelihood becslések.

Egy tovabbi lehetGség arra, hogy egy kivanatos esemény valoszintiségét lehetSleg
naggya tegyiik az lehet, hogy ezt a valdszintiséget beépitjiik egy hasznossagi fiigg-
vénybe (utility function, Marschak, 1951) — a hasznossagi fiiggvényeket a kovetkezd
részben targyaljuk részletesebben. Tekintsiink egy x = (1, ..., z,) befektetési stra-

tégiat, és a kovetkezd u hasznossagi fliggvényt (amely nem konkav, de kvazi-konkav):

—K, haz<d,
u(z,x) =

z, ha z > d,
ahol d és K adott nemnegativ konstansok, z a befektetés hozama (az eredeti befek-
tetés a nyereséggel novelve). Tekintettel arra, hogy egy adott x befektetés hozama
az n valoszintségi valtozo, vagyis n fiigg x-t6l, ennek sirtségfiiggvénye f(y,x) is
fiiggvénye a befektetési stratégianak. A véletlen u(n, x) hasznossag értékét az adott
hasznosségi fiiggvény alapjan szamithatjuk ki és ennek a varhato értékét szeretnénk

maximalizalni. Ezek szerint a feladatunk a kovetkezd forméba irhato:

xeX

max E,(u(n,x)) = K / £y, x)dy + / " i 0y,

A varhat6é érték als6 indexe azt jeloli, hogy melyik valészintiségi valtozd szerint
vessziik a varhato értéket — ezt a jelolést f6leg olyankor hasznéljuk, ha félreértés

léphet fel.
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1.2. A hasznossagi fiiggvény

Sokszor a nyeremény értéke 6nmagédban nem hatiarozza meg a jatékos altal kovetett
stratégiat. Hiszen kevés ember kockdztatna egy millié forintot ezer forint nyere-
ségért, de sokan szivesen lottoznak, hiszen par szaz forint elvesztésével szemben a
tobbmillios nyeremény lehetGsége all (még akkor is, ha ennek csak kicsi a valoszini-
sége).

Altalaban az u hasznossagot egy, az « nyeremény fiiggvényeként értelmezett u(z)
monoton novekve, konkav fiiggvénnyel definidljuk — természetesen mas paraméterek-
t6l is fiigghet az u fiiggvény. A monoton ndvekvés mutatja azt a kivanalmat, hogy
nagyobb nyereményt hasznosabbnak értékeljiink, a konkav tulajdonsag pedig kife-
jezi azt az elvet, hogy egy bizonyos szint feletti nyereségnovekedés mar egyre kisebb
novekedést jelent hasznossagban a jatékos szamara.

D. Bernoulli (1873) fogalmazta meg hasznossagi fiiggvények segitségével a pé-
tervari problémat. Egy jatékos Palnak a kovetkezd jatékban vald részvételt ajanlja
fel. A jatékos feldob egy pénzérmét (a pénzérme szabalyos, 1/2 valosziniiséggel fej,
1/2 valoszintiséggel iras lesz az eredmény). Ha az eredmény fej, akkor Pal kap 1
dukatot, egyébként a jaték végetér. Ha fej volt az els6 dobéas eredménye, akkor a
jaték folytatodik, a jatékos megint feldobja a pénzérmét, fej esetén Pal két dukatot
kap, ha a harmadik dobasra is fej jon ki, Pal négy dukatot kap, stb. Ha egyszer is
irds lesz a pénzdobéas eredménye, akkor végetér a jaték.

A jatékban a P4l altal elnyerhet pénzisszeg varhato értéke Y oo (1/2)27! = oo
(ennek alapjan fogalmaznak meg nyerének gondolt stratégiakat is). Mégis, ha a
jaték megkezdése elGtt valaki hajlando lenne megvenni Pal helyét a jatékban, Pal
valoszintileg egy sokkal kisebb, rogzitett pénzért eladné a részvételi jogat. A kérdés
az, hogy Pal milyen rogzitett dsszegért lenne hajlandd lemondani a jatékjogarol.

Tegyiik fel, hogy Palnak a jaték megkezdése el6tt mar van a Osszegl pénze, és a
jatékban a véletlen = Osszeget nyerheti el. Ekkor az altala elnyert 0sszeg hasznossa-
gat a kovetkezd hasznossagi fliggvénnyel definidljuk:

h(z,a,b) = blog L.
a
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a— | 0 [ 100 | 100 000 | 10 000 000

D=1]2| 43 9.2 11.7

1. tablazat. Pal indulo vagyona és a hozzatartozo6 determinisztikus ekvivalens értéke.

ahol b egy pozitiv konstans. Ez a hasznossagi fiiggvény monoton noévé és konkéav,
tovabba megfelel a hasznossagrol heurisztikusan elfogadott elveinknek. A véletlen

hasznossag varhato értéke:

b +1 b +2 b 4 on—1

Eh(x,a,b) — §logaa +Z_llogaa ++2_nlogaT—|—
n — 1
= blog [(a+1)1/2(a+2)1/4...(a+2n—1)1/2 } —bloga o

n=1

00 on—1 1/2n
— blog [H (L) '
a

n=1

Legyen D az a rogzitett Osszeg, amelynek ugyanakkora a hasznossiga, mint a
véletlen nyeremény hasznossagénak varhato értéke (itt D-t a varhato hasznossag
determinisztikus ekvivalensének nevezziik). Tehat D-t a kdvetkezs egyenlGség hata-
rozza meg:

D
Eh(z,a,b) = blog 2
a

Ebbdl az egyenlethdl kaphatjuk mindkét oldalt e hatvanyara emelve, hogy

0 n—1\ 1/2" 00 1/2" oo
a+ D _ H (ﬂ) = H (1) H(a+2n—1)1/2" _ 1H<a+2n—1)1/2"’

a a a a

n=1 n=1 n=1

amibdl a determinisztikus ekvivalens értéke kifejezhets:

D= H(a+ 2n71>1/2” —a.

n=1

Néhény numerikus adatot adunk meg az 1. Tablazatban annak szemléltetésére,
hogyan fiigg D értéke az a kezdeti vagyontol. Lathato, hogy D nagyon lassan nd,
tehat ha Pal nem nagyon gazdag ember (100 000 dukatnal kisebb a vagyona), ak-
kor 20 dukatért boldogan eladna a részvételi jogat (az adott hasznossagi fiiggvény

esetén).
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Altaldban, ha a nyereség egy ¢ valoszintiségi valtozo, és a jatékos az u(z) hasz-
nossagi fliggvény szerint értékeli az x nyereségét, akkor a hasznossag varhaté ér-
téke E[u(§)]. A determinisztikus ekvivalens értéke pedig azon D, amelyre u(D) =
E[u(¢)], és ebbdl az egyenletbsl D meghatarozhato:

D =u" ' (E[u(§)))-

Ha adott egy u(z) hasznosséagi fiiggvény, akkor ehhez definidljuk a

u// ((IE)

x) = ——7—=

o(z) e
kockazattol valo tartozkodas (risk aversion) fiiggvényét. Pal esetében a hasz-
nossagi fiiggvény u(x) = f(x,a,b) = blog “= volt, a kockazattol valo tartozkodas

értéke pedig o(z) = ﬁ Legyen a = 1,b = 1, ekkor egységnyi nyereménytdl 1/2 a
tartdzkodas, x = 1000 nyereségtdl pedig kb. 0.001 a tartézkodas mértéke. Egy ma-
sik, u(x) = 1 —e* alaki hasznossagi fiiggvény esetén a kockazattol valo tartozkodés
fliggvénye 1, vagyis itt mindenféle nyereség esetén ugyanakkora kockazatot hajlando
vallalni a jatékos.

Nem konkav (de monoton névé) hasznossagi fiiggvényeket is hasznalhatunk. Te-
gyiik fel, hogy a bortonbdl valo kikeriilés feltétele egy K ovadék letétele. Ekkor a
jatékban valo esetleges nyereséget is ezzel az 6vadékkal Gsszehasonlitva értékeli a
jatékos hasznosnak, vagy sem: legyen itt u(z) = —1, ha z < K, és u(z) = 1, ha
x> K.

Megjegyezziik, hogy valoszinitiségek maximalizalasira, minimalizaladsara, vagy va-
loszintiségi valtozok varhato értékére, hasznossagi fiiggvényre vonatkozo gondolatme-
netet csak akkor hasznalhatunk, ha ugyanaz a helyzet ismételten, t&bbszor is lezaj-
lik, ugyanolyan koriilmények kozott. Ha a valoszintiség nem kozelithetd jol a relativ
gyakorisaggal (annak hatarértékével), mint példaul ritka katasztrofak bekovetkezte
esetén, akkor inkdbb egy olyan esemény valdsziniiségét szeretnénk maximalizéilni,

amely a szamunkra kedvezd.
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1.3. Az Gjsagarusfia probléméaja

Tekintsiik az Gjsdgarusfia problémajat, amely a sztochasztikus programozas egyik
klasszikus feladata. Tegyiik fel, hogy egy Gjsagarusfia a kozpontban Gjsagokat vehet,
b egységaron, amelyeket az utcin egy magasabb ¢ aron adhat el (¢ > b). A jelentkezd
igények szama &, amely valoszintségi valtozo ismert eloszlassal. Az ujsagarusfia
alapvetd problémaja az, hogy hany 0jsagot vegyen meg, ha a nyereségének a varhato
értékét akarja maximalizalni.

A feladat leirasadhoz két esetet kell kiilon megvizsgalni. Ha kevesebb tjsagot vesz

a kozpontban, mint az aktualis kereslet (x < ), akkor a haszna
d~ = ct — bz = —b(x — &) + (c — b)E.

Abban az esetben pedig, ha tobb ujsagot vesz meg el6re, mint amennyit el tud

adni (¢ < x), akkor a nyeresége

dt =cx —br=—(c—0b)(£ —x) + (c — D)E.

Tegyiik fel, hogy a véletlen kereslet eloszlasa diszkrét, vagyis p; = P{{ =i},i =

0,1,... a kereslet eloszlédsa. Ekkor a varhato nyereség értéke az x fiiggvénye lesz:

B(d") + B(d) = (e~ OBE) — Y bplw —1) = 3 (e~ i — o).

i<z i>T
1.4. Hatékony megoldasok.

Pénziigyi alkalmazasok esetén érdekes definiciot adott Markowitz (1952). Tekintsiik
az elobb leirt portfolio feladatot, vagyis legyenek a feltételeink a kovetkezdk:

$1+'+~I’n:1> xl’,mn>0

Tegyiik fel, hogy az x = (x1,...,x,) portfolionk egy jovébeli (véletlen) eredményt
ad, amelynek varhato értéke M és szoérdsa 0. Az M a jovébeli teljes nyereségiink
varhato értéke, a o szorasa pedig a bizonytalansagi szintnek (rizikonak) tekinthetd.
Egy adott befektetés kiértékelése kapcsan nyilvan mindkét mennyiségnek szerepelnie

kell; M-et maximalizalni, a o bizonytalansigot minimalizalni szeretnénk.
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1. Definici6. Az x = (z1,...,x,) portfoliot hatékonynak nevezzik, ha
(i) M nem névelhetd (nem névekvd o szdrds mellett),
(i) o nem csokkenthetd az M csokkentése nélkil.

A definici6é bizonyos értelemben egy nyeregpontot hataroz meg: az adott o bi-
zonytalansagi szint mellett nem névelhetd a nyereség, és az adott M nyereség mellett
pedig nem csokkenthet6 a bizonytalansag. A megengedett, illet6leg hatékony meg-
oldésokat egy o, m koordinatarendszerben abrazoljuk, a megengedett megoldasok S
halmazanak bizonyos hatarpontjai lesznek a hatékony megoldasok.

Matematikailag a hatékony megoldas keresése a kovetkezd kvadratikus progra-
mozasi feladatot jelenti. Legyen x; az i-edik részvénybe torténé befektetési hanyad,
mely esetén a jovébeli nyereség egy & valosziniiségi valtozo, E(&;) = m;, a nyeresé-
gek kovarianciamdtrixa pedig legyen ¥ = {0y;}7,_,. Ekkor egy adott M nyereség
elérésének feltételezése mellett abban az esetben lesz a befektetés minimalis szoréasu,

ha az x portfolio a kovetkezs feladat optimalis megoldasa:

n n n
min X; 04 -+ TiX 044
=1

=1 j=1,4;

A feladat konnyen bévithetd egyéb feltételekkel is, példdul megkivanhatjuk, hogy
az osztalék egy minimélis értéket érjen el, vagy a bizonytalansig nem lehet egy
értéknél nagyobb, stb.

Altalaban a hatékony megoldasok a megengedett megoldasok halmazanak egy
feliiletét (feliilet részét) képezik. Igy egyértelmi hatékony megoldasrél nem lehet
sz0, bar adott nyereség esetén altalaban csak egy minimalis szorast megoldas van.
Konnyen belathato, hogy ha egy x és egy y pont hatékony megoldés, akkor ezeknek

az 0sszes AX + (1 —\)y,0 < A < 1 konvex kombinacioja is vagy hatékony megoldés,
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To— 0} 02 04| 06| 0.8|1.0

M= 81 921104 |11.6 |12.8 | 14

o—|3.0] 317 |3.65] 433|513 | 6.0

2. tablazat. Két részvény kombinédci6jadnak nyeresége és szorasa, o = 0.5 esetén.

vagy csak megengedett megoldds. Tehat a megengedett megoldasok S halmaza
konvex halmaz, a hatékony megoldasok pedig (egy adott const. allando esetén) a
{X | SUP, _eonst. M (x)} altal megadott pontok halmaza o = const € I esetén.

Példa. Legyen adva két részvény, amelyek koziil az elsé egy kisebb m; = 8%
nyereséget, de kisebb o7 = 3.0 bizonytalansagot mutat (csatornazasi vallalat, vagy
méas szolgaltatas), mig a masik nagyobb my = 14% nyereséget és nagyobb oy =
14.0 bizonytalansdgot eredményez. Ekkor egy o = 0.5 korreldltsag mellett a teljes
portfoli6 M nyeresége és o szorasa a kovetkezé tablazatban lathato. Az (zq,x9)
portfolio

2 2 2 2 2
0" = x70] + 2012201020 + 150,

szorasnégyzetli, M = 8z + 14xo varhatoeértéki (szazalék) nyereséget kinal. Ez a
mintapélda az x1 = 1 — z9 helyettesitéssel egy egyvaltozos szélsGérték feladatta
formélhato: adott M-hez kiszamithato a o (vagy forditva: adott o esetén M meg-
hatarozhato). Lathato, hogy adott oy, 09, 0 értékek esetén az M varhatoérték a o
konkav fiiggvénye (tehat a megengedett megoldasok halmaza konvex, ennek felsé

burkoloja adja a hatékony megoldasokat).

1.5. Determinisztikusbél sztochasztikus feladat

Az alabbi mintapélda lehetséges valtozataival a sztochasztikus programozas két leg-
fontosabb dontési elvét szemléltetjiik: a valdszintiséggel korlatozott modellt és
a kétlépcsds sztochasztikus programozasi modellt.

Tekintsiink egy olajfinomitot, amelybe kétféle nyersanyagot (kGolajat) széllita-
nak, x1, xo mennyiségben, ezek beszerzési ara ismert cq, co. A nyersanyagokbol két-

féle készterméket készitenek, benzint és fiitGolajat. Természetesen a kétféle kGolajbol
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kiilonb&z6 ardnyban tudjak elGallitani a két készterméket — egységnyi ,,nehéz” kolaj-
bol ay1, as1, egységnyi ,kénnytd” kéolajbol pedig a2, ase benzint illetleg fiitGolajat
lehet elGallitani. Az olajfinomito altal készitett benzin és fiitGolaj mennyiségét tgy
akarjak meghatarozni, hogy a piaci keresletet (£, &) kielégitsék, minimalis koltség-
gel. A finomitasi eljaras alatt egy 10 szazalékos veszteséggel is szamolnunk kell,
amely adottnak tételezhets fel. Tegyiik még fel, hogy a maximalis terhelhetség
miatt van egy felsd korlat a teljes feldolgozhatd mennyiségre, ami Ky egységnél nem
lehet nagyobb, tovabba a minimalis kihasznalhatosag miatt (technologiai alapjarat)
van egy K, also korlat is. Ezek alapjan egy linearis programozési feladat irhaté fel

a termelési folyamatra:

min (¢z1 + Ccoxg)
fh. apry + apre > &,
a1y +  agry > &,
1 + z2 < Ky,
201 + w1y > Kp,
r1,Te > 0.

Ezt a feladatot a determinisztikus alapfeladatnak nevezziik, ha az igények
adottak, vagyis ha & = by, & = by valamilyen by, by allandokkal. A {6 kérdésiink
ekkor az, hogy ha bizonyos mennyiségek a fentebbi linearis programozasi modellben
valoszintiségi valtozok, akkor hogyan kell értelmezni a feladatot, illet6leg mit tekin-
tiink optimalis megoldasnak. A valoszintiségi valtozok egyes esetekben nem-konvex,
vagy pedig lires megengedett megoldasi halmazra is vezethetnek.

A linearis programozasi feladatok geometriai szemléltetése alapjan a feltételek
egy konvex poliédert adnak, amelyhez egy (cy, ¢2) normalvektora egyenest illesztiink
(az optimalis megoldés esetében ez egy, a megengedett megoldasok halmazanak érin-
téje lesz). Ha a &, &, valtozik, akkor a feltételi egyeneseket (parhuzamosan) toljuk
el, ha a (c1,cp) valtozik, akkor az illesztett egyenest forgatjuk el. A legnehezebb
feladat akkor keletkezik, ha az A egyiitthatoi valtoznak, mert ezzel a megengedett
megoldasok poliédere véltozik: a feltételeket eltoljuk és elforgatjuk.
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Az egyszeriiség kedvéért most csak a &, & igényekrdl tessziik fel, hogy valoszi-
niiségi valtozok, valamilyen adott eloszlassal, a tobbi paramétert rogzitettnek te-
kintjiik. Az alapmodell (valtozatlan forméajaban) nyilvan értelmezhetetlen ebben
az esetben, viszont tobbféle sztochasztikus optimalizalasi modell irhato fel. Miel6tt
ezeket ismertetnénk, vegyiik észre, hogy ha a technologia méatrix egyiitthatoi (az
ai1, @12, as1, azs parameéterek) véletlenek is lehetnek, akkor még az sem biztosithato,
hogy létezik megengedett megoldas. Hiszen a feltételek egy konvex poliédert irnak
le, amelyek egyes esetekben {ires halmazt is adhatnak. Ha a koltségfiiggvény ¢, co

paraméterei véletlenek, akkor pedig a célfiiggvény értéke valhat nem korlatossa.

(i) Varhato6 érték optimalizalas. A legegyszertibb megkozelités az, ha a valo-
sziniiségi valtozokat a varhato értékiikkel helyettesitjiik; ekkor egy egyszert linearis
programozasi feladatot kell csak megoldanunk. Legyenek a feladatban szerepls pa-

raméterek értékei a kovetkezGk:
CcCl = 25, Cy = 35, a;l = 03, 12 = 07, 91 = 06, Q99 = 02, KU = 120, KL = 20,

az igényt jelents valoszintiségi valtozokrol pedig tegyiik fel, hogy egyenletes elosz-
lasuak a [20,80], illetSleg a [10,110] intervallumban, vagyis E(&;) = 50, E(&;) = 60.
Ezeket behelyettesitve a fenti feladatba egy determinisztikus linearis programozasi

feladatot kapunk, amelynek optimélis megoldésa konnyen megadhato.

(ii) Megbizhatosag (valoszintiségi korlat). Egy masik lehetéség sztochasz-
tikus programozéasi modell kialakitasara egy kivanatos esemény valdszintiségére el6-
irt valoszintiségi korlat (probabilistic constraint), vagyis egy megbizhatosagi tipusi

feltétel eltirasa: azt kivanjuk meg, hogy az igényeket p valoszintiséggel ki tudjuk
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elégiteni (ahol p egy 1-hez kozeli megbizhatosagi szint, példaul p = 0.9).

min (¢121 + c2x2)

anr1 + apry > &
fh. P > p,

a1 Ty +  axnTy > &

A
=
¢

JZ1+ZL‘2

211 + 29

v
3

Ti,ry > 0.

Az el6irand6 p megbizhatosagi szint nagysiga az adott alkalmazastol fiigg. A
mindennapi életben a p = 0.95 altalaban elégséges, de egy orszag villamos energiaval
valo ellatottsdgaban nem tilzas p = 0.997 valdszintiséget megkovetelni.

(iii) Kétlépcsbs dontés. Egy harmadik lehet&ség a modellalkotasra az lehet,
hogy egy potlolagos (masodik 1épesds) beavatkozas lehetéségét engedjiik meg. Te-
gyiik fel, hogy az (x1, z2) termelési terv Osszeéllitasa és végrehajtasa utan megfigyel-
hetjiik a &, & igények valodi értékét. Ezek ismeretében a tézsdén azonnali vétellel
be tudjuk szerezni a késztermékekbdl esetleg hidnyzé mennyiséget — természetesen
a szokasosnal magasabb aron (spot price).

Legyen a benzinbdl és/vagy fiitGolajbol hidnyz6 mennyiség y1,y2, amelynek az
egységara qp,qe, tehat a potlolagos beszerzés koltsége qi1y1 + qoyo, amely a &, &
véletlen igényektdl fiigg, vagyis maga is valoszintiségi valtozo. Ennek a koltségnek
a varhato értékével noveljiik meg az eredeti koltségfiiggvényt. Tehat feladatunk a

kovetkezé lesz:

min 11 + crs +E(aun + @)
th oz, + 9 < Ky,
21 4+ X9 > Ki,
anry + appTz + Y1 = &,
a1 + apry + Yo = &,
Ty, T, Y1, Y2 > 0.
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Ezt a kétlépcsss feladatot az altalaban szokdsos formaban tgy irjuk fel, hogy
a masodik 1épcsds tevékenységet (a kés6bb beszerzendd yi,y, mennyiség megha-
tarozéasat) a potlo fiiggvénybe, illetGleg annak a definiciojaba tessziik. Legyen az

ugynevezett els6 1épcsés feladat a kovetkezd:

min ¢1x; + coro + E(g(x,£))
2) fh.oz; + 2, <Ky,
2ry + x > Ky,
xr,xe 2> 0,

ahol a potlolagos ¢(x, €) koltség (a mésodik 1épesds beavatkozas koltsége) a ko-

vetkezGképpen adhatoé meg:

y1 =& — [anxy + a2,

-~

a(x.£) = iIIHZ/IQl NY1 + QY2 | yo = & — [aoiz1 + agws),

y1 20,50 >0

\ 7

Az ebben a definicioban szerepl§ linearis programozési feladatot a méasodik
lépcsds feladatnak nevezziik. A ¢(x, &) fiiggvényt a potlolagos (recourse) vagy
jarulékos koltségnek nevezziik, ennek varhato értékét, a Q(x) = E(q(x,&)) figg-
vényt pedig a varhato potlas koltségének nevezziik. A (?77)-ben megadott feladat
viszont alapjaban véve egy egyszert determinisztikus (nemlinearis) programozasi
feladat, amely a hagyomanyos determinisztikus optimalizalasi eljarassal (elviekben
legalabbis) megoldhato. A nehézség a Q(x) fiiggvényben van, ennek a kiszamitasa
altaldban nem konnyii.

Ezt a modelltipust kétlépcsdsnek is nevezziik, mivel az els 1épcsében az x valtozo
értékérsl dontiink, majd a masodik 1épcsben tudunk korrigalni az (yq, yo) valtozok
meghatarozasaval. A kétlépesés modell bizonyos dinamizmus beépitését is lehetGvé
teszi, hiszen itt dontés x, megfigyelés &, dontés y sorozatban hatarozunk a x,y
dontési valtozoinkrol. A kétlépesés modell nehézség nélkiil altalanosithato arra az
esetre, amikor szekvencidlisan hozunk dontéseket: megfigyeljiik a véletlen értékét

és ennek alapjan tjabb dontést hozhatunk a véletlen hatdsanak korrigalasara tébb-
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szOr egymas utan — ezeket a modelleket tobblépcsés sztochasztikus probléméaknak
nevezziik.

Természetesen, hasonld biintetéfiiggvényes megkozelités masmilyen jarulékos kolt-
ségfiiggvénnyel is adhato, vagyis az eredeti c;x1 4 cows linearis taghoz hozzaadhatjuk

az E[(& — Ax)' (& — Ax)] mennyiséget is.

1.6. Varhatoérték programozas

Az el6z6 mintapélda esetén a két legfontosabb sztochasztikus programozasi feladat-
tipust, a valoszintiséggel korlatozott és a kétlépcsds feladatot mutattuk be. Megem-
litettiik a varhato érték esetén torténd optimalizalast is, de errél most megmutatjuk,
hogy ez a megkozelités altalaban — a megbizhatdsag szempontjabol — nagyon rossz
eredményt is adhat, ezért altalaban nem ajanljuk az alkalmazasat. Legyen felada-

tunk a kovetkez6:

min (x4 y)
fh. 204y > u,
r+2y = us,

r,y =0,

ahol wuy, us valoszintiségi valtozok, amelyek fiiggetlenek és egyenletes eloszlasiak
a [0,2| intervallumban. Helyettesitsiilk most a valoszintiségi valtozokat a varhato

értékiikkel, ekkor feladatunk 1j determinisztikus alakja

min (z 4 y)
th. 2z +y  >1,

r+2y >1,

v

T,y 0.

Ha ezt a feladatot megoldjuk, akkor optimalis megoldasként az z* = 1/3,y* = 1/3

értékeket kapjuk. Az optimalis megoldas megengedettségének valoszintisége (vagyis
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annak a valoszintisége, hogy ezen z* y* megoldas esetén a feltételek fennallnak)

egyszertien kiszamithato:
P{w|l > u;(w),1 > us(w)} = P{uy < 1}P{up < 1} =1/4,

vagyis csak az esetek 1/4-ében fog mind a két feltétel egyiitt fennéllni. Természetesen
n (hasonlo) feltétel esetén ez a valosziniiség 1/(2") lesz, tehat a varhato érték szerinti
optimélis megoldés megengedettsége igen kicsi is lehet.

Ha nagyon biztosak akarunk lenni a feltételek teljesiilésében, akkor az x** =
1,y = 1 megoldast alkalmazzuk. Ekkor a feltételek 1 valészintiséggel teljesiilnek
ugyan, de a koltségiink értéke 2, mig az el6z6 x* = 1/3,y* = 1/3 megoldés esetén
ez csak 2/3 volt. Vagyis sziikségteleniil nagy koltség aran ériink el nagy meghizha-
tosagot.

A valoszintséggel korlatozott modell esetén egy kompromisszumot keresiink a
megoldés lehetdleg nagy p valosziniiségii megengedettsége és a minimalizdlando cél-
fiiggvény nem tul nagyra novelése kozdtt. Ha a feladatbol egy valoszintiséggel kor-

latozott modellt akarunk késziteni, akkor ennek alakja a kévetkezd lesz:

min (z + y)
2+ Yy Zu
fh. P a2
T + 2y > us
r,y > 0.

A fentebb megadott wuy,us valoszintiségi valtozok esetén a feltételben szerepld
valoszinidség konnyen felithato: (2x + y)(z + 2y)/4 = 0.5(z + y)* + 0.25zy, tehat
példaul z+y > /2 esetén mar 1 valoszintiséggel teljesiil a megbizhatosagi feltételiink
— és itt a koltségiink csak v/2 lesz. Ha pedig csak egy p = 0.95 megbizhatosagot

koveteliink meg, akkor még tovabb cstkkenthetd a koltség.

1.7. Altalanos modellépitési elvek

Altalaban a kovetkezd eljaras szerint konstrualunk sztochasztikus programozési mo-
dellt. Kiindulunk egy determinisztikus (linearis, vagy nemlinearis) optimalizalasi fel-

adatbol. Meghatarozzuk azon valtozok, egyiitthatok, mennyiségek korét, amelyek
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valészintiségi valtozok. Valamilyen megfontolasok alapjan egy dontési elvet foga-
dunk el, hogy mikor tekintiink egy megoldast optiméalisnak (vagy altalaban jobbnak
egy masik megoldasnal) és végiil a dontesi elv segitségével felirjuk a sztochasztikus
programozasi modellt. Jegyezziik meg, hogy egy determinisztikus modellb6l még
akkor is tobbféle sztochasztikus programozasi modellt készithetiink, ha lerogzitjiik
a valoszintségi valtozoként szereplé mennyiségek korét.

Az altalanos sztochasztikus linearis programozas esetén a

min ¢’x
Ax > b,

x>0

determinisztikus alapfeladatbol indulunk ki. Itt akarmelyik paraméter lehet va-
16szintiségi valtozo, tehat feltessziik, hogy van egy (92, A, P) valoszintiségi mezonk,
és lehetséges valoszintiségi valtozoink az (A(w), b(w), c(w)),w € €.

Vizsgalataink soran mindig feltessziik, hogy a modellben szerepld valoszintiségi
valtozok (stirtiségfiiggvényiik, vagy eloszlasfiiggvényiik) ismertek. Tehat nem fog-
lalkozunk azzal, hogy hogyan lehet a valosaghan el6forduld véletleneket modellezni,
milyen illesztési eljardsokkal lehet a mintakbdl az egyes valoszintiségi eloszlasokat
meghatarozni — ezek onmagukban is érdekes és altalaban nehéz feladatok.

A sztochasztikus programozasban beszéliink statikus és dinamikus modellekrél;
az elsG esetében egy egyszeri esetet kell megvizsgalni (a dontési valtozokrol a véletlen
realizalodasa el6tt kell donteniink), mig a masodik esetében egy sorozat helyzetet
kell modellalni és optimalizalni (t = 0,1,2,... id6pontokban, vagy altalanosabban
egy folytonos paramétert ¢ segitségével felirt allapotot kell vizsgalni).

Szoktunk beszélni ,itt és most” modellekrdl, valamint ,varunk és meglatjuk” mo-
dellekrél. Az els6 esetében most azonnal kell donteniink, anélkiil hogy a bekovetkezd
véletlenrdl (az altalanos eloszlasan kiviil) barmit is tudnank, mig a masodik esetben
lehet&ségiink van arra, hogy a kés6ébb bekovetkezd véletlen hatasat is figyelembe
vegyiik. Ilyen szempont szerint a valdszintséggel korlatozott modell itt és most”

tipust, tehat statikus modellnek tekinthets, mig a kétlépesss (és az ennek analo-

24



gidjara felépitett tobblépcsds) modell ,yarunk és meglatjuk” tipusi. Ez a masodik
tipus ilyen formaban tekinthets egy dinamikus tulajdonsigokkal rendelkezé modell-
tipusnak is.

A kiindulasként tekintett determinisztikus modellbél elkészitett sztochasztikus
programozasi modell esetén a kovetkezd alapkérdések meriilnek fel:

(i) milyen feltételek mellett lesz az j probléma megengedett megoldasainak hal-
maza (nem-iires és) konvex,

(ii) milyen feltételek mellett lesz az j probléma célfiiggvénye konvex (minimali-
zéalasi feladat esetén),

(iii) milyen megoldo algoritmust hasznalhatunk az optimalis megoldas meghaté-
rozasara, kiilonos tekintettel arra, hogy sok esetben a valoszintiségek vagy varhato

értékek kiszamitasa pontatlan (csak valamilyen zajjal lehetséges).

1.8. Jelolések

A jegyzetben a vektorokat oszlopvektoroknak gondoljuk és vastag bettivel jeloljiik,
mint példaul: x,b. Vektorok transzponaltjat egy fels6 vesszével jeloljiik, mint x', b'.
Ezek szerint az x1, x9, . . ., x,, komponensekbdl allo vektor x' = (x1, 29, ..., x,). Vek-
torok dimenzi¢jat csak akkor adjuk meg, ha egyébként félreérthets a helyzet.

Matrixot nagy bettikkel jeloliink, mint A, B. Ennek az A matrixnak az i-edik
sordban és j-edik oszlopaban all6 elem az a;;, ezzel egy n X n négyzetes matrix
A = {a;;}};—, formaban is irhato.

A valoszintiségi valtozokat gordg bettikkel jeloljiik, példaul &, 7. A valbszintségi
vektor-valtozokat vastag gorog betiikkel jeloljiik, tehat a &, &, ..., &, komponen-
sekbél allo vektorra & = (&1, &, ..., &,). Bgy valoszintiségi (vektor-)valtozo varhato
értékét E jeloli, a szorasnégyzetét pedig D?. A hangsulyozas érdekében néha a var-
hato érték als6 indexével mutatjuk meg, hogy melyik valoszintiségi valtozd szerint
képezziik a varhato értéket, mint példaul E,({n) jelenti az n-ra képzett varhato

értéket. Események valdszintiségét P-vel jeloljiik.
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EgyenlGségek és egyenlGtlenségek felirasakor az
Ax <b

tipusu egyenlGtlenséget soronként kell értelmezni, vagyis a baloldalon all6 Ax vektor
i-edik komponensét Ax|;-vel jelolve az Ax < b vektor-vektor egyenl6tlenség akkor és
csak akkor teljesiil, ha az n darab Ax|; < b;,i = 1,2,...,n egyenl6tlenségek minde-
gyike teljesiil. Az x > 0 szokdsos nemnegativitasi feltétel pedig minden komponens
nemnegativitasat jelenti, tehat az 1 > 0,...,x,, > 0 egyenl6tlenségek mindegyike
fennall.

A fiiggvények jelolésére hasznalt f(x), g(x) kifejezések f: R™ — R! skalarfiigg-
vényeket jelolnek (hacsak kiilon értelmezést nem adunk). A maxy h(x, &) tipust
jelolések azt mutatjak, hogy a maximalizalast az x valtozora végezziik.

Az n-dimenzioés euklideszi teret R"-el jeloljiik. A O(n) jelolést pedig a szokasos
értelemben hasznaljuk: az f,(z) figgvény O(n)-es, ha f,(x)/n korlatos minden n

esetén.
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2. Val6szintiséggel korlatozott modellek

Ebben a fejezetben azokat az alaptipusokat targyaljuk meg, amelyekben a sztochasz-
tikus modellben vagy valamilyen kivanatos esemény valoszintiséget maximalizaljuk
(vagy minimalizaljuk), vagy csak egy valoszintségi korlatot irunk els egy esemény
valoszintiségére.

Az ilyen feladatok szokésos elnevezése angolul ,probabilistic constrained optimi-
zation” (vagy kevésbé szerencsés modon ,chance constrained programming”). Ezek

a feladatok formailag egy varhato érték optimalizalasi feladatta is atirhatok.

2.1. Altalanos elvek

Kiindulasként tekintiink egy determinisztikus modellt. Feltessziik, hogy a feladat
bizonyos paraméterei véletlenek, elkészitjiik ennek egy (vagy tobb) sztochasztizalt
valtozatat, erre kiillonboz6 feladatokat irunk fel és megvizsgéaljuk, hogy kiilénbo6z6

sztochasztikus modellek megoldésai milyen viszonyban vannak egyméssal.

2.1.1. Feltételek

Tekintsiik kiindulasként a kovetkezd determinisztikus modellt, amelyben a felada-

tunk adott & paraméterek mellett megengedett x megoldas keresése:

gl(Xa E) Z 07
gm(x,6) = 0.
Itt és a kovetkezékben is X' = (xy,...,2,), & = (&,...,&,) adott dimenzios

vektorok. Egy masik tipusi, adott A célfiiggvény minimumat keres6 determinisztikus

optimalizalasi feladat a kovetkezd:
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min h(x, &)
fh gl(X7€> 2 07

gn(x,§) > 0.

Vegyiik észre, hogy ha a mésodik modelltipus esetén tudunk optimalizilni (ren-
delkezésiinkre all egy algoritmus, amelynek segitségével a fenti feladat optimumét
meg tudjuk hatarozni), akkor az elsé modelltipusban megfogalmazott megengedett
megoldas keresését is meg tudjuk valositani: példaul ha a g1(x,€) > 0 egyenlGt-
lenséghez keresiink megengedett megoldast, ez ekvivalens a maxy g;(x, &) feltétel
nélkiili optimalizalas végrehajtasaval. Természetesen itt el6fordulhat, hogy egyalta-
lan nincsen megengedett megoldés.

Tegyiik fel, hogy a &, paraméterek valoszintiségi valtozok. Ekkor megbizhatosagi
(valamilyen esemény valoszintségére vonatkozo) feltételeket tobbféleképpen irha-
tunk el6 ezeknek a modelleknek a sztochasztikus megfelelGire. Legyenek pq, po, . ..
adott valoszintiségek, amelyek altaldban 1-hez kozeliek.

1. Egyedi valdszintiségi korlatok. Ilyen korlatokat akkor irhatunk el§, ha a

&, ..., &, valoszintiségi valtozok fliggetlenek.

P{gl(xasl) 20} > D1,

P{gm(xvﬁm) > 0} > DPm-

2. Egyiittes valdszintiségi korlat. Ilyen tipusi feltételeket akkor érdemes
hasznélni, ha az egyes valoszintségi valtozok kozott (erds) korrelacio érvényesiil.

Legyen p egy 1-hez kozeli érték, és legyen:

( )

91 (Xv €) > 07

L gm(X,é) > 0



Vegyiik észre, hogy ha a feltételek g;(x) > &, alakba irhatok és a &; valoszintségi
valtozok teljesen fiiggetlenek, akkor egyedi korlatokat kapunk. Ha a valdszintiségi
valtozok egymastol fiiggenek, akkor nem tudjuk dekomponélni a feladatot. (Az
egyedi korlatok értékeit altalaban kénnyebb kiszamitani.)

3. 1 valoszintiséggel megkovetelt (biztosan bekovetkezs) korlatok.

P{gl<X7£)ZO} = 1

P{gm(x,§) 20} = 1

2.1.2. Célfiiggvény

Sztochasztikus feladatainkban valamilyen korlatok mellett egy h(x, &) fiiggvényt mi-
nimalizalunk (tehét a legegyszeriibb esetekben a célfiiggvény determinisztikus h(x)

alaki is lehet). Igy feladatunk

xex,€eE

ahol x, € valamilyen adott egyenlGtlenségek altal leirt X, = tartoményokban mozog-
hatnak. Ha & véletlen, akkor ennek a feladatnak a szokasos atirasa sztochasztikus
programozasi feladatta:

min P{A(x,§) € [a, b},
valamilyen [a, b] intervallumra. Ilyen alaka feladattal taldlkozunk, ha egy valoszi-
niségi korlatunk van egy optimalizalasi feladatban, és a feladat megoldasanak elsé

fazisaként ehhez a korlathoz kell egy megengedett megoldast keresni, amit a

max P{g(x,§) = 0}
célfiiggvény optimalizalasaval lehet megadni. Egy ilyen feladat megoldasa arra a
kérdésre is valaszt ad, hogy mekkora valoszintiséggel allhat fenn a valoszintiségi kor-
latban szerepld feltétel eseménye.
Tovabbi valtozat lehet az a gyakorlatban felmeriils eset, amikor valamilyen fligg-

vény varhato értéket kell optimalizalni, vagyis legyen a feladatunk alakja a kovetkezd:

min E(h(x,£)).

xeX
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2.1.3. Egyedi modellek

Az itt emlitésre keriils modellek féleg torténetileg érdekesek. Charnes, Cooper és
Symonds (1958, 1963) javasoltak a kovetkezd modelltipusokat arra az esetre, amikor
fiiggetlenség van az egyes valoszintiségi valtozok kozott (vagy elhanyagolhato a kor-
relacio). Legyen T' = {t;;} és c adott, és a kiindulasul vett determinisztikus modell

alakja a kovetkezs:

min ¢'x
f.h. Tx > &.

Tegyiik fel, hogy a dontési valtozoink a véletlen £-t6l linearisan fiiggenek, vagyis
valamilyen régzitett D méatrix esetén legyen x = DE. Legyen feladatunk a D métrix
d;; elemeinek meghatérozasa. Toébbféle lehet&ségiink van arra, hogy sztochasztikus
programozasi modellt irjunk fel erre a feladatra, de mindegyikben eléirjuk, hogy a

feltétel valamilyen valdszintiséggel teljesiiljon.

E-model, a véletlen értéki célfiiggvény varhato értékének minimalizalasa, valo-

szintiségi feltétel mellett.
Igin E(c'D¢)
f.h. P{T D¢ > £} > p.

Ha c és & teljesen fliggetlen valosziniiségi valtozok, akkor a célfiiggvény E(c) DE(§)
alakba irhato. Legyen p’ = (p1,...,pn) adott megbizhatosagi korlat, tegyiik fel,
hogy a valdszintiségi korlat dekomponélhatd az alabbi alakban, ekkor az E modell

részletesen kiirva

min E(c) DE(€)

ij
f.h. P {Z (Z tz’jdik> §k > &} >p,i=1,--,m.
k=1 \j=1
V modell, a szorasnégyzet minimalizilasa. Legyenek a feltételeink ugyanazok,

mint az E modellben, de célfiiggvényiinkben valamilyen kivanatos allapottol valo
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eltérés varhatd értékét szeretnénk minimalizalni

min E [(¢'DE€ — ¢{xo)?]

f.h. P{TD¢ > &} > p,

ahol ¢y, x¢ rogzitett értékek.

P modell, a valészintiséget maximalizaljuk. Az E modellben megadott felté-
telek mellett a célfiiggvény legyen egy kivanatos kiiszobnél nagyobb és ennek az

eseménynek (minimalis profit elérésének) valoszintiségét maximalizaljuk:

max P{c'D¢& > cyxo}

f.h. P{TD¢ > &} > p.

2.2. Logkonkavitasi eredmények

A valoszintiséggel korlatozott modellek esetén alapvets fontossagi a megengedett
megoldasok tartomanyanak konvexitasa: bizonyos eloszldsok esetén a val6szintiségi
feltételek altal adott megengedett megoldésok halmaza konvex lesz. Egydimenzios
eloszlas esetén ez trivialis, jonéhany tobbdimenzios eloszlas esetén ezt Prékopa, alab-

biakban ismertetésre keriil6 eredményei alapjan allithatjuk.

2.2.1. Konvexitasi alapfogalmak

Néhany, a konvexitassal kapcsolatos definiciot és allitast adunk meg elGszor.

2. Definicié. (i) Eqy 2 halmazt konvernek neveziink, ha tetszdleges x,y pontokra
minden 0 < X <1 esetén Ax + (1 — Ny € Q fenndll.
(i1) Egy Q konvex halmazon értelmezett f(x) fiigguényt konvernek nevezink, ha

tetszdleges x,y € Q pontokra minden 0 < X\ <1 esetén f(Ax+ (1 —N)y) < Af(x) +

(1 =XN)f(y) fenndll.
(1ii) egy f(x) figgvényt konkdvnak nevezink, ha — f(x) konvez.

A definiciokbol elemi levezetésekkel belathatok az alabbi eredmények:
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3. Lemma. (i) Egy Q konver halmazon differencidlhatd f(x) figgvény akkor és

csak akkor konvex, ha tetszdleges x,y € () esetén fenndll, hogy

fly) 2 f(x) + Vf(x)(y — x).

(i1) Ha az f(x) figguény konvex egqy ) konvex halmazon, akkor az A, = {x|f(x) <
c} (alsd) nivéhalmazai konver halmazok tetszdleges ¢ konstans esetén (egy konkdv
fiigguény felsé nivohalmazai is konvexek).

(i1i) Ha f1 és fy konvex figgvények az Q konver halmazon, akkor ezeknek a

nemnegativ oy, ay sulyokkal vett oy f1 + aw fo Gsszegei is konvezek.

A konvexitas fogalmat tobbféleképpen lehet altalanositani. Mivel szamunkra a
megengedett megoldasok halmazanak konvexsége a fontos, ezért ilyen szempontok

szerint adunk meg tovabbi definicidkat.

4. Definicié. Egy f(x),x € A C R™ figguényt kvdzikonkdvnak neveziink egy A
konver halmazon, ha minden x,y € A pontpdr és tetszdleges 0 < X < 1 esetén
fenndll, hogy

fOx+ (1= A)y) = min[f(x), f(y)]-

Kovetkezmény. Egy f fliggvény akkor és csak akkor kvazikonkav, ha tetszéleges
(—o00 < ¢ < 00) konstans esetén az f fiiggvény minden A. = {x|f(x) > ¢} (felsd)

nivohalmaza konvex.

5. Definicio. Egy A konvex halmazon értelmezett nemnegativ f(x),x € A C R™
fligguényt logaritmikusan konkdvnak (roviden logkonkdvnak) nevezink, ha minden

(x,y) € A pontpdr és 0 < X < 1 esetén fenndll, hogy
FOx+ 1= Ny) = [FEPF)

6. Tétel. Ha egy f(x) > 0,x € A fiiggvény logkonkdv, akkor a log f(x) figgvény

konkdv.

7. Tétel. Eqgy logkonkdv fiigguény kvdzikonkdv is.
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A tétel allitasa konnyen belathato. Legyen ugyanis f(x) logkonkav fiiggvény,
ekkor:

FOx+ (1= Ny) = [f)f(y)]'™ = min(f(x), f(¥)).

Jeloljiik az R™ tér nyilt intervallumai altal generalt Borel halmazalgebrat B,,-el

és legyen a B,,-en értelmezett Lebesgue mérték L,,.

8. Definicidé. FEqy B,,-en definidlt P valdszinidségi mértéket logkonkdvnak neveziink,
ha tetszdleges A, B C B,, konvex halmazok és 0 < X\ < 1 esetén fenndll a kévetkezd

egyenldtlenség

P(M + (1—A)B) > [P(AP[P(B)

A halmazok kozotti Osszeadast itt Minkowski értelmében vessziik, vagyis az

osszegre AMA+ (1 = A\)B={Xx+ (1 - N)y|x € A,y € B}.

9. Tétel. Ha a P wvaldsziniségi mérték logkonkdv és A egy konver halmaz, akkor a

P(A +t) logkonkdv figgvénye lesz a t vdltozénak.

Ugyanis legyen t;, to adott, ekkor A+ Aty + (1 — M)ty = A(A+t1) + (1 — ) (A+ta).
Ekkor P logkonkavitasabol kovetkezik, hogy

P(A+M+(1=Nty) = POA(A+t)+ (1= N)(A+1t)) > [P(A+t)]MP(A+to]

Megjegyezziik, hogy ha f logkonkav fiiggvény egy A konvex halmazon, akkor a
fiiggvény f(x) = 0,x ¢ A kiterjesztéssel az egész téren logkonkav lesz.
A logkonvexitast hasonloan lehet értelmezni és a logkonvex fiiggvények esetén a

sztochasztikus programozasban felhasznélhat6 érdekes eredményeket lehet kapni.

10. Definicié. Egy nemnegativ f(x),x € A C R™ fiigguényt logaritmikusan kon-
vernek (roviden logkonvexnek) neveziink, ha A egy konvex halmaz, és minden (X,y) €

A pontpdr és 0 < X\ < 1 esetén fenndll, hogy

FOx+ (1= Ny) <[FEPFE)I
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A Holder egyenlGtlenseg ([, [x(t)y(t)|dt < [lz|[p|lyllg, ha §+ 2 =1,p,q > 1) segitsé-
gével belathatod, hogy ha a konvex D halmazon értelmezett két logkonvex fiiggvény

Osszegét tekintjiik, az is logkonvex D-n. Ugyanis legyen x,y € D és 0 < A < 1,
akkor

fOx+ (1 =Ny) +9(Ax+ (1= Ny) <
< [fEPF® + &) )]

< [f(x) + g [f(y) + g(y)]

11. Tétel. Legyen f logkonver a D konvexr halmazon és Riemann integrdlhato az
[A+t] € D mérhetd halmazokon, valamint t1,ty két tovabbi vektor, amelyekre A+t
és A+ ty a D-ben vannak, akkor minden 0 < X\ < 1 esetén az f dltal generdlt P

mértékre igaz, hogy

P(A+ Aty + (1= At2) > [P(A+t)NP(A+ o))"

2.2.2. Logkonkavitasi tételek

12. Tétel (Prékopa egyenlStlensége). Legyen g, h két nemnegativ Borel mér-
hetd logkonkdv figgvény az R™-ben és definidljuk x,y € R™, 0 < A < 1 esetén
az

r(t) = sup 9(x)h(y)
t=Ax+(1-N)y,x,yeR™

Lebesgue mérhetd figguényt. Ekkor fenndll a kovetkezd eqyenlétlenség:

3) | i< | [P x A [y

Az egyenlGtlenség bizonyitasa [?]-ben taldlhaté meg. Az &llitas altalanosabb
formaban is igaz, de nekiink a kimondott alak elégséges. Megjegyezziik, hogy ha g
és h logkonkav fliggvények, akkor az r(t) fiiggvény is logkonkav.

13. Tétel (A logkonkav mértékek tétele — Prékopa). Legyen f(x), x € R™
eqy logkonkdv siriségfiigguény, amely generdlja a P valdsziniségi mértéket. Ekkor

P egy logkonkdv mérték.
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Bizonyitas. Legyen A, B két konvex halmaz. Definidljuk az f(x) fiiggvény

csonkitottjait és kiterjesztését a kovetkezGképpen:

h A

fi(x) = f(x), haxe A,
\ 0, ha x ¢ A,

h B

fy(o0) = f(x), haxe B,
\ 0, ha x ¢ B,

f(x), haxe A+ (1—-)\)B,
f3(x) =
0, egyébként.

Ekkor az f1(x), f2(x), f3(x) fiiggvények logkonkévok az R™-ben és fennall a ko-

vetkezG Osszefliggés:

f3(t) > sup &) ),

(x,y) [t=Ax+(1-N)y
mivel f}x)f; *(x) < f(x) fennall. Alkalmazzuk most Prékopa egyenldtlenségét a
9(x) = f\(x), h(y) = f; *(y) fiiggvényekre, ekkor kapjuk, hogy

PQM +(1- B} = /Mm_w Foi) = [ e
> /R sup AN ()t

m(x,y)[t=Ax+(1-N)y

Uf dX} [/f dy} — P(A)*P(B)*

A logkonkav mértékek tételének kivetkezményei az alabbi eredmények:

\Y]

14. Tétel. Ha f(x,y),x € R",y € R™ egy n + m wvdltozéban logkonkdv figguény,
akkor

fx)=[ f(xy)dy

Rm

logkonkdv fligguénye az x € R™ vdltozonak.

15. Tétel. Két R™-ben logkonkdv fligguény konvolicidja is logkonkdv.

39



Bizonyitas. Legyen g és h két fiiggvény, amelyek logkonkavok az R™ térben. Be-
latjuk, hogy g(x—y)h(y) is logkonkiv R*™-ben. Felhasznaljuk az el6z6 tételt, ennek

az integralja az y szerint szintén logkonkav fiiggvény az x valtozoban.

16. Tétel. Tegyiik fel, hogy a P mértéket az f(x),x € R™ logkonkdv stiriségfigg-

vény generdlja és legyen az A C R™ egy konvex halmaz. Ekkor
(i) P(A+x) az x € R™ wdltozénak egy logkonkdv fiigguénye,
(1) az F(x) = [, f(t)dt,x € R™ eloszldsfigguény logkonkdo,

(i1i) ha m = 1, akkor 1 — F(x) is logkonkdv.

2.2.3. Tobbdimenziés logkonkav eloszlasok

A bizonyitasok részbeni részletezése mellett az alabbiakban felsorolunk néhany tobb-
dimenzios logkonkav valoszintségi eloszlast (az eloszlasok logkonkavitasa a stirtiség-
fiiggvények logkonkavitasabol kovetkezik).

(i) Egyenletes eloszlas. Legyen D C R" egy korlatos konvex tartomany. A D

tartoméanyon egyenletes eloszlas strtiségfiiggvénye a

%, haxe D,
fx) =

m
0, egyébként,
ahol p az R™-ben definialt Lebesgue mérték.
(i) Normalis eloszlas. Az R"-ben definidlt nem-degeneralt tébbdimenzios

normalis eloszlés stiriiségfiiggvénye

o(x) o3 (x— ) CH (x— )

)

1
B V(2m)" det C

ahol p a varhato érték vektor, C' pedig a kovarianciamatrix (szimmetrikus, pozitiv
definit matrix), det C' a kovarianciaméatrix determinansa. Mivel C~1 is pozitiv de-
finit, tovabba minden pozitiv szemidefinit kvadratikus alak egy konvex fiiggvényt

hataroz meg, ezért az exponensben allo

1 l1—1
—5x—p) O (x — )
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fiiggvény konkav, tehat ¢(x) valoban logkonkav fiiggvény az R"-ben.
(iii) Tekintsiik a kovetkezd f fiiggvényt, amely a Dirichlet eloszlas stirtiségfiigg-

vénye
f(X) = szl’lfl .. .x%—l(l — = — xn)anrl’X c 57

ahol S az egységszimplex, vagyis S = {x|z1 + - -+ x, < 1,2; >0} és az f(x) =0

mindenhol mashol. A K konstans értékét a kovetkezs kifejezés adja meg:

L(pr+ -+ pot1)
L(p1)+ -+ T(ppt1)’

ahol a I fiiggvény nem egészértékd p paraméter esetén I'(p) = [~ 2P 'e "dx a
nemteljes gamma fiiggvény, egész p = n paraméterértékre pedig a faktorialis I'(n) =
(n—1!. Haap;, > 1,i=1,...,n+1 feltétel fennall a paraméterekre, akkor az f(x)
logaritmusa konkav fiiggvény lesz azon az S halmazon, ahol f(x) > 0.

A Wishart, béta, lognormaélis eloszlasok is logkonkavok, valamint egy Prékopa

altal definialt tobbdimenzidés gamma eloszlas is.

A logkonvexitési eredmények alapjan igaz a kovetkezd

17. Tétel. Ha az f(x),x € R™ waldszintdségi siriséqgfigguény esetén az f‘i(x)
fligguény konvex az egész térben, akkor az f(x) dltal generdlt P valdszindségi mér-
tékre fenndll az A, B konvex halmazok és 0 < X\ < 1 esetén a kivetkezd egyenldtlen-

S€g:

P(AA + (1 — \)B) > min[P(A), P(B)],

tehdt a P mérték kvdzikonkdv.

(iv) Student eloszlas. Legyenek a i, ...,&, valosziniiségi valtozok standard
normdlis eloszlasiak, 0 varhato értékkel és R korrelacios matrixszal. Legyen 7 egy
tovabbi valosziniiségi valtozd, amely fliggetlen az el6z6kt6l és x eloszlasit, v sza-
badsagi fokkal. Ekkor a (; = /v&/n,i = 1,...,m valosziniiségi valtozok egyiittes
stirtiségfiiggvénye (a tobbvaltozos ¢, méasnéven a Student eloszlés striségfiiggvénye)

e —(v+m)/2
(12(1/+m)) 1 (1+1x’R1X) .
(mv)2" T (3v)| R v

f(x) =
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Az el6z6 eredmény alapjan a tobbdimenziés Student (t) eloszlas kvazikonkav. Ha-
sonloképp a tobbdimenzios Pareto eloszlas is kvazikonkéav.

Logkonkavitasi (illet6leg kvazikonkavitasi) definiciokat ki lehet mondani diszkrét
eloszlasokra is, aminek alapjan a megfelel6 valoszintiségi eloszlasok is kvazikonkavok

lesznek.

2.3. Valészintiségek kiszamitisa normalis eloszlas esetén

A sztochasztikus programozasi modellekben el6forduld események valoszintiségének
meghatarozasa az altalanos esetben igen nehéz numerikus feladat. Néhany specialis
esetre az alabbi és a kdvetkezd pontban adunk eljarast. Az eredményeket rovi-
den osszefoglalva: (i) normaélis eloszlas esetén ki tudjuk szamitani néhany egyszert
konvex halmaz valoszintiséget (beleértve az eloszlasfiiggvény értéket) és (i) néhany
eloszlas esetén meg tudjuk hatérozni az eloszlasfiiggvény értéket. Természetesen
ezen eljarasok numerikus felhasznalhatosaga (gyorsasiga) a dimenzidszamtol fiigg —
az alabbiakban vazolt eljardsok n = 10 — 100 esetén adnak gyakorlatilag elfogadhato
id6 alatt megfelel6 numerikus eredményt (lasd |?]).

Megjegyezziik még, hogy a nemlinearis optimalizalési algoritmusokban gyakran
van sziikség a gradiens értékére. Ezt néhény esetben (valamilyen alacsonyabb dimen-
zi6s) eloszlasfiiggvényértékek segitségével ki lehet szamitani — példaul az n dimenzios
normalis eloszlasfiiggvény gradiense kifejezhets (n—1) dimenzios eloszlasfiiggvények
értékeivel, mas esetekben pedig a numerikus differenciabol becsiilt (zajos) értékeket
hasznaljuk.

Az aldbbiakban ismertetendd ortonormalizalt becslések modszere alkalmazhato,
ha adott az X halmaz, és a kiszamitanddé P{X} valoszintiség az eloszlasfiiggvény
értéke (X = {x|x < h}), az X halmaz egy téglatest, poliéder, ellipszoid vagy kirkup.
A NORSET szamitogépes szubrutin csomagban [?] talalhatok azok a programok,
amelyek segitségével harom tizedes pontossagra ki lehet szdmitani a valoszintiségeket

0.1 sec alatt n—20 dimenzio6ig, és legfeljebb 3 sec id6 alatt 100 dimenzibig.
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2.3.1. To6bbdimenzibés integralok Monte Carlo kiszamitisa

A tobbdimenzids integralok numerikus integralasi formuléi altalaban nem jol hasz-
nalhatok magasabb dimenzioban. Ennek a dimenziés robbanaskent ismert tulajdon-
sdg az oka: ha egy n-dimenziés halmaz minden koordinatatengelyen k osztépontot
vesziink fel, akkor k™ darab pontunk lesz, ami altaldban nem biztosit megfelel$ pon-
tossdgot, és mégis igen gyorsan nd. Ezen jelenség miatt a gyakorlatban csak Monte
Carlo integralas hasznalhato n > 5 — 10 esetén.

A Monte Carlo integralasi modszerek segitségével statisztikai becslés kaphato
egy integral értékére. Példaul legyen ¢ egyenletes eloszlasu valésziniiségi valtozo az

X C R"™ tartoméanyban, (;,...,{y ennek fiiggetlen realizacioi, akkor a

J:/X h(z)dz

integral értékének egy torzitatlan becslése az

1

@Q:N

(1) + -+ h(Cw)]

atlag, mivel J = E(h(()). A szamitott O eredmény D(0g) = D(h?](\,o) szOrasat (vagy
annak haromszorosat) hasznaljuk hibabecslésnek — termeészetesen ez csak egy valo-
szintiségi értelemben vett korlat a hibara. A becslés kiszamitasanak szamitastechni-
kailag nehéz (munkaigényes) része a feladatok tobbségében a h((;) fiiggvényértékek
kiszdmitasa, vagyis a ©g becslés munkaigényét az N mintaszdmmal linedrisan ara-
nyosnak tételezziik fel. Ezért a D(0p) hiba csak 1/v/N sebességgel csokkenthetd,
ami elég kedvezétlen, igy Monte Carlo szadmitasok esetén olyan becsléseket érde-

mes kidolgozni, amely N novelése helyett (lényegében valtozatlan munka mellett) a

D(0Og) hiba csokken (szorascsokkentési eljarasok).

2.3.2. Egy integraltranszformacié

Legyen a 0 varhato értéki és R korrelacios matrixsza n-dimenzios standard normaélis

eloszlés stiriségfiiggvénye és eloszlasfiiggvénye ¢, illetéleg @, tehat
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o@) = (n) IR exp { - jar el

O(h) = /;/; o(2)dz.

Feltessziik még, hogy a normaélis eloszlds nem-degeneralt, vagyis R pozitiv definit
matrix. Masmilyen, nem-standard normaélis eloszlas esetén a valoszintiségek egy
linearis transzformacioval megkaphatok. Tegyiik fel, hogy feladatunk az n-dimenzios

X halmaz valészintiségének meghatirozasa, vagyis az

() 1=P{x} = [ la)is

X

integral kiszamitasa. A fentiekben ismertetett legegyszeriibb Monte Carlo in-
tegralasi modszer nem konnyen alkalmazhato az X halmaz altalanos volta és a ¢
fiiggvény alakja miatt (nem korlatos X esetén nem is tudunk egyenletes eloszlast

realizaciokat generalni). Az I integral egyszeriien atirhato a kovetkezd alakba:

) = [ @iz [ f@io),
X R7L
ahol f(z) az X halmaz karakterisztikus fiiggvénye, azaz

1, haze X,

f(z) =
0, egyébként.
Az (77?) egyenlGség jobboldala alapjan a kiovetkezs Monte Carlo eljarast lehet meg-
adni az [ kiszamitaséra. Generaljunk x;,7 =1,..., N fiiggetlen mintakat a ¢ stri-

ségfiiggvényi & valoszintiségi valtozobol, ekkor az I integral torzitatlan becslése lesz

a kovetkezd atlag:



Ezt a becslést a durva becslésnek (crude estimator) nevezziik (vagy maés
néven elfogadas-elvetés becslésnek is, mivel csak azt kell ellen6rizni, hogy a x;,7 =
1,..., N mintak koziil hany lesz az X tartomanyon beliil) és ez nem més, mint az
X tartomanyba vald beesés relativ gyakorisaga.

Ismert Osszefliggés alapjan a normalis eloszlasu & valoszintiségi valtozd dekom-

ponalhat6 a kévetkezd modon:

5 = XnTnv

ahol y,, egy n szabadsagfoku y-eloszlasu valészintiségi valtozo, T egy fels§ ha-
romsz0g matrix, amelyre TT" = R és az m vektor egyenletes eloszlasa az S =
{x| >, 27 = 1} egységgbmb feliiletén. A &€ vektor y,, ,hossza” és n irdnya” fiig-
getlen valoszintiségi valtozok. Ennek a felbontasnak a segitségével integralunkat is
dekomponélhatjuk.

Legyen a x-eloszlasa valosziniiségi valtozonk eloszlasfiiggvénye K(s),s > 0, az n

irany eloszlasfiiggvénye V(y),y € S, ekkor (?7) atirhato az

()
1= [ swase) = [ seryreav) = [ ([T ey ) aviy)

R R"

alakba. Vezessiik be a g(y) jelolést a belsé integralra:

(7) mwzﬂwﬂJWM@.

Ez a g(y) fiiggvény adott y vektorra megadja a ATy, A > 0 sugar X halmazba
esO részének valoszintiségi tartalmat: g(y) = P{\Ty € X|y, A > 0}. El6szor a g(y)
fliggvény értékeinek meghatarozasaval foglalkozunk.

Tegyiik fel, hogy a Az = ATy vonal elmetszi az X konvex halmazt, vagyis van egy
sbelépési” és egy ,kilépési” pont az z irdny esetén. A belépési és a kilépési pontokat
azon \j és Ay allandok adjak meg, amelyekre X N{z|z = ATy} = [\ Ty, \vTy],

vagyis a kovetkez6 osszefiiggésekbdl hatarozhatok meg:
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(8) AL = mAin {Af(A\Ty) =1} = m)%n {MNA\Ty € X},
Au = max {AMf(\Ty) =1} = max {AMA\Ty € X}

Bevezetve az AT = max{0,\p}, A\, = max{0, \y/} jeloléseket, a A, Ay llandok

segitségével a g(y) fliggvényérték kiszamithato

(9) 9(y) = K(\y) — K(AL)

az egydimenzios K () y-eloszlasfliggvény segitségével. Ha most még a —y irdny
esetén is fel akarjuk irni a g fliggvény értékét, akkor a A\; = min{0, Ay}, A} =

min{0, A\, } jelolésekkel azonnal adodik
(10) 9(=y) = =K(=Ap) + K(=A).

Osszefoglalva a két félegyenesre vonatkozo eredményeket: a (??) altal megadott
konstansokkal egy tetszéleges y vektor altal megadott Az = ATy egyenesen (itt A

nincs nemnegativitassal korlatozva) a valoszintségi tartalom is felirhato:

e(z) = e(Ty) = [9(y) + 9(=y)]/2.

Mivel a Az, Ay értékek y-tol fiiggenek, ezért a g(y) = K(\j|ly)— K (AL |y) jelolést
is hasznaljuk a kovetkezSkben. A g fliggvény kiszédmithatosaga azon milik, hogy az
egydimenzios K(-) eloszlasfiiggvény kiszamitasara gyors és pontos numerikus elja-
rasok (szubrutinok) léteznek-e. A y valosziniiségi valtozo K(-) eloszlsfiiggvényére
ilyen szubrutinok léteznek.

A fentiek szerint az

(11) = /S [KOly) - KO ly)] dV(y)

integral kiszamitasara hasznalhato a kdvetkezé Monte Carlo integralasi modszer:

generdlunk y;, 7 = 1,..., N mintdkat az S egységgdmbon egyenletes eloszlasbol,
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és determinisztikusan kiszamitjuk minden egyes y; irdny esetén a g fliggvényt. A

becslésiink igy a kévetkezd forméat olti:

(12) :%2 Z (\lys) — K(O\fLys).

Vegyiik észre, hogy az igy elGéllitott algoritmus akkor hatékony, ha egy gyors
numerikus eljarassal meg tudjuk hatarozni a \y, A\, belépési illetGleg kilépési allan-
dokat. Természetesen elvileg tetszéleges X halmaz valosziniisége meghatarozhato a
fenti modon (még nem-konvex halmazé is), de a gyakorlati hasznalhatosag Ay, A\p
gyors kiszamithatosagan mulik. Az egyszertiség kedvéért mi csak az eloszlasfiiggvény
esetén irjuk le az algoritmust, de ez szamitastechnikailag hatékony moédon megtehets
tetszéleges konvex poliéder, hiperellipszoid és korkup esetén is.

A (?7?) egyenletben leirt integraltranszforméciot és az eredményiil kapott kettss
integréalt tobbféleképpen is felfoghatjuk.

(i) Tetszbleges p = P{¢ € X} valosziniiség felirhato, mint az X halmaz

1, ha§ e X,
(13) f(&) =
0, egyébként.

indikator valoszintiségi valtozojanak a varhato értéke, vagyis

p=E[f(§)].

Ez a varhato érték megfelel a (77?) jobboldalan allo integralnak. Felhasznélva a
E(a) = E[E(«|f)] ismételt (feltételes) varhato érték sszefiiggést ez a varhato érték

atirhato a
(14) p=E[f(§)] = E[f(xaTn)] = En[E\(f(xnTn)|n)]

alakba, ami viszont pontosan megfelel (?77?) kettds integraljanak.
(ii) Egy mésik lehetséges értelmezés adodik a numerikus integralés szempontja-

inak figyelembevételével. A Monte Carlo integralas elég jol miikodik, ha a feladat
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dimenzi6ja nagy, de tudjuk, hogy viszonylag lassi, O(N~1/2) a konvergencia sebes-
sége. A hagyomanyos (determinisztikus) integralasi szabalyok kis hibaval dolgoznak,
de ezeket nem nagyon lehet magasabb dimenziéban hasznalni.

A kettds integral forméjaba irt kifejezés a munkankat két részre osztja: egy egy-
dimenzios, vonal menti integral meghatarozasa hagyomanyos numerikus integralasi
technika segitségével és egy, az n-dimenziés térben elhelyezkeds (n — 1)-dimenzids
feliileten elvégzett Monte Carlo integraldsra. Ezt a felbontast sugaras-feliileti in-
tegralasnak, vagy iranymenti szimulacionak (directional simulation) is nevezik, s a
tobbdimenzios t eloszlas kiszamitasaban, illet6leg elliptikus stirtiségfiiggvényi elosz-
lasok kiszamitasaban hasznalhato.

(iii) Végiill a Monte Carlo integralas szempontjabol is megvizsgalhatjuk a de-
kompoziciot. Minden szimulaci6 esetén a f6 kérdés az, hogyan lehet csokkenteni a
becslés szorasat (anélkiil, hogy lényegesen megnovelnénk a sziikséges munkat). Ez
az eljaras éppen erre példa — a valtozok szamanak csokkentésével szorascsokkenést

ériink el.

2.3.3. A belépési és kilépési allandoék

Egy Az = ATy egyenes és egy altalanos X halmaz esetén a Ap, \y belépési és ki-
lépési allandok meghatarozasa nem egyszerd feladat, de néhény néhany egyszert
konvex X halmaz esetén ez nem okoz nehézséget. Szemléltetésképpen most a leg-
egyszertibb esetet irjuk le a Ay, \y konstansok meghatarozasara; legyen halmazunk
az X = {x|x < h} egyenl6tlenséggel adva, ahol h > 0 adott vektor. Ekkor az X
halmaz valoszintisége a tobbdimenzios normalis eloszlés eloszlasfiiggvényének értéke

a h helyen:

(15) I=P{X}= /X o(z)dz = /xgh o(z)dz = /}; : /l o(z)dz = (h).

Tegyiik fel, hogy a Az = \Ty egyenes metszi az X konvex halmazt, vagyis van egy
wbelépési” és egy ,kilépési” pont az z irany esetén (ez a h > 0 feltevés miatt most

mindig teljesiil). A belépési és a kilépési pontokat azon Ay, és Ay allandok adjak meg,
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amelyekre X N{z|z = ATy} = [\ Ty, A\gTy]|, vagyis a kovetkez$ Osszefiiggésekbol

hatarozhatok meg:

(16) AL = min Af(\Ty) =1} = min {MATy € X},
Au = max {Mf(\Ty) =1} = max {AM\Ty € X}.

Jeloljiik a T matrix i-edik sorat t;-vel. Egy ATy egyenes az {x|x; = h;} hipersikot
azon \; konstans esetén metszi az y pontban, amelyre \; Ty |; = \;itly = h;, amelybdl

hi

>\i -
tly

Az egyenesnek az X halmazbol valo kilépési pontja a leghamarabb elmetszett hi-

persikon van, kévetkezésképpen

Ay = miin A = miin ﬁ

i
Mivel most AT'0 = 0 < h, ezért A\, = —oo a belépési pont. Ha az origd nincsen benne
az X halmazban, akkor a kilépési pont meghatarozasahoz hasonléan kell eljarni.

Algoritmus (a belépési és kilépési pont meghatirozasara, ha 0 < h)

0. [Adott y vektor esetén A\;, \y kiszamitésa.]

1. Legyen z=1Ty.

2. Szamitsuk ki a A, = értékeket i=1,...,n.

3. Legyen A\ = —00, Ay = min; \;.

Lathato, hogy hasonlé miiveleteket kell elvégezni akkor is, ha egy Az < b egyen-
16tlenségekkel meghatérozott poliéder valoszintiségi tartalmat kell meghatarozni,
vagy csillag alaku, hipersikokkal meghatarozott (nemkonvex) poliéder valoszintiségét
keressiik. Hiperellipszoid és korkip esetén is ki lehet szamitani a belépési és kilépési

konstansokat.

2.3.4. Ortonormalizalt becslések

A ©, becslést hatékonyabba (kisebb szorasuva) tessziik két tovabbi modositas beé-

pitésével. A O, szorasnégyzete kisebb, mint O, szérasnégyzete, de még mindig elég
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nagy, mert az S-en egyenletes eloszlast y; vektorok ,tul véletlenszertien” szordédnak;
ugy csokkentjiik a szoérast, hogy ,egyenletesebben” vessziik fel az y; vektorokat.

Az egyik modosités szerint egy szabalyos (de véletlenszertien elhelyezkedd) pont-
rendszert alkotunk. Tekintsiink egy, az S egységgdmb feliiletén elhelyezkeds vekto-
rokbol all6 véletlen ortonormalizalt U rendszert, vagyis legyen U = {u’,i =1,...,n |
u' € S,u'v! = 6,4, =1,...,n}, amely egyenletes eloszlasi a véletlen ortonorma-
lizalt rendszerek halmazan. (Az U-ban lév6é n darab ortonormalizalt vektor az S
egyenletesebb lefedését adja, mint n darab S-en egyenletes eloszlasi y; vektor.)

A masik modositas pedig a szamitasi munka relativ csokkentésével jar, és a ko-
vetkezG 1épésekbdl all. Tekintsiik két, U-bol szarmazo vektor normalizalt 6sszeget,

vagyis legyen

(17) VIS = L (s1u’ + sou’),

V2

ahol az 7, 7 indexpar és az s elGjelvektor felveszi az 6sszes lehetséges értéket a
J =0, j,8)i=1,....,n—1,j=2,....,n,i < j,8,=—1, vagy s, = 1,k=1,...,n}

halmazbol. A lényegi oka annak, hogy a u® vektorok normalizalt 6sszeget hasz-
naljuk az u’ vektorok helyett az az, hogy egy adott U rendszerben csak n darab u’
vektorunk van, de az adott U rendszerbél 2n(n — 1) kiilonbézé v vektort tudunk
elgallitani — az egyméstol kiillonb6z6 egyenesek szdma n(n — 1) lesz. Tovabba az
n(n — 1) egyenes elgallitasahoz ugyantgy n darab T matrixszal valo szorzas kell
csak, mint az n darab u’ vektor transzformalasihoz, ugyanis fennéll a kovetkezd
egyenldség:

708 = Tvhis = i (slTui + SQTuj) )

V2

Ez a méasodik médositas tehat csak annyi valtoztatassal jar, hogy az u generélasa,
v vektorok elGallitasa és T-val valo transzformalasa helyett az u vektorok elGallitasa
utan elszor ezeket T-vel transzformaljuk, és ezek utan szamitjuk ki — egyszerd

osszeadassal a v vektorok transzformaltjait. Egy darab U rendszer esetén (amikor
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U-bol két vektornak vessziik minden lehetséges modon az Gsszeget és kiilonbségét)

a teljes becslés igy a kovetkez6 format olti:

igsy _ L e 1 s1Tu" + soTW!
- e(rv) - L Y (ﬁ( Tu 4 s,T )).

(i,5),s€T* (i,),s€J*
A Monte Carlo eljaras az integral becslésére tehat abban all, hogy N darab véletlen
ortonormalt U rendszeren vessziik a fliggvényértékek atlagat. Ezt a becslést az
ortonormalizalt-2-es becslésnek, vagy roviden O, becslésnek nevezziik.

Természetesen az Oy becslésben szerepls két U-beli vektor Osszegeinek felhasz-
nalasa helyett vehetjiik k£ darab U-beli vektor normalizalt 0sszegét — ezaltal az egy
U rendszerbdl elgallitott vektorok szamat megnévelhetnénk — ezeket a becsléseket
Oy-val jeloljiik. Bar bizonyos esetekben (n ~ 10,k = 3,4) ezek az Oy, becslések job-
bak szoktak lenni, de az egyszer(iség kedvéért a részletes ismertetéstol eltekintiink —
az O, becslések altalaban megfelel6 numerikus hatékonysagot biztositanak.

Az algoritmus végleges valtozataban a A, A}, és a g fiiggvény helyett az eredeti
AL, Ay allandokat és az e fiiggvényt hasznaljuk; a g(y) and g(—y) fiiggvényeket egy-
szerre szamitjuk ki, megfelezve azon vektorok szamat, amelyekre a Ay, Ay allandokat
ki kell szamitanunk.

Az alabbiakban kissé réviditve, de lényegében hasznalhaté modon leirjuk az O,
becslés kiszamitasanak az algoritmusat.

O, algoritmus (dltalanos eset, egy U rendszer)

1. Generadljuk U = {u‘}-t és szamitsuk ki az w'=Tu',i=1,...,n
transzformaltakat.
2. Allitsuk be az S =0 kezdeti értéket.

3. Allitsuk eld az dsszes lehetséges z =z'/S =Tv"*s = L (5,0 + s,W), (4,],8) €

S

J* vektort, és minden z vektorra végezzik el a kévetkezd lépést.

4. Kezdjik a e(Tv) fliggvény kiszamitasat
szamitsuk ki a Ay =min {MAz € X}, Ay =max {\|Az € X} &llandokat,
Ha Az-nek és X-nek iires a metszete, akkor legyen A\, = Ay =0,

ha Ay > A\ >0, akkor legyen S =S+ K(\y) — K(\p),
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ha Ay > 0> )\;, akkor legyen S =S5+ K(\y)+ K(=)\1),
ha 0> Ay > Ay, akkor legyen S =S+ K(—\1) — K(—\p).
befejeztik a e(7Vv)) figgvényérték kiszamitasait.

5. A keresett valdsziniiség becsléseként adjuk at a p = S/[2n(n—1)] értéket.

A szémitasi munka (relativ) csokkentését azzal értiik el, hogy az Oy becslésben
O(n?) matrix szorzas helyett csak O(n) T-vel valo szorzast hajtottunk végre (meg
néhany Osszeadast és skalarszorzast). Az ortonormalizalt becslések alkalmazasat te-
kinthetjiik ugy is, mint ellentétes (antithetic) valtozok hasznalatat szorascsokkentés
céljabol. De tigy is tekinthetjiik az O, becslést, mint egy determinisztikus integralasi

formula véletlenné tételét — ami altal konnyen kaphatunk hibabecslést.

2.4. Korlatok a valdszintiségekre

Az eljaras a kozismert Boole-Bonferoni egyenl6tlenségeken alapul, és n-dimenzios
eloszlasfiiggvények értékeit lehet korlatozni (kiszamitani) a segitségével, tobbféle is-
mert eloszlas esetén. A modszer gyakorlati alkalmazhatosaga azon mulik, hogy az
adott n-dimenziés eloszlas egy-, két-, vagy esetleg tovabbi alacsonyabb dimenzids
vetiileti (perem)eloszlasfiiggvényének értékeit szamitastechnikailag hatékonyan meg
tudjuk-e hatarozni.

2.4.1. Valészintiségek korlatozasa

Kiindulunk a Boole-Bonferroni egyenl6tlenségekbdl:

18. Tétel (Boole). Legyenek Ay, As, ..., A, tetszdleges események, ekkor
P{UL, A} <) P{A},
i=1

P{NL, A} = zn:P{Ai} —(n—=1),
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Bizonyitas. Az els6 egyenlGtlenség kozismert. A mésodik levezetéséhez tekint-

siik el6szor a

P A, = P{UL, ) < S P} = S [1 - P{A) = n— 3 P{A}

egyenlétlenséget. Ennek felhasznélasaval kaphatjuk, hogy

P{M_ A} =1-P{N 4} >1—-[n— zn:P{Az‘}] = zn:P{Ai} —(n—1).

Tegyiik fel, hogy az egyiittes események koziil néhanynak a valészintisége is adva
van. (Harom eseményen szemléltetjiik az elgondolast.) Legyenek adva a P{A;} =
0.3,P{As} = 04,P{A3} = 0.3,P{A; N Ay} = 0.05 valoszintiségek. Vezessiik be a

kovetkezd jeloléseket:

T = P{Al\AQ U Ag}, Ty = P{Ag\Al U Ag}, T3 = P{Ag\Al U AQ},
T4 = P{A1 N AQ\A3}7 Ty = P{Al N AS\AQ}, Tg = P{AQ N A3\A1}
Ty = P{Al N A2 N Ag}

Ekkor egy lineéris programozasi feladatot irhatunk fel az egyiittes esemény va-

loszintiségére:

p:P{AlLJAQUAg}:$1+ZE2+"'+$7.

T +x4 +zg +x7 = 0.3
To ‘x4 x5 +z; = 04
T3 +r5 4+x6 +x7 = 0.3

Ty +z; = 0.05

Ha ezt a feladatot a

max(z) + xg + - - -+ x7), illetéleg a min(xy + 29+ -+ + x7)
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célfiiggvények esetén megoldjuk, akkor a harom halmaz uni6janak p valészint-
ségére egy felsd, illetSleg egy alsd korlatot kapunk. Hasonl6 linearis programozasi
feladatokat irhatunk fel tetszéleges Ay, ..., A, halmazok valosziniiségére, ha valami-
lyen P{A4;, N---N A, } valoszintiségek ismertek (meghatarozhatok).

Az altalanos esetben a kovetkezd tételt hasznaljuk fel.

19. Tétel (Poincare tétele.). Legyenek Ay, Ao, ... A, tetszdleges események. Fk-

kor
P{U_ A} =51 —Ss+ 55+ + (—1)”‘15’n7
ahol
Se=D_% > P{A N AL N NALY Vin, i =1,
1 12 ik

20. Tétel (Bonferroni egyenlStlenségek.). Legyenek Ay, Ao, ... A, tetszdleges ese-
mények. Ekkor

2m

P{UL, A} > > (—1) 1S ham > 1,
k=1

2m—+1
P{UL A} < Z (=118, ha m > 0.
k=1

A Bonferroni egyenlétlenségek alapjan also és felss korlatok adhatok a P{U | A;}

egylittes valosziniiségekre (vagy a P{N", A;} metszetvaloszintiségre).

21. Tétel (Takacs tétele). Legyenck Ay, Ao, ... A, tetszdleges események és le-

gyen & azon események szdma, amelyre az A1, As, ... A, események bekovetkeznek.

-o[(9)

Bizonyitas. Legyen &; az indikdtor valoszintiségi valtozdja az A; eseménynek
(tehat & = 1, ha A; bekovetkezett, egyébként & = 0). Ekkor & = " | &;. Felirjuk

a binomidlis egyiitthatokra vonatkozo Cauchy tételt:

(5) _ D oka>0" " Dk >0 (51) (in)
A A A VA
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Mivel itt &; csak 0 vagy 1 lehet, ezért a (i’) = &;, egyébként a binomidlis egyiitt-
haté mindig nulla. Ekkor

<i) — Z &y

1<iy <--<ij<n

Mivel P{A;} = E(§) ¢és Sy = >, -2, P{A, N NA} =3 >, =
E(&, ---&,), a tétel allitasat belattuk.

2.4.2. Szimulacid és korlatozas

Tekintsiik az R"-ben elhelyezkedé A halmaz valosziniiségét egy f(x) stirtségfiigg-

vénnyel és F'(x) eloszlasfiiggvénnyel megadott eloszlas esetén, amely

P{A}:/Af(x)dx.

Legyenek adva az Ay, ..., A, események az A; = {x|—o00 < z; < a;} formaban adva,
ahol ay,...,a, adott konstansok. Ha most A = A; N Ay N ---N A, forméban allit-
hato els, akkor a P{A} valoszintiség az eloszlasfiiggvény értéke az a = (aq,. .., a,)
pontban: P{A} = F(a). Alkalmazzuk most az el6bb ismertetett Boole-Bonferoni
egyenlGtlenségeket erre a feladatra. (Az eljaras hasznalhato masmilyen A; illetéleg
A halmaz esetén — példaul egy téglalap valoszintiségének meghatarozasara, de az
egyszeriiség kedvéért csak ezt az algoritmust irjuk le.)

A modszer gyakorlati alkalmazhatosaga attol fiigg, hogy az egyszeres P{A;}
valoszintiségeken kiviil ki tudjuk-e szamitani (szamitastechnikailag hatékonyan) a
kétszeres P{A; N A;}, haromszoros P{A; N A; N A;}, illetéleg altalaban a k-szoros
P{A;, NA,N---NA,} metszet-valoszintségeket.

Altalaban egy k darab halmaz metszetébdl allo halmaz valoszintségének meg-
hatarozasa egy k-dimenzios integralt jelent, amit 2-5 dimenzitig el lehet végezni az
ismert numerikus integralési technikakkal, 5-10 dimenzié kozott pedig ezeknek va-
lamilyen speciélis valtozataval. Egy masik kérdés, ami felmeriil ilyenkor, hogy hany
darab ilyen valoszintiséget kell kiszamitani, hiszen egy n-dimenzios P{A} valoszinii-
ség kiszamitasa esetén (Z) darab k-szoros valosziniiséget kell kiszamitani. Amikor n

nagy, akkor nem szamitjuk ki az Osszes lehetséges k-szoros valdsziniiséget, hanem a
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cseresznyefa vagy a hipercseresznyefa modszer segitségével csak némelyeket hataro-
zunk meg, ezzel noveljiik a hatékonysagot (lasd Szantai és Bukszar eredményeit).

Legyen

gk: Z P{AilmAizm'“mAik}7k:1’27""n

Ekkor

k2l
I
3
|
"N

' k .
dltaldban S, = (Z) + <Z - Z,) (—1)iS; k=1,2,...,n,
- — 1

ami teljes indukcioval bizonyithato.

Egy olyan leegyszertisitett algoritmust irunk le, amelyben csak azt tessziik fel,
hogy az egyszeres és a kétszeres valoszintiségeket meg tudjuk hatarozni (valamilyen
determinisztikus numerikus integralassal, amelyeknek a hib4ja 1071%-nél kisebb, ami
elhanyagolhat6) — tehat S; és Sy pontosan szamithato. A P{A} — [1 — S; + Sy
maradék érték meghatarozasira Monte Carlo integralast fogunk hasznélni, vagyis
a determinisztikus integralassal kombinaljuk a szimulaciot. Fz a maradék érték kis
hibaju (szorast) lesz, mert az értéke is kicsi.

Legyen A = A;N---N A, akkor fennall a kovetkezd Osszefliggés:
P{A}=1-P{A,U---UA,}=1-5+ 55— S3---(=1)"5,.

Héarom becslést fogunk megadni a P{A} valoszintségre, amelyeket vy, vy, vo-vel
fogunk jelolni. A P{A}-ra vonatkozo végleges becslés pedig ezeknek egy kombina-
civja lesz.

Generalunk az adott f(x) strtségfiiggvényt eloszlast kovets & vektorbol, ezek

az Xy, ...,Xy realizaciok, ezek felhasznélasaval szamitjuk a kdvetkezs becsléseket:
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~ ~ N
P()il/o :P{AlﬂﬂAn} :>PO:WO
Plil/l :§2_§3++(_1)n§n7 :>ﬁ1:1—§1+yl

P vy :—§3++(_1)n§n7 :>ﬁ2:1_§1+§2_1/2

Hasonlé moédon lehet eljarasokat felépiteni abban az esetben, ha olyan deter-

minisztikus numerikus eljarasaink vannak, amelyek segitségével az m = 1,2,..., k-
- n

szoros valosziniiségek is kiszdmithatok. Ezekben az esetekben a ( ) szamu m-
m

szeres valoszintiségek koziil csak egyeseket fogunk kiszédmitani.

2.5. A STABIL modell

Leirjuk az egyik legegyszertibb sztochasztikus linearis programozasi (SLP) modellt,
amelyben a feltételek és a célfiiggvény is linearis, de egy egyiittes valosziniiségi korlat
van el6irva bizonyos feltételek teljesiilésére. Ennek a STABIL modellnek a kiindulési

pontja a kovetkezd determinisztikus modell:

min ¢'x,
(19) f.h. Ax > h,
Bx < b.

Tegyiik fel, hogy a jobboldali vektor egyes komponensei valoszintiségi valtozok,
példaul h adott vektor helyett egy & valoszintiségi vektorvaltozot kell tekinteniink.
Ekkor a determinisztikus modell értelmét veszti és egy sztochasztikus dontési el-
vet kell bevezetni. Ezt meg lehet tenni egyiittes valoszintiségi korlat bevezetésével;

ezekre a feltételekre egy valdsziniiségi korlatot irunk el6 és ezen feltétel mellett op-

timalizalunk:
min ¢'x,
(20) f.h. G(x) =P{Ax > &} > p,
Bx < b.
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Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltessziik, hogy F(£) = 0,D*(€) = 1. Az
altalanos eset ebbdl egy T€ + h linearis transzformécioval elgallithato.

Megjegyezziik, hogy formalisan tetszéleges valoszintiségi korlat atirhato egy var-
hato értékre adott korlatnak, hiszen ha az A esemény teljesiilésének valosziniiségére
feltesszitk a P{A} > p korlatot, akkor ezzel ekvivalens lesz az E(y4) > p feltevés,
ahol x4 az A esemény karakterisztikus (indikator) valtozoja. (Szamitéasi nehézsége-
ink azonban ett6l nem szoktak megoldddni, de egységesen lehet kezelni a kétlépcsGs
tipust és a valoszintiségi korlatos feladatot.)

A STABIL modell &ltalanos formaja a kévetkez6képpen adhaté meg:

min f(x),

fh G(x) =P{g(x)>¢&,i=1,...,m}

v

b,

g;X 2 bl,zzm—l—l,,m—i—M

ahol feltessziik, hogy az f(x) fiiggvény konvex, a g¢;,i = 1,...,m + M fiiggvények
pedig kvéazikonkavak, a &i,..., &, valosziniiségi valtozok egyiittes eloszlasa logkon-
kav. Ezek a feltevések biztositjak, hogy a megengedett megoldasok halmaza konvex

lesz (ha nem {ires).

2.5.1. Konvexitas és valésziniliségek

A felirt sztochasztikus programozasi modell esetén az els6 felmeriils kérdés, hogy
konvex-e a megengedett x megoldasok halmaza. A determinisztikus linearis felté-
telek nyilvan konvex megengedett megoldasi halmazt adnak. A nemlinearis G(x)
fliggvény a & valoszintségi valtozo eloszlasatol fiigg. Prékopa ismertetett eredménye
alapjan az {x | G(x) > p} halmaz konvex lesz logaritmikusan konkav t6bbdimenzios
eloszlasok esetén.

A masodik felmeriils kérdés, hogyan lehet meghatarozni a G(x) fiiggvény érté-
keit. Mivel ez jelen esetben a & valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye, ezért a kérdés
numerikus természetii. Az el6z6 alpontokban két numerikus eljarast ismertettiink
n-dimenzios valoszintiségek (eloszlasfiiggvények) kiszamitasara, természetesen més

eljarasok is hasznalhatok. A durva Monte Carlo médszer majdnem minden esetben
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alkalmazhato, még akkor is, ha széban forgd valoszintiségi valtozo strtségfiiggvénye
nem ismert, csak a konstrukcioja (mint példaul a Prékopa definilta tobbdimenzios

gamma eloszlas esetén).

2.5.2. Optimalizalasi algoritmus

A harmadik kérdés, hogy milyen nemlinearis optimalizalasi eljarassal lehet az opti-
mumot meghatarozni. Erre egy egyszert, megengedett iranyok elnevezésti modszert
ismertetiink, bar lényegében minden nemlineéaris optimalizalasi algoritmus hasznal-
hato lenne, amely linearis és kvazikonkav feltételek esetén konvergens. Ezeket azért
nem ismertetjiik, mert a megfelel hatékonysag eléréséhez elég részletesen kellene a
szamitogepes eljarasokat leirni. (Megjegyezziik, hogy pillanatnyilag a Mayer altal ki-
dolgozott altalanositott redukalt gradiens modszer — GRG — tiinik a leghatékonyabb
eljarasnak.)

Tekintsiik még egyszer a

min f(x) = ¢'x,
(21) f.h. G(x) =P{Ax > &} > p,

Bx<b

feladatot, ahol a & valdszintiségi valtozd eloszlasa legyen standard normaélis, R
korrelacios méatrixszal. Tegyiik fel az egyszeriiség kedvéért, hogy a megengedett
megoldasok halmaza nem iires és korlatos, tovabba a G, f fiiggvények differenci-
alhatoak az egész térben. Ezen feltevések mellett a feladat konvex optimalizalasi
probléma. Megold6 algoritmusunk a szimplex algoritmushoz hasonléan két fazisbol
all, elgszor egy megengedett megoldast keresiink, majd a mésodik fazisban megen-
gedett megoldasok egy olyan sorozatat allitjuk els, amelyen a célfiiggvény értéke
csokken (javul).

A masodik fazis leirasaval kezdjiikk az algoritmus ismertetését, amely a megen-
gedett irdnyok elnevezési iterativ megold6 algoritmus (Zoutendijk P2 algoritmusa)
— ez két részbdl all: egy megengedett irany megkeresésébdl és egy irdny menti op-

timalizalasbol. Tegyiik fel, hogy rendelkezésiinkre all egy x;, vektor, amely a (?7)
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alapfeladat megengedett megoldasa, akkor a kovetkezs eljarassal lehet két lépésben
az Xx-bol az x;,1 megengedett megoldast elGallitani. Legyen ¥ > 0 egy kicsi, de

rogzitett szam. Az elss 1épés az tigynevezett iranykeresés feladata:

min vy,
(22) f.h. G(xx) + VG(xp)[x — xi] + Yy > p,
Bx <b,

Vf(xe)x —xi] <y,

amelyben az (x,y), n+1 darab ismeretlen meghatarozasa a feladatunk (a feladat
feltételei lényegében az eredeti feladat linearizaltjai, illetéleg egy csokkend irany
keresése). Ennek a feladatnak mindig van megengedett megoldasa, hiszen a (xy,0)
mindig kielégiti a feltételeket. Az x vektor egy korlatos tartomanyban valtozhat, igy
a célfiiggvény alulrol korlatos, tehat az irdnykeress feladatnak van véges optimuma.
A (?7) feladat megolddsa utan kapjuk az (x*,y*) optimalis megoldast. Vegyiik
észre, hogy y* < 0, hiszen volt olyan megengedett megoldas (nevezetesen (xy,0)),
amelyen y = 0 volt. Itt két eset lehetséges.

(i) Az y* = 0 egyenl@ség fennall, ekkor az eljaras végetér, az el6z6 x;, megengedett
megoldas az eredeti feladatnak optimalis megoldasa is.

(ii) Az y* < 0 egyenlStlenség igaz — ekkor tjabb xj,; megengedett megoldast
allitunk el§ az x* segitségével. Minimalizéljuk az f(x) fiiggvényt, az (?7) feladat

feltételei esetén, az x; + A[x} — x;] félegyenes mentén, vagyis legyen feladatunk

min (f(xx, + Alxg = x1]))
(23) fh. G(x) =P{Ax > &} > p,

Bx <b.

Ez az Ggynevezett irdny-menti minimalizélas feladata. Legyen ennek a feladat-

nak egy optimalis megolddsa A\, = argmin, (f(x; + A[x; — xx])) ¢és definidljuk a
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kovetkezSképpen az 1j megengedett megoldast:
Xk+1 = Xk + )\k[XZ — Xk].

Kvazikonkav feltételi fliggvények és célfiiggvény mellett a megengedett iranyok

modszerének konvergencidja alapjan igaz a kdvetkezd:

22. Tétel. Az algoritmus vagy véges sok lépésben végetér (valamilyen k index ese-
tén y* = 0), vagy pedig az elddllitott Xy, Xx11, ... megengedett megolddsok sorozata

konvergdl a (?7) probléma optimdlis megolddsdhoz.

A megoldé algoritmus teljességéhez mar csak az hidnyzik, hogy egy olyan eljarast
adjunk, amely el6allitja a (??) alapfeladat egy x; megengedett megoldasat (els6
fazis). Erre az elgbb leirt, a masodik fazist alkoté algoritmus is megfelel. Ugyanis

tekintsiik a

(24) Bz<b

feladatot. Itt nem okvetleniil sziikséges egy optimalis megoldas megadéasa, hanem
elég ennek a feladatnak egy olyan z; megengedett megoldasat meghatarozni, amely
esetén G(z;) > p fennall.

Ezek szerint a (?7) els6 fazis a kovetkezs lépésekbdl all. Keresiink lineéris
programozasi eszkozokkel egy olyan z; vektort, amelyre Bz; < b teljesiil. Ezek

utan az elséfazisos feladat iranykeress feladatat oldjuk meg, vagyis a

(25) min y
—G(zy) + V(—G(zy) [z — 2] < v,
Bz <b

minimalizalast. Természetesen itt vagy talalunk egy megfelel§ z, vektort (amelyre

G(z;) > p igaz) és akkor folytathatjuk a masodik fazissal, vagy pedig nincs ilyen
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vektor, és akkor tudjuk, hogy az eredeti (?7) feladatnak sincs megengedett megol-
déasa. Ha talaltunk megfelels z;, vektort, amely az (?7) alapfeladatnak megengedett

megoldésa, akkor attérhetiink a masodik fazis algoritmusara.

2.5.3. Iranymenti optimalizalas

Az irdnymenti minimalizalas egy linearis f(x) = c/x koltségfiiggvény esetén egy-
szerii: az adott, x; pontbol induld félegyenesnek a megengedett megoldasok tar-
toméanyanak hataraval valé metszéspontjat kell meghatarozni. Ha a félegyenes egy
linearis feltételt metsz el elGszor, akkor feladat egy félegyenes és egy hipersik met-
szésének meghatarozasabol all.

Ha a félegyenes a valoszintiségi feltételt metszi el elGszor, akkor ennek a met-
széspontnak (a A\ allandénak) a meghatarozasa nem konnyt: egy félegyenes és egy
wzajos” fiiggvény metszéspontjat kell elgallitani; zajosnak neveziink egy G(x) fiigg-
vényt, ha egy adott x pontban nem a pontos G(x) fiiggvényérték all a rendelkezé-
siinkre, csak egy é(x) = ((x) + ¢, additiv zajjal terhelt becslés. Egy ilyen feladatra
hasznalhat6 algoritmus az utolséd részben van lefrva, az SRA gyokkeress algoritmus.
Természetesen lehet masmilyen, zajos fliggvény esetén miikods heurisztikus eljarast
is alkalmazni, bar ilyenkor fontos arra figyelni, hogy az 1j pont biztosan megengedett
legyen (egyébként az algoritmus nem miikodik).

Ha példéul az aranymetszés, vagy gorbeillesztéses modszerrel keressiik meg a
gyokot, akkor célszerd ,visszalépni” a végs6 megoldas megadéasakor. Ezt a kovetke-
z6képpen valositjuk meg. Tegyiik fel, hogy a fiiggvényérték kiszamitasa egy véletlen
zajjal torténik, ekkor legyen ennek a szérasa o. Ha az x; pontbdl kiindulva a met-
széspont valamilyen y; pont lenne, akkor az zx.1 = yx — 4o (yx — 1) pontot fogadjuk
el metszéspontként, ami nagy valoszintiséggel a megengedett megoldasok tartomé-

nyan beliil marad.

2.5.4. A STABIL alkalmazasa

A népgazdasagi tervezés folyaman hasznaltak linearis programozast is: a gazdasagot

egymastol 1ényegében fiiggetlen szektorokra osztottak, amelyeket minden szektorban
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szerepld valtozokkal fiiztek 6ssze. A STABIL modellt elGszor a magyar villamose-
nergiaipar linearis szektormodellje sztochasztizalt valtozatara alkalmaztuk 1972-ben,
ahol négy jobboldali valtozo6 volt véletlen. A kiindulasként vett modell egy linearis
programozasi feladat volt, amelyet a Tervhivatal (teljes népgazdasagot leiro) linearis
programozasi modelljének a villamosenergiaiparra vonatkozo része (szektormodellje)
volt.

A valtozok kozott szerepeltek a kiilonbo6zé (méar mikods — exogén és a tervezési
idGszakban elkésziils — endogén) er6miivekben termelt energia értékei, a kiilonb6z6
fiitGanyagok, az elektromos energia exportjanak és importjanak értékei, beruhazési
valtozok (amelyek a beruhazasokra rendelkezésre all6 pénzosszegre vonatkozo korla-
tokat kielégitették). A feltételek kozott szerepeltek a munkaerdre, a beruhazéasokra,
a kiilkereskedelmi egyenlegre, az elektromos energia iranti igényekre vonatkozo és
mas pénziigyi feltételek. Négy feltételt tekintettiink sztochasztikusnak. Az elsé két
feltétel a kiilkereskedelmi negativ szaldé értékére vonatkozo korlatot adta meg dollar
és rubel reldcioban, a harmadik az input-output tablabdl az elektromos energiara
vonatkozo feltétel volt. A negyedik feltétel a minimalis elektromos energiara kovetelt
meg korlatot. A jobboldali valosziniiségi valtozok varhato értékét és korrelacioméat-

rixat az MVMT szakemberei adtak meg.

2.5.5. Numerikus példa

Tekintsiik a kovetkezs, két determinisztikus dontési valtozot, két determinisztikus
feltételt és két feltételi sor egyiittes teljesiilésének valoszintiségére also korlatot tar-

talmazd numerikus feladatot:
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min(z; + x2),

A

1 + 8xy — 8 > [

35L’1+ 1'2—6

v

r1+4ry > 4,
3[E1 + 29 Z 3,
r1 20,2y > 0,

ahol (1, B, normalis eloszlasi valosziniiségi valtozok, amelyek varhato értéke 0,
szorasuk 1, korrelacios egyiitthatojuk pedig o.

Ha a varhato érték programozast alkalmazzuk a feladatra (vagyis a valoszintségi
feltételt elhagyjuk, 55 = 0,0, = 0 értékeket helyettesitiink), akkor a keletkezd li-
nearis programozasi feladat optimalis megoldésa (%, é—g) a célfiiggvény értéke 2.521
lenne.

A sztochasztikus példara vonatkoz6 numerikus szamitési eredményeket az 3.
Tablazatban kozoljiik. Az els6 sor az eredetileg megadott optimalis megoldast, a
masodik Szantai (egy altala kifejlesztett sztochasztikus programozéasi programcso-
maggal szamitott) eredménye, a harmadik pedig az SRA maodszer segitségével kapott
megoldas jellemzGit tartalmazza (a legpontosabb eredmény a méasodik sorban van).
(A harmadik sorban megadott eredmények esetén a [, Fs valdszintiségi valtozok
egyiittes eloszlasfiiggvényét egy duplapontossagi, sorfejtésen alapuld fiiggvénnyel
szamitottuk ki.) Az els sorban adott eredményeket egy CDC 3300 szamitogépen
mintegy 20 perc alatt lehetett kiszamitani 1971-ben. Ma egy ilyen eredmény 5 méa-

sodpercnél rovidebb id6 alatt kiszamithato.

2.6. Megoldé6 algoritmusok

A sztochasztikus programozas valosziniiségi korlatos modelljei a szokasos (a megen-
gedett megoldasok tartoményara és a célfiiggvényre vonatkozo) konvexitasi feltéte-

lek esetén konvex nemlinearis programozasi feladatok. Ezért lényegében akirmilyen
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k = | modszer xsto | f(xsro) || P{xsro}

Deak | (2.0650, 0.8880) 2.9530 0.8000

Szantai || (1.9977, 0.9015) 2.8992 0.8000

1000 | SRAgu: || (1.9686, 0.9455) 2.9140 0.8003

3. tablazat. Valosziniiséggel korlatozott példa: p = 0.8, 0 = 0.9.

konvergens nemlinearis programozési megoldé algoritmus hasznalhaté a sztochasz-
tikus modellek optimalis megoldésanak meghatarozasara. A gyakorlatban a legjobb
megoldo algoritmusnak a vetitett gradienses eljaras bizonyult [?], bar logaritmikus
biintetdfiiggvénnyel [?], primal-dual modszerrel [?], [?] is megoldottak valoszintiség-
gel korlatozott feladatokat. Ez utébbi cikkek érdekessége, hogy a valoszintiséggel
korlatozott modell duéljat is megadja.

Kiilon kiemeljiik a SUMT modszer alkalmazasat, amikor is a log (ﬁ) biin-
tetSfiiggvényt hasznaljuk. Ha ugyanis az eloszlas logkonkav, akkor az F'(x) eloszlas-
fiiggvény is az, és az F/(z) —p > 0 valoszintiségi korlat fliggvény is logkonkav, aminek
a logaritmusa a megengedett megoldasok halmazan beliil egy konkav fliggvény lesz.

A pillanatnyilag ismert szamitoégépes lehetGségek ismeretében a szamitastechni-
kailag megoldhato feladatok méretére vonatkozo korlatokat réviden ugy foglalhatjuk
Ossze, hogy olyan valoszintiségi korlattal rendelkez6 feladatok oldhatok meg nehézség
nélkiil, amelyekben a valoszintiségi vektorvaltozd 20-30 dimenzidés. A determiniszti-

kus feltételekre és valtozokra vonatkozéan nincs mennyiségi korlat — par szaz feltétel

és valtozo kezelhet8nek tiinik.
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3. Kétlépcsds modellek

Kétlépesds modellnek nevezziik azokat a sztochasztikus programozasi modelleket,
amelyekben kétszer hozhatunk dontést. Ezekben az esetekben lehetdségiink van
arra, hogy az els¢ dontésiink meghozatala (x meghatarozasa) utan megfigyeljiik
a véletlen & értékét, és ennek alapjan tjabb, potlolagos y dontéssel korrigaljuk a
véletlen &ltal kialakult helyzetet. Ilyen feladatot fogalmaztunk meg az 1.5 fejezetben
leirt mintapélda kapesan is. (A feladatot potlasi — recourse — feladatnak is nevezziik. )

Ennek a gondolatmenetnek az analogidjara lehet tobblépcesés modelleket is fel-
irni, amelyekre akkor van sziikségiink, ha a déntéshozatal szekvencidlisan torténik:
dontiink x fel6l, megfigyeljiik &, értékét, dontiink y;-rol, az elsé potlolagos valtozo-

csoportba tartozo6 valtozokrol, megfigyeljiik &, értékét, dontiink yo-r6l és igy tovabb.

3.1. A kétlépcsds modelltipus alapjai

El6szor megfogalmazzuk a feladat alaptipusat, aztdn a tobblépcsds modellt, majd
az alapmodell néhany fontos tulajdonsagat allapitjuk meg, végiil néhany specialis

esetet ismertetiink ebben a részben.

3.1.1. Linearis modell

Kétféleképpen lehet bevezetni a kétlépcss modell targyalasat: egy kiindulasként
vett determinisztikus linearis programozasi feladatot atfogalmazhatunk véletlen val-
tozok jelenléte esetén egy sztochasztikus dontési elv segitségével, vagy pedig a két
részben hozott dontés egymaéastol valo elvalasztasanak segitségével irjuk fel a modellt.
Tekintsiik a kovetkezd lineéris programozasi feladatot:

min ¢’x + 'y

f.h. Ax = b,
(26)

Tx + Wy = h,

x,y = 0.
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Legyenek itt az A, T, W matrixok rendre m; X ny,ms X ny, ms X no dimenziésok,
x € Ry € R, b € R™ h € R"™ dimenziés vektorok, ekkor a feladat jol meg-
hatarozott; ezt a tovabbiakban mindig feltessziik. Mivel a feltételi egyenlGségek
atfogalmazhatok egyenlGtlenségekké, illetleg az egyenlétlenségek kiegészitd valto-
z0k segitségével a fenti alakra hozhatok a szokasos modon, ezért a tovabbiakban mi
csak az egyenlGségek formajaban megfogalmazott feladattal foglalkozunk.

Tegyiik fel, hogy a jobboldali h vektor véletlen komponensekbdél all, akkor a h
helyett egy & val6szintiségi vektorvaltozot helyettesitve egy sztochasztikus dontési
elv segitségével at kell fogalmaznunk az értelmét vesztett feladatot. Legyen célunk
a véletlentdl fiiges q'y(x, &) célfiiggvényérték varhato értékének és valamilyen c¢'x

koltség Osszegének minimalizalésa, ekkor a feladat a
min ¢’x + E[q'y]
f.h. Ax = b,
Tx + Wy = &,

x,y > 0
format olti. Ezt a modellt nevezziik a kétlépcsds sztochasztikus programozasi
modell alapfeladatanak.
Kihangsilyozzuk, hogy bar formailag az y valtozo nem fiigg az x valtozo6tol, de
Tx + Wy = & feltétel Osszekapcsolja ezeket. Tehat bar a fenti alapfeladatban a
minimalizalas az x valtozora torténik, de a célfiiggvény nem dekompondalhato az

Osszeadas két tagja szerint!

3.1.2. Szekvencialis dontések

A dontések egymasutanisagat kifejezé format a kdvetkez6képpen vezethetjiik le. A
(7?7) feladat méasodik egyenlségébsl Wy = € — Tx kifejezhets, ahol y fiigg az
x-t6l és a véletlen €-t6l egyarant. A ¢(x,€) = q'y = d'y(x,£) fiiggvényt potlo
fiiggvénynek, a Q(x) = F[q'y]| fliggvényt a varhato potlas fliggvényének (expected

recourse function) nevezziik, ahol:
(28) Q(x) = Elg(x, §)] ZE{myinq’y | TX+Wy=£,yZO}.
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Ennek a Q(x) varhato potlas fiiggvénynek a segitségével az alapmodelliink a

kovetkezé formaba irhato:
min ¢’x + Q(x)
(29) fh. Ax = Db,

X > 0.

Ezt a feladatot tekintjiik a kétlépcesds modell elsé-1épesss feladatanak, mig a Q(x)

« .0,

fiiggvény definiciojaban szerepld, adott x és & paraméterek esetén adott

minq'y
y
(30) Tx+Wy = E,
y =20

lineéris programozasi feladatot a masodik lépcsds feladatnak (vagy potlo feladatnak)
nevezziik; a masodik lépcsé optimalis célfiiggvény értéket jeloljiik a ¢(x, &) fiige-
vénnyel. A teljes kétlépesis feladatot a sztochasztikus programozas potlo (recourse)
feladatanak is nevezik. A két lépcsébdl allo feladatnak az optimalizalhatdsdgahoz
szitkséges, hogy a (?7)-ban szerepl§ Q(x) fiiggvény jol meghatarozott (és konvex)

legyen, illetGleg a (?7) feladatnak legyen megengedett megoldasa.

3.1.3. Tobblépcsds modell

Tegyiik fel, hogy tobbszor javithatjuk az el6z6 dontéseink és a bekovetkezett vélet-
len hatasat, tehat dontéseink és a véletlenek megfigyelése a kévetkezd sorrendben
vannak: az els§ x dontés utan megfigyeljiik a &, véletlen realizaciojat, ekkor egy y,
potlolagos dontést hozunk, a &, véletlent megfigyeljiik, yo-vel korrigalunk, stb. Ha

a teljes koltség varhato értéket akarjuk minimalizalni, akkor az r-1épcsés modelliink
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a kovetkez6 format Olti:

min ¢’x + E[qly: +dby: +---+ 4.y

f.h. Ax = b,

T1X —+ lel = 51,

(31) Tox + Wayo = &,
Tx —+ Wryr = Srv

X, Y1, Y2, yr Z 0.

Ennek a modellalkotasi elvnek a mintajara lehet méasmilyen tobblépcsts felada-
tokat felirni — példaul ha az r-edik lépcsében az y, dontési valtozonk nemcesak x-t6l

és a véletlenektdl fiigg, hanem az el6z6 yy, ..., y,_1 dontésektdl is.

3.1.4. Indukalt feltételek

Tekintsiik a kétlépcsts feladat els 1épcesGjének a kovetkezd alakjat:

min ¢'’x + Q(x)
(32) f.h. Ax = b,

x > 0,

ahol a Q(x) varhato potlas fiiggvényt (?7) hatarozza meg. Ez a probléma al-
taldban nem tekinthetd jol meghatarozottnak, mert ehhez teljesiilnie kell annak is,
hogy a Q(x) fliggvény minden x esetén jol értelmezett, vagyis a potlo fiiggvény defi-
niciojaban szerepls (?7) masodik lépesds linearis programozasi feladatnak minden
X és & esetén létezik megengedett megoldésa és véges optimuma. Definidljuk a K

halmazt a kovetkezGképpen:
(33) K = {x | 3dy, amelyre Wy = & — Tx, V&}.

Ezt a K halmazt, illetSleg az ezt elGallito feltételeket nevezziik indukalt felté-

teleknek. Tehat az elsd 1épcsGs x dontési valtozonak még egy x € K implicite
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megfogalmazott feltételt is ki kell elégitenie. FEzzel az eredeti elsGlépcsds feladat

(valtozatlan Q(x) fiiggvény mellett) a kovetkezs alaki lesz:

min ¢’x + Q(x)

fh. Ax = Db,

(34)
x > 0,
x € K.

Példa. A kovetkezd kisméretii modellen szemléltetjiik az indukalt feltételeket.
Tekintsiink két teriiletet, amelyeket két er6mi 1at el arammal. Az i-edik teriileten
1év6 er6mi x; villamos energiat fejleszthet, és & igényt kell kielégitenie, ¢ = 1, 2.
Van egy tavvezeték is a két teriilet kozott, amelyen legfeljebb x5 mennyiségid ener-
giat lehet atvinni, a tényleges atvitelt pedig az elsd teriiletr6l a masodikra atvitt
y energiaval jeloljikk (az y = y* — y~ jelolés bevezetésével y negativ is lehet, ha a
méasodik er6mi altal generalt dram egy részét az els6 teriilet ellatédsara vissziik at,
tehat y© > 0,9~ > 0). Feladatunk (az els6 1épcss) a két er6mii xq, x5 kapacitasanak
és az x3 atviteli kapacitas meghatarozasabol all, adott koltségek mellett. A véletlen
igény jelentkezése utan kell donteniink az y™,y~ atvitelrsl, ugy, hogy az igényeket

minimalis koltséggel elégitsiik ki, ami a kovetkez6képpen fogalmazhato meg:

min (q1y* + qy”)
(35) o -y +y >4,
Ty +yt -y =&,
x5 >y > 0,23 >y >0.
Ez az adott x1, xo, x5 illetSleg &1, & esetén a masodik 1épcsds feladat. Természetesen

az els6 és a masodik teriileten, illet6leg a teljes teriileten fellép6 igények kielégitéséhez

teljesiilnie kell a kévetkez6 egyenlGtlenségeknek:

§1— < @3
(36) o — 1y < a3,
S —x1 +&—19 <0
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Jeloljiik a &1, &, & + & igények szuprémumét rendre hq, hs, hs-al, akkor a K halmaz

a kovetkezdképpen adhatd meg:

( 3

1 +x3 > My
K= ¢ (21,22,%3) | 2y + 23 > ho

T1 + To Zhg

\ Vs

Vegyiik észre, hogy ezek a feltételek a gyakorlatban teljesithetSk, de elméletileg
kizarjak a nem korlatos valészintiségi valtozok hasznalatat. Véletlen &, & igé-
nyek esetén a koltségek varhato értéket szeretnénk minimalizalni. Feltessziik, hogy

X1, X, X3 korlataink vannak a kapacitasokra, ekkor els6lépcsés feladatunk

min (121 + c2m2 + csws + E(gTy™ +q7y7))

(I’l,xg,.fg) € K7

ahol a célfiiggvényben szerepls (¢Ty* + ¢ y~) fiiggvényt (?7?) hatarozza meg.
Megfelels kiegészit6 valtozok segitségével az altalunk egyenlGtlenséges formaban fel-
irt feltételek atirhatok egyenlGséges formaba, vagyis az alapfeladat forméjara.

3.1.5. A pétloé fiiggvény tulajdonsagai

A ¢(x,§) = {min, q'y | Tx+ Wy = £,y > 0} fiiggvény tulajdonsagait vizsgaljuk

meg. Legyen a & valoszintiségi valtozo lehetséges értékeinek = halmaza adott.

23. Tétel. Feltessziik, hogy a & € =,x € K feltételek fenndllnak, és az elsd lépcsd
Ax = b feladatdnak létezik x megengedett megolddsa. Ekkor a

min q'y
y
(38) Tx+ Wy =E&,

y=0
masodik lépcsds feladatnak akkor és csak akkor van véges optimuma, ha 3z, amelyre
(39) W'z < q.
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Bizonyitas. A méasodik lépcss (?7) feladatanak a dualisa a kévetkezGképpen irhato

max(§ — Tx)"z

W'z < q,

A primal feladatnak a feltevés miatt van megengedett megoldasa. A linearis pro-
gramozas dualitds tétele miatt akkor van a primalnak véges optimuma, ha a duél
probléméanak van megengedett megoldasa, vagyis ha létezik olyan z vektor, melyre

W'z < q.

24. Tétel. Tegyik fel, hogy létezik az W'z < q egyenldtlenséget kielégité z vektor,
tovdbbd létezik az E(&) vdrhatd érték. Ekkor Vx € K esetén létezik E(q(x,&)) is.

Bizonyitas. Az el6z6 tétel miatt a primal és a dual probléméanak is van megengedett
megoldasa és véges optimuma; ez a véges optimumérték ¢(x, &). Felirjuk ezt a primél
optimum-értéket a dudlis célfiiggvénnyel. Tegyiik fel, hogy a Z = {z | W'z < q}
dual feladat megengedett megoldasai halmazanak létezik legalabb egy extremalis

pontja. Jeloljiik z*, 22, ...,z -el a Z halmaz extremalis pontjait, ekkor

(40) ¢(x,€) = max (£ —Tx)'z"

Ha E(&) létezik, akkor a jobboldali linearis fiiggvénynek minden i-re 1étezik varhato
értéke, tovabba létezik a maximum varhato értéke is, amely pedig E(q(x,&)).

Tegyiik fel, hogy nincs egyetlen extremalis pontja sem Z-nek. Ekkor a Z halmaz
csak egy kup lehet, és minden z € Z esetén fenn kell allnia a (€ — Tx)'z < 0
egyenlGtlenségnek — ugyanis ellenkezé esetben létezne zy € Z, amelyre az A\zy €
Z,\ > 0 esetén, tovabba (§ — Tx)'zg > 0 is fennall, tehat ezen a Azg sugaron a
dual feladat célfiiggvénye nem lenne korlatos. Az egyenlStlenség miatt z = 0 € 2
természetesen igaz, tehat a dual célfiiggvény optimalis értéke azonosan 0 minden
lehetséges & értékre, tehat a g varhato értéke trividlisan létezik.

Ennek a tételnek egy kovetkezménye, hogy az adott feltételek mellett a Q(x)
fiiggvény konvex a K halmazon az x valtozoban. A nem-trividlis esetet vizsgaljuk
csak, amikor a Z halmaznak vannak extremalis pontjai. A fliggvény konvexitasahoz

a
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q(Ax1 + (1 = A)x2, &) < Ag(x1,€) + (1 — N)gq(x2,§)
egyenlGtlenségnek kell fennallnia, minden x;,Xs € K pontparra. A el6z6 tételben
felirt (??) maximum alak kihasznalasa, illetéleg a linearits miatt:

g(Ax1 + (1 = N)x9,&) = igaxr(f —Tx1 + (1 = \)x,])'z"

.....

< | max (€ — Txl)’zl} + (1= N) {

i=1,...,r

= Ag(x1,€) + (1 — N)g(x2, ),

max (€ — Txy)'z"

i=1,...,

hiszen linearis fiiggvények maximuma konvex marad. Hasonloan beladthato, hogy a

q(x, &) fliggvény adott x esetén konvex a € valtozoban is.
25. Tétel. Ha o K halmaz nem tires, akkor K eqy konvex poliéder.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy £ € = fennéll és x megengedett megoldasa az
Ax = b,x > 0 feltételeknek. Tekintsiik azon (x, &) vektorokat, amelyek esetén
létezik y megengedett megoldasa a masodik lépcsés feladatnak, vagyis amelyekre
Wy = & — T'x fennall. Ezek a (x, &) vektorok az el6z6 tétel bizonyitasaban leirtak
alapjan valamilyen D és H méatrixok segitségével felirt homogén linearis egyenlGt-

lenségrendszernek tesznek eleget:
D¢ < Hx.

(Ezek a D, H méatrixok explicite is elgallithatok, lasd a kombinalt feladat leirasat
a 4.4.1-ben.) Tegyiik fel, hogy az egyenléGtlenség-rendszerben r egyenlGtlenség all,
akkor minden komponensnek, vagyis a

sup[DE€); = hi=1,...,r

Ee=
értéknek végesnek kell lennie (egyébként a K halmaz iires lenne). Ebbdl kovetkezik,

hogy a K felirhato a K = {x | h < Hx} alakban, ami a tétel allitasa.
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Az itt kimondott tételek alapjan mondhatjuk, hogy a potld fiiggvény konvex
(szakaszonként linearis) fiiggvény egy konvex poliéder felett. A szakaszonként lineé-
ris kifejezés azt jelenti, hogy a K konvex poliéder felbonthat6 olyan K; poliéderekre,
amelyek egyesitése K és egy K; poliéderen a ¢(x, &) fiiggvény linearis mind x-ben,
mind &-ben. Ha a valdsziniiségi valtozonk egy dimenzids, akkor adott x esetén a

q(x, &) potlo fliggvény valoban szakaszonként linearis, konvex fliggvény.

3.1.6. Specialis esetek

Az el6z6 részben részletesen foglalkoztunk az indukalt feltételekkel. A tovabbiakban
éliink azzal a feltevéssel, hogy a masodik lépcsés feladatnak minden x € R™ esetén
van megengedett megoldasa, vagyis a K halmaz az egész tér — az ilyen feladatokra
azt mondjuk, hogy teljes potlasa feladat. Eléfordulhat az is, hogy csak azon x
értékekre van megengedett megoldasa a masodik lépcsének, amely x értékek megen-
gedett megoldasai az elsé 1épcsének — ezeket a feladatokat relative teljes poétlasa
feladatoknak nevezziik.

A kétlépcsts feladatnak egy, az altalunk megadottnél altalanosabb alakjat kap-
juk, ha megengedjiik hogy a W potlas-matrix értékei valoszintiségi valtozok lehet-
nek. Ennek a feladattipusnak a vizsgalata messzire vezetne, ezért ezt nem targyaljuk
részletesen (itt el6fordulhat, hogy a megengedett x megoldasok halmaza nem lesz
konvex). A tovabbiakban mindig feltessziik, hogy az W matrix elemei adottak; ezt
a feladattipust a rogzitett potlas feladatanak nevezziik.

Vezessiik be a posW = {t | t = Wy,y > 0} jelolést, ekkor a teljes potlas esetén
posW = R", a relative teljes potlas esetén pedig € — T'x € posW, hax € {x | Ax =
b,x > 0} fennall. Osszefoglalva: a tovdbbiakban csak teljes (vagy legalabb relative
teljes) és rogzitett potlasa feladatokkal fogunk foglalkozni.

Lehet a q koltségvektor is véletlentdl fliggd — ha a € nem véletlen, akkor a primal-
dual atirassal az eredeti feladatban megfogalmazott mésodik lépcsés feladatot kap-
juk. Teljes altalanossagban tekintve a kétlépcsds feladat masodik lépcsds részében
minden paraméter lehet véletlen, vagyis valosziniségi valtozoink (T'(w), q(w), &(w))

alakba irhatok, ahol w € A valamilyen o-algebra eleme.
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A kétlépcsss feladatnak azt a gyakorlatban fontos specidlis esetet, amikor az
y potlas egyszertien az eltérés értéke, az egyszerd poétlasnak nevezziik. Ekkor
feltessziik, hogy a célfiiggvény egyiitthatoi nemnegativak, q* > 0,q~ > 0 fennall, a
pozitiv irdnyu eltérések kompenzéalasara szolgalnak az y ™, a hianyok potlasara a y—
valtozok. A feladat a W = (I, —1) helyettesités utan a
Jmin Ay +aqay

(41) fh Tx+y" —y =&,
yLy =0
alakot olti. Ez a feladat altaldban egyszertien megoldhatd, mivel a méasodik

lépesds, nemnegativ yt,y~ valtozok a € — Tx kiilonbséghdl szamithatok, hiszen

yt =€ —-Tx]",y =[Tx — &]". Igy az optimalis célfiiggvényértékek fiiggvénye
¢(x,6)=a’y" +qa7y"

Vegyiik észre, hogy a feladat teljes potlasa (mindig létezik a masodik lépcsé
v,y megoldasa), tehat az els6 lépcsGbe beépithetd a masodik 1épess. Az egyszert

potléas feladata ezek szerint a kdvetkezs alakot 6lti:

min (¢'x + Q(x)) =minc'’x + q'E[¢ - Tx]" +q E[Tx - ¢&*
fh. Ax = b,
0.

X

Vv

Egyszerii eloszlasok esetén a varhato érték kiszamithato, vagyis az egyszeri pot-

las esete megoldhato explicite.

3.2. A potlo fiiggvény kiszamitasa
Tekintsiik a potlasi feladat els6 lépcesos feladatat: a

min ¢'’x + Q(x)
fh. Ax = b,

X

Y
o
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minimalizalasi feladat a Q(x) fiiggvénytdl eltekintve igen egyszerii, tehat szami-
tastechnikai szempontbél csak ezzel a fiiggvénnyel kell foglalkoznunk.

Vegyiik észre, hogy a Q(x) = Elq(x,&)] fiiggvény kiszamitdsa altalaban egy
n-dimenzi6s integral meghatarozasa, vagyis ha a & valoszintiségi valtozod eloszlas-
fiiggvénye F'(-), lehetséges értékeinek tartomanya =, akkor

Qx) = / 4(x, E)AF(£).

A varhato potlas fiiggvényének kiszamitésa, mint emlitettiik, nehéz numerikus
feladat. A gyakorlatban két altalanos modszert kovethetiink: diszkretizélas és Monte
Carlo becslések. Ha a & valoszintiségi vektorvaltozo csak véges, vagy megszdmlalhato
sok értéket vesz fel, akkor a potlo fiiggvény varhato értéke pontosan kiszamithato.
Ezért a folytonos eloszlasi valoszintiségi valtozok esetén diszkretizaljuk a folytonos
eloszlast és a kapott diszkrét eloszlasra hatarozzuk meg a varhaté potlas fiiggvény
értéket. A masodik hasznalhatd szamitasi eljardsban statisztikai becslést adunk
a varhato értékre, ami mind diszkrét, mind folytonos eloszlasu jobboldal esetén

alkalmazhato.

3.2.1. Diszkrét eloszlas

Tegyiik fel, hogy a & valoszintiségi vektorvaltozo a &', €%,.. ., €" értékeket veszi fel
rendre py, po, ..., p, valoszintiséggel. Legyen a
minq’y
Y
y=0

feladat egy optimalis megoldésa az y* vektor, amelyen a célfiiggvényérték q'y?. Mi-
vel ezt az értéket p; valoszintséggel veszi fel a masodik 1épcsés célfiiggvény, ezért az
els6 lépess célfiiggvényében szerepls varhato érték Y " | p;q'y* alakba frhato. Tekin-
tettel arra, hogy az (?7)-ban felirt i-edik feladat fiiggetlen az j = 1,2,...,n,5 # i

feladatoktol, ezért a teljes els6 és masodik 1épcsé egyiitt felirhato, mint
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min ¢’x + d[py' 4py: +-+ pay”

f.h. Ax = b,

Tx + Wy' = &

(43) Tx + Wy? = &
Tx + Wy" = £

X, vy, v, y" > 0.

Tehat ezt az egy linearis programozasi feladatot kell csak megoldani a kétlépcsds
feladat optimuméanak meghatarozasara. Hasonloan egyszeri feladatot kapunk (az
elsé és a masodik lépcss egylitt irhato fel), ha nemcsak a € valosziniiségi valtozo,
hanem T, W, q is véletlen, de diszkrét eloszlasuak. Tegyiik fel, hogy a (§,7,W,q)
valoszintiségi valtozo p; valoszintiséggel a (€', 7%, W', ) értéket veszi fel, ahol i =

1,2,..., N. A kétlépcsis feladat ekkor a kovetkezs:

min c¢'x + Zfil g’y
f.h. Ax = b,
T'x + Wly! = ¢
(44) T?x + T2y S
TNx + WhyN = ¢~
X, yhovh o y¥ > 0

3.2.2. Diszkrétizalas

Ha a & valdszintiségi valtozo folytonos eloszlési, akkor diszkretizaljuk az eloszlast,
és a kozelits diszkrét eloszlasra irjuk fel a fenti nagyméretii linearis feladatot (nem
korlatos valoszintiségi valtozok esetén még csonkoléasra is sziikség van). Bar ez el-

vileg mindig megoldhato, de a gyakorlatban 10-nel tobb komponenst valdszintiségi
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vektor esetén a diszkrét kozelitésben szerepl pontok szama oly nagy lesz, hogy méar
szamitastechnikai nehézséget okoz a keletkezd linearis feladat mérete. Ot osztopon-
tot felvéve minden egyes koordinatatengelyen, egy tizdimenziés folytonos eloszlési
valoszintiségi vektorvaltozo esetén Gsszesen n = 5'0 szamu &' diszkrét pontot ka-
punk, vagyis a linearis feladat mso x 5'° sorbol fog allni, ahol my a Tx + Wy = £
feltételeinek szama.

Masrészt vegyiik észre, hogy a keletkezett linedris programozési feladat igen egy-
szerd struktiraji, amit tobbszorosen ki lehet hasznélni (dekompozicios modszerek
a szimplex megoldasara, specidlis béazisok, specidlis tjraszamolasi algoritmusok).
Ezekkel kiilon nem foglalkozunk, de az irodalomban részletesen targyaljak ezeket a
nagyméreti linearis programozasi feladatokat, példaul [?| tartalmaz ilyen leirasokat.

A folytonos eloszlas diszkretizalasa, a (késGbbiekben leirando6) adaptiv korlatozas
és az n-dimenziés integralasok esetén megfigyelheté numerikus nehézségek mind a

dimenzidés robbanasnak nevezett jelenség miatt kdvetkeznek be.

3.2.3. Monte Carlo becslés

Legyen £ eloszlasfiiggvénye F'(-) és tekintsiik a varhato potlas fiiggvényének integ-

ralalakjat:

mszwwfnz[«xawu)

Koénnyen adhatunk statisztikai becslést a varhato potlas értékére Monte Carlo
modszerrel, hiszen adott x paraméter és a & valoszintségi vektorvaltozo egy &, rea-

lizacioja esetén a q(x,&,;) fiiggvényérték a
minq'y
Yy
(45) Wy =€ - Tx,
y=0
linearis programozasi feladat optimum értékének meghatarozasat kivanja csak. A

Monte Carlo integralas durva modszere szerint egy torzitatlan becslést kaphatunk a

Q(x) = Eq(x,&;) értékére a
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N
O, = Z q(x,&;)
i=1

atlaggal, ahol §,,7 = 1,..., N a £ valoszintiségi valtozo N darab fiiggetlen realiza-
cidja. Fz az eljaras minden olyan & valészintiségi vektorvaltozo esetén hasznalhato,
amikor a rendelkezésiinkre all egy véletlenszam generator, amely & realizacio6it el6-
allitja.

Csak egy esetre részletezziik az eljardst — normalis eloszlast valoszintségi valto-
zOk esetén, ez az eloszlas a gyakorlatban fontos szerepet jatszik. Az eljaras logikai
vaza tobb szempontbol is azonos azzal a gondolatmenettel, amelyet a tobbdimenzios
normadlis eloszlast valoszintiségek kiszamitédsanal kovettiink.

Az algoritmus kialakitasanal felhasznaljuk a ¢(x, &) fiiggvény konvexitasat, a nor-
malis eloszlast vektorok dekompondalhatosagat és a dekompondlés miatt az integral

dekompoziciojat, majd végiil az ortonormalizalt pontok rendszerét.

C stz

€ = Xan7

ahol x,, egy n-szabadsagfoki, y-eloszlast, F, (k) eloszlasfiiggvényi valoszintiségi
valtozo, m egyenletes eloszlast az S, = {x | >, 27 = 1} egységgdmbon, eloszlas-

fiiggvénye V,,(y). Ekkor

Q) = [ atgan©) = [ [ atx ky)aB,avi(y)

Legyen u egyenletes eloszlasi a [0, 1) intervallumban, akkor F;!(u) eloszlasfiigg-
vénye F,(-) (ez a standard inverzios technika véletlen szamok generalasara). Ezzel

a felbontasunk

(46) Qx) = / / 4(x, F (u) Ry)dudV (y)

alaka lesz, amib6l viszont kévetkezik, hogy ha u;,j = 1,...,N; a [0, 1]-ben
egyenletes eloszlast valosziniiségi valtozo realizacidi, y;, ¢ = 1,..., Ny pedig az S,

egységgdmbon egyenletes eloszlast valoszintiségi vektorvaltozo realizicioi, akkor a
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O, = uRz
2 NINQZIJI j Yi);

becslés hasznalhatd a varhatod érték kozelitésére. Ezek utan szimmetrizaljuk az

integréal becslését, tehédt a becslésiink alakja adott & esetén:

N
= Y g, aslx8) = Slalx &) +alx, €]
i=1

Ez a modositas csokkenti a becslés szorasat, mert a ¢ fiiggvény linearis (vagy
majdnem linearis) egy kis kornyezetben, tehat esetenként 0 szorast (pontos) becslést
is kaphatunk.

A q(x, kRy) fiiggvény konvex a k véltozoban adott x,y esetén. Mivel F71(-) mo-
noton nové fiiggvény, ezért a q(x, F, '(u) Ry), mint u fiiggvénye tartalmazni fog egy
monoton névé (vagy monoton csokkend) vagy pedig mind egy monoton nové és egy
monoton csokkend részt is (vegyiik észre azonban, hogy a ¢ fiiggvény konvexitasét
a transzforméacio altalaban nem 6rzi meg). Ezen monotonitas miatt érdemes ugy-
nevezett antitetikus (ellentétes) valtozokat hasznalni, vagyis olyan pontokban venni
a fiiggvényértékeket, amelyekben a fiiggvényértékek negativan korreladltak. Ennek
alapjan — rogzitett y € S, irdanyt feltételezve — kapjuk a kovetkezs becslést:

1 X
0, = Nz; 9a(X, 43, y),
]:

ga(x,u,y) = 0.5 [gs(x, F, ' (0.5u)Ry) + gs(x, F, '(1 — 0.5u)Ry)] .

Ez a becslés a statisztikiban hasznalatos rétegezés eljarasanak (stratification) a
felezéses valtozata, amely monoton fiiggvények esetén szorascsokkenéssel jar.

Az utolsé ajanlott modositas az algoritmuson a felhasznélt irdnyok ortogonali-
zalasa. Egyméstol fiiggetlen m,; irdnyok helyett egy darab véletlen elhelyezkedésii
ortogonalis vektor-rendszert hasznalunk a (77?) kiilsg integraljanak kiszamitasara.

Legyen U = {u;}"; egy ortonormalt vektorrendszer, amely egyenletes eloszlast
az S, egységgdbmbon, wu; = 4,5, ahol 0;; = 1,0;; = 0,¢ # j,4,7 = 1,2,...,n. Az

ortonormalizélt becslés a kovetkezd:
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n

N
| | )
. (0 1 |
05 =+ ;95(x,kz,U ), g5(x,k, U) = — >~ qlx, kRu,),

i=1
ahol U® az U = {u;}, vektorrendszer véletlen realizacioit jeloli. Lényegében

itt az torténik, hogy az ortonormalizalt pontok hasznalata, valamint az integrél

dekompozicioja a becslésnek a korrelaciobol kovetkezd szorasat semlegesiti.

Egy tovabbi modszer arra, hogy ,egyenletes” pontokat allitsunk el az .S, feliile-
ten az lehet, hogy meghatarozzuk az 6sszes olyan vektort, amely az {u;} halmazrend-
szerbdl kivalasztott tetszoleges két vektor normalizalt 6sszegét adja. Ilyenkor az n
darab u;,i = 1,...,n vektor helyett az (w;+u;)/v2,i=1,...,n—1,j =i+1,...,n
alaki, Osszesen n(n — 1)/2 vektort hasznaljuk. Ez lesz az ©4 becslés, amely meg-
felel a valoszintiségek kiszadmitasanal alkalmazott O, becslésnek. Itt is megtehetjiik
azt, hogy az R korrelacios méatrixszal torténd szorzas elvégzésének sorrendjét fel-
cseréljiik az Gsszeaddssal, vagyis az R(u; + u;)/v/2 matrixszorzds n(n — 1)/2-szeri
elvégzése helyett csak az n darab Ru; szorzast hajtjuk végre, és utana adjuk ossze
a transzformalt vektorokat.

Mindezeket Osszefoglalva, a szamitogépes tapasztalatok alapjan a szimmetriza-
las, a felezéses és az ortogonalizalasos otletnek a keveréke adja meg a végs6 becslést.
Ezt a gyakorlatban hasznélhaté ©; becslést egy u € [0, 1]-ben egyenletes eloszlast

és egy U ortonormalt rendszer esetére a kovetkezGképpen adjuk meg:

N
1 )
@7 = NZW(X, Uj,U(J)),
11 -1 -1
(47) gr(x,u,U) = — > q(x, F,1(0.5u) Ruy) + q(x, —F, " (0.5u) Ru;) +
q(x, £71(1.0 — 0.5u) Ru;) + q(x, —F; (1.0 — 0.5u) Ru;).

Természetesen a gyakorlatban a becslést az els6 sorban megadott médon haté-
rozzuk meg: az u és az U valoszintiségi valtozoknak N darab fiiggetlen realizaciojat

generaljuk, ezekre szamitjuk ki a g;(-) fliggvényértéket és ennek az atlagat vessziik.
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3.3. Korlatok a pétlo fiiggvényre

A konvex fiiggvényekre ismertek egyenlStlenségek, ezek felhasznalasaval a potlo fiigg-
vény értékére korlatokat adhatunk. Az eredeti konvex fiiggvények helyett pedig a
korlatokat hasznalva olyan kozelitG feladatokat kaphatunk, amelyek az eredeti fela-

dat optimalis értékének korlatait szolgaltatjak.

3.3.1. Jensen korlat

Egy konvex fiiggvényekre vonatkoz6 egyenlGtlenséget fogalmazunk meg, amely se-

gitségével a q(x, &) potlo fiiggvény varhato értékére alsé korlatot adhatunk.

26. Tétel (Jensen egyenlGtlenség). Legyen ¢(-) konvex figguény és £ tetszdleges

valosziniségi vdltozo, melynek létezik a vdrhato értéke. Ekkor

V(E®E)) < E@(E)).

Bizonyitas. A tétel teljes indukcidval bizonyithato, de itt egy szemléletesebb
gondolatmenetet alkalmazunk. Két részben latjuk be az allitast, a diszkrét és a
folytonos eloszlas esetét kiilon targyaljuk. Tegyiik fel, hogy & diszkrét eloszlasi
valoszintiségi valtozo és az P{{ = x;} = p;,i = 1,...,n egyenlGségekkel van meg-
hatarozva. Legyen x; az eloszlas els6 pontja, y; tetszGleges. Ekkor a konvexitéis

definici6ja miatt x, és y; esetén igaz, hogy a p,1 — p; stlyokkal

Y(prrr + (1 —p1)yr) < pp(x) + (1 = p)(y).

Allitsuk most el8 y;-t a régzitett x5 és a tetszéleges yo keverékeként, v, = lme To+

(1— 1521 )yo formaban (x5 az eloszlas masodik pontja). Helyettesitsiik be ezt az y;-et

az el6z6 egyenl6tlenségbe:

(o[ s 2]

< P1¢($1) + (1 —p1)¢ (1 62]911’2 + (1 1 62101) yz) .
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P

ekkor atrendezés utan kapjuk a

Y(przy + pexa + (1 —p1r — p2)y2) < prv(er) + patp(wa) + (1 — pr — p2)¥(y2)

egyenlStlenséget. Megismételjiik ezt az eljarast minden x; pontra, végiil (teljes in-

dukcioval) kapjuk a

(0 (ZP#&) < sz‘w(ll?i)

egyenlGtlenséget. Itt a baloldalon ¢ (>, pix;) = ¥(E(E)) all, a jobboldalon pedig
Y oipiv(z) = E((§)), tehat a tétel allitasa igaz a diszkrét esetre.

Folytonos f(z) stirtiségfiiggvényti £ valosziniiségi valtozo esetén tekintsiik azt az
l(x) = mx + b egyenest, amely a 1 gérbét az o = E(£) pontban érinti. Ennek az
egyenesnek a meredeksége m = /' (xg) és ez az egyenes atmegy az o, ¥ (x) ponton,
vagyis ¥ (xg) = mxg+ b, amibdl b meghatarozhato. Tehat az érinté egyenes y = [(x)
egyenlete y = 1’ (20)z + [¢(x0) — ¥'(x0)zo).

Felhasznaljuk most a differencialhato konvex fliggvényeknek a jellemzését: tet-
sz6leges x érték esetén a i(z) fliggvényérték az érinté egyenese felett van, tehét
V(xo)x + [(xo) — ¥ (x0)zo] < ¥(x), minden lehetséges = értékre. Ezek szerint

helyettesithetjiik z-et £-vel; € minden értékére fennall, hogy

V' (20)€ + [ (0) — V' (20)20] < Y(E).

Véarhato értéket véve mindkeét oldalon (az egyenlStlenség mindkét oldalat f(x)-el

szorozva és végigintegralva) a tétel allitasat kapjuk, hiszen a baloldalon 1év§ kifejezés:

E (¢/(20)§ + [¢(w0) — ¥'(0)x0]) = ¢/ (w0) E() [t (w0) =¥/ (w0) 0] = (o) = P(E(S))

Bizonyitéas nélkiil megjegyezziik, hogy a tétel a feltételes varhatoértékre is igaz
konvex ¢ fiiggvényre: Y(E(E | n)) < E(W() | n). Ez azt jelenti, hogy ha a & valoszi-
niiségi valtozo I tamaszat két részre osztjuk, a két részben definialjuk a két feltételes
eloszlast, akkor mindegyikre kiilon-kiilon felirhato az egyenlGtlenség. (Természete-

sen a gyakorlati alkalmazéashoz sziikség van a feltételes eloszlasok meghatarozasara
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és a varhato értékének kiszamithatosagara is.) Szintén bizonyitas nélkiil kozoljik
az alabbi allitast: tetszéleges R™-ben megadott & valoszintiségi vektorvaltozora is

fennall a Y(E(&)) < E(¢¥(£)) egyenltlenség, ha a 1(-) fliggvény konvex.

3.3.2. Edmundson-Madansky korlatok

Egy fels6 korlatot konstrualunk most egy konvex fiiggvény varhato értékéhez.

27. Tétel (Edmundson-Madansky egyenlétlenség). Legyen ¢(-) konver fiigg-

vény és & tetszdleges valosziniséqgi valtozo, melynek létexik a vdrhato értéke. Ekkor

< b— E(g)'(ﬁ(a) + E(f) —a

B(0() < T =),

Bizonyitas. Tekintsiik az a, b pontokat a konvex fliggvény értelmezési tartomanya-
ban és legyen £ € [a,b]. Ekkor az (a,v(a)) és (b,1(b)) pontokon at hazott U(z)

egyenes egyenlete

U(x) = cr+d,

(b) — ¥(a) b 0
a0 YTt

ahol ¢ =

Az igy kapott U(z) fiiggvényre konvex 1(z) fiiggvény esetén nyilvanvaloan fennall

a kovetkezd egyenlGtlenség:
Y(z) < Ul(x),z € [a,bl.

Tekintsiik most a & € [a, b] valoszintiségi valtozot, és szamitsuk ki az U() varhato

értéket:

9~ b b a
PO = Be) + () - )

boE© . B
b—a b—a

= ¢(a) +1(b)

Mivel ¢(x) < U(z) fennall, ezért E(y(x)) < E(U(z)) = U(E(E)), hiszen U(-)
linearis fiiggvény, kovetkezésképpen U(x) felss korlat az x = E(§) helyen is:

BB, B —a

B(4(r)) < U(E(E) = —— =),
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E —
—[(f) ? tekinthets valoszintségnek (nyilvin E(¢) € [a, b]),
—a

tehat szemléletesen a £ eloszlasat egy n valoszintiségi valtozo kétpontos (az a és a b

Az itt szerepls p =

pontokra koncentrélt) eloszlasaval helyettesitettiik, amelyre

P{n=a}=1-p, P{n=>}=p.

Az Edmundson-Madansky korlat fennall egy poliéderen értelmezett &€ valdszint-
ségi vektorvaltozora — a fels6 korlat explicite meghatarozhato.

A Jensen és az Edmundson-Madansky korlat tovabb javithatd, ha tjabb oszto-
pontot vesziink fel az [a, b] intervallumban.

Tekintsiik azt az esetet, amikor az [a, b] intervallumban egy tovabbi pontot felve-
sziink, legyen ez ¢ = E(§). Ekkor a felosztas miatt feltételes eloszlasaink lesznek az
la, c], ¢, b] intervallumokban, amelyekre egyenként irjuk fel a korlatokat. Belathato,
hogy ha U(x) — L(x) volt az eredeti két korlat kozott a kiilonbség, akkor a finomabb
felosztas esetén ez az eltérés csokken (nem novekszik). A tényleges felosztas a ki-
indulasként vett [a, b] téglatestet n-dimenzids téglatestek unidjaként adja meg. A
felosztas elvégzése n-dimenzids esetekben (melyik téglatestet bontjuk tovabb, melyik
koordindta mentén kell Gjabb osztopontot felvenni, hogyan hatarozhatok meg az 1j
osztopontok, mely téglatestet nem bontunk tovabb) nem egyszert feladat — ennek

részletezése |?]-ben talalhato.

3.3.3. A korlatok geometriai jelentése

A Jensen egyenl6tlenség elég szemléletes egy dimenzioban. Az n-dimenzids esetben
az egyenlGtlenség azt mutatja, hogy a varhato érték helyen a v fiiggvény érints-
sikja teljes egészében a fiiggvény alatt van. Ha egy konvex poliéderen értelme-
zett valosziniiségi valtozora adaptiv felosztést alkalmazunk (a poliédernek egy rész-
poliéderekbsl allo felbontéasat hasznalva), akkor a Jensen egyenl6tlenségek a 1) fiigg-
vénynek egy szakaszonként (poliéderenként) linearis also korlatjat adjak meg.

Az Edmundson-Madansky felsd korlat az egy-dimenzids esetben a konvex i fiigg-
vény altal a hatarokon felvett fliggvényértékeken at hizott egyenest adjak. T&bb-

dimenzios esetben a konvex poliéder csicspontjait 6sszekots egyenesek, valamint a
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hatarpontokat 0sszekots egyenesek adjak meg a fels§ korlatot; ennek alkotoi line-
arisak, de Osszességiikben mint egy megcsavart (linearis) feliilet jelennek meg. Az
adaptiv korlatozas esetén rész-poliéderenként ilyen csavart lineéris fiiggvények adjak

a felsG korlatot.

3.3.4. Egy numerikus példa

Egy véletlenszertien generalt kétlépcsGs sztochasztikus programozési feladat a ko-

vetkezG. Az elsé 1épcest feladata

min (9.0z; +8.1zy +E(3.6y;  +7.4ys +6.9y3))

f . 92501 +1.624 > 18,
9.4x1 +9.0x, > 8.0,
T1, T2, Y1,Y2,Y3 > 0

A maésodik lépcso feladata pedig

min ( 3.6y1  +7.4ys +6.9y3))
6.0:E1 —9.2$2 —0.9y1 —0.7y2 +1.7y3 = 51,
—63.771 —12.7?2 +39y1 +90y2 —130y3 = 52,

Y1,Y2,Y3 Z 0.

A masodik 1épcsében szerepld két valoszintiségi valtozorodl feltessziik, hogy egyiit-
tes eloszlasuk normalis: (£1,&) € N((5.8,—8.7),%), ahol ¥1; = D*(§)) = 1,555 =
D?*(&) = 1,315 = Corr(£,&) = 0.9. Vegyiik észre, hogy a feladat teljes potlasi:
tetszéleges 1, xq és &1, & esetén talalhatunk olyan yy, yo, y3 értékeket, amelyekre a
masodik 1épcsé egyenlGségei fennallnak.

Az adaptiv korlatozéas algoritmusat hasznalva ennek a feladatnak a megoldasara
két eredményt kaphato, az egyik esetén egy 319, a masik esetén egy 522 pontbol allo
diszkrét eloszlassal kozelitettiik meg a (csonkolt) normaélis eloszlast. A két kozelitésre
kapott megoldasok és célfiiggvényértékek a fenti tablazatban talalhatok. A feladat
nehéz megoldhatésagit mutatta, hogy D?[q(xy, €)] ~ 152 volt az optimalis megoldés

kornyékén.
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x c’x + E(qd'y)

discrsig  (0.9655, 0.0) 26.9805

discrs  (0.9621,0.0)  26.9847

4. tablazat. Kétlépcsds példa, adaptiv korlatozas

3.4. Megoldé algoritmusok

A kétlépcsss sztochasztikus programozas elsé 1épcesGjének megoldasa 6nmagaban
véve egy konvex célfiiggvény optimalizalasat jelenti, linearis feltételek mellett. A
nehézség a Q(x) varhato potlas kiszamitasaban (és a potlo fiiggvény meghataroza-
saban) rejlik. Ezért fontos a potlo fiiggvény meghatarozéasa; a kétlépesss feladat

megoldo algoritmusai is a potlo fliggvény kiszamitasi lehet&ségeit kovetik.

3.4.1. Altalanos megjegyzések

A kétlépcsts sztochasztikus programozasi feladat egy optimalis vagy kozel optimalis
megoldasénak elGallitdsa tobbféle modon elvégezhets. Az eljarasok tilnyomo tobb-
ségében a valoszintiségi eloszlas diszkrétizalasa jelenti a kulcsot az algoritmusokhoz
— ez még az adaptiv korlatozas modszerére is igaz, hiszen implicite az is egy diszk-
modellt kapunk, amelyet valamilyen specidlis linearis programozasi eljarassal oldunk
meg.

A teljesség igénye nélkiil felsorolunk néhany eljarast: Dantzig-Wolfe (vagy Ben-
ders) dekompozicio, az L-alaki modszer, korlatozas és adaptiv dekompozicio, szto-
chasztikus dekompozicio, regularizalt dekompozicid, sztochasztikus kvazigradienses
eljaras. A kovetkezd fejezetben ismertetjiik a szukcessziv regresszios eljarast, amely

szintén alkalmas a kétlépcsGs feladat megoldasara.

3.4.2. Dantzig-Wolfe

Az altalanosan ajanlott eljaras a kétlépcsds sztochasztikus feladat megoldéasara a ko-

vetkezd. Feltessziik, hogy a valoszintiségi valtozo diszkrét eloszlasu (vagy pedig egy
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kozelit6 diszkrét eloszlasa valoszintiségi valtozoval helyettesitjiik a folytonos valoszi-

niiségi valtozot). Ennek esetében a potlo fiiggvény értéke explicite kiszamithato.

Tegyiik fel, hogy a & valoszintségi vektorvaltozo a €', €2, ..., €" értékeket veszi
fel rendre pq,po,...,p, valoszintliséggel. Ekkor, mint azt a diszkrétizélasrél sz6lo

részben lattuk, a kétlépcsGs probléma a kovetkezo (egyetlen) linearis probléma meg-

oldésara redukalodik:

min ¢'x + d[pyt +pey2 +-+ pay"

fh. Ax = b,

Tx + Wy! = &',

(48) Tx + Wy? = &,
Tx + Wy" = &,

X, yhovh oo, y" > 0.

A feladat nagymeéreti, de speciélis szerkezeti és ritka matrixa. Ezért vagy erre
a feladatra alkalmazzuk a Benders dekompoziciot, vagy tekintjiik a feladat duéljat,
és arra alkalmazzuk a Dantzig-Wolfe dekompozicios eljarast. A feladat megoldasa-
ban szerepl6 egyiitthaté matrix igen specialis szerkezett, ezért a béazisban szerepl6
vektorok is specialisak; ezt is ki lehet hasznélni azzal, hogy egy bazis-dekompozicios

eljarast hasznalunk a nagyméretii bazis tarolasara és felajitasara.

3.4.3. Egyéb mobdszerek

Sok, fentebb is emlitett modszer leirhat6é a nemlinearis optimalizalas metszGsik mod-
szerének terminologidjaval. Ezek kozos tulajdonsaga, hogy lényegében az adott Q(x)
fiiggvény esetén tjabb feltételeket (metszdsikokat) generalnak, amelyeket hozzaad-
nak az eredeti, els6lépcsés feladathoz. Ilyen eljaras a sztochasztikus dekompozicid
(Higle és Sen [?]), amelyben véletlenszertien valasztanak ki uj feltételeket az opti-

mum kozelében. Ehhez hasonlit a regularizalt dekompozicios eljaras (Ruszcezynski
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[?]), amelyben szintén jabb és Gjabb metszdsikokat allitunk els, de ennek az az eld-
nye, hogy a metszésikok (hozzéadott feltételek) szama egy konstans alatt tarthato,
tehat a feladat mérete nem nShet minden hataron tul.

Az el6z6 részekben leirt Jensen illet6leg Edmundson-Madansky egyenlétlenségek
segitségével a Q(x) varhato potlas fliggvényre linearis also és felss korlatokat allitha-
tunk elS. Ezeket a korlatokat az értelmezési tartomanyként szolgalo poliéder egyre fi-
nomodo, adaptiv felosztassal meghatérozhato felbontasa esetén egyre szorosabba te-
hetjiik. Ha most az els6 1épcsé feladatét tekintjiik valamilyen Lg(x) < Q(x) < Ug(x)

fliggvényekkel, akkor a

3 (
min ¢’x + Li(x) min ¢’x + Ug(x)
fh. Ax = b, és a fh. Ax = b,
X Z O, X 2 07
Vs \

feladatok optimalis megoldasai kozrefogjak majd az eredeti célfiiggvény értékeit. A
megengedett megoldasok halmazanak egy adaptivan végzett dekompozicidja foko-
zatosan finomodo also és fels6 korlatokbol all6 probléma-sorozatot allit elo, amelyek
egyre kisebb intervallumot adnak a kétlépcsds feladat optimumara, illetéleg kozelit6
megoldast adnak az optimalis megoldéasra.

Végiil alkalmazhatjuk a kvazigradienses megkozelitést is: a célfiiggvényben sze-
replé QQ(x) gradiensének (szubgradiensének) meghatarozasat egy statisztikai becs-
léssel helyettesitik és egy nemlineéris optimalizalasi eljarast alkalmaznak a feladat
megoldasara.

Bizonyos esetekben megfigyelhetd, hogy a modellben szerepld valoszintségi valto-
z0k csak igen kisszami, més valoszintségi valtozoktol fliggenek, azok linearis kombi-
naciojaként allithatok els. Ilyenkor a feladat dimenziészama lényegesen lecsokkent-
hetd, mert a feladat atirhato a kisszdmu valészintiségi valtozok fliggvényére.

Egy maésik speciélis esetre is utalunk, az egyszerii potlas feladatara. A 3.1.6-ban
mar felirtuk azt a feladatot, amelyet szintén elég konnyen meg lehet oldani, mind

folytonos, mind diszkrét eloszlas esetén.
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4. Szukcessziv regresszios approximacio

Ebben a fejezetben egy olyan numerikus algoritmust ismertetiink, amely segitségé-
vel nemlinearis optimalizalasi feladatokat tudunk megoldani zajos feltételek, vagy
célfiiggvény esetén. A modszert szukcessziv regresszids approximécionak nevezziik
és SRA-val jeloljiik. Az eljaras lényege az, hogy (kétszer differencialhato) regresszios
fiiggvények egy sorozataval kozelitjiik a zajos fiiggvényeket és ezek a regresszios ko-
zelitések egyre pontosabba tehetdk az optimalis megoldasok kérnyezetében. Vegyiik
észre, hogy mig az eddig ismertetett eljarasok tulnyomo része egy folytonos fiigg-
vényt (a potlo fiiggvényt, vagy a valoszintségi valtozo eloszlasat) diszkretizélja, itt
a nem-differencialhato fiiggvényt kétszer differencidlhaté fiiggvénnyel helyettesitjiik.

Az SRA algoritmus konvergens egy egydimenzids egyenlet megoldasara, mind
determinisztikus (pontos), mind zajos fiiggvényértékek esetén. Az igy kapott elgon-
dolasokat altalanositva az n-dimenzids esetre heurisztikus algoritmusokat adunk a
valoszintiséggel korlatos és a kétlépcsds feladatra, valamint egy kombinalt modell
esetén is. Ezeknek az eljarasoknak a konvergenciajat a szamitogépes tapasztalatok
és példak alapjan mutatjuk be. A sztochasztikus linedris programozasi feladatok
optimalizaldsan tilmenden ez az eljaras alkalmas olyan sztochasztikus programozasi
feladatok megoldaséara is, amelyekben kvadratikus feltételek, illetSleg kvadratikus

tagot is tartalmazoé célfiiggvény is van.

4.1. Egyenlet megoldasa

Az algoritmust egy egydimenzios egyenlet megoldasara fogalmazzuk meg elGszor és

ezen a példan szemléltetjiik 1ényeges pontjait. Legyen feladatunk az
f(z)=0, z e R!

egyenlet megoldasa. Ezt egy olyan iterativ eljarassal végezziik el, amelyben egy
pontokbol és fiiggvényértékekbsl allo halmazbol meghatarozhatod regresszios egye-
nessel kozelitjiikk az f(x) fiiggvényt, és a kozelités gyokével kiegészitjiik az eredetileg

hasznalt ponthalmazt, ebbdl ijabb regresszids egyenest hatarozunk meg, stb.
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4.1.1. Determinisztikus eset

Tegyiik fel, hogy tetszéleges x esetén az f(x) fiiggvényérték pontosan kiszamithato.
A kovetkez§ feltevést tessziik a fiiggvényre:
A(f-1) az f(z),z € R! egy folytonos fiiggvény és tetszéleges két x;, x;, x; # x;

W < dy < oo egyenl6tlenségek, valamilyen
J 7

pontra fennallnak a 0 < §;, <
0 > 0,0y < oo allandokkal.

A feltevésbdl kovetkezik, hogy az f(x) = 0 egyenletnek egy O gyoke létezik. Az
egyszertiség kedvéért feltessziik azt is, hogy

A (z-2) az Osszes x; pont egy korlatos [L, U] intervallumban van.

Tegyiik fel, hogy adva van pontok és fiiggvényértekek egy Sp = {x;, f;}*=} hal-
maza, ahol f; = f(x;). Ezen S, halmaz segitségével az L? normaban legjobban
kozelits linearis gx(r) = agxr + [ fliggvény egyiitthatoit a kovetkezs feladat megol-
dasaként kaphatjuk:

k-1
min [fi — (i + Bi)]*

a bl .
kB o

Az optimalitas els6rend sziikséges feltételeit felirva, az ismeretlen oy, ) értéke-

ket a kovetkez6 egyenletrendszerbsl kaphatjuk

N

-1

™

~
I
o
B

z; [fi — (i + Bi)] = 0,

|
—

(]

[fi = (owzs + Br)] = 0,

=0

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

k-1 k—1
mo = %Zi:o fi, ma= %Zi:o i fi,

1 k—14 1 k—1 1 k—1 2
My = EZi:O 1=1, M = Ezz‘zo Ty, My = EZi:O Li's

—moMy +my moMy — mqi M,

M, — M? 0 Be= M, — M?

(49) A =
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A grp(z) = agr+ O = 0 kozelits egyenlet gyoke lesz az xp = —g—i = —%
érték; ezzel a ponttal és a hozzatartozo fr, = f(xy) fiiggvényértékkel bovitjiik az
Sk halmazt, az 4j halmaz felhasznélasdval megint meghatarozunk egy regresszios
egyenest, és ismételjiik az eljarast.

Feltessziik, hogy a kezdetben rendelkezésiinkre all a tetszéleges k£ pontbol és a

hozzatartozo fliggvényértékekbsl allo Sy halmaz; a gyokmeghatarozas részletes al-

goritmusa a kovetkezG:

SRA algoritmus (determinisztikus egyenletmegoldas)

0. Eldkészités. Legyen k az S = {x;, f;}*7} halmazban adott pontok széama.

1. Szamitsuk ki a gy(x) = apx + O egyilitthatdit Sy segitségével.

2. Legyen a kozelitd gyok x, = —[k/ak.

3. Ha zp ,elég jo’, akkor STOP, egyébként adjuk hozzad xi-t és fi-t az
eddigi halmazhoz: Sy = SpU{wy, fr}, legyen k = k+1 &s menjiink vissza

az 1. 1lépésre.

Megjegyezziik, hogy az o > 0 és My — M? > 0 egyenlStlenségek mindig tel-

jesiilnek. Az x; kozelité gyok meghatarozasara két tovabbi formulat is megadunk

— ezeket egyszerid atalakitasokkal kaphatjuk az zp = —5—’; kifejezésbsl. Az egyik
szerint

m

a

Ez az 6sszefiiggés azt mutatja, hogy M, a pontok atlaga (varhato értéke) a fiiggve-
nyértékek atlaga elGjelével ellentétesen a gyok felé mozdul el (mgy < 0 esetén példaul
megnoveli Mi-et, vagyis xy, > M lesz) — de til is léphet rajta.

Tegyiik fel most, hogy az SRA algoritmus segitségével Si-bol kiszamitjuk xy-t
és miutan az Gj ponttal és fiiggvényértékkel bovitettiik az Sy halmazt, az igy kapott
Sky1 halmazbol meghatarozzuk az x;,.; pontot. Ekkor a két egyméasutani pontra

fennall a kdvetkezd Osszefiiggés:
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i Zf:_ol(xk - xi)z ‘
S S (= @) (f — fi)

Ez a rekurzi6 arra vilagit ra, hogy az SRA hasonlit a sztochasztikus approxima-

Tk+1 = Tk —

cioébol ismert Robbins-Monro eljarasra, amely xp,1 = z, — ¢ fr alaki, de itt az fj
fliggvényérték egyiitthatoja nem el6re megadott allando, hanem az eddigi pontoktol
és fiiggvényeértékektsl fiiggé mennyiség.

Belathato az igy eldallitott {x,}7°, pontsorozat konvergencidja (s6t a korlatos-

sdga is igazolhato, vagyis az A(x-2) feltevés felesleges):

28. Tétel. Tegyiik fel, hogy az f(x) figgvényértékek determinisztikusak és fenndll
az A(f-1) feltétel. Ekkor az SRA dltal elddallitott {x,}5° . pontsorozat tetszdleges Sk

kezdeti halmaz esetén konvergdl a © gydkhdz.

Megjegyezziik, hogy ez az eljaras nem monoton, vagyis nem biztosithato, hogy az
egymasutani pontok egyre kozelebb keriilnek a gy6khoz. A megszokott Newton-féle
gyokkereséstdl (és mas determinisztikus gyokkeress algoritmusoktol) abban kiilénbo-
zik az SRA algoritmus, hogy az x;, elGallitasa kdzben, a k—adik iteracioban nem csak
az xp_, pontban felvett fiiggvényértéket hasznalja, hanem az Osszes eddigi pontot és

fiiggvényértéket.

4.1.2. Numerikus példa

Egy kis numerikus példat kozliink annak szemléltetésére, hogy az SRA altal generalt
pontsorozat korlatos lesz. Tegyiik fel, hogy a [—1, +1] intervallumban megadott f(z)
fiiggvény a kovetkezs értékeket veszi fel: f(—1) = —1, f(0) =0, f(e1) = 2e1,e1 > 0,
ahol 1 > 0. A kezdeti pont-fiiggvény halmaz legyen Sy = {(—1,—1),(e1,2¢1)}.
Itt fontos megfigyelni, hogy o = —1,2; = £; egy un. befogd pontpar, vagyis ezek
kozott van a © = 0 gyok. Megmutatjuk, hogy x3 a [—1, +1] intervallumban marad.

Ugyanis az SRA az S5-bdl elGallitja az 1o = —e9, 9 > 0 soronkovetkezd pontot;
feltessziik, hogy a fiiggvényérték ebben a pontban nagyon kozel van -1-hez, vagyis
f(x2) = f(—e9) = —1+e3,e5 > 0, ahol €3 kicsi. Ezek utdn az S5 = SoU(—¢eq, —14-¢3)

halmazbol az SRA kiszdmitja az x3 pontot. Most megprobaljuk a lehetd legrosszabb
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eredményt elGallitani (vagyis olyan értékeket adni az e1,e9,e3 allandoknak, ame-
lyekre x5 a lehetd legtavolabb keriil a © gyoktdl), akkor azt tapasztaljuk, hogy
x3 € [—1,+1] mindig fennall. Ugyanis konvergéaljon €1,e5 a 0 értékhez, az x3 < 1
egyenlGtlenség mindig fennéll 3 > 0 esetén, — attol fiiggetleniil, hogy milyen ,lapos”

az f(x) fliggvény a -1 és a 0 kozott.

4.1.3. Zajos fiiggvény

Tegyiik most fel, hogy a pontos fiiggvényértékek helyett most csak valamilyen torzi-
tatlan becslést tudunk meghatarozni a fliggvény értékére, ahol az zaj additiv, vagyis
az f; fiiggvényérték helyett csak az f; = f(x;) + &; értékek allnak rendelkezésiinkre.
Itt és a tovabbiakban az eddigi jelolések feletti ~ jelolést hasznaljuk arra, hogy a meg-
felel6 valoszintiségi valtozot megkiilonboztessiik a determinisztikus mennyiségtél. A
zajra vonatkozoan a kovetkez§ feltevést tessziik:

A(e-3) Legyenek az ¢;,1 = 0,1, ... valoszintiségi valtozok azonos eloszlastak és
egymastol teljesen fiiggetlenek, amelyekre E(g;) = 0, D*(g;) = 02,i = 0,1,...,E(gi;) =
0,7,7 =0,1,...,1 # j fennall.

Egy S = {;, ﬁ}f;ol kezdeti halmazbol kiindulva (a determinisztikus esetre le-
irt egyenletmegoldé eljarast minimalisan modositva) szintén konvergens eljarast ka-
punk: az Sp-bol az SRA eljarassal szamitott {Z, }°°, valoszintségi valtozok sorozata
sztochasztikusan konvergél a © gyokhoz.

Az eljaras konvergenciajanak bizonyitasa lényegében a kiévetkezd tételben van
megadva, amely szerint a sztochasztikus fiiggvényértékek esetén alkalmazott SRA

algoritmus asszimptotikusan a determinisztikus algoritmussé valik.

29. Tétel. Legyen adva az Sy = {x;, f; ?;01 és az S), = {z, ﬁ}f;ol halmaz. Az Sj-
bol az SRA segitségével az x, pontot, az §k—bo’l az SRA algoritmus az T), = —Bk/&k

valosziniiséqi vdltozotl dllitja elé. Fkkor igaz az, hogy

~ - 40* 1 (U —-1L)
2 < ~T)) S o |t
D (@ | xp—1) < E((zx — 73)°) < 62 |k * k(My — M¢) ]

€s ez a korldt 0-hoz tart k — oo eselén.
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Részletes targyalas helyett csak utalunk arra, hogy az SRA algoritmus két nagy
algoritmuscsaladdal is kozeli kapcsolatban all. Az SRA tekinthets egy természetes,
onjavitd sztochasztikus approximéacios eljarasnak — minél tavolabb van z; a gyoktsl,
annal jobban csokken a D*(Z) | x;_1) feltételes szorasnégyzetre adott korlat. Az
SRA hasonlit az ugynevezett valasz-feliileti (RSM — response surface methodology)
algoritmusok csaladjahoz is, annak egy aszimptotikus, visszacsatolasos forméaja. Az

SRA algoritmus a tagabb értelemben vett adaptiv algoritmusok kozé tartozik.

4.2. Valészintiséggel korlatozott modellek

Az egyre finomodo regresszios kozelitések eljardsat alkalmazhatjuk a valészintiséggel
korlatozott modellekre is. Az SRA algoritmust az egyik legegyszertibb valészintiség-
gel korlatozott modell esetén, a STABIL modellre irjuk le; bonyolultabb feladatok

megoldasara hasonléan adhaté meg a megfelel§ algoritmus.

4.2.1. A STABIL megoldasa regresszi6s kozelitéssel

A STABIL modell a kévetkezs formaban adhat6 meg:

min ¢'x
(51) fh. G(x)=P(tix>&,i=1,...,.M) > p,
Ax > b,
x>0,
ahol feltessziik, hogy a € = (&1,...,&y) valoszintiségi vektorvaltozo tobbdimenzios

normalis eloszlasa (logkonkav). Az SRA algoritmus valoszintiségi korlatos feladatra
valé alkalmazasa azon az elgondolason alapszik, hogy a G(x) > p feltételt egy adott
Sk pont-fiiggvény halmazbol szamitott kvadratikus regresszios fiiggvénnyel helyet-
tesitjiik, megoldjuk az ezzel felirt kozelits problémat, ennek optimalis megoldasat és
az ehhez tartozo zajos fiiggvényértéket hozzdadjuk az Sy pont-fiiggvény halmazhoz,

amelybdél a regresszios fiiggvényt meghataroztuk, aztan egy 1j regresszios kozelitést
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hatarozunk meg a kib&vitett Si,.; halmaz segitségével, és az egész iterativ 1épést
megismeételjiik.

Legyen S, = {x;,p;}*=4 adott, ahol x;,i = 0,1,...,k — 1 adott pontok és p; ~
G(x;) a megfelels zajos fiiggvényértékek. Az e; zajra feltessziik, hogy p; = G(x;) +¢;
¢s E(p;) = G(x;),D*(p;) = 0%(x;) fennall valamilyen o%(x;) = D?*(g;) = 2 > 0
allandoval — a szoras x;-t6l valo fiiggéségét elhanyagoljuk, hiszen az optimum kor-
nyékén ez altaldban kozel allando6 lesz. Feltessziik még, hogy az €; zajok teljesen
fiiggetlenek: E(p;p;) = 0,Vi # j. Vegyiik észre, hogy ez a feltevésrendszer fennall
abban az esetben, amikor a G(x) fiiggvényértéket egy olyan Monte Carlo modszerrel
hatarozzuk meg, amely a fiiggvényértékek torzitatlan becslését allitja el konstans
szordassal — Monte Carlo szamitasok esetén a becslés szordsa szamithato, és a min-
taszam ndvelésével vagy csokkentésével allandova tehetd.

Adott Sy = {x;, p; f:ol pontok és fiiggvényértékek halmaza esetén keressiik azt a
qx(x) = X' Dpx + b x + ¢, alaki regresszios fiiggvényt, amelyre a fiiggvények eltéré-
sének Lo norméja minimalis, vagyis a fliggvény Dy, by, ¢x paraméterei a kovetkezs

minimalizalasi probléma optimaélis megoldasat adjak:

k-1

(52) min Z [pi — Qk(Xi)]2 .

Dy, by,c
ko PR:Cl S8

Az els6rendii sziikséges optimalitasi feltételekbdl a kozelité kvadratikus forma
Dy, by, ¢, paraméterei meghatarozhatok. A G(x) > p feltétel helyett a gp(x) > p

kozelit§ feltételt hasznalva, a STABIL kozelit6 feladatanak a forméja a kovetkezs

lesz:
min ¢’'x
(53) fh gi(x) > p.
Ax > b,
x > 0

Ezen kozelits feladat megengedett megoldasainak halmaza akkor lesz konvex, ha

a qr(x) fiiggvény konkév — ehhez a kozelité kvadratikus alak — D), paraméterének
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pozitiv definitsége sziikséges. Altalaban nem biztosithaté a pozitiv definitség (ki-
véve azt az esetet, amikor az (?7) feladatot szemidefinit programozasi modszerrel
oldjuk meg). Mégis, ha a (?77) feladatot a L < x < U pétlolagos feltétellel kiegé-
szitjiik, (valamilyen elég kis L illet6leg elég nagy U &llandokbol allo vektorokkal),
akkor néhany (gyakorlatilag elhanyagolhato) kivételtdl eltekintve a pozitiv definit-
ség (konvexitas) teljesiil. A szamitasi munkak csokkentése céljabol a Dy méatrixrol
feltessziik, hogy szimmetrikus, ez a kovetelmény minden tovabbi nélkiil beépithets

a (?7) feladat megoldo algoritmusaba.

4.2.2. Algoritmus a STABIL feladatara

Az egyenletmegoldasi algoritmushoz hasonlé modon adhaté meg az SRA leirdsa a

STABIL modellre:

SRA algoritmus (valészinliséggel korlatozott feladat)

0. Elgkészités. Tegyiik fel, hogy Sp = {xi, p; f;ol adott és legyen a pontok
szama k.

1. Szamitsuk ki a ¢x(x) fiiggvény Dy, by, c; egyiitthatdéit az Sy halmaz

segitségével.

2. Legyen feladatunk

min ¢’x

(54) fh. qu(x) =x'Dyx+bix+c > p,
Ax > b,

L < x<U,
x > 0

és jeloljik ennek a feladatnak egy optimdlis megoldasat xj-val.
3. Ha xy ,,elég j&’, akkor STOP, egyébként hatarozzuk meg a pi ~ G(xj)
zajos filiggvényértéket és bdvitsiik az Sp halmazt: legyen Sk.1 = SpU{xk,pr},

néveljik meg az iterdcié szamlaldjat k:=k+1 és menjink vissza az 1.
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lépésre.

Néhany, szamitastechnikai szempontbol fontos megjegyzést tesziink. Az ,elég jo”
kifejezés itt és a tovabbiakban is tobbféleképpen értelmezhets. Az egyik lehetdség
az, hogy a x; pontban kiszamitjuk a G(x) fiiggvény érintdsikjat a zajos gradiens
segitségevel (illetdleg az aktiv feltételek érintGsikjat), és ha ¢ merdleges (egy adott
hibahataron beliil) erre a sikra, akkor megallhatunk. Masmilyen, statisztikai min-
tavételi eljarasokkal is ,elég jonak min&sithet6 egy adott x; pont, ezek lefrasatol
eltekintiink.

Az x;, p; értékek kiilonbozs atlagai — mg, my, My, My-nek megfelels és hasonld
mennyiségek — kozvetleniil is kiszamithatok, de az (?7) minimalizalasi feladat megol-
déasaban szerepls egyenletrendszer egyiitthatomatrixa (illetéleg inverze) a Morrison-
Sherman formula alapjan is Gjraszdmithato, viszonylag csekély munkéval.

Végiil megjegyezziik még, hogy a felirt kozelits (??7) feladat (illetsleg a (?7)
feladat) tetszéleges olyan numerikus optimalizalasi eljarassal megoldhato, amely al-
kalmas arra, hogy kvadratikus célfiiggvény és/vagy feltételek esetén optimalis meg-
oldast adjon (ilyen példaul a kozismert MINOS nemlinearis optimalizalasi program-

csomag).

4.2.3. Egy valoszintiséggel korlatozott numerikus példa

Legyenek a (3, B2 normalis eloszlasi valoszintiségi valtozo, amelyek varhato értéke 0,
szorasa 1, korrelacios egyiitthatojuk o. Ha a valészintiségi valtozok nem fiiggetlenek
(0 # 0), akkor egy egyiittes valoszintiségi korlat mellett optimalizalunk. Tekintsiik

a kovetkezd numerikus példat:
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min(z; + z3),

3z, + T2 — 6 > 51
fh. P

> p,
1 + 8ry — 8 > [
T +4ry > 4,
3r1+ 12 > 3,
r1 2> 0, 9 > 0.

A feladat optimalis megoldésa az (1.98, 0.96) pont kdérnyékén van, ebben a kor-
nyezetben a valoszintiségi korlat aktiv (ha nem lenne aktiv, akkor egy egyszerd
linearis programozasi feladatunk lenne csak).

A feladatra vonatkoz6 szamitogépes eredményeket kozoljik a mellékelt tabla-
zatokban. Az 5. Téablazatban az elsG sor a Szantai altal kifejlesztett sztochaszti-
kus programozasi programcsomag felhasznalasaval kapott optimalis megoldas. A
masodik sorban vannak azok az eredmények, amelyeket az SRA algoritmussal gy
kaptunk, hogy a fiiggvényértékek meghatarozasat determinisztikusan végeztiik (egy
kétdimenzios normalis eloszlasfiiggvény értékeit kiszamité duplapontossagi szubru-
tint hasznaltunk).

Az els6 két sor altal adott f(xsro) optimalis célfiiggvény értékek kozotti A =
2.9140 — 2.8992 = 0.015 kiilénbség azt mutatja, hogy az SRA algoritmusnak, mint
nemlinearis optimalizalési eljarasnak mekkora a hibaja & = 1000 lépés esetén. A
tablazat masodik része a k = 20, 50,200 és 1000 pont felhasznalasaval az SRA al-
goritmus altal kapott eredményeket tartalmazza zajos fiiggvényértékek esetén (a zaj
nagysagara most o1 = D(g;) = 0.01 volt igaz). Az xgro oszlopban a végeredmény,
vagy a k-adik iteraci6 eredménye van, f(xsro) pedig a célfiiggvény értéke ezen a
helyen.

Egy érdekes sejtésre mutatnak ra az adatok. Tegyiik fel, hogy az eljaras folya-
man sziikséges zajos fiiggvényertékeket, a p; ~ G(x;) értékeket egy Monte Carlo
eljarassal hatarozzuk meg, a becslésnek oy = D(p;),7 = 1,2, ... szérdsa van. Ekkor

a k iteracios lépés utan kapott x; pontban a G(xj) pontos fiiggvény érték és a py
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k = modszer xsro f(Xsro) op P{xsro}

Szantai  (1.9977, 0.9015) 2.8992 - 0.8000

1000  SRAg: (1.9686, 0.9455) 2.9140 - 0.8003

20 SRA (1.9831, 0.9678) 2.9509 0.0030 0.8305
20 SRA  (1.9663, 0.9732) 2.9392 0.0014 0.8019
200 SRA  (1.9543, 0.9809) 2.9353 0.0010 0.7923

1000 SRA  (1.9555, 0.9795) 2.9351 0.0004 0.8025

5. tablazat. Valoszintségi korlatos feladat: Széntai és az SRA eredményei, p =
0.8,0 = 0.9 esetén, D*(G(x;)) = 0? = (0.01)? szérasnégyzetii fiiggvényértékek ese-

tén.

becsiilt értk kozotti eltérés (vagyis a tényleges hiba) koriilbelill 30y /vk nagysagt
volt az esetek tGbbségében. Az utolsé sorban példaul az aktuélis optimum helyén
mar harom tizedesjegyre pontos (30p = 0.0012), pedig az egyes fiiggv'nyértékek
kiszamitasanak hibaja 0.03 koriili.

Mas szoval a numerikus eredmények alapjan azt tapasztaltuk, hogy k lépés utan
majdnem mindig fennéll az |G (x;,) —pi| < 30p egyenlStlenség a op = a1 /Vk jeldlés-
sel. A tablazatban a pontos G(xy) fliggvényértéket P{xgsro} kifejezéssel jeloltiik —
ezeket az értékeket egy determinisztikus eljarassal hataroztuk meg. Ezt a sejtést az
optimalis szorascsokkenés sejtésének nevezziik — ugyanis ez a legjobb, amit statisz-
tikai mintavételezéssel elérhetiink (ha minden pont ugyanott lenne, az x; pontban,
pedig nincs ott). Mint majd latni fogjuk, ez a sejtés fennall az SRA més alkalma-
zasaindl is, nagyobb iteracioszamnal jobban lathato ennek a sejtésnek a teljesiilése.

A 6. Tablazatban tovabbi szamitasi eredményeket adunk meg : itt a feladat p és
o paramétereit valtoztattuk meg. Az elsé harom sorban kapott eredmények szépen
demonstraljak azt a valoszintiségszamitasi tételt, hogy novekvs korrelacid esetén egy

adott pontban cstkken a valoszintiség.
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p= o= xsro  f(xsro) P{xsro}

0.80 -0.9 (2.0087, 0.9708) 2.9794 0.8003
0.80 0.0 (2.0104, 0.9629) 2.9733 0.8080
0.80 0.9 (2.0820, 0.8581) 2.9402 0.7940

0.95 0.9 (2.3405, 0.9232) 3.2638 0.9510

6. tablazat. Valoszintségi korlatos feladat kiilonboz6 p, o értékekre, k£ = 50, o1 =

0.01, op = 01/vk = 0.0015.

4.3. Kétlépcsés modellek

Tekintsiik a szokasos modon felirt kétlépes6s sztochasztikus programozasi feladat

els6 1épcsds részét:

minc’x + Q(x)

(55) fh. Ax < b,

Vv
o

X

Tekintettel arra, hogy a Q(x) fiiggvény konvex, tovabba a fiiggvény egyes értéke-
inek kiszamitasa Monte Carlo becslések hasznédlata esetén zajos, ezért ez a fiiggvény
is kozelithet$ egy konvex kvadratikus regresszios fiiggvénnyel. Bar a QQ(x) varhato
potlas koltségfiiggvénye szakaszonként lineéris, a kozelitd regresszios fliggvény pedig
kétszer folytonosan derivalhato, a kozelités hibaja a gyakorlati szamitasi eredmények
alapjan elhanyagolhato. Minél nagyobb lesz a kétlépcsés feladata mérete, annal jobb
a kozelités (minél t6bb feltétel szerepel a ¢(x, &) fiiggvény meghatéarozasaban, az op-
timum koézelében, annal ,simabb” lesz a fiiggvény). Az itt kovetett eljaras éppen
ellentéte a szokasos eljarasnak, amikor folytonos eloszlasokat diszkrét eloszlasokkal

helyettesitenek (lasd az el6z6 fejezetet).
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4.3.1. A kétlépcsss feladat regresszids kozelitéssel

A varhato potlas fiiggvényét a q(x, &) potlo fiiggvénybél szamithatjuk ki egy Monte

Carlo eljarassal. Amint azt a kétlépcsds problémak bevezetésénél lattuk, a

(56) Q(x) = E(a(x,€)) = E(mind’y | Wy =€ - Tx,y 2 0).

fiiggvénynek egy torzitatlan becslését konnyen megkaphatjuk, a megfelel6 masodik
lépcsts feladatok megoldasaval. Tehat a tovabbiakban feltessziik, hogy adott x; ese-
tén kiszamithatok a g; zajos fiiggvényértékek, amelyekre Eq; = Q(x;), vagyis a zajos
és a determinisztikus fiiggvényértékek kozti szokasos jeloléssel ¢; ~ Q(x;). Itt a zajos
fiiggvényértékek szorasnégyzete o?(x;) = D?(q(x;, €)) fiigg az x paramétertdl, de —
az SRA algoritmus valdszintiségi feltételes modellekre valo alkalmazasénal mondot-

2 > ( fennall valamilyen pozitiv o

takhoz hasonloan — feltessziik, hogy 02(x) = o
allandoval.

A q(x,€) fliggvény konvexitasa alapjan a kozelitésre hasznaland6 regresszios
fiiggvényrdl feltessziik, hogy qr(x) = x'Dix + bi.x + ¢, alaki, ahol Dy pozitiv defi-
nit, szimmetrikus matrix. A feltételezés jogossédga ugyanazon érveken alapul, mint a

valoszintiséggel korlatos modellek esetében. A szimmetrikussag kivanalma konnyen

beépithets az algoritmusba, a pozitiv definitségé nem.

4.3.2. Algoritmus a kétlépcsés feladatra

Az SRA alkalmazasa formélisan a kovetkezg algoritmusban fogalmazhatd meg. Te-
gyiik fel, hogy rendelkezésiinkre all egy Sy, = {x;, ¢i}=5 pontokbol és zajos fiiggve-
nyértékekbdl allo halmaz, ahol ¢; ~ Q(x;).

SRA algoritmus (kétlépcsds feladat)
0. El6készités. Legyen az iteracids szamlalé értéke k, az Sip-ban adott
pontok szama.

1. Szamitsuk ki a ¢x(-) regresszids filiggvény Dy, by, ¢, egylitthatéit az Sip-bol.
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2. 01djuk meg a

min (¢'x + qx(x)),
(57) Ax < b,

x>0

kozelitd feladatot és jeldljik ennek egy optimdlis megoldasat xj-val.
3. Ha xj; ,,elég jo’’, akkor STOP, egyébként szamitsuk ki a

qx = N%vaz"l q(xx, &) zajos fiiggvényértéket valamilyen N, mintaszémmal

(ahol a &, értékek a £ vektor fiiggetlen realizdcidi). Bovitsiik a

ponthalmazt ezzel a ponttal, vagyis legyen Skii = SpU{xg,qr}, néveljik

meg az iteradcids szamlaldét Kk := k+1 és menjiink vissza az 1. 1épésre.

A teljes algoritmus numerikus megvaldsitasa folyaman egy korlatos tartomanyt is
meg kell adni, L < x; < U alakban, ahol az x; pontok mozoghatnak; ezt feltételként
hozzatessziik a (77) feladat feltételeihez. A megallasi szabély, a megfelel6 méatrix
inverzének tjraszamitasi modszere tekintetében, és a legkisebb négyzetekbél adodo
feladat megoldasa folyaman ugyanazokat az elveket kdvethetjiik, mint amelyeket a

valoszintiségi korlatos feladat megoldasa folyaman mar megvitattunk.

4.3.3. Numerikus példa

A teljesség kedvéért mégegyszer megadjuk azt a numerikus példat, amely mar sze-

repelt a kétlépesés modell targyaldsa esetében. Az els6 1épcsé feladata

min (9.0x; +8.1xy +E(3.6y;  +7.4y, +6.9y3))

f.h. 2.5r1 +1.6x, > 1.8
94x1 +9.0x, > 8.0
T1,2T2, Y1,Y2,Y3 Z 0

Legyen (&1, &) normalis eloszlasu valosziniiségi vektorvaltozo, amelyre E(&;) = 5.8, E(&) =

—8.7, D*(&) = 1,D?*(&,) = 1, a két valoszintiségi viltozo kozotti korrelacio Corr(€y, &) =
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x ill. xy,

c'x+E(qy)

"pontos”

~l

discrsig

diSCT522

(0.9655, 0.0)

(0.9621, 0.0)

26.9805

26.9847

kE =100

k = 1000
k = 4000
kE = 10000

k = 40000

(1.1479, 0.0)
(1.0867, 0.0)
(1.0439, 0.0)
(1.0188, 0.0)
(1.0042, 0.0)
(0.9842, 0.0)

(0.9615, 0.0)

34.79(+1.41)
29.81(£1.41)
29.40(+£1.41)
29.95(+1.41)
29.44(+1.41)
26.93(+£1.41)

27.59(£1.41)

32.53(£0.14)
29.67(£0.14)
28.26(=£0.14)
27.68(=£0.14)
27.43(£0.14)
27.19(£0.14)

27.09(+£0.14)

(1.056,-0.11)
(1.095,-0.05)
(1.063,-0.01)
(1.029, 0.00)
(1.015, 0.00)
(1.003, 0.00)

(0.975, 0.00)

7. tablazat. Kétlépcsss feladat:

Az SRA algoritmus egy futasdnak eredményei a

k-adik iteracioban: itt a mintaszam N, = 100, D*(¢;) = o? = (1.41)2.

0.9. A mésodik lépcsé feladata:

ming, 0 (3.6y1 +7.4ys  +6.9y3)
fh. 6.0z —9.209 —09y; —0.7y, +1.7ys = &
—6.31; —1.220 +39y; +9.0y, —13.0y3 = &
Y1,y2,y3 > 0

A feladat numerikus megoldasara vonatkoz6 eredményeket a fenti 7. tablazatban

adjuk meg. Az els6 két sorban a Mayer altal adott, adaptiv korlatozas segitségével

kapott eredmények talalhatok. A x oszlopban adtuk meg a k-adik iteracioban kapott

x kozelité megoldast, a c¢’x + E(q'y) oszlop mutatja az adott pontban a ¢ zajos

fiiggvényértékeket — ezek szorasa az Ny = 100 mintaszam esetén o; = 1.41 volt,

amit (+£1.41) formaban irtunk a tablazatba és ezeket a g értékeket hasznéltuk az

S halmazban.

A k-adik iteraciéban kapott x; pont esetén, megndvelt N = 100 000 mintaszam-

mal kiszamitottuk még egyszer a Q(x) fiiggvény értéket, az igy kapott fiiggvényérté-

100



kek a ,pontos” oszlopban vannak. A legutolso iteracioban kapott (0.9615, 0.0) pont-
ban egy még ennél is nagyobb mintaval jraszamitott fliggvényérték 26.92(+0.02)
volt — itt a zardjeles érték a kapott eredmény szorasa. Az adaptiv korlatozas maod-
szerével kétféle diszkretizalas esetén kapott optimélis fiiggvényértékek 26.9805 és
26.9847 voltak, az altalunk kapott fiiggvényérték pontosabbnak (és jobbnak) tekint-
hets. Az utolso, X fejléct oszlopban taldlhatok a sulypontok, vagyis az %Zf:_ol X;
atlagok, amelyek lassabb, de hatarozott konvergenciat mutatnak.

Jegyezziik meg, hogy a valoszintiségi korlatos modellnél leirt, a hib4ra vonatkozé
optimélis szorascsokkenés sejtése a numerikus adatok szerint itt is igaznak latszik:
a k-adik iteracioban kapott x; pontban a Q(xy) pontos fiiggvényérték minimumtol
valo eltérése kisebb, mint 30 = 301 /Vk a legtobb esetben. Példaul a 26.92(£0.02)
értéket elfogadva a QQ(x) pontos minimum értéknek, lathato, hogy a k = 10000 lépés

utan

127.19 — 26.92| = 0.27 < 301/Vk +3 x 0.14

1
= 3><1.41><m +£3x0.14=0.04+£3 x0.14 <0.46.

vagyis 0.27 < 0.46 fennall. Itt a £3 x 0.14 mennyiséget azért kellett hozzadni a
hibahoz, mert ennyi volt a 27.19 fiiggvényérték kiszamitasanak a hibaja (0.95 meg-
bizhat6sagi szinten) a ,pontos” fiiggvényérték oszlopaban. (Ha ki tudnénk szamitani
az xj, pontban a célfiiggvény f(x;) = ¢'x+ E(q'y)x—x, ertékét pontosan, akkor a sej-
tés szerint | f(xy) — 26.92| < 0.04 lenne.)

A feladat numerikus megoldasanak analizaldsa soran a kdvetkez&t vehetjiik észre:
a Q(x) fliggvényt kozelité konvex kvadratikus alak, amelynek a (nemnegativitési
feltételek nélkiili) minimuma a (0.6, —0.3) pont koriil van, a szintvonalat jellemzd
kvadratikus alak pedig egy ellipszoid, amelynek féltengelyei mintegy 30, illet&leg 120
fokos szoget zarnak be az x; pozitiv féltengelyével és az ellipszoid els6 féltengelye
mintegy haromszor nagyobb a masodiknal. Igy evidens, hogy a feltétel melletti, elsé

lépesds feladat minimuma az z; > 0 féltengelyen, a (0.9, 1.0) intervallumon van.
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4.4. Kombinalt modell

A kétlépcesGs modelltipus alkalmazésanak egyik nehézsége abban 4ll, hogy nem min-
den esetben szamithato ki a méasodik lépess feladata (mert adott x, € esetén nincsen
megengedett megoldas). Ezt a gyakorlatban nehezen ellenérizhets teljes potlas felté-
telezésével szoktéak kikeriilni (vagy a masodik lépcsés feladat atalakitasaval — ajabb
segédvaltozok bevezetésevel torténd kibovitésével).

Prékopa megfogalmazott egy olyan modellt ([?], p. 417-418), amely matema-
tikailag, a feladatba beépitve kezeli ezt a jelenséget. Kzt azzal éri el, hogy egy
valoszintiségi korlatot ir el annak az eseménynek a valosziniiségére, hogy a masodik
lépess feladatanak van megengedett megoldésa. (Ha nincsen megengedett megol-
dasa a masodik 1épcsé feladatanak, akkor az eltérést tovabbi koltséggel biinteti,
amelyet a potlo fiiggvényhez ad hozza.) Az igy adott feladatban mind a kétlépcss
modellre jellemz§ potlo fiiggvény, mind pedig egy valosziniségi korlat is megjelenik,

ezért kombinalt modellnek nevezziik.

4.4.1. Kétlépcsss feladat valészintiségi korlattal

Tekintsiik el6szor az eredeti masodik 1épcsts feladatot:

q(x,€) = minyq'y
(58) fh. Tx+Wy = ¢,
y > 0.

Ez a feladat akkor és csak akkor oldhato meg egy (x, &) paraméterpar esetén, ha a

kovetkez6 feladatnak van megengedett megoldasa
min,, 0y,
fh Wy = &£-Tx,
y > 0.

Ennek a duilis feladata a kovetkezs forméat olti:

max (€& — Tx)'u,

(59) fh. Wa < 0.
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Ha a primél és a dual feladatnak is van megengedett megoldasa, akkor a duél fela-
datnak korlatos a célfiiggvénye a linearis programozas dualitasi tétele miatt. Jeloljik
U={u® u?® .. u™}val az {u| W'u < 0} homogén linearis egyenlstlenség al-
tal adott kip extremalis sugarainak halmazat. A (£ — Tx)'u® fiiggvényérték nem
lehet pozitiv egyetlen + = 1,..., N index esetén sem — ugyanis ebben az esetben a
duél célfiiggvény optimalis értéke végtelen lenne. Tehét az extremélis sugarakkal
adott (€ — Tx)'U < 0 egyenlStlenségrendszer minden komponensre teljesiil, kovet-
kezésképpen ennek az egyenlGtlenségrendszernek a teljesiilése ekvivalens a primél
probléma (vagyis a masodik lépcsés feladat) megoldhatosagaval. Tehat a masodik

lépcs6s feladatnak akkor és csak akkor van megengedett megoldéasa, ha az

(60) Ut <U'Tx

egyenlGtlenségek teljesiilnek. A kombinalt modellben ezeknek az egyenlGtlen-
ségeknek a teljesiilését koveteljiik meg egy el6irt p > 0 valdszintiséggel. Ha a &
valosziniiségi vektorvaltozo logkonkav eloszlasi, akkor a P{U’'¢ < U'Tx} valoszi-
nlségi korldt az x logkonkav fiiggvénye, tehat a megengedett megoldasok halmaza
konvex lesz.

Ezek szerint Osszefoglalhatjuk a kombinalt modellt; az els6 1épcests feladat

minc’x + E(q(x,§)),

f.h. Ax

IA

ba
(61)

P{U'¢>UTx} > p,

X

v

0,

ahol ¢(x, &) fiiggvényt a kovetkez6 — modositott — masodik lépesos feladat adja

meg:

Q(xv ) - Ininy,z*,z* (qu d IZ d /Z )7

y,zt,z= > 0.
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Ennek a feladatnak a megadasaban a Wy és a & — Tx kozti z eltérés kényelmes
kezelése céljabol bevezettiikk a z = zT — z~ jelolést; ez a felbontas lehetévé teszi,
hogy kiilénb6z6 mértékben biintessiik meg a pozitiv, illetéleg negativ iranyu eltérést.
A modell leirdséhoz hozzatartozik az a feltevés is, hogy ha egy adott (x,&) esetén
az (?77?) eredeti masodik lépcsss feladatnak létezik megengedett megoldasa, akkor
azt kell megoldani, nem pedig ezt a modositott masodik 1épcsés feladatot. Ebben
a modellben a d*,d~ > 0 koltségeknek pozitivaknak kell lenniiik mindig és elég
nagynak ahhoz, hogy az eltérések minimalizélasa ,fontosabb” legyen, mint a 'y tag
minimalizalasa.

A kombinalt modell megoldasa ezek szerint az (?7) feladat optimalizalasa, mi-
kozben a célfiiggvényben szerepls E(q(x, €)) tag a (?7?) feladatbol szamithato. Erre
a feladatra az SRA algoritmuson kiviil nem ismeretes hasznalhaté megoldé algorit-

mus.

4.4.2. Regresszié a kombinalt modell megoldasara

A kombinalt modellben két nehezen kiszamithato fiiggvény van: az E(q(x,€)) var-
hato potlas fiiggvénye és a P{U'€ < U'Tx} valoszintiségi korlat, mindkett&nek
csak zajos fiiggvényértékeit tudjuk kiszamitani. Az SRA algoritmus alkalmazasa-
nak szellemében ezt a két nehezen (zajosan) kiszamithato fiiggvényt helyettesit-
jiik két regresszios fiiggvénnyel, az ri(x) illetSleg az fp(x) fiiggvénnyel. Az els6
fiiggvény kiszamitasanak (becslésének) modszerét a kétlépesds feladatnal irtuk le, a
P{U'¢ < U'Tx} valosziniiséget helyettesits fiiggvény meghatarozasa pedig a valo-
szintiségi korlatok meghatarozasanal van megadva — de ez a két eljards lényegében
ugyanaz.

Az adott x; pontban a potlo fiiggvény egy zajos ¢ fliggvényértéket a kivetkezs-
képpen hatarozhatjuk meg. Legyenek a &, 1 =1,..., N értekek a € valoszintségi

realizacioi, és hatarozzuk meg a kovetkezs feladatok optimalis gy, célfiiggvényértékét:
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qr, = min (q’y +dt'zt + d_lz_>
(63) Wy+zt—z= > &, —Txy,

y,zt,z= > 0.

Legyen ¢, = ﬁ > i1..N( Gk ami torzitatlan becslése a Q(xy) fliggvényér-
téknek. Adott {x;} pontsorozatra ezzel meghatarozhatjuk az Sy, = {x;, ¢;}*=3 pon-
tokbol és fiiggvényértékekbdsl allo halmazt. Ennek segitségével a Q(x) fliggvényt
kozelits ri(x) = x'Dix + bjx + ¢ alaku regresszios fliggvény meghatérozhato. Itt
feltessziik, hogy Dy pozitiv definit szimmetrikus matrix.

A valészintiségi korlatnak egy adott x; esetén felvett fiiggvényértéke a durva

Monte Carlo médszerrel becsiilhets. Legyen egy N®) elemii mintank a & valoszi-

ntiségi valtozobol a &, ,1 = 1,..., N® Ay, valosziniiségi valtozot definidljuk a
kovetkezSképpen:

1, ha {U/é’k,. < U’Txk},
(64) Xki =
0, egyébként.
Az adott mintdhoz meghatirozzuk a xi,,i = 1,..., N® értékeket. A zajos
pr ~ P{U'€ > U'Tx,} fliggvényértéket pedig a relativ gyakorisaggal kaphatjuk meg,
vagyis legyen

] N®)
Pr = W ; X+

Az igy kapott zajos fiiggvényértékekkel pedig elGallitottuk a Pp = {x;,p; Yoy
pontokbol és zajos fliggvényértékekbsl all6 halmazt, amelynek segitségével meg-
hatarozhato az az fi(x) regresszios fiiggvény, amely a P {U’'¢ > U'Tx} fiiggvényt
kozeliti. Természetesen a regresszios fiiggvényt fr(x) = X' Fix + €.x + h, alakban
keressiik, ahol a — F}, matrixrol feltessziik, hogy szimmetrikus és pozitiv definit.

Mindkét zajos fliggvényérték szorasa fiigg attol az x; ponttol, amelyben meg-

hatarozzuk, de ezeknek a szorasat itt is konstansnak tessziik fel (természetesen

D?*(q;) # D?*(p;) &ltalaban).
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4.4.3. Algoritmus a kombinalt modellre

Tegyiik fel, hogy a rendelkezésiinkre all egy {x;}=4 pontsorozat esetén két pont-

fiiggvény halmaz, az
Sk = {Xi, ¢ f;ola P, = {Xi,pi}f;ol

halmazok, amelyek a fenti médon hatarozhatok meg. Az SRA algoritmus for-

malis leirdsa a kovetkezd:

SRA algoritmus (kombinadlt modell)

0. El6készités. Legyen k az eredetileg adott pontok szama.

1. a.) Szamitsuk ki a 74(x) regresszids fiiggvény Dy, by, ¢, egyiitthatdit
az S, halmaz segitségével.

1. b.) Szamitsuk ki a fi(x) regresszids fiiggvény Fy, ey, h; egyiitthatdit
a P, halmaz segitségével.

2. 0ldjuk meg az (?77) feladatot kozelit$ kovetkez$ optimalizdlasi problémat:

min (¢'x + rp(x))

és legyen ennek egy optimdlis megolddsa az Xx; pont.
3. Ha xj ,,elég jo’’, akkor STOP, egyébként valamilyen mdédszerrel haté&rozzuk
meg a qn ~ Q(xy) és fr ~P{U'&€ > U'Tx;} zajos fiiggvényértékeket.
B6évitsik a pontokbdl és filiggvényértékekbdl 4116 halmazainkat:
legyen Sipi1 = Sk U{Xk,q}, Pir1 = P U{Xg, fx}, noveljik meg

az iteracids szamlaldét k:=k + 1 és menjiink vissza az 1. 1épésre.
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X cx+ E(qy) P{} N No.iter

d' (0.768, 0.087) 50.75(42.3)  0.921(40.030) 100 100

49.18(40.26)  0.909(=£0.003)

d? (0.768, 0.086) 50.76(+2.3) 0.918(+0.030) 100 100

49.14(£0.25)  0.906(=£0.003)

8. tablazat. Kombinalt feladat: SRA eredmények kiilonb6z6 paraméterértékekre; a

megengedettségre p = 0.9 valoszintiséget irtunk eld.

4.4.4. Numerikus példa

A kombinalt feladat szemléltetésére hasznalt numerikus példat az el6z6 szakaszban
targyalt kétlépesds példabol alakitottuk ki. Az ott felirt feladat teljes potlasi volt, az
abban szerepld W matrix elsd oszlopat kitoroltiik, hogy egyes esetekben a mésodik
lépcsds probléméanak ne legyen megengedett megoldasa. Az ottani feladat egyéb

konstansait nem valtoztattuk meg. Tehat legyen most a métrixunk

—0.7 1.7
W =

9.0 —13.0
A W'u < 0 poliedrikus kip extremalis sugarai ekkor a kévetkezsk lesznek: uV' =
(—9.0,—0.7),u®’ = (~13.0,—~1.7). A kombinalt modell valészintiségi korlatjaban

szerepl6 két matrix a kovetkezd:

-9.0 —-0.7 —49.53  83.64
U' = , UT =
—-13.0 —-1.7 —67.29 121.64
Az masodik lépcesé eltéréseit kiegyenlitd kiegészité zt és z~ vektorokhoz tar-
tozo koltségtényezok legyenek d! = (2.0,10.0), d*> = (10.0,2.0), amelyek pozitiv
és negativ irdnyu eltérésekre ugyanazok. Itt szandékosan két lényegesen kiilonho6z6
koltséggel dolgozunk, hogy a feladat numerikus érzékenységét vizsgalni lehessen.

A szamitasi eredményeket két tablazatban adtuk meg. A 8. tablazatban adott

eredmények azt mutatjak, hogy a két kiilonbozs d! és d? koltségfaktor nem befo-
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k= x Ix+E(dy) m(x) P{} filx)

1 (0.7741, 0.0804) 47.01 45.44  0.940 0.89

10 (0.7677, 0.0871) 51.07 50.13  0.930 0.90
100 (0.7677, 0.0871) 45.94 49.54  0.860 0.90
1000 (0.7708, 0.0838) 46.87 48.55 0.860 0.90
4000 (0.7722, 0.0823) 45.88 48.29  0.910 0.90

9999 (0.7718, 0.0828) 51.54 48.03 0.910 0.90

9. tablazat. Kombinalt feladat: az SRA algoritmus k-adik iteracidéinak eredményei,
kéltségvektor d = (9.0,10.0), a mintaszam N® = 100, D*(g;) = 2.3%, D*(p;) =
0.03%. ,Pontos” értékek az utolsé pontban: koltségfiiggvény értéke 48.18(+0.08), a
megbizhatosag értéke 0.9005(% 0.0009).

lyasolta az optimalis megoldas értékét. Itt mindkét koltségfiiggvény esetén két-két
sort adtunk meg; az elsé sor az aktualis futds eredménye, a masodik sor a ,pontos”
fiiggvényértékeket mutatja, vagyis az utols6 pontban a megnévelt mintaszammal
végrehajtott becslés eredményét adtuk meg.

A masodikként adott 9. téblazatban azt szemléltetjiik, hogy egy szamitogeé-
pes futas alatt hogyan cstkken a célfiiggvény értéke és hogyan lesz egyre ponto-
sabb a korlat. Az rp(x) és fr(x) oszlopok mutatjak, hogy az aktualis regresszios
fiiggvény értéke mennyi az adott pontban. A  pontos” értékek hibdja megfelel
a sejtés alapjan szamitott hibanak: példaul az utolso iterdcioban a valoszintiségi
korlat értéke 0.9005(+ 0.0009), amelynek a p = 0.9-tol valo eltérés kisebb mint
30p = 301/v/10000 ~ 3 -0.03/100 = 0.001 — vagyis az optimalis szérascsokkenés

sejtése itt is igaznak latszik.

4.5. Sztochasztikus kvadratikus programozas

A gyakorlatban hasznalt és szamitastechnikailag kezelhet6 sztochasztikus programo-

zasi feladatok tilnyomo része linearis feltételeket és linearis célfiiggvényt tartalmaz,
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ezért ezeket Osszefoglaldéan sztochasztikus linearis programozasi modelleknek nevez-
ziik. Vannak olyan sztochasztikus programozasi feladatok, amelyekben valamilyen
egyszer(isitG feltétel mellett van adva kvadratikus célfiiggvény, példaul ha szeparal-
hato részekbdl all. A fenti kombinalt modell megoldhatosaga alapjan a gyakorlatban
optimalizalhato6 a kévetkezd, altalanos kvadratikus sztochasztikus programozasi mo-

dell, amelyben nem tesziink fel dekomponalhatosagot:

min (F(x) + Q(x))
(66) £h. G(x) = P{Az > n} > p,
H(x) <0,

x > 0.

A feladatban adott F(x), H(x) fiiggvényekrol feltessziik, hogy konvex kvadratikus
fiiggvények, a Q(x) = E(q(x,&)) varhato potlas fiiggvényét pedig a szokasos modon
a kovetkezd feladatbol szamithatjuk ki:

q(x,§) = minyq'y
fh Tx+ Wy = &,

y > 0.

Ennek a (77?) sztochasztikus kvadratikus programozasi feladatnak az elvi meg-
oldhatosagahoz a megengedett megoldésok halmazanak konvexitasa sziikséges. Eh-
hez az F(-) és H(-) fiiggvények Hesse matrixainak pozitiv definitségén kiviil a ko-
vetkezd feltevéseket kell tenni:

(i) a &, m valoszintiségi vektorvaltozok logkonkav eloszlasuak,

(i) a (?7) feladat legalabb relative teljes potlast.

Természetesen az el6zGekben leirt kombindlt feladat kapcsan megfogalmazott
elgondolasok szerint a masodik feltételezés elhagyhato, csak akkor a masodik 1épcsGs
feladatot modositani kell és egyuttal az elsé lépces feladataba be kell épiteni egy

valoszintiségi korlatot a masodik 1épcsé feladatdnak megoldhatésagara.
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A (??) kvadratikus modellnek a gyakorlati megoldhatésagat az SRA algoritmus
biztositja, hiszen a kozelité kvadratikus feladatok a fenti feltételek mellett konvex
optimalizalési feladatok, amelyek példaul a MINOS szubrutin-csomaggal megoldha-
tok.
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5. Irodalom

A sztochasztikus programozas irodalma nagyon terjedelmes és sokrét. A hivatkoza-
sok koziil mi csak a legfontosabbakat emlitjiik meg, tovabbi hivatkozasok a megadott

miivekben, illet6leg bibliografidkban talalhatok.

Alapvetd miinek tartjuk Prékopa Andras nagyon sok részletre kiterjeds, mond-
hatnank enciklopédikus kényvét [?], amelyben tébb mint 6tszaz irodalmi hivatkozés
is talalhat6. Ezt kutatok és hallgatok egyarant haszonnal forgathatjak. A valdszint-
ségi korlatos modellek leirasa ilyen mélységben nem talalhaté meg més konyvekben.
Az altalunk érintett téméakon kiviil sok més téma és jonéhany részletesen kidolgo-
zott alkalmazés is le van irva konyvében. Jelolés rendszere is talald és konzekvens —

bevezetésiink megirasakor nagyrészt az altala hasznalt jeloléseket alkalmaztuk.

A bevezet§ fejezetben leirt modellek nagy része megtalalhaté a [?], [?] kony-
vekben. A fels6bbéves hallgatoknak érdemes a Kall és Wallace altal irt, kissé di-
daktikusabb, de kevesebb téméat (nagyrészt a kétlépesés modellt) targyalo konyvét
[?] forgatni — az adaptiv korlatozas elméletének kidolgozasa jo. Tovabbi Gsszefog-
lalo mivek koziil a kétlépcesés modellt és annak specidlis eseteit részletesen targyalo
Birge [?]| konyvet ajanljuk, valamint a megoldé algoritmusokkal, kiilénosen az adap-

tiv korlatozassal foglalkozo Mayer altal irt |?] konyvet ajanljuk.

A valoszintiseggel korlatozott feladatok leirasanal Prékopa [?] konyvét kovettiik,
ott tobb, részben egyszertibb, részben bonyolultabb modell és megoldé algoritmus
is megtalalhato. A logkonkavitassal kapcsolatos eredmények Prékopa [?] konyve-
ben és [?] cikkében, valamint az ezekben megadott hivatkozasokban talalhatok. A
valosziniiségek korlatozasara vonatkozoan a [?], [?] cikkeket ajanljuk. A normaélis va-
loszintiségek kiszamitasara vonatkozo részek részletesebb kifejtése megtalalhato [?],
[?], [?], az altalanos eloszlasokra vonatkozd algoritmusok a [?] cikkben. Az eddigi,

normadlis valoszintiségek kiszamitésara vonatkozé eredményeket 6sszefoglald miiként
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a Gassmann, Dedk, Szantai &altal irt [?| cikket ajanljuk, valamint az ott talalhato
hivatkozasokra utalunk. Monte Carlo modszerek altalanos leirasa Hammersley és
Handscomb [?] alapvetd fontossagi konyvében és a [?] konyvben talalhato. A STA-
BIL modell eredetileg a [?] cikkben jelent meg — ez volt az els6 egyiittes valoszintiségi

korlatot alkalmazoé ipari feladat megoldasat bemutato cikk.

A kétlépesis modellek vonatkozasaban Kall [?] és Mayer |?| konyveit és egyéb,
a témaban irt cikkeit, Wets [?], [?], [?], Strazicky |?] miveit tartjuk alapvetének. A
kétlépesds modellel kapesolatos eredmények leirasa [?]-ban és [?|-ben talalhatok. A
célfiiggvény korlatozasanak vonatkozasaban [?]-t tartjuk mérvadonak, tovabbi ered-

ményeket Frauendorfer ért el.

A szukcessziv regresszios approximaciok elméletének és szamitastechnikai ered-
ményeinek leirdsa Dedk kiilonbozé cikkeiben talalhato [?], |?], [?] — ezekben a cik-
kekben az SRA alkalmazésanak és numerikus megfontolédsainak fontos részletei meg-

talalhatok.

A linearis programozas elmélete és modszerei sok helyen megtalédlhatok, ezek ko-
ziil Prékopa jegyzetét tudjuk ajanlani [?], vagy a jelen, ,Bevezetés a sztochasztikus
programozasba” c. jegyzettel azonos sorozatban megjelent, Komaromi altal irt 7]
jegyzetet javasoljuk. Zajos fiiggvények melletti optimalizalasi modszereket irnak le
Ermoliev (a kvazigradiens alkalmazasa), Robbins és Monro, Kushner, Ruszczynski
[?], Higle és Sen [?]. A nemlineéris (determinisztikus) optimalizalas targyalasat pél-
d&ul a Luenberger altal irott, nagyon jol olvashaté [?], [?] konyvekben talalhatjuk

meg.

A legtjabb kutatasi irdnyokrol és témakrol jo attekintést adnak a Stochastic Pro-
gramming, haromévente megrendezésre keriil§ konferenciak, illetGleg az itt elhang-
zott elGadasokat tartalmazo gytjtemények. Az utolsé két ilyen konferencia-kotet

a Vancouverben és Berlinben tartott konferencidk Gsszefoglalasa (lasd a [?] és [?]
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adatait).

A web-en is sok érdekes anyag talalhato a sztochasztikus programozas témakoré-
bol. Ezek koziil elsGsorban Maarten van der Vlerk (http://mally.eco.rug.nl/spbib.html)
honlapjat ajanljuk megnézésre, amelyen egyrészt egy tobb mint haromezer cikket
tartalmazoé bibliografiat lehet talalni sztochasztikus programozasi cikkekbdl, tovabba
jonéhény értékes linket. Innen lehet elérni a Mathematical Programming Society,
Committee on Stochastic Programming (COSP) tarsasagat, s egyéb kapcsolati lehe-
toségeket. Egyedi keresések koziil a ,stochastic programming”, ,,probabilistic constra-
ined optimization”, ,chance constraint”, two-stage problems” cimszavakat, valamint
egyes fentebb emlitett kutatok (Wets, Birge, Rockafellar, Mayer, Shapiro, Morton)
nevét érdemes keresni. Rockafellar az interneten kozzétett egy mintegy szaz olda-
las anyagot, amelyben a sztochasztikus programozas konvex analizisbeli eszkdzokkel

val6 leirasat tartalmazza.
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