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1. INTRODUCCION

Un Proyecto de Innovacion Educativa es una propuesta sistematica para abordar la
practica educativa, sea en las dimensiones del curriculum, de la didactica, los materiales
educativos, la evaluacion, la gestion, y otros con el fin de lograr mejoras cualitativas y
cuantitativas, mediante la participacion activa de los miembros de la Comunidad
Educativa.

Uno de los aspectos que tradicionalmente mas dificultades presenta para el
alumnado en matematicas, es comprender la caracterizacion e-§ del limite. Queremos
hacer la diferenciacion entre entender la caracterizacion y saber calcular limites. Al
terminar la unidad didactica referida a limites, bastantes alumnos y alumnas manejaran
el calculo de limites, con menor o mayor dificultad, pero seran muy pocos los que
realmente hayan interiorizado lo que realmente significa el limite.

Por esto, en el proyecto de innovacién educativa que se presenta a continuacién se
propone estudiar la definicion formal de limite, concepto que no es facil hacer llegar a
los alumnos:

limf(x)=LeVvVe>036:5i0< |x—a|l<d=|f(x)—Ll<e
x—a

Nuestro proyecto de innovacion educativa propone la realizacion de actividades en
donde se vea la relacion entre el €y § que aparecen en la definicion. Para ello se
utilizard una hoja de célculo (Calc, Excel, Gnumeric,...), ya que con su ayuda haremos
los célculos pertinentes que nos ayudara a ver qué § podremos coger a partir de un &
dado. Ademas, gracias a una herramienta que hay en la pagina web que presentamos a
continuacién, podremos manipular tanto los valores de § y € como su funcion, lo que
nos ayudard a comprender la definicion de limite formal analiticamente.

Asi, estas herramientas nos permitiran introducir los aspectos conceptuales,
mostrando explicitamente los valores que entran en juego y como interaccionan entre
ellos, procedimentales, al calcular con ayuda de la hoja de célculo estos valores, y las
actitudes, las cuales surgiran del contacto con el ordenador y la reflexion sobre la
traduccion de simbolos matematicos a una grafica, comprendiendo la importancia de las
representaciones (en este caso la tecnoldgica) para entender mejor el significado formal
de un concepto tan abstracto como es el del limite, que abarcan la definicion formal del
limite.

2. PROBLEMA DETECTADO

La definicion formal de limite (épsilon-delta) involucra el trabajo con entornos tanto
del punto donde se quiere estudiar la existencia de limite como del candidato a limite lo
cual resulta bastante complicado para el alumnado cuando se le pida por ejemplo el
analisis de los errores de aproximaciones que se obtienen mediante tablas de valores.

Le proponemos el siguiente ejemplo a los alumnos: Considerando la funcion

9995x+6 - . L L
flx) = m, calcular el limite de dicha funcion en +oo. Para ello, lo logico e

intuitivo seria construir la tabla de valores tal y como mostramos a continuacion:



PROYECTO DE INNOVACION EDUCATIVA: LIMITE Y CONTINUIDAD

X f(x)=(9995x+6)/(10000x+1)
1 0,99940006

10 0,999490005

100 0,999499001

Algin alumno/a puede decir que el limite es 1 pues puede prescindir de cifras
decimales a partir de las milésimas, luego para él/ella el nUmero estara mas cerca de 1
que de 0,9995. La dificultad que se observa es que debido a realizar dichas
aproximaciones no visualiza el valor del limite, lo cual se complica si el orden de la
aproximacion supera a la de la calculadora del alumno que suele ser de 107,

Por tanto el problema que pretendemos resolver es como introducir, intuitivamente,
la caracterizacion epsilon-delta de manera grafica y numérica, promoviendo asi en el
alumnado la idea de “;Cuédnto me tengo que aproximar al punto x=a obteniendo un
valor & para que las sucesivas imagenes se acerquen al limite L con un error inferior a
un ¢ fijado previamente? ;Y como se visualiza en una gréafica?”

Como se puede ver en el apartado de fundamentacion teérica de nuestro proyecto,
nuestro problema esta estrechamente relacionado con las dificultades 2, 14, 15y 18 que
aparecen al final de dicho apartado.

3. ESTUDIO DE LAS CONDICIONES

3.1. ;QUE NOS DICE EL CURRICULO DE MATEMATICAS?

Segun el REAL DECRETO 1467/2007, de 2 de noviembre y la ORDEN
ESD/1729/2008, de 11 de junio, por la que se regulan la ordenacion y se establece el
curriculo del bachillerato en el &mbito nacional, nuestro proyecto se disefiara para el
curso de 1° de Bachillerato dentro del tema “Aproximacion al concepto de limite de una
funcion en un punto. Tendencia y continuidad. Estudio de discontinuidades”.

Segun la ORDEN de 5 de agosto de 2008, por la que se desarrolla el curriculo
correspondiente al Bachillerato en Andalucia, no se hace mencion explicita en donde
incluir los contenidos relacionados con nuestro proyecto.

3.2. ¢(QUE NOS DICE LA LEGISLACION EN MATERIA DE INNOVACION
DOCENTE?

Segun la ORDEN de 14 de enero de 2009, por la que se regulan las medidas de
apoyo, aprobacion y reconocimiento al profesorado para la realizacion de proyectos de
investigacion e innovacion educativa y de elaboracion de materiales curriculares, los
Proyectos de Innovacién Educativa y Desarrollo Curricular deberan reunir las siguientes
caracteristicas:

1° Proponer la introduccién de cambios innovadores en la practica docente o en la

vida del centro para la mejora de los resultados y de los procesos educativos del
centro, ya sean de tipo curricular, organizativo o funcional.
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2° Atender a problemas o cuestiones que sean relevantes para el centro implicado y
extrapolables al sistema educativo.

3° Promover la autoformacion, el trabajo en equipo y las redes del profesorado, asi
como su implicacion y participacion activa en la busqueda, adopcion y
consolidacién en el tiempo de las préacticas innovadoras.

4° Contemplar en su planificacion objetivos y actuaciones ajustados a las
necesidades y a la diversidad de situaciones de aprendizaje del alumnado y
recursos acordes a las posibilidades reales del centro.

5° Sustentarse en procesos de reflexién, indagacién y/o investigacion del
profesorado sobre su propia practica educativa.

6° Incorporar procedimientos de evaluacion del alcance y de la eficacia de los
cambios y de las mejoras gque se esperan conseguir.

3.3. FUNDAMENTACION TEORICA DEL PROYECTO

En un articulo publicado en 1981 (Tall y Vinner, 1981) estos autores sefialan alguna
de las imégenes conceptuales de los alumnos en torno al concepto de limite, que
producen conflicto cognitivo. Destacan la imagen que los alumnos tienen del concepto
de limite como proceso dinamico, cuando x se aproxima hacia "a", provocando que f(x)
se aproxime al limite sin alcanzarlo. En el estudio que llevan a cabo observan que esta
imagen entra en conflicto con la definicion formal del limite, puesto que prevalece sobre
ésta y que los intentos de definicién formal, en su mayoria, son incorrectos.

Para Brousseau (1983) el conocimiento se produce cuando se supera un obstaculo
por lo que es necesario promover interacciones del alumno con una situacion
problematica que desestabilice sus concepciones para superar dicho obstaculo.

Brousseau distingue tres tipos de obstaculos segun su origen: obstaculos de origen
ontogénico (provienen de limitaciones del propio sujeto), obstaculos de origen didactico
(dependen del planteamiento educativo) y, finalmente, obstaculos de origen
epistemoldgico (propios del concepto, de su génesis).

Bernard Cornu en lo referente al estudio del concepto de limite parte, en su tesis
doctoral (Cornu, 1983), de una lista de obstaculos epistemologicos (fundamentados en
el desarrollo histérico del concepto de limite) y de las concepciones de los alumnos
sobre el mismo, para construir una propuesta didactica. Dicha propuesta se basa en la
realizacion de ciertas tareas que plantean situaciones abiertas y que favorecen las
produccciones orales (las cuales son grabadas para su posterior analisis) y escritas de los
alumnos. Asi disefia y desarrolla tres actividades de aproximacion (geométrica, analitica
y numérica) que pretenden plantear la necesidad de abordar el concepto limite, y otra
mas, que basada en las anteriores, lo introduce en sus aspectos geométrico y numerico.

Segun un estudio (Blazquez, S. y Ortega, T. (2000)): El concepto de limite en la
educacion secundaria) realizado sobre alumnos de secundaria se sefialan algunas
dificultades:

Relacionan mal los distintos sistemas de representacion funcional.
Les cuesta interpretar desigualdades.

Asocian "todas" las gréaficas con funciones conocidas.

No entienden la idea gréfica de limite.

el oA
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Errores de célculo algebraico sencillo.

Consideran que son puntos distintos p+y p-.

Definen mal las funciones.

La idea de que una funcién no tenga limite es mas dificil de entender que el

propio concepto.

9. Confunden limites finitos e infinitos.

10. Interpretan indeterminaciones como no existencia de limite.

11. Confunden limite con limite lateral.

12. No identifican el signo de la funcion en un entorno con el del limite y
reciprocamente.

13. Creen que si el limite es cero, la funcion toma distintos signos en un entorno.

14. Interpretacion erronea de tablas numéricas.

15. Proponen como limite el valor de la funcion en un punto "cercano".

16. Asocian limite con frontera y lo relacionan con los extremos de la funcién.

17. Identifican tender en una direccion con moverse en el eje X en esa direccion.

18. Les cuesta trabajar con entornos y con aproximaciones.

19. No entienden la dependencia funcional entre las variables.

20. No encuentran situaciones relacionadas con el concepto.

4. PROPUESTA DE ACCION INNOVADORA

Nuestra propuesta sigue la siguiente estructura:

NG

¢+ Objetivo: Que los alumnos tengan una idea mas formal del concepto de limite al
introducir una medida de aproximacion al candidato a limite de una funcién y
que lo interpreten graficamente.

Temporalizacién: Dos sesiones en el aula de ordenadores.

Recursos: Cafdn, Ordenadores, Hoja de célculo (Excel, Calc, Lotus 1-2-3...) y
la pagina web http://www.aulademate.com/contentid-26.html

Metodologia:
> SESION 1: El profesorado planteara un ejemplo explicativo como el siguiente:

o

3

*¢

X/
o

Dada la funcién f(x)=x?, comprobar que el limite en el punto a=2 es L=4. Para ello el
profesor elaborara la siguiente tabla. Les pide a los alumnos un valor para € que podra
ser el que ellos quieran, para el valor de 6, el profesor les impondra que sean 1, 0’1,
0°01... justificando al alumnado que esta decision no generara dificultades afiadidas al
gjercicio.

Todos los valores de 6 se tabularan, y a partir de ellos, se calcularan el resto de
columnas, aclarando de manera intuitiva el significado de cada una de ellas:

a-0: aproximacion por defecto de a (tendencia por la izquierda).
a+9: aproximacion por exceso de a (tendencia por la derecha).
|L-f(a-8): error absoluto de la aproximacion de L por la izquierda.

|L-f(a+d)|: error absoluto de la aproximacion de L por la derecha.
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e=1 A a-o atd f(a-6) f(a+d) |L-f(a-0)] |L-f(a+d)|
1 1 3 1 9 3 5
0,1 1,9 2,1 3,61 4,41 0,39 0,41
0,01 1,99 2,01 3,9601 4,0401 0,0399 0,0401
0,001 1,999 2,001 3,996001 |4,004001 |0,003999 0,004001
0,0001 1,9999 2,0001 3,99960001 | 4,00040001 | 0,00039999 | 0,00040001
0,00001 ]1,99999 [2,00001 |3,99996 4,00004 0,0000399999 | 0,0000400001
Formularemos la siguiente pregunta a los alumnos: Viendo la tabla, ;para qué valor de o
el error de aproximacién de L=4, tanto por la izquierda como por la derecha, es menor
que €?
Se puede ver que es para 6=0’1. Los alumnos pueden ver también que a partir de ese &
tomando valores menores que 0’1. Seguidamente el profesor les indicara que sea cual
sea el valor de o siempre que sea menor que 0’1, ocurrira lo mismo.
El profesor les pedira que hagan lo mismo para valores de €, 0’1, 0°01, 0°001...
Si la tabla anterior es insuficiente para cierto €, por ejemplo, 0’00001 entonces deberan
ampliar la tabla. Una vez hecho esto, les planteara la pregunta ;6 depende de €? ;o0 es el
mismo para todos?
Se realizard el mismo ejercicio pero cambiando de punto, por ejemplo a=5, v,
finalmente se planteara la pregunta: Por ejemplo, ;para e=1 depende 6 del punto a? ;o
es el mismo que el anterior?
e=1 A a-o a+d f(a-6) f(a+d) |L-f(a-0)] |L-f(a+d)]
1 4 6 16 36 9 11
0,1 4,9 51 24,01 26,01 0,99 1,01
0,01 4,99 5,01 24,9001 25,1001 |0,0999 0,1001
0,001 4,999 5,001 24,990001 |25,010001 |0,009999 0,010001
0,0001 4,9999 5,0001 24,999 25,001 0,00099999 |0,00100001
0,00001 [4,99999 |5,00001 24,9999 |25,0001 |0,0000999999 0,0001000001

Tal y como se puede ver en la tabla, & en este caso tiene que ser menor que 0°01,
justificando asi que 6 depende del punto.

Seguidamente plantearemos un problema de ampliacion: Un alumno tiene que calcular
el valor de /2 con 9 cifras decimales, pero su calculadora sélo le muestra 8. Sabiendo

que V2 es el limite de v/x cuando x tiende a 2, considerando el error como el valor
absoluto de la diferencia entre fla+ ) y fla- 6) ;qué valor de o se puede tomar para

calcular v/2 con la precision pedida? Indica dicha aproximacion.
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e=10" A a-5 a+d f(a-d) f(a+d) If(a+5)-f(a-0)|
1 1 3 1 1,732050818 | 0,7320508076
0,1 1,9 2,1 1,378404875 | 1,449137675 | 0,0707327994
0,01 1,99 2,01 1,410673598 | 1,417744698 | 0,0070710899
0,001 1,999 2,001 1,413859965 | 1,414567072 | 0,0007071068
0,0001 1,9999 2,0001 1,414178207 | 1,414248927 | 0,0000707107
0,00001 1,99999 2,00001 1,414210027 | 1,41421718 |0,0000070711
0,000001  |1,999999 2,000001 1,414213209 | 1,414213926 | 0,0000007071
0,0000001 |1,9999999  [2,0000001  |1,414213527 |1,41421368 |0,0000000707
0,00000001 |1,99999999 |2,00000001 |1,414213559 |1,414213576 | 0,0000000071
0,000000001 | 1,999999999 | 2,000000001 |1,414213562 | 1,414213563 | 0,0000000007

Viendo los resultados de esta tabla, llegamos a la conclusion que tendremos que
considerar §=0°000000001, obteniéndose una aproximacion de 1°414213563 para /2.

> SESION 2: El profesor le dara la interpretacion grafica con la ayuda de la pagina
web, resolviendo los mismos problemas, pero cambiando las funciones.

Errow
Zonon
Il &= k2

f(x) = w2
limitata= +

testlimitL=+
epsilon= 4

delta= +

Este recurso nos permite calcular 6 con mayor precision.

Hmin

Hmay

Ymin

Y IMAK

Zoom

In |

Zoom QOut |

r 0258

Limite
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a=4a
L=2%
fla) = 24

Hmin

fix) =

Hmax

Y min
21

i Er
26

foomin |

Zoom Out |

2 Limite

limitata= 4 b 5
testlimitL= P 25
epsilon=« P 1
deta= [«| || | 0,096

En este ejemplo estamos hallando otro & distinto del anterior.

5.

CONCLUSIONES

Llegamos a las siguientes conclusiones y reflexiones sobre el proyecto de innovacion
educativa que hemos realizado para resolver la problematica existente con la definicion
formal de limite:

El hecho de trabajar con los ordenadores puede provocar en el alumnado un
interés especial, porque aunque la mayoria de ellos ya poseen ordenador en su
casa posiblemente ninguno se haya parado a usarlo para un fin educativo. Hay
que tener la precaucién de no abusar de los medios TIC porque se podria perder
el caracter innovador y motivador que posee.

Nos ha parecido interesante introducir una herramienta como es la hoja de
calculo, ya que ademas ayudarnos a conseguir el objetivo planteado, el uso de
este tipo de software serd extensivo a otras unidades didacticas, como por
ejemplo las referidas a probabilidad y estadistica. Asimismo, con el uso de las
hojas de calculo ampliamos la gama del software que podemos utilizar en el aula
para trabajar matematicas, acompafiando a programas como Geogebra, Cabri,
Derive, ...

Trabajaremos matematicas abstractas como es el andlisis de los pardmetros €y 6
de la caracterizacion de limite y crearemos una idea mas profunda de la
definicion formal mediante la interpretacion grafica que obtenemos gracias a la
pagina web con la que hemos trabajado.
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Sabemos que muchos alumnos se pierden al no saber interpretar esta definicién,
por lo que buscamos también que gracias a la interpretacion grafica hecha en la
pagina web, los alumnos tengan el dibujo en mente cada vez que se enfrenten a
la definicion formal de limite.

Planteamos también una actividad de ampliacion para aquellos alumnos que
avanzan con rapidez y captan facilmente el significado de la definicion formal
de limite, para que puedan profundizar o ampliar lo estudiado mediante un
trabajo mas auténomo.
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