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Introduccion

La perspectiva de construccion de modelos matematicos que den cuenta de fenémenos
tanto del mundo real como de las matematicas, se puede entender como un proceso que
permite dinamizar la construccién de elementos propios del dlgebra, a partir del desarro-
llo de dos fases fundamentales: la fase de formulacién y la fase de validaciéon. En la fase de
formulacién se establecen las relaciones entre las variables de una situacién, lo cual pue-
de hacerse a partir de medidas o conjeturas; posteriormente, se ejecuta una serie de trans-
formaciones de tipo matematico que conducen a expresar el modelo matematico en una
forma simbodlica algebraica. La fase de validaciéon comprende la constatacién de la validez
del modelo, a partir de su comparacién con la situaciéon que lo origina. (Janvier, Nemorosky
(1996))

En este caso, para entender al proceso de modelacién matematica como herramienta di-
dactica, se debe cuenta los siguientes aspectos:

* El papel que juegan las diferentes magnitudes al interior del modelo.

* Los problemas que surgen para la comprension de los fenémenos a partir del tipo de
magnitudes involucradas en la situacién.

¢ Diferenciar el doble estatus que el objeto matematico juega cuando es tratado como
modelo: por un lado, propio de las ciencias matematicas, y por otro representante de
un fenémeno de variacion.

* Las dificultades que surgen en el intento de generalizar los resultados matematicos
desarrollados por esta via.

¢ El papel de los llamados sistemas semidticos de representacion.
¢ El problema de la validez en los resultados obtenidos.

4 Ideas tomadas de los planteamientos de: POSADA B. E y VILLA O. J., presentes en el documento, trabajo de grado: "Propuesta
diddctica de aproximaciéon al concepto de funcién lineal desde una perspectiva variacional", aprobado para optar al titulo de
Magister en Educacién: Docencia de las Mateméticas.
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De esta forma, teniendo en cuenta los anteriores elementos y la poca familiaridad de la
escuela con respecto al proceso de modelacién matematica, es necesario considerar que
la aproximacién al algebra escolar desde este enfoque, requiere de largos periodos de
tiempo y por tanto debe ser una tarea emprendida desde los primeros afos de escolaridad.

El concepto de funcién como modelo matematico desde

una perspectiva variacional
L

El aprendizaje del concepto de funcién ha sido tradicionalmente considerado como un
elemento que debe ser abordado por primera vez, en los ultimos afnos de la educacién
basica (9°) y, en general, es objeto central de estudio en la media (10° y 11°). Actualmente
se observa que la escuela trata dicho concepto como un caso particular de lo propuesto
por el grupo Bourbaki, quienes basados en el lenguaje de los conjuntos, consideran su
definicién de la siguiente manera:

Sean A y B dos conjuntos que pueden ser distintos o no. Una relacion entre un elemento
variable x de A y un elemento variable y de B se llama una relacién funcional, si para todo
X€EA, existe un unico y< B que esta relacionado con x en la relaciéon dada. Damos el nombre de
funcidn a la operacién que de esta forma asocia con cada elemento x€ A el elemento ye B que
esta relacionado con x en la relacion dada. (Lacasta y Pascual, 52)

A partir de esta, los textos escolares proponen interpretaciones tales como:

Una funcién de un conjunto X en un conjunto Y es una regla de correspondencia que le
asigna a cada elemento x de X uno y solo un elemento y de Y. El conjunto X se llama dominio
de la funcién. Zill (1992,143)

Desde este punto de vista, el problema general a resolver en la escuela, ha estado deter-
minado por hacer que los estudiantes aprendan que una funcién es un conjunto de pares
ordenados de la forma (x,y) tales que no debe haber dos pares ordenados diferentes en el
conjunto, que tengan el mismo primer elemento.

Asi, esta idea tiene las siguientes implicaciones pedagdgicas:

1- Al considerar que la comprension de dicho concepto matematico depende en su totali-
dad, de la comprensiéon que se tenga de los conceptos abstractos de conjunto, par
ordenado y regla de correspondencia, se considera absurdo pensar, que los ninos y las
ninas de la béasica primaria se aproximen a él.

2- Como la definicién no depende de los elementos pertenecientes a los conjuntos que la
determinan, siempre y cuando la regla de correspondencia cumpla con la condiciéon
dada, desaparece la importante idea de ver en éste concepto un objeto matematico
que atrapa la variacién y el cambio, es decir como un modelo matematico.

3- No se logra captar el papel fundamental que juegan los diferentes registros semiéticos
de representacién en la comprension del concepto.

4- Se dificulta la construcciéon de interrelaciones que a través de este concepto se puede
establecer con otras ciencias, tales como la fisica, la quimica, la ingenieria, etc.
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Algunos de los fracasos en la comprensién del concepto de funcidén se presentan porque
su estudio se hace al margen de las anteriores consideraciones. Es decir, se estudia a
espaldas del papel que juega como objeto que permite atrapar matematicamente la
covariacion entre dos o mas cantidades de magnitud, de la misma o distinta naturaleza, a
través de algun registro semiotico de representaciéon. Dicho de otra forma, no permite
entenderlo como modelo matematico de un conjunto de situaciones que se rigen por ca-
racteristicas similares.

Asi, sin negar que el estudio formal de este concepto requiere de elementos tedricos abs-
tractos y por tanto sélo seria pertinente en los ultimos grados de escolaridad, también se
considera posible generar contextos a través de los cuales se logra dar inicio a su com-
prension desde los primeros anos. Una de ellas, como se mostré en capitulos anteriores,
es a través del razonamiento proporcional, de actividades centradas en el estudio de pa-
trones y regularidades, desde actividades que atrapen aspectos de la generalidad desde
los fenémenos de variacion, etc.

Por esta razén uno de los problemas determinantes que requiere ser abordado desde el
pensamiento variacional, es entender que el paso en la apreciacién del sentido variacional
a la determinaciéon de una expresién que correlacione dicha variacién, no siempre es facil
ni inmediato.

Esto significa, que si se entiende por sentido variacional, aquella apreciaciéon del cambio
en una o varias variables dependiendo del cambio de otra u otras, y a la nocién de corre-
lacién como la posibilidad de expresar dicha variacién a través de un modelo funcional,
entonces el problema es encontrar, si es posible, una funcién que exprese la variaciéon
entre dichas variables. Esto es, en términos del proceso de modelacién matematica, for-
mular el modelo.

Como se puede apreciar, el proceso de modelacién matematica esta intimamente relacio-
nado con la propuesta funcional de construccién de los objetos algebraicos. Esto al menos
por dos razones: la primera porque por esta via se hace énfasis en los procesos que impli-
can determinar la forma como una o varias cantidades de magnitud varian con respecto a
la variacion de otra u otras, es decir, la nocién de variacion es fundamental. Y Segundo
porque una de las pretensiones es atrapar dicha variacién a través de un modelo funcional®.

El papel de los registros de representacion del concepto de funcién en el

proceso de modelacion matematica
@

Las funciones racionales, trigonométricas, logaritmicas, etc. y muy especialmente las fun-
ciones polinémicas de grado uno y dos (lineales y cuadraticas respectivamente), han re-
presentado una particular importancia para la educacién basica y media, a tal punto que
se les dedica grandes periodos de tiempo, generalmente en los grados superiores. Las
razones para que esto sea asi, han sido en primera instancia, por su sin numero de "aplica-
ciones" y de otro lado porque en particular las funciones polinémicas son la base para el
estudio de los llamados casos de factorizacion.

4 Sj esto se logra se dice que las cantidades de magnitud estan correlacionadas.
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No obstante, como ya se menciond, su estudio se ha desarrollado sin apelar a la nocién de
variacién y esto ha impedido verlas como modelos matematicos. Si bien es cierto, que la
actual presentacién formal del concepto de funcién, permite entenderlas como objetos
matematicos abstractos y por tanto responde a los cdnones matematicos bajo los cuales
se construyen y entienden, dotadas del poder para expresar elevados niveles de genera-
lidad; también es cierto que presentarlas asi a los estudiantes de la educacién basica y
media, ha generado un impacto desfavorable para su comprension, pues es negarles toda
su riqueza en cuanto a su uso en la tarea de matematizar la variacion.

Esto es, la moderna definiciéon de este concepto abre mas la brecha entre entenderla como
un modelo matematico que permiten atrapar la variaciéon y el cambio y como un objeto
matematico abstracto-analitico ausente de todo caracter fenomenoldgico. La primera le
imprime un sentido dinamico y la segunda estatico.

Es por esto que a partir de una interpretacién de lo propuesto por los lineamientos
curriculares, se planteara la construcciéon de este y otros conceptos propios del algebra,
desde una perspectiva variacional, entendiéndolos en un primer momento como un mo-
delo matematico (sentido dinamico), y desde alli construir puentes que permitan enten-
derlo como un objeto matematico analitico (sentido estatico).

Esta tarea es desarrollada con la ayuda de diferentes registros de represtacion para el
concepto de funcién, y asi, a partir de las actividades de tratamiento y conversién, ratifi-
car la necesidad de entender desde temprana edad escolar la relaciéon de igualdad como
una relacién de equivalencia en dos niveles: como identidad y como ecuacion. Esto es,
entender que si se estable una relacién de igualdad entre dos funciones definidas en el
mismo dominio, se pude encontrar que: a) las funciones son las mismas para todo el domi-
nio, es decir, todos los valores de la funcién tienen una preimagen en el dominio, en este
caso las funciones son idénticas. b) las funciones sélo son iguales para un subconjunto de
valores del dominio, en este caso se dice que determinan una ecuacion.

Los registros de representacion que se adoptaron en este trabajo para el estudio del con-
cepto matematico de funcidn, son: El registro de representacién en lengua natural (caste-
llano), el sistema de representacién grafica cartesiano ortogonal, el registro de represen-
tacion tabular y el registro de representacién simbdlico.

Desde esta perspectiva, comprender el concepto de funcién como un modelo matematico,
implica la construccién de un registro simbdélico analitico de una situacién, que general-
mente se presenta en lenguaje natural. Dicho de otra forma, construir un modelo matema-
tico de cierta situacion, se entendera, como un proceso que parte de un fenédmeno expre-
sado en lenguaje natural para llegar a la construccion de sofisticados sistemas simbdlicos
matematicos. Esto haciendo uso intermedio de diagramas, metaforas, simulaciones, en
especial registros tabulares y graficos. Lo anterior, dado que es el registro simbdlico ana-
litico el que permite referirse a los conceptos matematicos con mayor grado de generali-
dad. En términos de Janvier (1996) se centrara la atencién, principalmente en los prime-
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ros momentos del proceso de modelacién (experimentacién y abstraccién) lo cual, es de-
nominado por este autor, fase de formulacién?’.

Por esta razén se crea la necesidad de analizar de cada uno de los registros de represen-
tacion del concepto de funcién arriba mencionados. Se propone entonces, asumir al len-
guaje natural y el simbdlico como dos registros principales, dado que el primero se con-
vierte, en general, en el punto de partida y el segundo se concibe como el modelo mate-
matico del fendmeno. Los registros tabular y grafico se tomaran como registros auxiliares
en el reconocimiento de las relaciones funcionales entre las magnitudes que intervienen
en la situacion.

De esta manera, de acuerdo con Duval (2004; 58) los registros auxiliares tendran las si-
guientes funciones:

¢ Aportaran informacién adicional en la comprensién del concepto (funcién) a partir de
su contenido*®, que en la presentacién discursiva (registro principal) no es posible dilu-
cidar.

* Ofreceran posibilidades de tratamiento totalmente diferentes al del registro principal.
En particular, permiten desarrollar secuencias de reglas operatorias o de procedimien-
to. Es decir, tratamientos tipo algoritmicos.

¢ Supliran un desconocimiento eventual de los registros principales.

¢ Separaran informacion pertinente o Util en relacién con la tarea a realizar.

* Permitiran la organizacién en orden de necesidad o importancia de los diferentes regis-
tros elegidos para la tarea a realizar.

* Mostraran posibles ejemplos que afirmen o rechacen algunos rasgos o propiedades del
concepto en mencion.

Desde un punto de vista variacional, el paso de una situacién presentada en lenguaje
natural al registro simbdlico se determinara a partir del andlisis de diferencias. Esto quie-
re decir, que a partir de los resultados obtenidos al comparar por cociente las diferencias
de las cantidades magnitudes, cuya relacién esta siendo estudiada, se determinaré el tipo
de funcién que correlaciona dichas cantidades. En otros términos, esto significa que el
cociente de diferencias entre cantidades de magnitud, se tomara como unidad significante?®
o elemento que permite construir el modelo matematico de la situacion.

A continuacioén se presentan los elementos basicos que requieren ser identificados, en los
cuatro registros de representacion, para posteriormente estudiar el tipo de regularidades
que muestra el cociente entre las diferencias o incrementos de las cantidades de magni-
tud.

47 De acuerdo a este autor, durante la fase de formulacién, un fenémeno o una situacién es examinada para establecer relaciones
claves entre las variables involucradas. Esas relaciones se originan desde observaciones o medidas, o simplemente llegan de habiles
conjeturas hechas sobre la situacién bajo investigacién, para desembocar finalmente en la funcién que correlaciona las variables.

48 Entiéndase por contenido de un registro de representacion, lo que en particular presenta del objeto.
4 Puede entenderse por unidad significante aquellos elementos que determinan el contenido en un registro de representacién (Duval

1999).
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El registro grafico cartesiano ortogonal

Los objetos del registro de representacion grafico cartesiano ortogonal, son principal-
mente, los ejes ortogonales y los puntos definidos por las duplas si es bidimensional o
tripletas si es tridimensional.

Las magnitudes que intervienen en la situaciéon, se identifican con alguno de los ejes
coordenados graduados, y luego se analizan los cambios o variaciones de dichas cantida-
des. A una de las dos cantidades de magnitud se le llamara cantidad independiente y la
otra dependiente.

En este registro llamaremos incremento, cambio o variacion de una cantidad de magni-
tud, a la longitud del segmento, resultado de la diferencia geométrica entre la longitud de
dos segmentos formados por el punto origen y el punto que indica dos cantidades conse-
cutivas de una misma magnitud. Este cambio se denotara por Ax si es el segmento diferen-
cia en la coordenada x y Ay si el cambio es en el eje coordenado vy.

AY F3

AX

P1

P;ﬂ PX1  Px2 Px3 pl4
AKX

Es importante tener en cuenta, que en este registro, no es posible tener total certeza en la
unicidad de la representacién. Esto al menos por dos razones: Por un lado, la imposibili-
dad de observar la representacién en todo su dominio y en segunda instancia, por la
posibilidad de que varias representaciones de funciones diferentes coincidan en determi-
nados intervalos

El registro tabular

Los objetos del registro de representacién tabular son: un arreglo rectangular (filas y co-
lumnas) y parejas o tripletas de nimeros que las componen.

Para determinar la unidad significante de este registro de representacion, cada una de las
cantidades de magnitud de la situaciéon a relacionar, se asociara a una de las columnas (o
filas), y establecen una representacion discreta de cada una. De esta manera, se centra la
atencidén en los siguientes elementos: La diferencia entre dos valores, consecutivos o no
de una columna, la diferencia de los valores correspondientes en la otra columna vy la
razéon de cada una de estas diferencias.

132



Elrazonamiento algebraico y la modelacién matematica

Para este proposito es necesario tener en cuenta varios supuestos:

1. Por un conjunto de puntos (de un plano cartesiano) o de una tabla pasan infinitas fun-
ciones polinémicas. Lo que hace imposible determinar una tinica funcién para una
tabla.

2. A pesar de existir infinitas funciones que satisfacen una misma tabla, si es posible reco-
nocer a través de ella una funcién polindmica siempre y cuando se tenga la seguridad
de que, efectivamente, es una funcién polinémica y que el numero de parejas ordenas
de la tabla exceda en la unidad al grado del polinomio que describe la funcién (Villa,
2001)

3. Las diferencias sucesivas se hacen constantes luego de iterar el proceso tantas veces
como el grado del polinomio.

El registro simbodlico algebraico .

En el registro simbdlico los objetos son simbolos que generalmente pertenecen a nuestro
alfabeto, con ocasiones al alfabeto griego, los niimeros indo-arabigos, los simbolos de las
operaciones y relaciones aritméticas y signos de agrupacién.

Para la determinacién de la unidad significante en este registro se le asociara un simbolo
a cada cantidad de magnitud y se le llamara variable, de esta forma se habla de los regis-
tros que contienen dos variables. Por lo general estas variables se asocian a los simbolos x
y f(x), donde x representa la cantidad de magnitud independiente y f(x) la cantidad de
magnitud que se relaciona con x.

En los dos registros anteriores (el tabular y el grafico) se mencionaron dos tipos de limita-
ciones que dependen de su naturaleza, a saber: el problema de lo discreto como la restric-
cién en el registro tabular y de los rangos de visualizacién en el registro grafico; esta
limitaciones imposibilitan la determinacién de una tnica funcién con las caracteristicas
mencionadas, a menos que se hagan determinados supuestos (ver analisis de los regis-
tros anteriores). En el caso del registro simbdlico se permite recoger la generalidad a
través del simbolo, en términos de ser un representante de cualquier elemento de un
determinado conjunto numérico.

El lenguaje natural .

El lenguaje natural es uno de los registros que presenta mayor complejidad en su analisis.
Esto debido fundamentalmente a dos ideas, por un lado a que es un registro completa-
mente discursivo y por ende ofrece todas las funciones tanto discursivas como
metadiscursivas®®, permitiendo una enorme divergencia en la forma de su empleo. Pero
por otro, porque es un registro multifuncional, es decir, no permite tratamientos unica-

50 [as metadiscursivas son de tratamiento y conversién, comunicacién y objetivacién y las discursivas son de designacion, apofantica,
expansion discursiva y reflexividad discursiva. Duval (1999).

133



Médulo 2 L

Pensamiento Variacional y Razonamiento Algebraico

mente por algoritmizacién, o lo que es lo mismo, tiene una gran variedad de posibles
tratamientos. Por tal motivo, es el registro mas usado para describir, inferir, razonar, calcu-
lar, deducir, argumentar, es decir, es utilizado en todos los dominios de la vida cultural y
social.

En este registro la unidad significante del concepto de funcién se puede inferir de los
enunciados constituidos por frases proposicionales, y estas a su vez, determinadas funda-
mentalmente por la operacién predicacion®'.

Los objetos referenciales designados en dichas proposiciones son magnitudes fijadas por
la situacién. Por lo tanto, el primer paso, en la tarea de identificar algun criterio que permi-
ta clasificar los enunciados matematicos dirigidos al concepto de funcién en este registro,
es identificar las magnitudes que estan interviniendo y sean cognitivamente pertinentes.
Esto implica, entre otras cosas, determinar si las magnitudes son continuas o discretas y
si las unidades de medida utilizadas son adecuadas.

Una vez identificadas las magnitudes, el paso a seguir es reconocer y establecer las posi-
bles relaciones entre las cantidades de magnitud. En particular nos interesa determinar
la relacion por cociente entre las diferencias de las cantidades de magnitud. Este recono-
cimiento no siempre es evidente, y por tanto es aqui donde el problema se transforma en
un problema cognitivo, dado que es a través del desarrollo del pensamiento matematico
en sus diferentes niveles procedimentales, como se adquiere la habilidad para reconocer
el concepto de funciéon en un enunciado determinado.

Las funciones polinémicas como modelo matematico
L J

En este texto los analisis se centraran en el estudio de las funciones de la forma h(x)= anx"
+ a,1x**! +...+a:x + ao, con a, # 0, las cuales son denominadas funciones polinémicas.
Este tipo de funciones son aquellas cuya correlacién entre dos cantidades de magnitud
esta expresada analiticamente mediante la forma h(x). Esto quiere decir, que la cantidad
de magnitud dependiente representada por y=h(x) se relaciona en forma general con la
cantidad de magnitud independiente, a través de una forma polinémica, donde a,, a..
1,..-@1,80 representan numeros reales constantes (pardmetros) y n representa un numero
natural incluyendo el cero. En particular, se tomara el caso cuando n toma el valor de uno
o dos, es decir las funciones polinémica de grado uno (lineales) y de grado dos (cuadraticas).

Desde una perspectiva variacional, el estudio de las funciones polindmicas implica tener
presente dos aspectos:

a) Hacer variar intencionalmente una de las cantidades de magnitud cognitivamente per-
tinentes que intervienen en la situacion, a ésta la llamaremos cantidad de magnitud
"control' Esta se simbolizard con la letra x en el registro simbdlico analitico, se ubicara
el eje horizontal en el registro grafico cartesiano y representara los valores de una

51 La operacién predicacién de la funcién apofantica, es la que vincula la expresién de una propiedad, de una relacién o una accién
con una expresion que designa algin objeto Duval (1999).
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columna o fila en el registro tabular. A partir del tipo de variacién que se perciba en la
otra cantidad de magnitud, que llamaremos de "estudio", se estudiara la relaciéon entre
el cambio de la cantidad de magnitud "control" y el cambio en la otra, de "estudio". Esta
ultima, se simboliza con la letra y en el registro simbdlico analitico, se ubicara el eje
vertical en el registro grafico cartesiano y representara los valores de la otra columna o
fila en el registro tabular.

El estudio de dicha variacién se realizara a partir de la nocién de incremento, el cual
determina el cambio o variaciéon de una cantidad de magnitud y se calcula a partir de la
diferencia entre dos de los valores de la misma. Este incremento se denotara por Ax si
es la diferencia entre los valores de la magnitud independiente y por Ay si el cambio es
en la magnitud dependiente. En los siguientes graficos se muestra el significado del
incremento en cada registro.

Registro grafico cartesiano Registro tabular Registro simbdlico analitico

x | v=re AX = X, =X

Xo | Yo=1x0)

w:ﬂx”>ﬂf(x)=f(x2)*f(x1) Af (X) =f (Xz) —f (Xi)
)

Y2=10x2

x1
bx=rxy—x <

X2

X3 | ¥3=1(x3)

X Ye=1od)

b) El analisis del tipo de funcién que modela la situacion se hace a partir de comparar
mediante cociente, el incremento de la cantidad de magnitud dependiente con res-
pecto al incremento en la magnitud independiente, es decir, el cociente entre ambas

. . Af f(x,)— f(x . g ., .
diferencias [T(XX) - T06)- 7o) ;)7)(1( 1)]. Esto significa que la comparacion por cociente entre estos
2
dos cambios determina y define el tipo de funcién que los diferentes registros represen-

tan. A este cociente entre diferencia lo llamaremos razén de cambio.

Lo anterior significa que si la atencién se centra no en las variables sino en los cambios de
ellas, obtenemos que todas las funciones de grado uno cumplen con la propiedad que
Af (x) = aAx con a una constante perteneciente al conjunto de nimeros reales. Esto quiere
decir que todas las funciones polinémicas de grado uno tienen como razén de cambio
Af (X)
CAX
fundamental que identifica a las funciones lineales o polinémicas de grado uno (g(x) =
Af (X)
CAX

=a, una constante. En otros términos, como se mostrara mas adelante, la propiedad

ax+b con a#0) es la razén de cambio constante =aconaeR diferente de cero.

El anterior andlisis se pueden extender a funciones polinémicas de grados superiores; por
ejemplo, las funciones cuadraticas g(x) = ax? + bx +c tiene como primera razén de cam-

. o A )
bio una funcién lineal (h(x) = dx+b), esto es,%:dx+IO cond,beR y d diferente de cero, y
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por tanto si se obtiene la razén de cambio de esta ultima, por lo dicho en el parrafo ante-
rior, serd una constante. En otros términos, la segunda razén de cambio en un polinomio
de grado dos es un valor constante.

Avanzando a procesos mas finos de generalizacién, se tiene que para una funcién
polinémica de grado n con n un numero natural, esto es, h(x) =ax"+a _x"'+..+ax+a,
se tiene que la razén de cambio n-ésima sera un valor constante.

En este modulo se centrara la mirada en aquellas funciones con razén de cambio, entre
cantidades de magnitudes, constante en el primer orden o en el segundo. Esto debido a
que, por un lado, las primeras, como ya se menciond, definen funciones lineales o de
grado uno (f(x) = ax+b con a#0) y las segundas, funciones cuadraticas (g(x)=ax? + bx + ¢
con a#0), sirven para modelar gran variedad de fenémenos que implican variacién y cam-
bio. En segunda instancia, porque son a las que tradicionalmente la escuela les dedica la
mayor cantidad de tiempo, sobre todo en los grados 8° y 9°. Y finalmente porque el proce-
so de factorizacién para polinomios, en particular de grado 2 y la solucién de ecuaciones
lineales y cuadraticas son tareas fundamentales en la educacién matematica béasica.

De esta forma independiente del registro semidtico de representaciéon en el que esté ex-
presado la funcion, la posibilidad de ver este concepto como un modelo matematico, esta
determinado por las condiciones de hallar en las situaciones estudiadas, las razones de
cambio entre las diferentes cantidades de magnitud. Si en particular la primera razéon de
cambio es un valor constante entonces el modelo funcional que atrapa la variaciéon es
lineal o polinémica de grado uno, si por el contrario es la segunda razén de cambio, el
modelo funcional que atrapa la variacién entre las cantidades de magnitud es polinémica
de grado dos, etc.

Esto significa que la razén de cambio constante en un orden determinado, es la unidad
significante cognitivamente pertinente, que permite dar el primer paso para pasar de un
registro a otro; en particular construir el modelo matematico de la situacién. Finalmente
este proceso permite entender la funcién polinédmica como un objeto matematico inde-
pendiente del registro en el que es representado y asi diferenciar entre el objeto matema-
tico de su representacion.

Comprender entonces, al concepto de funcién como modelo matematico comienza por
reconocer, en cada registro, la razén de cambio constante y el orden de aparicién, es decir
la unidad significante. Una vez se identifique ésta, se procede a construir el modelo, a
partir de la demas informacién suministrada en la situacién.

Por tanto, para dar inicio a la tarea de construir una funcién polinémica como modelo
matematico, implica tener en cuenta las siguientes actividades:

* Discriminar las magnitudes cognitivamente pertinentes. Aquellas que seran correla-
cionadas.
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* Identificar la posible covariacién entre las magnitudes cognitivamente pertinentes, por
ejemplo: diferencias, incrementos, razén de diferencias, cantidad de magnitud asocia-
da al valor cero y uno de la magnitud independiente.

* Cuantificar de la relacién mediante tablas de valores.
* Identificar la razén de cambio constante y el orden en que aparece.

* Reconocer a la razén de cambio constante como elemento que identifica las funciones
lineales si dicha constante se determina en el primer orden y cuadraticas si se determi-
na en el segundo orden.

¢ Comprender la funcién polinémica como un modelo que atrapa la covariaciéon entre
dos magnitudes.

¢ Identificar la proporcionalidad simple directa como un caso particular de funcién lineal
importante en la modelacion de determinados fenémenos.

* Generar actividad cognitiva de conversién entre los diferentes registros de representa-
cién para objetivar el concepto matematico de funcién.

Esto, atendiendo algunas de las problemaéaticas ya planteadas en diferentes investigacio-
nes (Janvier (1996) en cuanto al cuidado que se debe tener en la fase de formulacién de la
construccién un modelo matematico, con respecto a los procesos cognitivos implicados
en la comprensiéon del nimero® y a la dificultad de ver a la funcién polinémica como
representante de un conjunto determinado de situaciones, por ello se debe poner especial
atencidén en:

* Los enunciados presentados en lenguaje natural son de multiples categorias.

* Los errores y aciertos que se pueden tener en la experimentacién y toma de datos, son
determinantes en la formulacién y validacién del modelo matematico.

* La simplificacién respecto a factores externos a la situaciéon que la afectan puede gene-
rar divergencia en los resultados.

* La generalidad de los resultados matematicos frente a la particularidad de las situacio-
nes y viceversa.

* El papel que juegan los sistemas de representacién semiotica en la construcciéon de
modelos matematicos.

¢ La validez de los resultados obtenidos.

No obstante lo anterior, el paso de un registro a otro propone diferentes niveles de concep-
tualizacién matematicas, cada uno con su grado de dificultad cuando se va un determina-
do registro a otro. Esto es, las condiciones de ir del enunciado presentado en lenguaje
natural, para obtener el registro simbdlico (modelo matematico) que los representa, no
son las mismas si se pretende realizar el proceso inverso.

Por ultimo es de anotar, que el proceso de modelacién matematica, entendida como herra-
mienta hacia la construcciéon del concepto de funcién, estd determinado segin Bassanezi

52 Janvier (1996) plantea que en estos casos el nimero puede jugar un doble papel: puede entenderse como objeto puramente
matematico y/o como la medida de una magnitud.
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(2002) por cinco grandes momentos: experimentacién, abstraccién, resolucién, valida-
ci6n y modificacién, todos ellos formando parte de un gran sistema conceptual expresado
para un propdésito especifico y apoyado en los diferentes sistemas de representacién arri-
ba analizados.

Una vez la situacién esté expresada en el segundo registro principal (simbdlico-analitico),
la actividad cognitiva de tratamiento, permite la resolucién, validacién y modificaciéon. De
igual forma estos momentos estaran apoyados por los registros auxiliares.

La funcion lineal .

Como se pudo apreciar en parrafos anteriores, una forma de comenzar la materializacién
matematica de la variaciéon desde los primeros anos de escolaridad, es a través del campo
conceptual de las estructuras multiplicativas, a partir del razonamiento proporcional. De
esta forma se trazan caminos dirigidos a la construcciéon del concepto de funcién lineal
como una forma particular de correlacionar una variacién. Esto permite iniciar con la
elaboracion de generalizaciones cada vez mas finas y abstractas de las estructuras mate-
maticas invariantes que se encuentran en lo que varia y cambia.

Esto quiere decir, que la relaciéon de proporcionalidad tanto desde el punto de vista numé-
rico como métrico, es un concepto conector entre la multiplicacién, el concepto de fun-
cién lineal y posteriormente algunos elementos del célculo y el andlisis®®. Dicho de otro
modo, el razonamiento proporcional es didactica y matematicamente estratégico, para el
desarrollo de algunos elementos propios del pensamiento variacional, pues desde éste
pueden tenderse conexiones directas entre diferentes conceptos que le son propios (es-
tructuras multiplicativas® y la funcién lineal).

Sin embargo, si el concepto de funcién lineal se presenta en éstos términos, quedaria
determinado, simbdlicamente, por aquellas que se expresan en la forma f(x)=kx con k una
constante perteneciente a los reales positivos, a diferencia de como se conoce en la mayo-
ria de los libros de textos matematicos, en los que las funciones lineales estan asociadas a
polinomios de primer grado, es decir de la forma g(x) = ax+b con a,be®R.

A las primeras se les reconoce, en algunos textos, como funciones lineales y a las segun-
das, como funciones lineales afines. La discusién con respecto a esta diferenciacién ha
tomado fuerza en los tltimos tiempos y esta basicamente determinada por el cumplimien-
to de las siguientes dos propiedades:

Aditividad: f(x+y) = f(x) + f(y)
Homogeneidad: f(kx) = kf(x) con k una constante Real

53 Ver documento: Unidad Nro. 5, De la multiplicacién a la proporcionalidad del Médulo Nro. 1 Pensamiento Numérico y Sistemas
Numéricos.

54 Vergnaud (1991)
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Las cuales sélo son cumplidas por las funciones de la forma f(x)=kx. Sin embargo, segun
los textos de algebra lineal, dichas propiedades definen matematicamente operadores o
transformaciones lineales y no, necesariamente, funciones polindmicas de primer grado.

De esta manera es posible afirmar que las funciones de la forma g(x) = ax + b con a#0, son
lineales y en particular cuando b es igual a cero es una transformacion lineal.

Desde la perspectiva de los analisis anteriores en cuanto a la razén de cambio y los regis-
tros de representacién, no es atrevido pensar que la funciéon lineal tiene como elemento
que le da identidad, a la razén de cambio constante de primer orden, esto significa, que si
la atencidén no se centra en las variables sino en la variacién, es dicha constante la que
define la funcién lineal salvo un punto que la particularice.

Asi, se puede probar que las funciones lineales se representan en el registro grafico carte-
siano a través de una linea recta, esto se observa en que independientemente de la longi-
tud del segmento tomada para la cantidad de magnitud control y los puntos que lo defi-
nen, el cambio en la otra cantidad de magnitud sera proporcional a éste, es decir, el co-
ciente entre ellos determina una constante.

Dicha constante se visualiza en este registro, en uno de los siguientes aspectos: a) la con-
gruencia entre los angulos formados por la representacion del registro dado y cualquier
recta paralela al eje x, 6 b) Por la semejanza presentada entre todos los tridngulos rectan-
gulos determinados por los segmentos diferencia correspondientes obtenidos. Lo anterior
justifica el hecho que "toda recta en el registro de representacién grafico cartesiano es la
representacién de una funcion lineal", ver siguiente grafico. En conclusion, en el registro
grafico toda funcién lineal tiene como representacién grafica una linea recta y toda linea
recta en el registro grafico, esta asociada a una funcién lineal.

i Bya AYy Do
ﬁ‘.ﬂ\pi [ (A Ao

P Px2 Prs 82 pyy

Independiente del incremento en y la relacién por
cociente con respecto al incremento en x se conserva.

Desde el punto de vista del registro tabular, la funcién lineal se reconoce de acuerdo a la
comparacion por cociente del cambio observado en los valores tomados de la magnitud
dependiente con respecto al cambio establecido entre los valores correspondientes de la
magnitud asumida como independiente.
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Aduciendo a la interpretacion de la funcién lineal, para identificar una representacién del
objeto en el registro tabular, es necesario observar que toda razén entre las diferencias
correspondientes de dos valores de la tabla es una constante. Con base en el supuesto 2
del registro de representacién tabular (pag. 132) para el concepto de funcién, es posible
determinar si es una funcién lineal, calculando la razén de diferencia entre dos parejas de
numeros.

Para el reconocimiento de la funcién lineal a través del registro simbdlico analitico, se
hace el andlisis de las razones entre los cambios de una variable y los cambios que se
genera sobre la otra. En este registro se entendera por cambio la diferencia entre dos
valores de una misma variable y se denotara con el simbolo Ax que significa, Ax=x, - x, y
Af(x) que significa Af(x)= f(x,) - f(x,). Al cociente entre estas dos diferencias se le denomina

AFC) _ (%)= f(x)
AX  X-%

razén de cambio, es decir

Para determinar una funcidén lineal, a través de una representaciéon en este registro, es
necesario establecer si la primer razén es constante para toda Ax, esto es determinar que

para todo X,X, € R , AfA(X) = ) - (%) =m, con m un valor constante perteneciente al
X X, — X,

conjunto de los ntimeros reales.

Por otro lado si una funcién es lineal, la razén de cambio constante determina una familia
de funciones. Para identificar una representacion en particular, de esta familia, se debe
disponer de otras relaciones entre las variables, en particular la cantidad asociada a f(x)
cuando x (variable independiente) es igual a cero.

. Af (X .
De esta forma es posible demostrar que % =m con m una constante real, y las relaciones

anteriores, se puede transformar, con las reglas de tratamiento de este registro, a una
forma f(x)= mx + b.

El reconocimiento del concepto de funcién lineal en el registro del lenguaje natural, re-
quiere caracterizar el tipo de enunciado que la representa. Esta no es una tarea sencilla
pero es el primer paso en la construccién del modelo matematico, es decir, en la actividad
de pasar un enunciado a un registro simbdlico analitico.

Esta caracterizacién se puede comenzar a través de subdividir los enunciados en cuatro
grupos generales: dos de ellos frente al hecho que la razén de cambio se exprese o no de
forma explicita en el enunciado y las otras dos, estaran directamente relacionadas con las
anteriores, a partir del caracter continuo o discreto de las magnitudes que intervienen en
la situacién. En cada uno de estos cuatro grupos se pueden establecer subcategorias de
acuerdo a si en las magnitudes continuas interviene o no el tiempo.

Determinar en el enunciado si la razén de cambio es explicita o implicita es importante
puesto que, en ambos casos, si dicha razén de cambio es constante, entonces se puede
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asociar a una funcién lineal. Ahora bien, lo explicito o implicito, de la razén de cambio,
hace referencia a que en el enunciado se exprese de forma directa o por el contrario sea
necesario realizar algunos procesos, céalculos o inferencias para determinarla.

Por otro lado lo continuo y lo discreto en las magnitudes, es importante caracterizarlo,
puesto que desde un punto de vista didactico y cognitivo, cuando se trabaja sdélo bajo
situaciones donde interviene magnitudes discretas, se corre el riesgo de omitir la inter-
pretaciéon de la constante como una razén de cambio y limitarse s6lo a un anéalisis
adimensional, que aunque facilita el tratamiento aritmético de la situacién, oculta su natu-
raleza variacional. Un caso particular de esto, ocurre con la interpretacién de la multipli-
cacion que en la escuela generalmente omite el andlisis dimensional de las magnitudes y
es susceptible de ser interpretada como una suma abreviada.

Magnitudes DISCRETAS |CONTINUAS
Tiempo No Tiempo
Razon de
Cambio
Explicita
Implicita

Las funciones cuadraticas

Las funciones cuadraticas o polinémicas de grado dos, tradicionalmente se han presenta-
do en los textos escolares como aquellas que pueden ser expresadas simbdlicamente en
la forma f(x)=ax? + bx + ¢ con a#0 y se les ha diferenciado de las lineales, porque se
puede encontrar en la expresién simbdlica que la representa, un término cuya potencia
de la variable independiente es uno mas que las lineales, es decir dos. El valor del parametro
a es diferente de cero y la grafica que la representa no es un linea recta sino una curva
llamada parabola.

No obstante lo anterior, esta definicién deja de lado un aspecto muy importante que le da
identidad si se le mira desde una perspectiva variacional. Esto es, desde esta perspectiva
la funcién cuadratica se determina a partir de percibir que la relacién por cociente entre
las diferencias Ay con respecto a Ax, da como resultado una variaciéon lineal y por tanto
aplicando de nuevo la razén de cambio se obtiene una constante. Esto quiere decir que
desde cualquiera de los registros que la representan se requiere determinar que el primer
cociente de diferencias sea lineal y el segundo constante.

En el registro grafico esto se logra ver en el crecimiento o decrecimiento lineal de los

segmentos diferencia en la variable dependiente cuando se determinan diferencias cons-
tantes en la variable independiente. ver la siguiente figura.
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Obsérvese que se han definido diferencias en el eje x iguales a la unidad y por tanto el
cociente entre los respectivos segmentos diferencia al ser ubicados en otro plano van
formando un conjunto de puntos perfectamente alineados. Esto quiere decir, que la fun-
cion original es una la funcién cuadratica o polinomica de grado dos, cuya razon de cam-
bio de primer orden es lineal.

Para demostrar que el registro grafico de una funcién cuadratica es una parabola, se re-
quiere hacer uso de dos principios basicos de la geometria analitica: a) Construir los pun-
tos del plano a partir de un referencial, es decir, reconocer a los puntos del plano como
pares ordenados ubicados a partir de un punto de referencia absoluto y b) operar con
dichos puntos de forma analitica, esto es, operar con los puntos no conocidos como si lo
fueran. Este punto se planteard como ejercicio de exploracion.

En el caso del registro tabular, la identificacién de la funcién como cuadratica se determi-
na a través de la construccién del conjunto de diferencias entre valores consecutivos de la
variable dependiente, cuando se establecen diferencias consecutivas iguales entre los
valores de la variable independiente. Este proceso se vuelve recursivo y si se reconoce
que la segunda diferencia es constante, entonces dichos valores de la tabla se ajustan a
los valores de una funcién cuadratica. Un ejemplo de ello puede verse en la siguiente
tabla

Lo anterior atendiendo las limitaciones y restricciones que dichos registros presentan en
la discusién antes planteada (ver pag.132).

Valores de la variable Valores de la variable Primera Segunda

independiente dependiente diferencia diferencia
0 -12. 7 6
1 -5 13 6
2 8 19 6
3 27 25 6
4 52 31 6
5 83 37 6
6 120 43 6
7 163 49 6
8 212 b5 6
9 267 61 6
10 328 67 6
11 395
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Para el registro simbolico analitico basta reconocer que si la razén de cambio es una fun-

f(x)-f(x) _Af(x)
X, — X AX

cién lineal

=dx+bcondeR A d=0, entonces se tendra que f(x) es una fun-

cién cuadratica o polinomica de grado dos.

SITUACI()N No. 1:

LA CAJA !

MOMENTO 1

Se tiene un trozo de cartén de forma cuadrada de 60 cm de
lado y se desea construir una caja sin tapa recortando cuadra-
dos de igual tamano de sus esquinas y doblando luego hacia
arriba las pestanas que quedan, ver figura.

G0 cms

* A medida que al trozo de cartén se le recorten cuadrados mas grandes, équé crees que
pasa con el perimetro de figura resultante? , (Qué crees que sucede con el perimetro
del cuadrado recortado al trozo de cartén?, {Qué crees que sucede con la longitud R de
la figura? y ¢Qué sucede con el perimetro de la pestaia?.

* Si se quiere recubrir la caja de cartén con papel, icrees que a medida que se recorten
cuadrados mas grandes, necesitas mas papel?, ¢Habra alguna caja para la cual necesi-
te menos papel para recubrirla?, ¢para cual caja necesitas exactamente una cantidad
de papel igual a la mitad del trozo de cartén?.

* Para qué longitud x del cuadrado recortado el volumen de la caja es el méas grande?

Caja rectangular

X | Perimetro | Perimetro | Longitud | Perimetro Area del |Areadela | Volumen

de la figura del de R de la cuadrado figura de la caja
resultante cuadrado pestaila cortado para
recortado recortada construir
la caja
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MOMENTO 2 \

P

Ahora el trozo de cartulina tiene forma de tridngulo equilatero
de lado 60 cm y se desea construir la caja recortando las puntas
a una distancia x cualquiera, perpendicular al lado de la cartuli-
na y doblando luego hacia arriba las pestafnas tal y como mues-
tra la figura. | |

* Responda las mismas preguntas de la situacién anterior para 60 cms
la nueva caja.
Caja triangular
x | Perimetro Perimetro | Longitud | Perimetro Area del |Areadela | Volumen
de la figura del de R de la cuadrado figura de la caja
resultante | cuadrado pestaia cortado para
recortado recortada construir
la caja
MOMENTO 3

A partir de lo observado en los casos anteriores, qué se podria concluir si se quieren
construir cajas de bases pentagonales, hexagonales, etc.

e GESTION DE LA SITUACION 1

Esta situacién proviene de uno de los problemas clasicos de los libros de céalculo, en el
cual se pide hallar una longitud x que permita construir una caja de volumen maximo,
Leithold (1992 p. 295). Para estos textos, es un problema que corresponde al tema de
aplicaciones de la derivada. Sin embargo, en el contexto que aqui se propone pretende
aque el estudiante haga uso de algun registro de representacién, como el tabular o el gra-
fico, para dar respuesta a las preguntas. Es muy importante que se hagan andlisis de
variacién con intenciones de estudiar las condiciones que permiten determinar la correla-
cion entre las cantidades de magnitud en cuestion. Esto es, se pretende incitar al estu-
diante para que explore las posibilidades de construcciéon de un modelo funcional que
correlacione la variacién entre las cantidades de magnitud longitud, area y volumen con
la cantidad de longitud x.
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La aplicacién en el computador que se entrega con la situacion, tiene por objeto ayudar al
estudiante a imaginar el comportamiento del fendmeno, a través de la visualizacién para
comprender el problema y tratar de resolver las preguntas.

Se puede proponer que esta tarea comience a partir de la construccion de una tabla don-
de se registren las medidas de la longitud x y las respectivas medidas de las magnitudes
indicadas en la tabla. Es importante mostrar que en este proceso, el estudiante tiene con-
trol de las medidas de la magnitud x y que las demas dependen de los valores que a ésta
se le asigna. Igualmente es importante hacer notar que aun siendo la magnitud represen-
tada por x continua, esta propuesta obliga a discretizar la magnitud.

Las preguntas del segundo y tercer item se proponen para hacer uso de las exploraciones
y conclusiones obtenidas en el item 1. Esto quiere decir que en un primer momento se
pretende construir el modelo funcional y en un segundo momento se desea hacer uso de
dicho modelo para la toma de decisiones y control de la situacion.

Una pregunta importante que debe comenzar a analizarse y que matematicamente no es
sencilla es: ¢Como construir, a partir de los datos de la tabla, la representacién grafica y

simbdlico-analitica?

+ ESTANDARES RELACIONADOS

Pensamiento Variacional

1-3 Describir cualitativamente situaciones de cambio y variacion utilizando el lenguaje na-
tural, dibujos y gréficas.

4-5 Describir e interpretar variaciones representadas en graficos

Predecir patrones de variacion en una secuencia numeérica, geométrica o grafica.

Analizar y explicar relaciones de dependencia en situaciones econémicas, sociales y de
las ciencias

6-7 Describir y representar situaciones de variacién relacionando diferentes representacio-
nes (diagramas, ex presiones verbales generalizadas y tablas).

Reconocer el conjunto de valores de una variable en situaciones concretas de cambio
(variacioén).

Identificar las caracteristicas de las diversas graficas cartesianas (de puntos, continuas,
formadas por segmentos, etc.) en relacién con la situacidén que representan.

Modelar situaciones de variaciéon con funciones polinémicas

8-9 Interpretar los diferentes significados de la pendiente en situaciones de variacion.

Analizar en representaciones gréaficas cartesianas los comportamientos de cambio de
funciones polinémicas, racionales y exponenciales.

Pensamiento Numérico

1-2 Resolver y formular problemas de proprocionalidad directa (mercancias y sus precios,
nifios y reparto igualitario de golosinas, ampliaciéon de una foto).

4-5 Modelar situaciones de dependencia mediante la proporcionalidad directa e inversa.

Justificar el uso de representaciones y procedimientos en situaciones de proporcionali-

6-7 dad directa e inversa.

8-9 Utilizar numeros reales en sus diferentes representaciones en diversos contextos.
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Conceptos y procedimientos para las situaciones de la 2 a la 8
o

En este aparte se consideran los andlisis y anticipaciones de las siguientes 8 situaciones,
las cuales estan pensadas para construir al concepto de funcién lineal como modelos
matematicos.

La situaciéon 2 presentada en lenguaje natural induce a que el estudiante, mediante el
sistema de representacién tabular, infiera una relacién entre el cambio de las dos magni-
tudes cognitivamente pertinentes y permita construir la relaciéon funcional entre ellas.

En un segundo momento, se propone que la relacién entre las magnitudes sea expresada
mediante otros sistemas de representacién tales como el grafico y el simbdlico. De igual
manera, la situacion exige al estudiante tener cierto control sobre las variables (magnitu-
des), de tal forma, que a través de su andlisis pueda anticipar conclusiones favorables o
desfavorables para los empleados, con bases en las condiciones generales del problema.

Se espera que los estudiantes, una vez llenen la tabla, reconozcan la existencia de la
covariacién entre las magnitudes, aunque es posible que no logren expresar
cuantitativamente dicha relacién, esto a pesar de que detectaran los algoritmos con los
que se hiciera.

La situacién pretende poner en claro la capacidad de los estudiantes para comunicar
conceptos matematicos, lo cual se hace evidente en los diferentes usos del lenguaje y los
diferentes sistemas de representacion.

Inicialmente, los estudiantes podrian entender la razén de cambio constante no como un
cociente de diferencias, sino como el cociente aritmético entre los valores de la tabla. Esto
permitird proponer algunas ideas que les ayuden a identificar esta caracteristica de la
razén de cambio entre las respectivas diferencias y no entre los valores numéricos de las
cantidades de magnitud. Se debe tener en cuenta que las magnitudes presentes en la
situacién son continuas (el tiempo) y discretas. Sin embargo, las que son cognitivamente
pertinentes son de naturaleza discreta y por tanto los andlisis cuantitativos se deben ha-
cer teniendo esto presente.

Con la situacion 3 se pretende reconocer la velocidad constante como razén de cambio
entre dos cantidades de magnitud y usarla para identificar la funcién lineal como un mo-
delo matematico que relaciona la distancia y el tiempo

La situacién presenta la razén de cambio en forma explicita, las magnitudes que intervie-
nen son continuas y una de ellas es el tiempo. Es muy importante anotar que en esta
situacién la razén de cambio es otra magnitud y que aunque se expresa como la relacién
entre dos magnitudes escalares, ella es de naturaleza vectorial.

En un primer momento de la situacién los estudiantes pueden percibir la relacién de cre-

cimiento y decrecimiento en cada una de las magnitudes, sin embargo para garantizar la
comprension de la situacién se hace necesario acompanar los razonamientos de los es-
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tudiantes con preguntas como: {Qué significa velocidad constante?, ¢Cémo observaria el
movimiento del tren una persona que esté ubicada en la estacién Niquia, San Antonio o
Itagii?

En el momento 2 de la situacion se observa que se tienen tres tipos de gréfica, las cuales
corresponden a diferentes relaciones lineales: de valor inicial con pendiente negativa,
proporcionalidad directa y funcién por partes (dos partes, una lineal con pendiente nega-
tiva y la otra con pendiente positiva). Cada una de estas dependiendo del observador que
esta analizando el fenémeno.

Al presentarse los tres casos en forma sincrénica y en el mismo plano, es posible que la
situacién se interprete como si se tratara de fendmenos diferentes y no del mismo analiza-
do por distintos observadores. Esto quiere decir, que muy posiblemente el estudiante
interpretara la grafica como de tres trenes moviéndose de forma simultanea, y no el movi-
miento de un tren, analizado al mismo tiempo por tres observadores, cada uno ubicado en
una estacion diferente.

Para responder el item 2 del momento 2, se deben tener en cuenta los conceptos de cero
absoluto, cero relativo y el de unidad de medida, puesto que, por un lado, en este caso el
momento de inicio de la observacién del fendmeno no implica necesariamente ausencia
de la cantidad de magnitud (longitud y/o tiempo) y por otro lado, dependiendo de la uni-
dad de tiempo y de longitud que se tome se tendra una determinada respuesta, esto quie-
re decir que se pueden tener respuesta divergentes.

Con la situacién 4 se busca que el estudiante reconozca la razén de cambio constante y la
use para determinar el crecimiento de una cantidad de magnitud que depende de otra
para tomar las decisiones convenientes a partir del modelo que se construye con base en
dicha razoén.

Esta situacién relaciona dos cantidades de magnitud bajo tres maneras diferentes de va-
riaciéon. Las cantidades de magnitud minutos consumidos y costo total del consumo, estan
determinadas por el plan que las relaciona (bajo, medio, alto). Esto significa que para
construir el modelo matematico de la situacién, es necesario reconocer simultaneamente
estas tres maneras de variacién de las dos cantidades de magnitud. Es muy importante
resaltar, que incluso cada manera de variacién (cada plan) esta a su vez dividido en dos
formas de variaciéon, ambas variaciones constantes; una determinada por el cargo fijo para
una cantidad especifica de minutos incluidos (65, 150, 300 segun el plan), de variacién
constante igual a cero, y la otra determinada por el valor del minuto adicional ($800, $700,
$600 segun el plan).

Esto obliga a que se reflexione en dos elementos conceptuales: por un lado, que las fun-
ciones que agqui aparecen son funciones por tramos, una parte constante y la otra lineal; y
por otro lado, la situacién contiene un enunciado que se ubica en la tipologia cuya razén
de cambio es explicita; ademas, es una situacién donde interviene la magnitud continua
tiempo. Sin embargo, en el primer momento de la situacién la continuidad del tiempo no
implica ningun problema, pero en el se segundo momento este tiempo aunque sigue
siendo continuo, la situacién obliga a discretizarlo.
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La pregunta que se hace es abierta en el sentido que no es de respuesta Unica, esto es, la
decisiéon se puede tomar convenientemente, pero deben presentarse argumentos apoya-
dos en la identificacién de variables y las relaciones de dependencia entre las mismas.

Un elemento adicional que tiene la situacién, es el reconocimiento de que cada gasto
implica el pago del impuesto al valor agregado (IVA), que aunque no cambia en nada la
situacién desde el punto de vista matematico, si la contextualiza un poco y le imprime un
grado mayor de dificultad.

Con el animo de ofrecerles a los estudiantes herramientas que les permitieran validar sus
conjeturas, se crea el momento 2, con el que se pretende ayudar a la respuesta de la
pregunta, basado en la lectura e interpretaciéon del registro grafico que la representa. De
esta manera, igualmente se intenta evaluar la visién que se tiene con respecto al registro
grafico, bajo la hipdtesis que este registro es un poco mas familiar en cuanto al reconoci-
miento de la razén de cambio como la pendiente de la recta.

Para la situacion b se debe tener en cuenta:

En el enunciado de esta situaciéon se pueden percibir dos momentos, una en donde la
razén de cambio no es explicita, y se debe calcular siguiendo las orientaciones del enun-
ciado y/o los datos de la tabla. Y un segundo momento donde la razén es explicita. Se debe
tener en cuenta que en ambos momentos las magnitudes que intervienen en esta situa-
cién son discretas.

Tener cuidado cuando intenten construir un grafico cartesiano de la situacién, pues en la
mayoria de los casos trascriben punto a punto las parejas de la tabla construida, sin tener
en cuenta la seleccién de escalas apropiadas para que dicha representacion muestre algo
coherente con la situacién y permita andlisis con sentido. Adicionalmente se debe estar
pendiente al sentido que para los estudiantes puede tener la accién de unir los puntos que
ubican en el plano.

Por otro lado se debe estar alerta con los andlisis de variacién cuya correlacién general-
mente la piensan como si fueran cantidades relacionadas bajo proporcionalidad simple
directa y por tanto la forma de construir la tabla es a través de regla de tres simple, es
decir a través de relaciones multiplicativas.

La situacion 6 esta disefiada para que los estudiantes, a través del cambio de los parametros
costo de la tarjeta, valor del minuto e intervalo de tiempo (incremento en t), movilicen
saberes matematicos como:

* Interpretacion de los registros tabular y grafico de un enunciado verbal.

* El reconocimiento de los valores B y V como parametros que caracterizan la funcién
C(t)=Vt para la funcién costo de la llamada y R(t)=B-Vt par la funcién dinero restante
en la tarjeta.

* La identificaciéon del parametro "intervalo de tiempo", como un incremento "h" constan-
te en t (tiempo de la llamada), que produce incrementos constantes AC y AR en C (fun-
cién costo) y en R (funcién resto) respectivamente pero diferentes de "h".
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A

.. C . Lo .
¢ El reconocimiento de Y como una nueva constante que identifica las funciones

Costo de la llamada y Dinero restante como lineales. En el caso particular es muy im-
portante reconocer a esta constante como y , es decir descubrir que

dicha constante es el parametro V (valor del minuto) o el opuesto de V respectivamente.
* La determinaciéon de t, C y R como variables y su relacién funcional lineal.

* La identificacién de y con la pendiente de las rectas dadas en la grafica.

Dificultades previstas:

* FEl conocimiento del Software y sus caracteristicas.

* En general, a los estudiantes ya se les ha ensefnado los elementos que componen la
funcioén lineal, esto quiere decir que han escuchado hablar de lo que es una funcién
lineal, algun significado de la pendiente de la recta y el intercepto con el eje y. Pero todo
lo anterior se ha hecho desde el punto de vista estatico, donde este tipo de problemas
se ven como aplicaciéon de los conocimientos adquiridos. Se considera que en este pun-
to se encuentra el primer obstaculo, pues los estudiantes no estan acostumbrados a
enfrentarse con el proceso de modelacién desde el punto de vista didactico, en particu-
lar con la primera y segunda fase de dicho proceso.

* La discriminacién de las unidades significantes cognitivamente pertinentes para la
conversion entre los registros de representacién de la funcién lineal modelo matemati-
co de la situacién.

* A los estudiantes se les ha mostrado la pendiente de una recta como una propiedad de
la gréafica, como el grado de inclinacién que tiene con respecto al eje x y/o en otras
ocasiones se les ha hablado que este grado de inclinacién se representa por la medida
de un angulo. Esta visiéon oculta completamente toda perspectiva variacional y por
tanto dicha pendiente no es mas que un numero, estatico y sin significado variacional
para el contexto de la situacién. En este sentido se prevee que sera de mucha dificul-
tad, entender el papel fundamental que juega el incremento del tiempo, las diferencias
sucesivas de las cantidades de magnitud (costo total de la llamada y resto) y el cociente
entre los anteriores, para construir el modelo funcional de la situacién.

Con las situacion 7 se pretende construir la funcién lineal como el modelo mateméatico de
un fendmeno, a través de la identificacién de la razén de cambio constante.

En esta situacion se pretende movilizar saberes matematicos como:

* Asocia la razén de cambio instantanea de las magnitudes de la funcién lineal.
* Identificar las funciones h(V)=k-V y h(V)=kV+h 6 como funciones variacionalmente
equivalentes.

Situacién 8. Esta situacion tiene una particular importancia, en la medida que implica

plantear supuestos para simplificar el problema. El docente puede complejizar o simplifi-
car el fendmeno tanto como considere pertinente.
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Al no estar explicita la forma y el momento en que debe usar algun registro de represen-
tacién, se espera que el estudiante los utilice como herramientas que le permiten enten-
der y solucionar la situacién. Por esta razén se sugiere dar un poco de libertad pero sin
dejar que se desmotiven. Se recomienda sistematizar los resultados que los estudiantes
obtienen en el proceso. Sera de mucha ayuda para andlisis cognitivos posteriores. Tener
en cuenta que es una situacién abierta y por tanto se presta para discusiones en términos
de la validacién y el ajuste del modelo matematico obtenido. El profesor debe estar atento
a las posibles respuestas de los alumnos para dirigir en buenos términos la discusién.

En el siguiente cuadro se muestran los estandares relacionados con las situaciones pro-
puestas a continuacién.

+ ESTANDARES RELACIONADOS

Pensamiento Variacional

1-3 Describir cualitativamente situaciones de cambio y variacién utilizando el lenguaje na-
tural, dibujos y graficas.

4-5 Describir e interpretar variaciones representadas en graficos

Predecir patrones de variacién en una secuencia numérica, geométrica o grafica.

Analizar y explicar relaciones de dependencia en situaciones econdémicas, sociales y de
las ciencias.

6-7 Identificar las caracteristicas de las diversas graficas cartesianas (de puntos, continuas,
formadas por segmentos, etc.) en relaciéon con la situacién que representan.

8-9 Modelar situaciones de variaciéon con funciones polinémicas

Identificar diferentes métodos para solucionar sistemas de ecuaciones lineales.

Analizar en representaciones graficas cartesianas los comportamientos de cambio de
funciones polinémicas, racionales y exponenciales.

Interpretar los diferentes significados de la pendiente en situaciones de variacién.

Pensamiento Numérico

1-2 Resolver y formular problemas de proprocionalidad directa (mercancias y sus precios,
niflos y reparto igualitario de golosinas, ampliacién de una foto).

4-5 Modelar situaciones de dependencia mediante la proporcionalidad directa e inversa.

Justificar el uso de representaciones y procedimientos en situaciones de proporcionali-

6-7 dad directa e inversa.

SITUACI()N No. 2:
Nombre: EL SALARIO DE ANA

Ana trabaja como vendedora del periédico "El Colombiano", sus ingresos dependen de un

salario béasico de $5.000 diarios, y se incrementa con base en las ventas que realice de este
periédico.
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a) Si por cada periédico vendido obtiene una comisién de $700. Responda:
i. ¢Cuanto dinero devengaria en un dia si Ana realizara, 5, 10 6 16 ventas?
ii. Con los datos anteriores llene la siguiente tabla.

Nro. de suscripciones Salario total devengado a diario
5
7
$11300
15
$19000
25
$33700
253

iii. Exprese la relaciéon que existe entre el salario total devengado a diario y el numero
de suscripciones vendidas utilizando palabras, simbolos y graficos cartesianos.

b) Con el cambio de administraciéon de la empresa, se propone una nueva forma de pago.
El salario béasico diario seria disminuido en $2000, por el contrario la comisién por cada
venta seria aumentada a $900. Analice las dos alternativas salariales y exprese cual de
las dos alternativas le traen mejores beneficios a Ana.

SITUACI()N No. 3:
Nombre: DE NIQUfA A ITAGUI, PASANDO POR SAN ANTONIO.

Enunciado:

Supongamos que el metro de Medellin sale a las 5:00 a.m. de Niquia con destino a Itagii,
y que durante su recorrido mantiene su velocidad constante. Queremos estudiar los tres
siguientes casos:

Caso 1: Distancia a la que se encuentra el tren de Niquia en todo momento.
Caso 2: Distancia a la que se encuentra el tren de Itagli en todo momento.
Caso 3: Distancia a la que se encuentra el tren de San Antonio en todo momento.

MOMENTO 1

Describa una estrategia para calcular las distancias del tren a cada una de las estaciones
anteriormente mencionadas.

MOMENTO 2

Si la gréafica que aparece a continuacién representa la situacién anterior:

1. Elabora un argumento que permita identificar una gréafica con cada caso.
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2. A partir de la gréfica, a qué distancia de cada una de las tres estaciones, estara aproxi-
madamente el tren cuando sean las 6:05 a.m. Estime ademads, la hora a la que llega a
San Antonio, y la hora a la que llega a Itagui.

3. ¢Qué puede significar los puntos de corte entre graficas?

De Niquia a Itagui
c 100 ]
e
S g0 |- P
8 60— % - - - Seriel
= 404 *-Lf_, - Serie2
g 20 - | Serie3
g o e R
(2]
a oo 1 2 3 4

Tiempo

SITUACIC’)N No. 4:
Nombre: CELULARES

Enunciado:
Una prestigiosa compaiia de telefonia moévil tiene entre sus planes los siguientes:

PLAN BAJO.
Cargo Bésico: $35.000 + IVA
Minutos incluidos: 65

Minuto adicional: $3800 + IVA

PLAN MEDIO
Cargo Bésico: $70.000 + IVA
Minutos incluidos: 150

Minuto adicional: $700 + IVA

PLAN ALTO
Cargo Bésico: $120.000 + IVA
Minutos incluidos: 300

Minuto adicional: $600 + IVA

MOMENTO 1

Suponga que usted puede pagar cualquiera de los tres planes, pero quiere escoger el que,
de acuerdo a su consumo mensual, le salga mas favorable, (¢Cual escogeria? Suponga una
tasa del 16% para el IVA.
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MOMENTO 2

La siguiente grafica representa la misma situacién expuesta en el momento 1. Responda
las mismas preguntas apoyado en lo que observa en dicha grafica.

costo del
consumo

400

2Zav

NN
\

A
200
,//./ yd
ayd
A/
o0 ,/
yd

minutos
consbmidos

100 200 300 400 a00

SITUACI(’)N No. 5:
Nombre: LA EMPRESA JAVO

Propdsito:

Mediante esta situacion se pretende movilizar elementos basicos de relaciones funciona-
les entre magnitudes discretas, identificacién del modelo funcional, su representacién en
tablas y los demads sistemas de representacién, la identificacién de la razén de cambio, y el
control de variables en una situacién problema.

Enunciado:

En la empresa de confecciones JAVO. Ltda. se tienen dos clases de empleados: unos para
las méaquinas planas y fileteadoras, y otros de pulidores; a estos ultimos se les paga sus
servicios con un salario base de $10.000 a la semana, més una comisién de $ 70 por cada
prenda pulida. A los empleados de las maquinas planas y fileteadoras se les paga el dia
segun un salario minimo establecido por la empresa, méas una comisién por cada prenda
extra elaborada.

a) Sabiendo que la produccién minima exigida por la empresa para los empleados de las
maquinas es de 200 prendas diarias. Llene los espacios en blanco de la siguiente tabla:
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Numero de prendas elaboradas a diario Salario total devengado (diario)
200 $12000
210 $12500
215
$13250
251
$16000
271
$23650

* (Cudles cantidades permanecen fijas y cuales varian en las condiciones planteadas
para estos empleados?

* Exprese la relacién existente entre el numero de prendas elaboradas a diario y el
salario total devengado por un empleado, utilizando cada uno de los siguiente regis-
tros: palabras, graficos cartesianos y simbolos.

* (Cudl puede ser una expresién que permita calcular el salario de cualquier emplea-
do de maquinas teniendo en cuenta el valor de las comisiones?

b) Con respecto a los pulidores responda:
¢ (Cuéanto ganaria un pulidor a la semana si lograra pulir: 20 prendas, 50 prendas, 200
prendas, 750 prendas.
* Exprese la relacion existente entre el salario semanal y el total de prendas pulidas
por estos empleados utilizando los mismos parametros del inciso anterior.
* Si un empleado ganara a la semana $38000, $24000 ¢qué se puede decir del total de
prendas pulidas por éste?

c) La empresa desea suprimir el salario base para los pulidores y en cambio piensa au-
mentar el valor de la comisién en $25 por prenda.

Analice esta nueva propuesta y diga si es conveniente para los empleados justificando el
por qué de eleccion. Grafique esta situacion en el plano cartesiano.

SITUACI()N No. 6:
Nombre: LA TARJETA DE TELEFONO

Propésito:

Determinar el papel que juega la relacion por cociente entre las diferencias de dos canti-
dades de magnitud, en la dependencia entre ellas (costo de la llamada y resto de dinero
en la tarjeta con respecto al tiempo de la llamada) y €l que juega en el cambio de registro
del lenguaje natural al simbdlico.

Enunciado:

En el archivo "tarjeta de teléfono.xls" del software EXCEL, analice la situacién que se pre-
senta a continuacion:
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Una persona compra una tarjeta de teléfono celular prepago por un valor de B pesos.
Cada minuto de llamada cuesta un valor V pesos.

Escriba los valores de By V que desee y a partir de lo observado en la grafica y en la tabla,
responda:

* (En qué momento se ha consumido la mitad del valor de la tarjeta?

¢ (Coémo saber que ya se consumidé toda la tarjeta?

¢ (Qué expresion simbdlica describe la relacién entre el tiempo de llamada y el costo
de la misma?

* (Qué expresion simbodlica describe la relacion entre el tiempo de llamada y la canti-
dad de dinero restante de la misma?

[

D

E | F | G | H | 1

Valor tarjeta B

Valor minuto V

Intervalo tiempo

Valor inicial

SIEE S

— Digite aqui el costo de la tarjeta
— Digite aqui el valor del minuto
— Cada cuanto tiempo quiere que se calcule el consumo y el dinero restante en la tarjeta

Tiempo

Costo

Resto

tarjeta prepage

80000

2GR = = m =

30000

—— COSTO
e Ri= )]

70000

-120000

tiempo
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SITUACI()N No. 7:

EL TANQUE CILINDRICO

Enunciado:

Se cuenta con un tanque cilindrico de 100 litros de capacidad y altura 2
metros (fig. 1) el cual se dispone para llenarlo de agua. En esta experien-
cia se puede escoger la unidad que se desee.

Figura 1

MOMENTO 1

En la experiencia ¢(Cuales cantidades permanecen constantes y cuales varian?

* Realiza un grafico que permita describir la relacién existente entre el volumen y el nivel
de agua por cada unidad echada. Describa dicha relacién en palabras y en simbolos.

* Si se cambia la unidad de volumen para el llenado, qué cambios se generaria en el nivel
de agua, el volumen y en la relaciéon existente entre el nivel de agua y el volumen.
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MOMENTO 2

¢En qué cambian las respuestas de las preguntas anteriores (Momento 1), si inicialmente
el tanque tiene una cantidad determinada de agua a un nivel de 50 cms?

SITUACI()N No. 8:
LA CACERIA

Un buen caballo puede alcanzar una velocidad de 60 kildmetros por hora y sostenerla
durante 6 kildbmetros aproximadamente. El leopardo, uno de los animales mas rapidos que
se conocen en el mundo, pude alcanzar velocidades de un poco mas de 110 kilobmetros por
hora y mantenerla por aproximadamente un kilémetro.

Piensa en la siguiente situacion:

Un leopardo es alertado por el sonido de los cascos de un caballo, éste al verlo se dispone
a cazarlo. En el momento que el leopardo decide perseguirlo, el caballo se encuentra a
unos 200 metros de distancia. El caballo logra alcanzar su velocidad méaxima y aun tiene
suficiente energia para sostenerse en esta. Considerando los datos del texto anterior so-
bre la capacidad del leopardo y el caballo para correr a altas velocidades.

¢Podra el leopardo atrapar al caballo?, utiliza graficos, tablas y/o registros simbdlicos que
permitan argumentar la respuesta.

SITUACIC')N No. 9:
LA CUENTA DE TELEFONOS

1. Hasta diciembre del ano 2005 las empresas telefénicas cobraban el servicio de llama-
das a través de un cargo fijo, dependiendo del estrato socioeconémico y un cobro por
impulso hablado. La nueva forma de cobro de llamadas es por plan, en donde se paga
el costo del plan y el minuto consumido una vez se gasten los minutos ofrecidos en el
plan. En la siguiente tabla aparecen los planes ofrecidos por una de las empresas co-
lombianas prestadora del servicio de telefonia, con sus respectivas caracteristicas.

a) Construya una funcién que permita modelar el costo de cada uno de los planes ofre-
cidos por estrato socioecondémico. Tenga en cuenta todas las condiciones presenta-
das en al tabla

b) A partir de los modelos funcionales construidos en el item a) determine las condicio-
nes de conveniencia para la eleccién de algtn plan.

c) Consulte cuales eran los cargos fijos y el costo del impulso en la forma de cobro
anterior, determine la funcién que modela esta forma de cobro y haga una compara-
cién con los modelos anteriores e indique en que condiciones era mejor la forma de
pago anterior comparada con la actual.
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ESTRATO NOMBRE MINUTOS VALOR VALOR MINUTO |VALOR MINUTO
DEL PLAN INCLUIDOS MENSUAL NETO| INCLUIDO EN ADICIONAL
A PAGAR EL PLAN CON
SUBSIDIO
PLAN ILIMITADO ILIMITADO $ 20.350 N/A N/A
ESTRATO 1 (*2) PLAN 220 220 $10.200 $ 46,36 $ 60,00
PLAN 110 (*1) 110 $6.200 $ 56,36 $ 60,00
(*1) Tarifa subsidiada para el estrato 1 a partir del minuto 111 hasta el minuto 200 es de $26,75
(*2) Los primeros 325 minutos estaran exentos de IVA
PLAN ILIMITADO ILIMITADO $ 22.100 N/A N/A
ESTRATO 2 (*2) PLAN 220 220 $11.950 $54,32 $ 60,00
PLAN 110 (*3) 110 $7.400 $67,27 $60,00
(*2) Los primeros 325 minutos estaran exentos de IVA
(*3) Tarifa subsidiada para el estrato 2 a partir del minuto 111 hasta el minuto 200 es de $32,10
PLAN ILIMITADO ILIMITADO $ 39.000 N/A N/A
PLAN 550 550 $ 35.000 $63,64 $63,64
ESTRATO 3 PLAN 370 370 $ 25.500 $ 68,92 $ 68,92
PLAN 220 220 $17.000 $77,27 $77,27
PLAN 110 110 $10.000 $90,91 $90,91
PLAN ILIMITADO ILIMITADO $ 41.500 N/A N/A
PLAN 550 550 $ 35.000 $63,64 $63,64
ESTRATO 4 PLAN 370 370 $25.500 $68,92 $68,92
PLAN 220 220 $17.000 $77,27 $77,27
PLAN 110 110 $10.000 $90,91 $90,91
PLAN ILIMITADO ILIMITADO $ 49.800 N/A N/A
PLAN 550 550 $42.000 $ 76,36 $ 76,36
ESTRATO 5 PLAN 370 370 $ 30.600 $82,70 $82,70
PLAN 220 220 $20.400 $92,73 $92,73
PLAN 110 110 $12.000 $109,09 $109,09
Los precios no incluyen IVA
PLANES BASICOS LINEA TELEFONICA ESTRATO 1Y 2:
NOMBRE ESTRATO CARGO FIJO | VALOR MINUTO VALOR MINUTO ADICIONAL
DEL PLAN MENSUAL HASTA MINUTO A PARTIR DEL MINUTO 201
(Sin IVA 200 (Sin IVA)
PLAN BASICO ESTRATO 1 $3.255 $26,75 $ 60,00
ESTRATO 2 $3.906 $32,10 $ 60,00
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PLANES PREPAGO LINEA TELEFONICA ESTRATO 1Y 2:

NOMBRE DENOMINACIONES TARJETAS | VALOR MINUTO
DEL PLAN PREPAGO ETB LOCAL
$2.000
PLANES $3.000 $86
PREPAGO $5.000
$10.000
$20.000

Situaciones para la funcion cuadratica .

e ANALISIS DE LA SITUACION:

La situacién tiene como propdsito identificar las caracteristicas mas importantes de la
funcién cuadratica, a saber: su crecimiento, decrecimiento, punto de maxima/minimo,
rapidez del cambio (concavidad), entre otros. Esta diseflada para orientar a los estudian-
tes en dos momentos.

MOMENTO 1

En esta parte, la situacion es presentada en lenguaje natural, de tal manera que permita
inducir a los estudiantes a que mediante el sistema de representaciéon tabular, identifique
las relaciones funcionales entre las diferentes magnitudes que intervienen en la situacién.
Para promover este reconocimiento se formulan preguntas que sugieren a los estudiantes
la realizacién de calculos de los valores de una magnitud en relacién con las otras. Ade-
mas se requiere que el estudiante se aproxime a describir esta relacién funcional hacien-
do uso del lenguaje natural.

Una vez llenen la tabla, se espera que reconozcan la existencia de la covariacién entre las
magnitudes, aunque es posible que no logren expresarla cuantitativamente. Esto a pesar
de que detectaran los algoritmos con los que se hiciera su registro tabular.

Adicionalmente con este momento se pretende poner en claro la capacidad de los estu-
diantes para comunicar conceptos matematicos, lo cual se hace evidente cuando los
expresan retdrica o graficamente.

MOMENTO 2

En un segundo momento, se propone que la relacién entre las magnitudes sea expresada
mediante otros sistemas de representacion tales como: el grafico y el simbélico usando
una hoja de céalculo en Excel. En esta parte de la situacién se pretende que los estudiantes
identifiquen algunas caracteristicas de la forma como cambian las variables, dado que la
situaciéon exige al estudiante tener cierto control sobre el cambio que se surge en cada
una de las variables (magnitudes), a medida que crece o decrece el niimero de viajeros.
De esta forma, a través de su andlisis se podra anticipar conclusiones favorables o desfa-
vorables para los viajeros y para la empresa de viajes, con base en las condiciones genera-
les del problema.
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De igual manera, la situacién permite que el estudiante identifique algunas propiedades
de la funcién en cuanto a su variaciéon y a la variacién de la variacion. Adicionalmente le
permite asociaciones entre los sistemas de representacion verbal grafico y tabular. El do-
cente debe estar atento a las posibles respuestas de los estudiantes y promover la identi-
ficacion de estas caracteristicas por ejemplo, las preguntas ¢, d y e del segundo momento
pretender orientar el trabajo del docente, hacia el descubrimiento de la forma cémo "cam-
bia el cambio" de la funcién, y su respectiva identificacion de este rasgo en el registro de
representacién grafico. En este sentido el docente puede apoyar el trabajo con un razona-
miento grafico como el siguiente:

&y

AY

T |

A

AY

Ay

Grafico 1. Tramo de la parabola de la relaciéon funcional de la situacién

N° 1 se muestra un tramo de la relacién que existe entre el nimero de viaje-

total del viaje para el grupo. Con la construccién de este grafico se pretende
4% a medida que el nimero de viajeros aumenta en una unidad, el costo total
a el grupo también aumenta. Sin embargo, se puede observar que cada vez
menor valor.

N° 2 se muestra un tramo de la relacién que existe entre dos variables dife-
a construccion de este grafico se pretende observar que a medida que una de
aumenta en una unidad la otra variable aumenta, pero en este caso se puede
» cada vez aumenta en un mayor valor.

Grafico 2.
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Por medio de actividades de este tipo es posible, mediante el proceso de generalizacion,
llegar a la conclusién que las graficas concavas hacia arriba representan un cambio posi-
tivo o de aumento en la variaciéon de la funcién y que una grafica céncava hacia abajo
representa un cambio negativo o disminucién de la variacién de la funcién.

Componentes de Ia situacidon

* Elementos procedimentales y conceptuales Matematicos:
m Discriminacién de magnitudes variables y constantes.
m Identificacién de las magnitudes dependientes e independientes en una relacién
funcional.
m La organizacién de la informacién en tablas que permitan reconocer y cuantificar el
cambio.
m La representacién simbdlica y cartesiana de las relaciones funcionales.

* Elementos Didacticos:
* Criterios de analisis en la Modelacion.

m La identificacién y seleccién de las magnitudes variables y constantes.

m La formulaciéon de hipétesis de trabajo

m Construcciéon de ecuaciones y herramientas simbodlicas y graficas para realizar
procedimientos.
El establecimiento de argumentos que permitan validar la obtencién del modelo.
La utilizaciéon del modelo para elaborar y probar conjeturas de la situaciéon problema.

* Criterios de analisis en el reconocimiento de la variacion

m La determinacion de las cantidades variables.

m La identificacién de las invariantes del problema

m El reconocimiento de las relaciones multiplicativas entre las magnitudes que in-
terviene en la situacion.

m La descripcién y coordinacién del cambio de una cantidad de magnitud con los
cambios en otra.

m Identificacién de la concavidad de la funcién como la herramienta para determi-
nar la variacion del cambio de la funcién (variacién de la variacion)

e Criterios de analisis en la manipulacion de los sistemas de representacion.
m El uso de herramientas como la interpolacién y extrapolaciéon para determinar
parejas de valores en una tabla.
m El reconocimiento de los elementos de cada sistema semiodtico de representacion
en relacién con el concepto de funcion
m La identificacién de caracteristicas de la funcién en un sistema de representacion
y sus correspondientes en otro sistema de representacién.

SITUACIC’)N No. 1:

En la empresa de viajes JAVO.Ltda se tiene que el valor de un paquete turistico a cual-
quier destino nacional por persona es de $350,000. Sin embargo para cualquier grupo se
hace un descuento de $2,000 por cada persona, valido para cada uno de los miembros del
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grupo. Es decir si viaja una pareja se hace un descuento de $4,000 a cada uno de ellos. De
igual manera si es un grupo de 5 personas se hace un descuento de $10,000 (5 veces
$2,000) a cada uno de los viajeros.

MOMENTO 1

Reconocimiento y representacién de las relaciones funcionales.

Con base en la informacién anterior responda:

a.

¢Cudl seria el costo del viaje para un grupo de 10 personas? ¢y para un grupo de 23
personas?

b. Si el costo para un grupo es de $9'800,000. écudntas personas hacen parte del grupo?

c. Con base en esta informacién llene la siguiente tabla:
Numero de Valor del descuento| Valor tiquete por | Valor total del viaje
miembros del grupo por persona persona para el grupo
2
5
14.000
310.000
50
62
d. Segun las condiciones de la situacién cuales cantidades permanecen constantes y cua-
les varian?
e. Exprese con palabras la relacién que existen entre cada una de las siguientes cantida-
des:
a. Numero de miembros del grupo y valor del descuento por persona.
b. Niimero de miembros del grupo y valor del tique por persona.
c. Numero de miembros del grupo y valor total del viaje para el grupo.
f. Represente mediante simbolos cada una de las anteriores relaciones.
MOMENTO 2
Al B [ € ] i] [ E I F [ @
J& L] . 7 2
Andlisis de algunas propiedades a través de 3|  AGENCIA DE viAJES: AV o LTDA.
- 7 . 4
sus representaciones grafica y tabular ==
7| [eame T o
2
En el archivo empresa de viajes JAVO.Ltda.xls | [imero ad] vator ger | omie 4o [ oo ot
: L £ viajeros ecuento tiquete por para ¢
se muestra una tabla y su respectivo grafico, KN ! decuento | persona arpo |
. , [ 12 | 3 E000 344000
(ver gréafico N° 3) que elaboré la empresa para ] & 45000 304000
i K | 14| 2 52000 233000 7748000
- 15 29 BR000 232000 2468000
lle.va.r el registro dg sus posibles ofertas y res aa 2 2000 00 e
tricciones a los clientes. - = foaa0 Zannn a0
R 4 2000 000 nagEIn
| 20 | 44 aa000 282000 1528000
21 47 34000 2BE000 12032000
22| 50 100000 250000 12500000 |
[23 | 53 106000 244000
24 6E 112000 238000
25 5 115000 232000
26 B2 124000 226000
[ 27 | [ 130000 220000
=2 [ TEN00 4000
o ) | 29 | 7 142000 202000
Grafico 3. Imagen del archivo <O whHojal fHop2 fHoes £

o
&
o

empresa de viajes javo.ltda
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1. Asigne diferentes valores a la casilla salto y valor inicial, observe y describa los cam-
bios que genera en la tabla.

2. Observe la tabla y con base en ella responda:

a. A medida que aumenta el numero de viajeros, qué sucede con cada una de las si-

guientes cantidades:
El descuento por persona,
El valor del tiquete por persona,

El costo total del viaje al grupo.

. Si se duplicara el numero de viajeros qué efectos tendria esto sobre cada una de las

otras cantidades de la tabla?

. En qué valor se incrementa el costo del viaje para el grupo cuando el nimero de

viajeros aumenta de 12 a 15, de 15 a 18, de 18 a 21, de 42 a 45, 83 a 86, de 86 a 89 y de
89 a 91. Describe con tus palabras las regularidades que puedes observar.

. A medida que el niimero personas aumenta de 0 a 87 cémo es el crecimiento en el

valor del viaje para el grupo. {Cémo se puede observar esta forma de crecimiento en
la gréafica de la funcién?

. A medida que el nimero personas aumenta de 88 en adelante cémo es el decreci-

miento en el valor del viaje para el grupo. ¢éCémo se puede observar esta forma de
decrecimiento en la grafica de la funcién?

¢Para qué numero viajeros la empresa obtendria su maximo ingreso? {¢Cémo se pue-
de observar este valor en la gréafica de la funcién?

. Suponga que se tiene un grupo de 50 personas y otro de 125 personas. {(Cuanto

dinero recibiria la empresa por cada uno de estos grupos? ¢Cudl de los dos grupos es
mas conveniente que la empresa tome para su viaje? Argumenta tu respuesta.

. ¢Qué relacién existe entre las cantidades Niumero de viajeros y costo del tiquete

por persona con la cantidad del costo total para el grupo?
¢Cuadl es la grafica que corresponde a cada una de las columnas de la tabla?

¢Qué relacion se puede observar entre la grafica del costo del tiquete por persona,
el eje x y la grafica del valor total del grupo.

3. Si usted fuera gerente o asesor de la empresa, qué cambios sugeriria a este plan de tal
manera que represente mejores utilidades a la empresa.

SITUACIC')N No. 2:

Se tiene una cuerda de longitud K metros. Con una parte x de ella se requiere encerrar
una superficie circular y con la otra parte una superficie cuadrada, ver figura 2.
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K mits

Figura 2

Actividad 1

Verifique que el area total A encerrada por la cuerda como funcién de la longitud x, es
una funcién cuadratica.

. Si la funcién A(x) es cuadratica entonces es una parabola, {Qué informacién ofrece a la

situacion el vértice de la misma?

Actividad 2

Si

. ¢Que trayectoria sigue el vértice de la parabola cuando k toma valores reales positivos?

¢Qué dice esta trayectoria de la situacién?

. Determine un valor exacto o aproximado de la longitud x para el cual el area total ence-

rrada es minima.

. ¢Cudl es dicho valor minimo para el area total encerrada?

SITUACI()N No. 3:

el lado de un campo rectangular va a tener como limite el muro de una casa, halle las

dimensiones del terreno rectangular mas grande que puede cercarse usando 240 m de
valla para los otros tres lados.
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