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Resumen

En el marco de un proyecto de investigacion sobre evaluacion y desarrollo de compe-
tencias matematicas y didacticas de futuros profesores de educacion primaria presentamos
resultados parciales sobre dichas competencias referidas a la justificacion de una proposi-
cion y a la identificacion de conocimientos puestos en juego en dicha actividad. Presenta-
mos también una herramienta tedrica, cuya apropiacion por los futuros profesores estamos
experimentando, que facilita la realizacion del andlisis de los conocimientos puestos en
juego en la actividad matematica.

Abstract

Within the framework of a research project on the evaluation and development of
mathematic and didactic competencies of future primary school teachers we present partial
results on these competencies relating to the justification of a proposition and the identifi-
cation of knowledge put into effect in such activity. We also present a theoretical tool,
whose appropriation by future teachers we are experimenting, which facilitate the analysis
of knowledge involved in mathematical activity.
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Introduccién

Uno de los componentes del conocimiento matematico para la ensefianza es el
relativo al conocimiento especializado del contenido (Hill, Ball y Schilling, 2008;
Godino, 2009). Parece necesario que el profesor tenga conocimientos, no solo para
resolver las tareas que propone a sus alumnos, sino ademas para identificar los
conocimientos matematicos que se ponen en juego en la realizacion de las mismas.
Estos conocimientos permitiran al profesor tener criterios para seleccionar las ta-
reas, elaborar otras relacionadas, prever conflictos potenciales y planificar con
sentido sus intervenciones en el aula.

Sin embargo, la nocién de conocimiento no deja de ser conflictiva, como lo po-
ne de manifiesto E. Morin, “La nocion de conocimiento nos parece unay evidente.
Pero, en el momento en que se le interroga, estalla, se diversifica, se multiplica en
nociones innumerables, planteando cada una de ellas una nueva interrogante” (Mo-
rin, 1977, p. 18). Parece necesario adoptar modelos explicitos sobre la naturaleza
del conocimiento, sus diferentes componentes y variedades si nuestro objetivo se
centra en el desarrollo de tales conocimientos.

Los autores que han introducido en las investigaciones sobre formacién de pro-
fesores la nocion de “conocimiento matematico para la ensefianza” (MKT) (Ball,
Lubienski y Mewborn, 2001), usan el término “conocimiento” para referir al cons-
tructo cognitivo general que incluye comprension, competencia y disposicion para
la accion. Otros autores, particularmente en el marco del disefio curricular, suelen
usar el término “competencia” para referir a dicho constructo cognitivo general.

En este trabajo abordamos dos objetivos relacionados: 1) describir una expe-
riencia de formacién de futuros profesores sobre “matematicas para la ensefianza”
que articula la formacion matematica y la reflexién epistémica; 2) presentar una
“guia” para el reconocimiento de objetos y procesos puestos en juego en las préacti-
cas matematicas que hace operativos algunos aspectos del “enfogque ontosemiotico”
de la cognicién matematica (Godino, 2002; Godino, Batanero y Font, 2007). El uso
de la mencionada guia ayuda a explicitar aspectos relevantes del conocimiento
especializado para la ensefianza del contenido matematico.

La experiencia de ensefianza se realiza con un grupo de futuros profesores de
educacion primaria, que comienzan el estudio del bloque de geometria mediante
una situacion introductoria en la que se les propone demostrar que la suma de los
angulos interiores de cualquier tridngulo es un angulo llano, e identificar los cono-
cimientos puestos en juego. Este ejemplo nos permitira, por un lado, evaluar las dificul-
tades que tienen los estudiantes para probar una proposicion matematica y reconocer los
conocimientos puestos en juego en la solucion de la tarea, asi como la necesidad y utili-
dad de aplicar herramientas tedricas que faciliten la realizacién de tales analisis.
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Competencias iniciales de futuros profesores para el analisis epistémico

En el contexto de la formacion inicial de futuros profesores en el rea de mate-
maticas y su didactica hemos planteado la siguiente tarea a un grupo de 60 estu-
diantes de primer curso de la Facultad de Educacion de la Universidad de Granada.

i) ¢Cuénto suman los &ngulos interiores de cualquier tridngulo? Justifica
la respuesta.

ii) ¢Qué conocimientos se ponen en juego en la resolucion de este problema?

La cuestion a) trata de evaluar un aspecto del “conocimiento comun” del conte-
nido (Hill, Ball y Schilling, 2008; Godino, 2009), mientras que la cuestion b) se
orienta hacia el conocimiento especializado, ya que consideramos que el profesor
deberia tener un cierto grado de competencia para hacer explicitos los conocimien-
tos matematicos requeridos para la realizacion de las tareas matematicas.

La tarea fue propuesta como una situacion introductoria al iniciar el tema de
geometria; en una primera fase los estudiantes debian abordar la tarea de manera
personal o trabajando en parejas. Con el fin de tener informacién de los conoci-
mientos iniciales sobre el tema se les pidié cumplimentar una hoja con las respues-
tas y entregarla al profesor antes de la discusion colectiva. Se trata, por tanto, de un
contexto instruccional cuyo fin es desarrollar tanto el conocimiento matematico
como algunos aspectos especificos del conocimiento didactico, en este caso el re-
conocimiento de objetos y procesos implicados.

Aunque el anélisis que realizamos se apoya en una tarea que requiere la demos-
tracion de una proposicion geométrica por parte de los estudiantes, nuestra investi-
gacion no pretende aportar nuevos conocimientos sobre el campo de la
demostracion en educacion matematica (Harel y Sowder, 2007). Nuestro foco de
atencion esté orientado al desarrollo de competencias de reflexion sobre los cono-
cimientos que se ponen en juego en la actividad matematica. Puesto que las res-
puestas de los estudiantes a la pregunta b) ;Qué conocimientos se ponen en juego?,
se apoya en el enunciado de la tarea, asi como en la justificacion dada al apartado
a), es necesario describir los resultados obtenidos en dicho apartado.

Sintesis de resultados del apartado a)

Todos los estudiantes recuerdan que la suma de los angulos interiores de un
tridngulo vale 180°; en algin caso lo expresan como un “angulo llano”, o como
“dos rectos”. En cuanto a la justificacion encontramos los siguientes tipos de res-
puestas:

¢ No dan ninguna justificacion o dan una justificacion no pertinente.

e Reafirmacion de la respuesta, 180°.
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o Justificacion incorrecta (basadas en ejemplos de tridngulos particulares):

“Los angulos de cualquier tridngulo suman 180° porque esta formado
por uno recto que mide 90°, un angulo de 60° y otro de 30°”.

e Justificacion incompleta, parcialmente correcta (intento de hacer una justi-
ficacion general y deductiva):

“El triangulo se obtiene de dividir un paralelogramo en dos, donde la
diagonal de éste pasa a ser la hipotenusa del triangulo. Como la suma de
los angulos interiores de un paralelogramo es 360° entonces si el trian-
gulo es la mitad de éste, sus angulos sumarian 180°”.

Observamos que casi la mitad de los estudiantes no dan ninguna justificacion,
no es pertinente, o simplemente repiten la afirmacion que tenian que justificar,
indicando que el concepto de justificar no es claro para ellos.

Por otra parte, las justificaciones incompletas, parcialmente correctas, corres-
ponderian a intentos de justificaciones deductivas. Los alumnos que dan este tipo
de justificaciones no llegan a demostrar la propiedad, o la demuestran con poco
rigor. La tabla 1 resume los resultados obtenidos en este apartado de la cuestion.

Tipo de justificacion Frecuencia | Porcentaje
absoluta
No dan ninguna justificacion o dan una justificacién 7 21,9
no pertinente
Reafirmacion de la respuesta 7 21,9
Justificacion incorrecta 4 12,5
Justificacién incompleta, parcialmente correcta 14 43,7

TABLA 1: TIPOS DE JUSTIFICACIONES DADAS POR LOS ESTUDIANTES (N=32)

Estos resultados muestran las grandes dificultades que tienen los estudiantes de
esta muestra para probar una proposicién matematica, resultados que concuerdan
con otras investigaciones (Recio y Godino, 2001), manifestando esquemas perso-
nales de prueba (Harel y Sowder, 2007) de tipo “conviccion externa” (ritual o auto-
ritario), o de tipo empirico-inductivo.



¢ Cuénto suman los angulos interiores de un triangulo? 345

Sintesis del apartado b)

En la tabla 2 resumimos los tipos de conocimientos mencionados por los estu-
diantes en las respuestas al apartado b).

Conocimientos mencionados Frecuencia Porcentaje
absoluta
No mencionan ningin conocimiento 8 25.0
Mencionan algun concepto (angulo, triangulo, 1 3,1

grados, lados, ...)

Algun procedimiento (suma de angulos, suma y resta 5 15,6
de ndmeros, medida de angulos, ...), y/o proposicion
(propiedades de angulos y tridngulos, ...)

Conceptos y procedimientos 6 18,8
Conceptos y proposiciones 9 28,1
Conceptos, procedimientos y proposiciones 3 9,4

TABLA 2: TIPOS DE CONOCIMIENTOS MENCIONADOS POR LOS ESTUDIANTES (N = 32)

Los alumnos no hacen intentos de describir los objetos reconocidos, co-
mo se muestra en los siguientes ejemplos de respuestas:

e Mencionan procedimientos y/o justificaciones:

“La suma de angulos”, “Las medidas de los angulos y las clases de
triangulos”.

e Concepto de triangulo, angulo, y procedimientos:

“El concepto de tridngulo, de angulo, de grado y de suma (la suma de
todos los angulos)”.

e Concepto de tridngulo, angulo, y proposiciones:

“En este problema se pone en juego el concepto de angulo, de lado, de
triangulo y el algoritmo de la suma para saber que la suma de los angu-
los de cualquier triangulo es 180°”.

e Concepto de triangulo, angulo, procedimientos y proposiciones:

“Definicion de triangulo, angulo, suma de angulos. Propiedades de
cualquier triangulo y célculo de angulos”.



346 Godino, J.D., Gonzato, M., Fernandez, T.

Observamos que los estudiantes que describen conocimientos puestos en juego
al resolver dicha tarea (75%) intentan descomponer el proceso en términos clave,
pero son pocos los que especifican el tipo de objeto que lo definen. Por ejemplo,
afirman que se usan propiedades de angulos y triangulos sin describirlas, destacan
el concepto de suma de angulos sin interpretarlo y no describen los procedimientos
enunciados.

Como vemos, las respuestas de los estudiantes, futuros profesores de educacién
primaria, son muy deficientes, tanto en la solucion matematica de la tarea como en
el analisis, de indole epistémico, que les solicitamos. Observamos que la cuestién
sobre la identificacién de los conocimientos que se ponen en juego en la realiza-
cion de la tarea es compleja. ¢Qué es un conocimiento? ¢Qué sabe un alumno que
responde correctamente la cuestion? Parece necesario discutir con los futuros pro-
fesores posibles respuestas a esta cuestion y proporcionarles recursos teoricos y
metodoldgicos para que progresivamente vayan desarrollando su competencia para
el analisis epistémico de tareas escolares.

En la siguiente seccidn presentamos un modelo para el analisis de los conoci-
mientos implicados en la realizacion de tareas matematicas basado en el enfoque
ontosemidtico del conocimiento y la instruccion matematica (Godino, 2002; Godi-
no, Batanero y Font, 2007). Este modelo lo concretamos en una “guia para el reco-
nocimiento de objetos y procesos” (GROP) que sera ilustrada mediante su
aplicacién a la tarea geométrica descrita. Este analisis nos va a permitir valorar la
complejidad de objetos y relaciones que se ponen en juego, y por tanto, explicar las
dificultades que han mostrado nuestros estudiantes para resolver la tarea pedida.

Guia para el reconocimiento de objetos y procesos

Una teoria semioética del conocimiento matematico

El marco tedrico del “enfoque ontosemidtico” en educacion matematica consti-
tuye una respuesta semiotica sobre el conocimiento matematico, apoyada en una
tipologia explicita de los objetos y procesos puestos en juego en la practica mate-
matica. Se trata de dar una respuesta operativa a la cuestion, ¢Que significa conocer
el objeto O?, ;Qué conocimientos se ponen en juego en la realizacién de una prac-
tica matematica? La respuesta se formula en términos de las funciones semiéticas
gue un sujeto puede establecer, en unas circunstancias fijadas, en las que se pone
en juego O como expresion o contenido de dichas funciones. Cada funcién
semidtica implica un acto de semiosis por un agente interpretante y constituye un
conocimiento. Hablar de conocimiento equivale a hablar del contenido de una o
multiples funciones semidticas, resultando una variedad de tipos de conocimientos
en correspondencia con la diversidad de funciones semi6ticas que se pueden esta-
blecer entre las diversas entidades introducidas en el modelo.
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La figura 1 es un diagrama de proceso que proporciona una guia para el recono-
cimiento sistematico de los conocimientos puestos en juego en una practica mate-
matica (la solucion de un problema o la realizacion de una tarea). En los siguientes
apartados vamos a ejemplificar su uso para analizar la tarea geométrica descrita en
la seccion 2 y contestar de manera sistematica a la pregunta, ¢(Qué conocimientos
se ponen en juego en la resolucion de la tarea?

Andlisis epistémico de la tarea geométrica

A continuacién damos una posible respuesta a la cuestion, ¢Cuanto suman los
angulos interiores de un triangulo? Justifica la respuesta.

La suma es un angulo llano. En efecto, en la figura adjunta trazamos una recta paralela
a la base AB del triangulo que pase por el vértice C; los angulos ay a’, b y b” son iguales
porque son angulos alternos internos formados al cortar dos rectas paralelas por una recta
secante. En el vértice C hemos hecho la suma de los tres angulos interiores del triangulo,
obteniéndose un angulo llano.

Procesos de descomposicion/analisis:

Es necesario, en primer lugar, proceder a la descomposicion del texto en
unidades semidticas (términos, frases,...) fijando la atencion en elementos
linguisticos claves del texto: tridngulo, &ngulos interiores, suma, justifica.

Procesos de representacion/significacion:

El tridngulo y sus elementos son representados mediante dibujos y letras, lo
que facilita la elaboracion de un procedimiento para la suma y justificacion
de la solucion. Se ponen en juego los conceptos de angulo fijo y general,
triangulo fijo y general, congruencia de angulos; rectas paralelas, &ngulo
Ilano.
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FIGURA 1: GUIA PARA EL RECONOCIMIENTO DE OBJETOS Y PROCESOS MATEMATICOS (GROP)

El concepto de suma de angulos se debe interpretar como una suma de amplitu-
des angulares, no como la suma de los nimeros correspondientes a sus medidas
tomando el grado, o el angulo llano, como unidad de medida. Se trata de entender la
suma de &ngulos como la operacion de unién de las regiones del plano que definen cada
angulo disponiéndolos de manera contigua con un vértice comun y sin solapamientos. El
concepto de justificar, que en este caso se requiere que sea una demostracion deductiva.
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Procesos de materializacion/idealizacion:

El resolutor debe conocer que los conceptos que intervienen en el enuncia-
do y justificacion de la proposicién son de tipo figural (Fischbein, 1993), lo
que implica atribuirle caracteristicas ideales, esto es, se trata de formas
controladas por su definicidn. Los dibujos son materializaciones de dichos
objetos ideales que facilitan la realizacion de las “acciones matematicas”
gue se hacen sobre ellos.

Procesos de composicion/sintesis:

Mediante un proceso de composicion de las unidades previamente identifi-
cadas reconocemos la puesta en funcionamiento de un procedimiento para
sumar los angulos: disposicion contigua, sin solapamientos y sobre un mis-
mo Vvértice de los tres angulos interiores del triangulo, asi como la corres-
pondiente argumentacion que justifica la validez general de la proposicion:
la suma de los angulos es un angulo llano. En el caso presente el procedi-
miento y su respectiva justificacidn se concretan en los siguientes pasos:

Trazar una paralela a uno de los lados. Dicha paralela existe y es unica por
el quinto postulado de Euclides. Reconocer las condiciones de aplicacion de
una proposicion (teorema) previamente aceptada: los angulos alternos inter-
nos son iguales. Puesto que los angulos a 'y a’, b y b’ son alternos internos,
son iguales. En el vértice C se ha construido un angulo llano que correspon-
de a la suma de los tres angulos interiores del triangulo, a’+c+b’ = a+b+c.

Procesos de particularizacion/generalizacion:

Los procesos dialécticos de particularizacion y generalizacion se han im-
plementado, combinados con los de materializacion e idealizacion, cuando
se ha razonado usando un caso particular de un tridngulo y se ha procedido
a realizar una de las posibles sumas de angulos congruentes con los angulos
interiores. El procedimiento y argumentacion basada en la suma de angulos
interiores y exteriores admite una generalizacion féacil para el caso de la su-
ma de los angulos interiores de cualquier poligono.

Procesos de personalizacién/institucionalizacion:

La faceta personal — institucional nos lleva a estudiar las diferentes maneras
en que la tarea se puede abordar segun el marco institucional en que tiene
lugar (marco de la geometria euclidiana, contexto empirico, ...) y los con-
flictos de significados que pueden aparecer. Justificar o probar se debe en-
tender en la tarea pedida en el contexto institucional de la geometria y, por
tanto, se requiere elaborar una argumentacion deductiva. Para la validez de
dicha argumentacion se supone que basta con evocar una proposicién pre-
viamente aceptada.
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Analisis similares se pueden realizar con otros procedimientos y argumentacio-
nes posibles que dan respuesta a la cuestion planteada. Por ejemplo, aplicando el
“teorema de la vuelta completa” (la suma de los angulos exteriores de cualquier
poligono es 360°). Un procedimiento y argumentacién de tipo empirico, y por tan-
to, no vélida desde el punto de vista institucional de la geometria euclidiana, se
puede basar en la medida efectiva de algunos casos particulares de triangulos usan-
do un transportador, como se puede ver en un video disponible en internet,
http://www.youtube.com/watch?v=pzUUgvTI2qc.

Traza un triangulo cualquiera; mide los angulos internos con un transportador.
Ponlos de manera contigua sin solapamientos y veras que se obtiene un angulo llano.

Reflexiones finales

Hemos mostrado que el uso de la GROP ayuda a desvelar de manera sistematica
la trama de objetos y procesos que se ponen en juego en una practica matematica,
esto es, los conocimientos (comprensiones, competencias,...) requeridas para su
realizacion, como también a explicar las dificultades de los estudiantes en términos
de la complejidad de las conocimientos requeridos. Se trata de superar una vision
limitada de la matematica, frecuentemente concebida en términos de conceptos y
procedimientos, reconociendo, ademas, el papel de los distintos lenguajes y signifi-
cados atribuidos a términos y expresiones, los tipos de justificaciones de propieda-
des y procedimientos, los procesos de argumentacion y generalizacion.

Este tipo de situaciones de “analisis epistémico — cognitivo” la estamos experi-
mentando con diversos grupos de estudiantes y diferentes problemas matematicos
elementales (Castro y Godino, 2009; Rivas, Godino y Konic, 2009). El objetivo es
que el futuro profesor tome conciencia de la trama de objetos y procesos que se
ponen en juego en los procesos de estudio matematico que deberan disefiar, imple-
mentar y evaluar. Se trata de disefiar e implementar situaciones didacticas para la
formacidn de profesores cuyo objetivo central sea el meta-andlisis (Jaworski, 2005)
de un componente clave de la ensefianza: la actividad matematica entendida tanto
desde el punto de vista institucional como personal.

Como primeras conclusiones de estas experiencias podemos decir que la activi-
dad es un reto para los futuros profesores, resultando conflictiva la identificacion y
discriminacion de los tipos de objetos y procesos, ya que usualmente supone un
cierto nivel de actividad metacognitiva a la que no estan habituados.

El ciclo formativo que estamos experimentando con los futuros profesores incluye,
ademas de las situaciones de estudio matematico de problemas seleccionados y de la
reflexién epistémico-cognitiva correspondiente, otros tres tipos de analisis y reflexion
(Font, Planas y Godino, 2010): andlisis de las interacciones en el aula, reconocimiento
de las normas que condicionan y soportan la actividad de estudio matematico y valora-
cién de la idoneidad didactica global de experiencias de ensefianza y aprendizaje.
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