DISENO DE UNA TRAYECTORIA
HIPOTETICA DE APRENDIZAJE PARA
LA CONSTRUCCION DEL CONCEPTO

DE DEPENDENCIA LINEAL

ta, citation and similar papers at core.ac.uk brought to y

g Ve ' '

IES Pere M2 Orts i Bosch, Alicante (1), Universidad de Alicante 2)

Resumen

En esta comunicacién se presenta la primera parte de una investigacion cuyo objetivo
fue analizar si un experimento de ensefianza disefiado ad hoc ayud6 a la construccion de
caracterizaciones equivalentes del concepto de dependencia lineal, en lenguaje geométrico
y analitico. En primer lugar se disefié un experimento de ensefianza en un contexto de
geometria dindmica utilizando simultdneamente representaciones geométricas y analiticas
del concepto y se describié una ‘trayectoria hipotética de aprendizaje’ en términos del me-
canismo de ‘reflexion sobre la relacion actividad-efecto’. En segundo lugar se describieron
las trayectorias de aprendizaje de estudiantes de 2° de bachillerato (17-18 afios) identifi-
cando las “‘acciones de generalizacion’ y las ‘generalizaciones de la reflexién’.

Abstract

We present the first part of a research focused on analyzing if a teaching experiment de-
sign ad hoc could help to identify equivalent characterizations of linear dependency con-
cept, in geometric and analytic language. Firstly, we designed a teaching experiment in the
context of dynamic geometry using simultaneously geometric and analytic representations
of the concept. Also, we described ‘hypothetical learning trajectory’ in terms of ‘reflection
on activity-effect relationship” mechanism. Secondly, we identified ‘actions of generaliza-
tion’ and “‘generalizations of reflection’ to describe secondary students’ (17-18 years old)
learning trajectories.
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Introduccién

Las investigaciones sobre el &lgebra lineal han puesto de manifiesto algunas de
las dificultades de ensefianza/aprendizaje como la necesidad de articular el lenguaje
geométrico de 2 y 3 dimensiones, el aritmético de R" y el algebraico (Dorier,
1997), entre otras. Para abordar esta dificultad se sugiere el uso de las tecnologias
como instrumentos de mediacion semidtica para introducir conceptos y relaciones
matematicos, para presentar simultdneamente varias representaciones de un con-
cepto y favorecer la interaccion y el dinamismo (Heid y Blume, 2008) y se han
elaborado propuestas centradas en diferentes conceptos del algebra lineal articulan-
do distintos lenguajes y utilizando software de geometria dindmica (Dreyfus, Hillel
y Sierpinska, 1998; Uicab y Oktac, 2006).

Las investigaciones sobre estas propuestas muestran que “se ha hecho un consi-
derable esfuerzo por explotar el potencial de la tecnologia para ofrecer multiples
representaciones relacionadas. Algunos resultados sugieren que la relacién de re-
presentaciones en la pantalla puede facilitar que se construyan las conexiones men-
tales” (Ferrara, Pratt y Robutti, 2006, p. 255). Pero Duval (2006, p. 159) indica que
“la yuxtaposicion de dos representaciones de un mismo objeto en dos registros
diferentes no puede resolver el problema cognitivo del reconocimiento del mismo
objeto representado, porque las diferencias de contenido de las representaciones
varian independientemente de los objetos representados”, y lo explica por la nece-
sidad de la doble discriminacion para convertir una u otra de estas dos representa-
ciones: por una parte es preciso “ver diferencias entre dos representaciones que
parecen globalmente semejantes y, por otra, ser capaz de distinguir en las repre-
sentaciones de un registro las caracteristicas del significante que son matemati-
camente pertinentes, para relacionarlas con una representacion en otro registro,
y las caracteristicas significativas de un registro que no lo son para la conver-
sién en otro registro” (p. 160).

Uno de los primeros conceptos de estudio del &lgebra lineal es el de dependen-
cia lineal, que es importante para la construccién de otros como los de independen-
cia lineal, sistema generador, base, espacio vectorial o transformacién lineal. En
relacién a este concepto, las investigaciones han puesto de manifiesto que con fre-
cuencia los estudiantes lo ven sélo en términos algoritmicos, manejan los procedi-
mientos algoritmicos sin comprender su significado y no saben relacionar
diferentes representaciones de este concepto (Andreoli, 2005; Oropeza y Lezama,
2007). Esta comunicacion describe un experimento de ensefianza en un entorno
tecnoldgico usando escenas del applet Descartes’ (Galo y Carfias, 2007; Nufiez,
2005) para la construccion del concepto de dependencia lineal en R?, para alumnos

! http://recursostic.educacion.es/descartes/web/
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de bachillerato (17-18 afios). La funcion de este applet consistié en proporcionar
una herramienta que permitiese representar y manipular vectores en R? utilizando
de forma coordinada el lenguaje geométrico (puntos, vectores, sistemas de referen-
cia, colinealidad y paralelismo de vectores) y el lenguaje analitico (representacion
de vectores como combinacion lineal a partir de un sistema generador o por sus
componentes respecto a un sistema de referencia).

Para el disefio y planificacion de la instruccion se describe una trayectoria hipo-
tética de aprendizaje (Simon y Tzur, 2004) que tiene como modelo el mecanismo
de reflexién sobre la relacion actividad-efecto (Simon, Tzur, Heinz y Kinzel, 2004)
para explicar la construccion de conceptos matematicos.

Marco tedrico

El marco tedrico de esta investigacién complementa la caracterizacion del me-
canismo cognitivo que se centra en la relacion actividad-efecto (Simon et al., 2004)
con una taxonomia de los procesos de generalizacion (Ellis, 2007).

Mecanismo de reflexion sobre la relacién actividad-efecto

A partir de la idea de abstraccion reflexiva y la nocién de anticipacion de Pia-
get (1977), Simon et al. (2004) han elaborado la nocién de mecanismo de reflexion
sobre la relacion actividad-efecto segun la cual las estructuras cognitivas que han
construido los individuos les permiten anticiparse a los efectos de sus actividades.
Este mecanismo cognitivo proporciona “lentes tedricas” para analizar los conoci-
mientos disponibles de los estudiantes, y como se sirven de éstos para construir
nuevos conceptos (Tzur, Hagevik y Watson, 2004). Tzur y Simon (2004) han iden-
tificado dos fases en la construccion de un nuevo concepto: la fase de participacion
es el proceso por el cual el estudiante abstrae una regularidad en la relacion entre la
actividad realizada y el efecto producido; la fase de anticipacion se refiere al uso de la
regularidad abstraida en situaciones distintas de la que llevo a la abstraccion.

Roig (2008) ha caracterizado tres momentos en la fase de participacion: pro-
yeccion, reflexion y anticipacion local. En el de proyeccién los estudiantes cons-
truyen un conjunto de registros o unidades de experiencia, en el de reflexion
abstraen la regularidad a partir de la informacion procedente del conjunto de regis-
tros y, finalmente, en la de anticipacion local aplican la regularidad identificada a
nuevos casos particulares.

Trayectoria hipotética de aprendizaje

Por otra parte, desde la caracterizacion del proceso de abstraccion dado por el
mecanismo cognitivo de la reflexion sobre la relacion actividad-efecto, Simon y
Tzur (2004) han elaborado la idea de trayectoria hipotética de aprendizaje. Para
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generarla, es necesario conocer los conceptos previos de los estudiantes y tener
presente los objetivos de aprendizaje, las tareas matematicas y las hipotesis sobre el
proceso de aprendizaje en el contexto de un conjunto particular de tareas. Estos dos
ualtimos puntos son interdependientes, y no necesariamente en este orden, puesto
que se seleccionan las tareas a partir de las hipotesis sobre el proceso de aprendiza-
je y estas hipotesis estan basadas en las tareas a realizar. Y es aqui donde, segun
estos autores, entra en juego la manera en la que se caracteriza el mecanismo de
reflexion sobre la relacién actividad-efecto: se plantea la necesidad de seleccionar
aquellas tareas que, desde las actividades disponibles para los estudiantes, sean la
base para el aprendizaje pretendido. Asi, “el mecanismo ofrece un marco para pen-
sar sobre como las tareas pueden fomentar el proceso de aprendizaje” (Simon y
Tzur, 2004, p. 101). En el caso que nos ocupa, en el que complementamos la abs-
traccion reflexiva con los procesos de reflexidn para dar cuenta del aprendizaje de
la idea de dependencia lineal en R?, necesitamos caracterizar los procesos de genera-
lizacidn para describir la trayectoria hipotética que permitira seleccionar las tareas.

Taxonomia de la generalizacion

Para el andlisis de la actividad cognitiva de los estudiantes en la realizacién de
las tareas usamos la taxonomia de la generalizacién de Ellis (2007) en un proceso
de abstraccion creativa compatible con la perspectiva piagetiana. Este autor distin-
gue dos grandes categorias:

Las acciones de generalizacion (AG): actividad mental de los estudiantes infe-
rida a partir de sus acciones y/o su discurso. Son de tres tipos relacionar, buscar y
extender.

Las generalizaciones de reflexion (GR) (lo que produce la accidn de reflexion y
ha sido generalizado): declaraciones verbales o escritas de las generalizaciones de
los estudiantes, o bien la constatacion de que usan el resultado de una generaliza-
cion previa, por ejemplo aplicando una idea anterior en un nuevo problema o con-
texto. Son de tres tipos: afirmacion, definicion y transferencia.

Hay una estrecha relacion entre ambas categorias, pues a veces las generaliza-
ciones de reflexién son expresiones verbales o aplicaciones de las acciones de re-
flexion; otras veces, representan un paso mas alla, al formalizar una accién en un
principio o regla algebraica. Por Gltimo, hay veces en que estos resultados de las
acciones de generalizacion van mas alla de la situacion que las provocé o no estan
vinculados a una accién de generalizacion identificable.

Roig (2008) incluye en la fase de proyeccion las acciones de relacionar y bus-
car, y en la fase de anticipacion local la accion de extender junto con afirmacion y
definicion.
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Disefio del experimento de ensefianza

El objetivo de aprendizaje del experimento de ensefianza (Gravemeijer, 2004)
fue que los estudiantes construyesen o consolidasen el concepto de dependencia
lineal identificando caracterizaciones equivalentes de este concepto en lenguaje
analitico y geométrico.

Trayectoria hipotética de aprendizaje del concepto de dependencia lineal

La Figura 1 muestra el proceso hipotético de construccidn o consolidacion del
concepto de dependencia lineal. Los 6valos representan el proceso de resolucion de
una tarea. Los rectangulos indican las “lentes tedricas” adoptadas para analizar el
proceso: los negros, la taxonomia de Ellis (2007) y los blancos, las fases y subfases
del proceso de abstraccion; la flecha grande representa la reflexion anidada en la
proyeccion (Tzur y Simon, 2004; Roig, 2008).

FIGURA 1. APROXIMACION AL PROCESO HIPOTETICO DE CONSTRUCCION DEL
CONCEPTO DE DEPENDENCIA LINEAL

Nuestra hipotesis es que hay que proporcionar a los estudiantes tareas para que
realicen acciones experimentando con vectores particulares representados simulta-
neamente de forma geomeétrica y analitica, relacionen:
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o larepresentacion grafica y analitica de 2 vectores paralelos (existe un nime-
ro que multiplicado por un vector da el otro 0 uno es combinacién lineal del
otro) y no paralelos (no existe dicho nimero);

e idem de 3 vectores (al menos uno de ellos es combinacion lineal de los
otros dos);

¢ la dependencia lineal y la representacion gréfica de 2 o 3 vectores (parale-
lismo de 2 vectores; un vector de direccion la diagonal de un paralelogramo
cuyos lados estan en la direccion de otros dos).

y busquen otros ejemplos para comprobar o rechazar hipétesis. Se espera que
estas acciones estén dirigidas a inferir propiedades de tipo analitico (relativas a la
dependencia lineal y combinacion lineal) y geométrico (relativas a la dependencia
lineal y posicion relativa de 2 o mas vectores) y a relacionar las propiedades antes
citadas gracias al uso simultaneo y coordinado de los lenguajes geométrico y analitico.

Tras el proceso de reflexion sobre las acciones anteriores con vectores particula-
res en diferentes posiciones relativas pueden llegar a extender estas situaciones a
todos los vectores de R? y afirmar propiedades (p.e. que 2 vectores en R? pueden
ser 0 no linealmente dependientes; 3 0 més vectores en R? son linealmente depen-
dientes) y definir caracterizaciones equivalentes de la dependencia lineal en térmi-
nos geométricos (2 vectores en R? son linealmente dependientes, si y s6lo si, son
colineales o paralelos) y analiticos (un conjunto de vectores es linealmente depen-
diente, si y sélo si, uno de ellos se puede expresar como combinacién lineal de los
otros). Estas generalizaciones podrian situarse en la subfase de anticipacion local
(construccion del concepto) o bien trascender el contexto, situdndose en este caso
en la fase de anticipacién (consolidacion).

A continuacién presentamos las escenas del proyecto Descartes seleccionadas,
las tareas disefiadas y lo que se espera de ellas.

Tarea 1: Dos vectores?.

Esta tarea tiene como objetivo que los estudiantes puedan generar un conjunto
de registros relativos a la relacion entre una accion (modificar los pardmetros rela-
tivos a dos vectores) y el efecto producido (el vinculo entre el paralelismo o no de
dos vectores y los valores de los parametros).

La escena en la que se apoya es dirigida y proporciona la definicién de vectores
linealmente dependientes. Se pueden mover los vectores y variar los escalares (Fi-
gura 2) para que los estudiantes experimenten, a través de la modificacion de los
parametros, como se representa la dependencia graficamente. La escena presenta

2 http://descartes.cnice.mec.es/materiales_didacticos/Vectores3D_d3/vectores3D_07.htm
Autora: Angela Nufiez Castain
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dos situaciones al mismo tiempo, una en que los dos vectores son linealmente de-
pendientes (vectores paralelos) y otra en que no lo son (vectores no paralelos). A
las preguntas se responde eligiendo una opcion de un menu: si la respuesta es co-
rrecta aparece una ventana de confirmacion y, si no lo es, aparecen mensajes de
error dando orientaciones para encontrar la solucién correcta. Después de respon-
der a las preguntas de la escena se pedia a los estudiantes que describieran los sig-
nificados que desde la experimentacion guiada habian podido generar sobre la frase
“si alguno de ellos es combinacidn lineal de los demas”, contestando por escrito a

las siguientes cuestiones:
¢Cuando son linealmente dependientes dos vectores?
Exprésalo analiticamente.

Exprésalo geométricamente.
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FIGURA 2. ESCENA CORRESPONDIENTE A LA TAREA “‘D0OS VECTORES’

Tarea 2: Tres vectores®

El objetivo de esta tarea es que los estudiantes asocien una combinacion lineal

expresada analiticamente con su representacion grafica.

® http://descartes.cnice.mec.es/materiales_didacticos/vectores/CombiVectores.htm.
Autor: José Ireno Fernandez Rubio.
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La escena en la que se apoya tiene una trama con tres vectores: u, vy A (Figura
3) que se pueden modificar pinchando en sus extremos (controles graficos); el
cambio se refleja en la expresion analitica y en la trama. Esta escena ofrece posibi-
lidades de manipulacion grafica de los vectores y ayuda a deducir que 3 vectores
no nulos en R? son siempre linealmente dependientes, y que por tanto uno de ellos
es combinacién lineal de los otros 2.
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FIGURA 3. ESCENA CORRESPONDIENTE A LA TAREA “TRES VECTORES’

Esta tarea pretende generar un conjunto diferente de registros relativos a la rela-
cion entre la actividad de modificar los parametros y los efectos que esto produce
en la representacion grafica de los vectores. Para ello, propusimos a los estudiantes
las siguientes indicaciones y cuestiones:

Empezad estirando el punto situado en el extremo del vector A, modificando el vector
sin cambiar la direccion pero si el sentido. ;Qué ocurre?

Cambiad el vector u, o el v o ambos. ;Qué ocurre?
Modificad ahora el vector A. ¢ Qué ocurre?
¢ Qué significa la trama inicial dibujada?

¢ Qué pasa, tanto con los vectores iniciales como cuando modificas los vectores?

El potencial de estas dos tareas se puede expresar en términos de los tipos de
generalizaciones (Ellis, 2007) que se espera que realicen los estudiantes (Tabla I).
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Tipos de Genera-
lizaciones

Tarea: Dos vectores

Relacionar

Dos vectores linealmente dependientes (LD), paralelismo y combi-
nacion lineal (CL).

Dos vectores no LD, no paralelismo y no CL.

Extender

A partir de los casos particulares, la relacion entre vectores LD ex-
presada analitica y geométricamente, al caso general.

Definicion

Definir la dependencia lineal de 2 vectores analitica y geométrica-
mente: si y solo si uno de ellos se puede expresar como CL del otro;
si y sélo si son colineales o paralelos.

Tarea: Tres vectores

Relaciona

Un vector CL de otros dos y diagonal de un paralelogramo de lados
las direcciones de los otros dos.

Buscar

Generar casos particulares para buscar:

e Que los vectores que son CL de otros dos estan en el mismo
plano.

e Que a partir de dos vectores linealmente independientes
(L1) se puede obtener cualquier vector del plano.

e Que dos vectores LD no son sistema generador.

Extender

Extender el rango de aplicabilidad de las relaciones y propiedades
anteriores a todos los vectores del plano: tres vectores en el plano
siempre son LD y se puede poner uno de ellos como CL de los otros.

Afirmacion

Identificacion de las siguientes propiedades, mas alla de casos
particulares:

e Tres 0 mas vectores en el plano son LD.

e Con las CL de dos vectores LI se forman todos los vectores
del plano.

TABLA I: TIPOS DE GENERALIZACIONES ESPERADAS EN R?

La relacién entre los lenguajes en las escenas seleccionadas y las posibles ac-
ciones sobre sus elementos se muestran en la Tabla Il.
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Relacion entre lenguajes
Escenas Geométrico Analitico Acciones
Tarea 1: Representacion Existe (no existe) un | Mover los vectores X,

Dependencia lineal
de dos vectores en
RZ

geométrica de vectores

(flechas) x,vey, v
paralelos o no
paralelos. (Figura 2)

ndmero que
multiplicado por el
vectorx oy dacel
vector v

v e y cambiando su
origen y conservando
maodulo y direccion.

Multiplicar el vector
Vv por un escalar para
obtener x

Tarea 2:
Dependencia lineal
de tres vectores en
RZ

Trama de paralelogra-
mos en la direccion de
los vectores u 'y v.

Paralelogramo de lados

los vectoresuy vy
diagonal el vector
A.(Figura 3)

tutsv = (ag,a,)

Modificar los
vectoresu, vy A
(mddulo, direccion y
sentido) pinchando
en los extremos.

TABLA Il: RELACION ENTRE LOS LENGUAJES GEOMETRICO Y ANALITICO
EN LAS ESCENAS SELECCIONADAS

Pensamos que, como muestra la Tabla Il, las escenas seleccionadas y las ta-
reas disefiadas pueden ayudar a los estudiantes a realizar la doble discriminacion
(Duval, 2006) para construir caracterizaciones equivalentes del concepto de de-

pendencia lineal, en lenguaje geométrico y analitico.

La descripcion de las trayectorias de aprendizaje de los estudiantes, objeto de la
segunda parte de esta investigacion, permitira saber en qué medida este experimento

de ensefianza ayuda a la construccién del concepto de dependencia lineal en el plano.
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