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El proceso que se describe en este articulo, en torno al disefio, imple-
mentacion y observacion de un taller para abordar la interpretacion
de la fraccion como relacion parte-todo con estudiantes de grado sép-
timo, represento para el grupo de docentes de matemdticas de la insti-
tucion, una experiencia novedosa. Principalmente, el cuidado y la
riqueza del andlisis realizado revelaron la necesidad de cambiar nues-
tras prdcticas al respecto.

The process described in this paper, regarding the design, implementa-
tion and observation of a set of tasks addressing the fraction as whole-
part relationship, with seventh grade students, was a really new experi-
ence for the group of mathematics teachers of the school. Mainly, it
was the rich analysis done what reveals the necessity of changing our
practices in this sense.

Palabras claves: aritmética, fracciones, disefio curricular, desarrollo curricular, basica
secundaria.

INTRODUCCION

Los docentes del drea de matemadticas de la institucion educativa Compar-
tir, (sede Suba, de la jornada de la mafiana), motivados por la necesidad de
enriquecer nuestro quehacer en la clase de matemadticas y con el fin de
poder abordar més efectivamente la ensefianza, hicimos, como parte de un
programa de desarrollo profesionall, una reflexiéon en grupo en torno a
temas cuyo aprendizaje consideramos problemdtico. En particular, escogi-
mos abordar el concepto de fraccion, objeto de muchas dificultades en su
comprension y manejo por parte de los estudiantes. Queriamos asi fortale-
cer y complementar nuestro conocimiento y el de los estudiantes con res-
pecto a este tema especifico y, también en el caso de los docentes, vivir el
proceso de construir un taller para el aula con cierto cuidado y rigurosidad.

1. Este programa estuvo a cargo de “una empresa docente” de la Universidad de los Andes y
cont6 con el apoyo financiero de la Fundacién Compartir.
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Después de llevar a cabo numerosas reuniones de trabajo y discusiones
en grupo, de realizar algunas lecturas y de elaborar varias versiones de ta-
reas, todo con la constante asesoria de “una empresa docente”, llegamos a
una secuencia didictica que se concretd en un taller, cuyo propdsito era que
los estudiantes abordaran la fraccién en su interpretacién como relacién par-
te-todo y con ello ampliaran su comprensién del concepto de fraccion. El ta-
ller fue aplicado a diez estudiantes de grado séptimo de la jornada de la tarde
de la misma institucién.

Presentamos aqui en primer lugar, algunas de las ideas que fundamenta-
ron nuestra propuesta y un resumen del proceso seguido en el trabajo de di-
seflo; luego, se incluye una breve descripcién del taller, su implementacién
y observacidn; posteriormente, se expone el andlisis de las respuestas de los
estudiantes, para terminar con unas reflexiones generales con respecto a
toda la experiencia vivida. El taller se adjunta como apéndice.

EL PROCESO DE DISENO

Elementos conceptuales que fundamentan el taller

Para empezar el proceso del disefio utilizamos ideas de la literatura refe-
rente a la ensefianza y el aprendizaje del concepto de fraccidn, que presen-
tan diferentes significados de tal concepto, también llamados
conceptualizaciones, interpretaciones, subconstructos o imagenes por dis-
tintos autores (Kieren, 1988; Freudenthal, 1983; Martin, Kieren y Pirie,
1994; Streefland, 1978, Hart, 1981, Behr, Lesh, Post y Silver, 1983, citados
en Mancera, 1992). Algunas de estas interpretaciones son: la fraccién como
relacién parte-todo en contextos continuos y discretos y en la recta numé-
rica; la fraccién como nocién de medida; la fraccién como cociente y divi-
sién; la fracciéon como elemento de una estructura algebraica; la fraccién
como razoén, probabilidad y porcentaje; y la fraccién como operador. Los
anteriores y otros investigadores (ver Llinares y Sanchez, 1988; Kieren,
1976, Dienes, 1972, citados en Llinares y Sanchez, 1988) proponen un
acercamiento al concepto de fraccidn desde las diversas interpretaciones de
manera que las secuencias de enseflanza provean a los estudiantes expe-
riencias acordes con la mayoria de estas interpretaciones, y propicien y
faciliten la transicién de la comprensién del concepto de una interpretacion
a otra. Encontramos entonces nuevas concepciones que nos condujeron a
examinar y revaluar lo que veniamos realizando en ese sentido en nuestro
quehacer pedagdgico. De estas interpretaciones de la fraccién, decidimos
trabajar con los dos significados que inicialmente consideramos mds con-

REVISTA EMA VOL. 8, N° 1, 2003



72 A. BUSTOS, M. BALLEN, C. SANTANA, M. SIERRA Y H. MENDEZ

flictivos para los estudiantes: la relacién parte-todo y la relacién parte-
parte, como aproximacion a la razén.

Una consideracion importante para tener en cuenta en el desarrollo del
conocimiento de fracciones, segin Piaget, Inhelder y Szeminska (1960, cita-
dos en Kieren, 1992), es el caracter geométrico de las fracciones o los racio-
nales, que se refleja en modelos regionales o lineales. Para Piaget la idea
geométrica de la fraccidn requiere la habilidad de partir todos o unidades de
varios tipos, reconstruir todos desde las partes, subdividir en partes con-
gruentes y establecer la relacion entre las subpartes, las partes y el todo ori-
ginal, es decir ver las partes como totalidad. Teniendo en cuenta estas ideas
y las sugerencias de Llinares y Sdnchez (1988) sobre la necesidad de que el
estudiante trabaje con ejercicios que involucren aspectos relevantes de los
atributos de la relacién parte-todo, para que asi pueda aproximarse y cons-
truir este significado de fraccidn, se determinaron en primer lugar los atribu-
tos que caracterizan dicha relacién y que se iban a contemplar en esta
propuesta: una region o superficie (el todo) se puede dividir en partes; las par-
tes forman y cubren el todo; las partes tienen que ser del mismo tamafio (con-
gruentesz); las partes, en si mismas, se pueden considerar como un todo que
se puede dividir; un todo puede estar compuesto por elementos separables.

Descripcion general de la estrategia didactica

Una idea que se fortaleci6 en el grupo de docentes y que tratamos de refle-
jar en el taller, fue que éste fuera un instrumento didéctico de instruccién
donde se promoviera el andlisis por parte de los estudiantes, y no el trabajo
que tradicionalmente hacen en clase de matematicas, consistente en realizar
célculos y poner en juego la memoria. Para esto nos pareci6 indispensable
proponer una variedad de situaciones en las que gradualmente se aumenta
su complejidad, se exige que el estudiante explique el trabajo realizado y
justifique sus respuestas, y se propicia el transito desde niveles informales
de representacioén hasta llegar a la representaciéon numérica convenida en
matematicas para las fracciones. Dicen Behr, Lesh, Post y Silver (1983,
citados en Mancera, 1992) que las secuencias de ensefianza deben crear las
oportunidades para trabajar en diferentes representaciones y conservar el
equilibrio entre las situaciones con aplicacidn prictica y las situaciones
abstractas de cdlculo no referidas a una situacién prictica. Se tuvo en
cuenta ademads, que el nifio desde sus primeros afios utiliza expresiones del
lenguaje como “media manzana”, y que es labor del docente posibilitarle

2. El término “congruente” se utiliza aqui en el mismo sentido empleado por Llinares y San-
chez (1988) para indicar figuras con cantidades iguales de drea, independientemente de si
las figuras son o no congruentes en el sentido geométrico.
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que conecte estos términos con las fracciones para contribuir a una mejor
comprension de éstas; asi, con las tareas del taller, se quiso promover el uso
de términos como ‘“la mitad”, “el doble”, “un cuarto”, “un tercio”, etc. Los
estudios de Behr, Lesh, Post y Silver (1983, citados en Mancera, 1992)
plantean que para llegar a comprender una idea matemadtica, vale la pena
tener la habilidad de “manejarla” en diferentes representaciones y de poder
realizar traducciones entre éstas. De acuerdo con Llinares y Sdnchez (1988)
mediante actividades sencillas y variadas se debe ir llevando al estudiante
al manejo de estas representaciones, teniendo en cuenta que se debe partir
de la forma verbal, pasando por la grafica para finalizar en la numérica. En
el taller se enfatiza la utilizacion de estas representaciones para el concepto
de fraccion, y la secuencia de tareas propicia el transito desde las represen-
taciones verbal y grafica a la numérica.

Gomez (1998) sefiala la necesidad de que el estudiante trabaje con pro-
blemas de distinto tipo, como situaciones reales de reparto, de organizacién
y de compensacién para lograr una comprensiéon amplia del concepto de
fraccion. Atendiendo tales recomendaciones, al comienzo se plantearon y
formularon en el taller, problemas de reparticion, organizacién y compensa-
cién en contextos continuos, que llevaran al estudiante a considerar el tama-
o del todo, el tamaiio de las partes y las relaciones entre las partes, aspectos
involucrados en los atributos necesarios para ver la fracciéon como relacién
parte-todo y parte-parte. Al desarrollar y revisar los diferentes problemas
propuestos e imaginar posibles respuestas se vio que la intencién de abordar
ambas relaciones podia ser muy ambiciosa para lograrla en maximo dos blo-
ques de clase, tiempo destinado para la implementacién del taller, pues las
caracteristicas con las que éste se estaba elaborando implicaban bastante tra-
bajo de parte de los estudiantes. En consecuencia, se decidi6 abordar en el
taller inicamente la primera relacién, y se definié como propdsito que los
estudiantes ampliaran su comprension del concepto de fraccién en su inter-
pretacion parte-todo en contextos continuos, mediante el reconocimiento y
manejo de los atributos establecidos.

Se previé que los estudiantes podian tener dificultades con la nocién de
drea y su significado en el ambiente de fracciones. Esta prevision se basé por
un lado, en las dificultades de los estudiantes con la nocién misma de area
en geometria, pero también en el hecho de que en el trabajo escolar con frac-
ciones usualmente no se menciona esta nocioén y se habla de parte o si acaso
de region. En concordancia con esto, Morris (1995) reporta que los estu-
diantes tienen muy poca consciencia del 4rea como un atributo critico en las
fracciones dentro de contextos continuos, y encuentra que su habilidad para
manejarla consistentemente es limitada. Los estudiantes identifican partes
sombreadas y no sombreadas, mas que el drea en las figuras dibujadas, y al
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manipular las regletas de Cuisenaire, escogen regletas de diferente color
para indicar regiones sombreadas y no sombreadas. Asi, esta inhabilidad de
los estudiantes relega el papel del modelo de drea como referente concreto
en el trabajo con fracciones. Para abordar esta problematica durante el pro-
ceso de disefio, se analiz6 un taller en el cual se trabajan diversas figuras
geométricas con el fin de establecer relaciones entre ellas de acuerdo al drea
de cada una (ver Obando y Riascos, 1993). El trabajo en este taller nos per-
miti6 a los docentes ver de una forma mads clara la importancia de poner en
juego el trabajo con tres atributos —Ila congruencia entre las partes, las par-
tes forman el todo y el todo se puede dividir en partes— sin necesariamente
referirse a la fraccién implicada, bien sea en su representacion verbal o nu-
mérica. Este ejercicio nos motivé a incluir en nuestro taller un problema si-
milar y tareas especificas para los estudiantes, donde ellos pudieran
relacionar el concepto de fraccion con el de 4drea, a través del tamafio del
todo y de sus partes.

Plan de observacion

Los profesores realizamos cada tarea propuesta en el taller de diferentes
maneras para detectar asi los atributos de la relacién parte-todo antes men-
cionados, que estaban implicados en las posibles respuestas; esto permitié
reelaborar las preguntas para forzar a que el estudiante trabajara y recono-
ciera aun de forma implicita, dichos atributos.

Partiendo de que es necesario que el estudiante haga uso de los atributos
para responder las preguntas, estos atributos fueron a su vez las pautas que
se consideraron para observar las respuestas de los estudiantes una vez apli-
cado el taller, y para evaluar asf la efectividad del mismo en el alcance de las
intenciones establecidas. Adicionalmente, se contemplaron otros indicios de
una comprension mas amplia del concepto de fraccion en su interpretacion
como relacién parte-todo, entre los que se encuentran las evidencias de la
consideracién del drea del todo y/o de las partes en las respuestas de los es-
tudiantes, el establecimiento de unidades de medida, el nivel cuantitativo y
numérico del trabajo, el reconocimiento de la conservacién del area, el em-
pleo de movimientos en el plano como rotacion, traslacién y reflexion, el
uso de términos relativos a las fracciones en el lenguaje ordinario, la traduc-
cion y coherencia entre las representaciones grafica, verbal y numérica.

DESCRIPCION DEL TALLER

La primera tarea planteada en el taller fue un problema de reparticién de
tres pizzas entre cuatro personas (véase el Apéndice), que tenia la intencién
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de movilizar en los estudiantes, los atributos: un todo estd compuesto por
elementos separables; una region o superficie (el todo) se puede dividir en
partes; las partes forman y cubren el todo; las partes tienen que ser del
mismo tamaio, es decir, congruentes. En esta tarea se aborda el paso de la
representacion grafica a la verbal. La dltima tarea de este problema se pre-
senta s6lo después de que los estudiantes han desarrollado las anteriores.

El segundo problema se elabord con el objetivo de involucrar al estu-
diante en el manejo del concepto de drea, en el ambiente de las fracciones;
mediante seis rectdngulos del mismo tamaio, divididos de distinta manera
cada uno, en los cuales la parte sombreada correspondia a lo que comi6 de
pan cada uno de seis nifios (véase el Apéndice), se queria promover la rela-
cién de la congruencia de las partes sombreadas con la cantidad de drea. De
igual manera, aqui hay que ir de la representacion gréfica a la verbal.

En el tercer problema se presenta una figura (rectdngulo) con una serie
de divisiones que a su vez forman diversas figuras como tridngulos, cuadra-
dos, rectdngulos (véase el Apéndice). Las ocho preguntas que se hacen son
relativas al drea de dichas figuras e involucran el manejo de los atributos
considerados para caracterizar la relacion parte-todo. Ademds, para respon-
der las preguntas, el estudiante puede realizar traslaciones, rotaciones, re-
flexiones de las figuras. También se incentiva en esa tarea la traduccién entre
las representaciones grifica y verbal, en ambos sentidos.

Los problemas cuarto y quinto exhiben representaciones de fracciones
en los diferentes sistemas (véase el Apéndice) para que los estudiantes esta-
blezcan correspondencias entre ellas y hagan asi traducciones entre las re-
presentaciones verbal, grafica y numérica, y ademds expliquen el porqué de
las correspondencias definidas. Con las tareas planteadas aqui se esperaba
favorecer que el estudiante trabajara también los atributos establecidos, pues
el paso de una representacion a otra implica el reconocimiento por ejemplo,
de la congruencia de las partes, del todo compuesto por elementos separa-
bles, de las partes recubriendo el todo, y de las partes vistas como un todo
que se puede dividir.

IMPLEMENTACION DEL TALLER Y
ANALISIS DE LAS RESPUESTAS

Los diez estudiantes que trabajaron el taller fueron seleccionados al azar y
se reunieron en el salén de audiovisuales donde se organizaron para resol-
verlo en forma individual. Acompafiados por tres profesores, recibieron
algunas indicaciones generales y empezaron su trabajo de manera indivi-
dual, el cual realizaron en un lapso de hora y media. Los alumnos que
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tenian alguna inquietud o dificultad se dirigian a los profesores, quienes
aclaraban sus dudas.

A partir de las evidencias del reconocimiento o trabajo con los atributos
de la relacién parte-todo, miramos las respuestas dadas por los estudiantes a
las diferentes preguntas de cada tarea propuesta en el taller. Interpretamos
asi el logro o no de las intenciones de las tareas y del propdsito general del
taller completo.

Respuestas al primer problema

Tomando como referencia el atributo “las partes son congruentes”, en las
respuestas a la situaciéon de reparto planteada como primer problema,
encontramos que ocho estudiantes reparten las pizzas equitativamente en
diferentes formas (ver Figura N° 1); parecerfa entonces que estos estudian-
tes reconocen que las partes tienen que ser del mismo tamafio.
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Figura N° 1

Un estudiante realiza la reparticion sin tener en cuenta que las partes sean
congruentes o por lo menos sin ver que no son iguales (ver Figura N° 2).
Otra respuesta, presentada en la Figura N° 3, no permite detectar el recono-
cimiento del atributo, pero tampoco explicar como es la reparticion que se
propone. Al describir verbalmente la cantidad de pizza que le corresponde a
cada persona, es palpable que s6lo seis estudiantes de los ocho que dividie-
ron el todo en partes iguales, dan muestras de reconocer tal atributo median-
te respuestas como “dividi la pizza en 8 partes cada una, asi a cada persona
le corresponden exactamente 6 pedazos de pizza (2 de cada una)”. Las res-
puestas de los estudiantes en donde no es visible este reconocimiento, fue-
ron por ejemplo, “a cada persona le corresponde de a 7/5”, o cuando
escriben para la reparticion indicada en el caso (b) de la Figura N° 1: “a cada
persona le corresponden dos pedazos de pizza” sin especificar si son dos mi-
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tades, dos cuartos o un cuarto y una mitad. En las respuestas a la pregunta
acerca del proceso seguido en la reparticion, tinicamente cinco estudiantes
de los seis que en la descripcion verbal habian reconocido el atributo, dan
muestras de reconocerlo al hacer referencia al nimero total de pedazos ob-
tenidos cuando se hicieron los cortes, que luego se repartieron entre las cua-
tro personas. Como razones para justificar que su respuesta cumple con las
condiciones del problema — se esperaba algo como “tres pizzas entre cuatro
personas, cantidades de pizza iguales para todas sin que sobre pizza”—, s6lo
dos estudiantes hacen alusion a la congruencia de las partes, lo que lleva a
pensar que no identifican claramente las condiciones de la situacion.
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Figura N° 2.
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Figura N° 3.
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En la dltima pregunta de este problema, es claro que a pesar de que siete es-
tudiantes expresan frases donde se ve el reconocimiento del atributo, este re-
conocimiento estd ligado al hecho de que los cortes de las tres pizzas se
hayan hecho de la misma manera o el niimero de pedazos de cada pizza co-
incida con el nimero de personas. Al respecto, un estudiante escribe: “yo
creo que la [respuesta adecuada es] 3, porque dividieron la pizza en 4 peda-
zos iguales para 4 personas”. La reparticion expuesta en la figura 1 del literal
d. (véase el Apéndice) no fue considerada por los estudiantes como reparti-
cién posible donde cada persona podria recibir la misma cantidad de pizza,
ni siquiera por el estudiante que en principio habia hecho una divisién simi-
lar (ver caso (b) de la Figura N° 1).

Con respecto al atributo “un todo estd compuesto por elementos separa-
bles” en la situacién de las pizzas, se evidencia que siete estudiantes reco-
nocen el atributo pues toman las tres pizzas para dividirlas. Aqui vale la pena
aclarar que al hacer referencia a un todo compuesto de partes separables (3
pizzas) —lo que podria verse como una combinacién de contextos continuo
y discreto— el estudiante tendria que atender simultineamente a ambos
contextos, 0 —tal como lo sefialan Behr, Wachsmuth, Post y Lesh (1984, ci-
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tados en Kieren, 1992)— ver las partes como una entidad relativa o propor-
cional (3 pizzas para 4 personas o 1.5 pizza para 2 personas) y no como una
entidad absoluta o cantidad extensiva (1/2 de pizza le corresponde a al-
guien). Encontramos que dos de los estudiantes no dan muestras de recono-
cer el atributo pues no tienen en cuenta todas las pizzas, o s6lo consideran
pedazos de ellas para la reparticion.

En referencia al atributo “las partes cubren el todo”, encontramos que
siete estudiantes presentan indicios de reconocer el atributo, ya que todas las
partes obtenidas son tenidas en cuenta para la reparticion, sin que sobre algo;
al respecto un estudiante escribe: “dividi la pizza en 8 partes cada una, asf a
cada persona le corresponden exactamente 6 pedazos de pizza (2 de cada
una)”. Dos estudiantes no muestran evidencias del reconocimiento del atri-
buto; una de sus respuestas es: “a las tres primeras personas les corresponde
de a 3 pedazos y a la dltima unos 2 o 4”, cuando ha dividido cada una de las
pizzas en ocho porciones. Aqui el estudiante ignora 13 porciones para el pri-
mer caso y 11 porciones para el segundo caso.

El reconocimiento del atributo “las partes se pueden considerar como to-
talidad” se hubiera podido evidenciar en el caso de que los estudiantes hubie-
ran contestado la pregunta d. de este problema, con respuestas del estilo “la
primera y la tercera figuras presentadas cumplen con las condiciones del pro-
blema”. Sin embargo, solamente un estudiante contest6 de esta manera: “en
la primera y en la tercera; en la primera porque segun el grafico para cada uno
es media pizza y en un cuarto (o una tajada) y en la tercera porque cada uno
le corresponde 3 tajadas de pizza; estas dos cumplen las condiciones del ejer-
cicio porque se dividen en las 4 personas y no sobra ninguna parte”.

Respuestas al segundo problema

En las respuestas de los estudiantes a la primera pregunta del segundo pro-
blema, no hay mencién de la palabra “drea”; las muestras del reconoci-
miento del atributo relativo a la congruencia de las partes sélo se presentan
cuando la divisiéon del rectangulo es en partes con la misma forma. En la
pregunta que explicita la palabra “drea”, cuatro respuestas pueden interpre-
tarse como explicaciones coherentes a lo que se plantea. Sin embargo,
todos los estudiantes dicen haberse dado cuenta de que se puede hablar de
partes iguales porque tales partes tienen la misma drea. En la tercera pre-
gunta de este problema, Unicamente un estudiante identifica como igual la
cantidad de drea sombreada en los dos trapecios, alegando que el rectin-
gulo sombreado se puede dividir en dos tridngulos iguales a los otros; asf,
en este caso tampoco puede decirse algo con respecto al reconocimiento
del atributo relativo a las partes congruentes.
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Respuestas al tercer problema

Con relacién a las tareas del tercer problema, solamente en las respuestas
de tres estudiantes a la pregunta “El 4rea del cuadrado G, ;cudntas veces
contiene al cuadrado H?”, hay evidencias del reconocimiento del atributo:
“una parte es vista como un todo que se puede dividir”. Nos cuestionamos
entonces la redacciéon de la pregunta. Si se hubiera preguntado mejor
“;Cudantas veces recubre el drea del cuadrado H al 4rea del cuadrado G?”,
se podria esperar otro tipo de respuestas, dado que la accién de recubrir
para los estudiantes involucra sobreponer varias veces el cuadrado H —lo
que quizds habria permitido ver a G como una parte divisible— que no fue
la estrategia empleada por ellos tal y como se observa en una de las tres res-
puestas mencionadas a esta pregunta: “creo que es una sola vez, ya que es
la misma 4rea, es decir es el mismo cuadrado”. Respuesta en la que ademads
se ve que se privilegia la forma y no la nocién de drea misma. En las res-
puestas de los otros dos estudiantes se observa que no utilizan movimientos
de traslacién para ubicar el cuadrado H sobre el cuadrado G y recubrirlo
completamente, como cuando dicen: “aproximadamente contiene unas dos
y media veces el cuadrado H”. Entonces no hay tampoco, indicios del reco-
nocimiento del atributo de las partes recubriendo el todo.

Con respecto al atributo “las partes forman el todo”, que se queria mo-
vilizar al contestar la pregunta “;Qué parte del area del rectangulo S es el
area del cuadrado G?”, también en seis de los estudiantes se observan difi-
cultades para tener en cuenta el drea, ya que respondieron aludiendo a la for-
ma y a la posicién que ocupa el cuadrado G en el rectangulo S. Dentro de
las respuestas encontramos: “la parte de la esquina izquierda inferior”, “tal
vez en lo ancho”, “como de la mitad hacia atrds”, “una parte solamente esta
constituida por el cuadrado G”. Unicamente dos estudiantes contestaron
dentro de lo esperado, diciendo: “es la octava parte del rectangulo S”. Ade-
mas un estudiante no contesto la pregunta.

En este punto del andlisis de las respuestas notamos la dificultad que se
presenta al preguntar directamente por “;Qué parte de...?”, ya que ello no
conlleva a que en general los estudiantes mencionen expresamente o den
muestras explicitas de involucrar en su trabajo de alguna manera los atribu-
tos que caracterizan la relacion parte-todo. Pareceria que simplemente de
manera visual comparan las figuras y estiman las veces que cabe una figura
en otra, por sus tamafios.

En referencia al atributo “las partes deben ser congruentes”, examinado
en las respuestas a la pregunta “;El area del tridngulo E es igual o diferente
al 4rea del rectangulo C?”, sélo en un estudiante hay evidencia de que reco-
nozca el atributo al contestar: “si, porque al rectangulo al comparar con él,
sobra una punta pero se le pone a la parte que le hace falta al rectangulo y
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nos queda igual”. En este caso, se observa que el estudiante recurrié a dos
movimientos, uno de traslacién y otro de rotacién, para poder establecer la
congruencia. En el resto de los estudiantes no hay indicios de reconocer la
congruencia entre estas dreas, ya que en todas las respuestas se observa que
se privilegia comparar la forma; dentro de este tipo de respuestas encontra-
mos: “es diferente porque la dimension del tridngulo es mds grande si se mi-
de”, “es diferente porque tienen diferentes dngulos”.

En relacién con el atributo “las partes se pueden considerar como un
todo que se puede dividir”, que se espera movilizar al responder la pregunta:
“El area del cuadrado G, ;cudntas veces contiene al area del rectangulo F?”,
en cinco estudiantes hay evidencia de un reconocimiento del atributo, a tra-
vés de respuestas como: “una vez, porque si dividimos podemos darnos
cuenta que es una vez”, “el cuadrado F cabe una vez en el cuadrado G”, “si
dividimos el rectingulo F en dos y luego los unimos nos da el mismo cua-
drado G”. En otras respuestas —aunque no coherentes con lo que se pregun-
ta— también hay evidencias de reconocer el atributo, como por ejemplo:
“dos veces porque se podria decir que se divide en dos y forma un rectingu-
lo largo”, “contienen aproximadamente uno y medio al rectingulo F”. Un
estudiante contesté a la pregunta de la siguiente manera: “creo que ni una
porque la F es un rectangulo”. En esta respuesta se observa que se privilegia
la comparacién de formas y no se tiene en cuenta el area de las figuras. Al
reconocer que una parte puede verse como un todo, se estdn dando muestras
también del reconocimiento del atributo “un todo se puede dividir”.

Al analizar, en las respuestas a las preguntas de este problema, el uso de
diferentes formas de representacién de la fraccion en su interpretacién como
relacién parte-todo, un estudiante hace mencién de “medios”, y otro estu-
diante utiliza expresiones como “la tercera parte”, “la octava parte”. En los
demas estudiantes se observa que mencionan sélo nimeros enteros para dar
respuesta a las preguntas; es el caso de respuestas como “cinco veces”.

Respuestas al cuarto problema

En relacion con este problema del taller que buscaba promover la habilidad
para hacer la traduccién entre diferentes representaciones de la fraccién
(verbal, numérica y gréfica) en su interpretaciéon como relacidn parte-todo,
encontramos que siete estudiantes hicieron corresponder adecuadamente
las tres representaciones, pero solamente en los casos de las fracciones que
son mds comunes para ellos, es decir, aquellas mds frecuentemente trabaja-
das en el aula: un medio, dos cuartos, cuatro octavos. Como ejemplos de
las explicaciones que dieron encontramos: “la primera figura representa un
medio porque estd dividida en dos partes, en la cual se toma 1, “cuatro
octavos: dividimos una porcién en 8 y tomamos 4”. Para las demads fraccio-
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nes representadas, dos de los estudiantes no establecieron correspondencia
alguna, y los otros establecieron correspondencias que atendieron al
nimero de partes sin tener en cuenta la congruencia de su drea ni que las
partes pueden ser vistas como un todo que a su vez se puede dividir, y ubi-
caron el nimero que las representa indistintamente como numerador o
como denominador.

Respecto al atributo “las partes se pueden considerar como un todo que
se puede dividir” que era necesario reconocer para indicar la fraccién que
representa la parte de drea sombreada de la sexta y la novena figuras de este
problema (véase el Apéndice), encontramos que hubo un reconocimiento de
él por parte de los siete estudiantes mencionados. Una de las explicaciones
a la correspondencia entre representaciones en este punto es: “yo las relacio-
né mirando el grafico, luego la forma verbalmente y luego numéricamente;
ademads dependiendo de la cantidad sombreada en el grafico”.

Enrelacidén con la fracciéon mayor que la unidad (cuatro tercios) expuesta
en este problema, observamos que cuatro estudiantes relacionaron sus repre-
sentaciones adecuadamente, mientras que los demds no las relacionaron de
manera alguna. Se evidencian aqui las dificultades que tienen los estudiantes
para trabajar con fracciones impropias.

Respuestas al quinto problema

En el dltimo problema del taller, se presentaron variedad de respuestas disi-
miles que de nuevo parecen atender al nimero de partes y no dan muestras
del reconocimiento de la congruencia de las partes, ni tampoco del recono-
cimiento de que las partes pueden ser vistas como un todo que a su vez se
puede dividir. Ademads las respuestas no denotan que el trabajo del punto
anterior haya sido de ayuda para desarrollar este punto. Uno de los estu-
diantes contest6 a la pregunta a. (véase el Apéndice) con la siguiente res-
puesta: “un y 1/1”, en donde se observa que no relaciona las partes con el
todo sino tiene en cuenta sélo el nimero de partes sombreadas. De igual
manera en la pregunta c. contestd: “un tercio”, y se ve que aunque subdivi-
di6 la regién sombreada —una parte del todo— en tres partes congruentes,
no tiene en cuenta el resto de la figura y expresa la cantidad de partes som-
breadas (3) de manera relacionada con la forma en que se representan las
fracciones mas conocidas, es decir como “1/3”. Otro estudiante contesto a
la pregunta a. con “cuatro cuartos”, donde se percibe que aunque divide la
region sombreada —una parte del todo— en cuatro partes congruentes, no
establece una relacidn parte-todo sino una relacion parte-parte entre el drea
sombreada y la no sombreada. Este hecho sélo se presenta en esta pregunta,
ya que en la pregunta c. (véase el Apéndice) el mismo estudiante contesta
“diez tercios”, dando de nuevo indicios del reconocimiento de la congruen-
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cia de las partes y de la divisién de una parte, y estableciendo una relacion
entre el todo y la parte sombreada. Se podria concluir en este caso, que las
dificultades del estudiante apuntan principalmente a la representacion
numérica de las fracciones.

CONSIDERACIONES FINALES

A pesar del esfuerzo invertido en el disefio de las tareas, y de las diversas
consideraciones de tipo diddctico que se tuvieron en cuenta al proponerlas,
en general, no podemos asegurar que con la implementacién de este taller
los estudiantes hayan ampliado significativamente su comprension del con-
cepto de fraccidn en la interpretacién como relacién parte-todo.

Aunque hubo respuestas adecuadas y hay indicios del manejo de algunos
atributos, tenemos la sensacién de que la calidad del desempefio de los es-
tudiantes no varid sustancialmente a lo largo del desarrollo del taller, lo que
hubiera mostrado que éste pudo haber promovido algo nuevo en ellos. Esto
es cierto tanto para los estudiantes que dieron muestras de trabajar los atri-
butos en muchas de las preguntas como para los que no lo hicieron. El reco-
nocimiento y manejo de los atributos que caracterizan la relacién parte-todo
fue variable, incluso para un mismo estudiante, en las diversas tareas y se
puede decir que se evidencia su manejo cuando la representacién que se tra-
baja les es familiar a los estudiantes, lo cual no quiere decir que necesaria-
mente lo hayan reconocido. La reparticién de la pizza en la representacion
gréfica, similar a los problemas usualmente tratados en la escuela, que fue
exitosa en la mayoria de los estudiantes ilustra esto. Ademds, se corrobora
con las explicaciones verbales poco coherentes a esta reparticién, que son
aun menos solicitadas en el aula. La forma de las figuras y de los cortes de
éstas definitivamente inciden en que el estudiante pueda hablar de igualdad
de partes. Las dificultades previstas con la representacién numérica y la falta
de significado del numerador y denominador, se hacen patentes y parece que
siguen vigentes en estos estudiantes.

Nuestra impresion es que si los estudiantes pudieron ver algo nuevo, esto
fue relativo a la idea de que al hablar de un todo y sus partes en contextos
continuos, el drea estd involucrada, y es la magnitud implicada que permite
comparar y hablar de partes iguales o congruentes. Sin embargo, no por este
reconocimiento verbal que expresaron, se vio que posteriormente en los otros
problemas del taller, los estudiantes lo tuvieran necesariamente en cuenta.

Estos resultados ponen de presente la dificil labor de los docentes para ela-
borar talleres que no sean para evaluar lo que supuestamente el estudiante ya
sabe, sino para promover algo nuevo en los estudiantes con respecto a las ma-
temadticas para lo cual se requiere que sean los estudiantes quienes exploren,
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descubran y concluyan. Es claro que aun después de haber elaborado varias
versiones del taller, se requiere hacerle modificaciones tanto en la manera de
preguntar, como en las tareas mismas, pero sobre todo en la forma de imple-
mentarlo. Creemos que es indispensable abrir espacios frecuentes durante su
implementacién para compartir y discutir las respuestas y asi permitir que los
estudiantes se cuestionen, lleguen a consensos y avancen en su comprension.

Los docentes que participamos de la experiencia, mediante las activida-
des en que estuvimos involucrados, ampliamos nuestro conocimiento acerca
del concepto de fraccién y sus significados. Basados en esta experiencia, nos
damos cuenta de que la comprensién y apropiacién de una interpretacién o
significado de la fraccién va mas alld de las tareas que tradicionalmente pro-
ponemos a nuestros estudiantes y exige mucho mas que plantear cada inter-
pretaciéon como una simple definicién. Nos dimos cuenta de que algunos
aspectos matematicos que a simple vista parecian sencillos de ensefiar o
pensdbamos que no era necesario analizar, en el fondo influyen notoriamen-
te en el manejo del concepto de fraccion y es necesario que los estudiemos
con cuidado. Es el caso de la representacién numérica, entre otros.

Todo el trabajo realizado, pero en particular el andlisis de las respuestas
al taller, nos lleva a revisar y replantear la forma en que presentamos y mi-
ramos los resultados de las diferentes tareas, trabajos y actividades asigna-
das a los estudiantes para que su aprendizaje sea exitoso. Hacer el anélisis
de las respuestas, interpretar lo encontrado y escribirlo, fueron actividades
de mucha dificultad para nosotros, pues implicaron dejar atrds toda una vida
de mirar los resultados de los estudiantes en términos de lo apropiado o no
de la respuesta, y hacer un ejercicio previo de imaginar posibles respuestas
y descubrir en ellas otros aspectos del trabajo matematico que sirvan como
indicios de lo que pasa en el estudiante. Sin embargo, a la vez fueron activi-
dades muy enriquecedoras y cuestionadoras que desde ya nos han conducido
a detenernos un poco cuando hacemos preguntas a los estudiantes, cuando
escuchamos o miramos sus respuestas, y cuando las calificamos o somete-
mos a juicio. En particular somos conscientes de que una respuesta correcta
no es necesariamente indicio de comprension, tal como se vio en el andlisis.
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APENDICE
TALLER DE MATEMATICAS

Nombre:

I) A continuacién encontrards 3 pizzas, las cuales tendrds que repartir
entre 4 personas, de tal forma que a cada una le corresponda la misma
cantidad y no sobre.

a. Describe con tus palabras la cantidad de pizza que le corresponde
a cada persona.

b. Explica verbalmente el procedimiento que seguiste para dar res-
puesta a la actividad anterior.

c. Escribe las razones por las cuales crees que tu respuesta cumple
con las condiciones del f:jf:rcicio.3

d. Ahora, observa las respuestas dadas por tres personas al desarro-
Ilar la misma actividad. ;{En cudl o cudles de las respuestas ante-
riores se cumplen las condiciones del ejercicio? Explica el
porqué en cada caso.

N
NI @
ANV ARYED
NYANVANY,

II) En los siguientes dibujos cada rectingulo representa un pan; la parte
sombreada corresponde a lo que comid cada uno de seis nifios.

3. El enunciado d. debe ir impreso en una hoja distinta, que se presenta a los estudiantes des-
pués de que han desarrollado los puntos anteriores.
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a. (Se puede decir que todos comieron la misma cantidad de pan?
Explica las razones de tu respuesta.

b. Uno de los nifios dice que todos comieron la misma cantidad de
pan porque las partes sombreadas tienen la misma area. Explica
con tus palabras qué quiere decir este nifio.

c. En las siguientes figuras, ;podrias indicar cudl de las partes som-
breadas tiene un drea mayor? Explica tu respuesta.

IIT) Responde las siguientes preguntas con base en la informacién suminis-
trada por la siguiente figura. En cada pregunta expresa verbalmente los
pasos que seguiste para encontrar la respuesta.

C El rectangulo grande serd
nombrado como S

D E F

G H

a. El drea del cuadrado G, ;cudntas veces contiene al cuadrado H?

b. El 4rea del cuadrado G, ;cudntas veces contiene al drea del rec-
tangulo F?

c. El 4rea del tridngulo E, ;es igual o diferente al drea del rectdngulo
C?
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d. {Qué parte del drea del tridngulo I es el 4rea del rectdngulo D?
e. ;Qué parte del drea del rectdngulo S es el drea del cuadrado G?

f. El 4area de la regiéon sombreada, ;cudntas veces contiene al drea
del cuadrado H?

g. (Qué parte del area del rectangulo S es el drea del tridngulo 1?

h. El drea del tridngulo I, ;cudntas veces contiene al drea del cua-
drado H?

IV) Relaciona la representacion verbal, grafica y numérica en las siguientes
fracciones y explica el porqué de 3 (tres) de esas relaciones.

seis doceavos Q 2/4
siete doceavos @ 1/2
tres cuartos m:ﬁ: 4/3
ocho doceavos ﬁ 8/12
un medio - I 5/16
cuatro octavos 6/12

REVISTA EMA VOL. 8, N° 1, 2003



88 A. BUSTOS, M. BALLEN, C. SANTANA, M. SIERRA Y H. MENDEZ

dos cuartos 3/4

cuatro tercios FFF’ 4/8

cinco dieciseisavos 7/16

V) Expresa en forma verbal y numérica la fraccién que corresponde a la
regién sombreada en cada figura.

Verbal Numérica

IS

o

&~
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