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GRAFOS EN LA EDUCACION BASICA
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El presente trabajo es una propuesta para introducir la teoria de gra-
fos en la educacion bdsica colombiana. Contiene una revision de los
aspectos matemdticos de la teoria de grafos incorporados en la
secuencia de actividades y de algunos aspectos diddcticos donde se
examina la pertinencia del tema para la educacion bdsica. Finalmente
se presentan tres actividades disefiadas por nosotros, las cuales fueron
aplicadas de manera experimental en un grupo de estudiantes de
grado octavo, en un colegio distrital, junto con la reflexion acerca de
la aplicacion de la propuesta.

This article consists of a proposal to introduce Graph Theory in Mid-
dle School. It contains a review of the mathematics concepts and rela-
tions included in the sequence of activities designed, and a discussion
of the didactical aspects involved, showing the relevance of including
this topic in Middle School Mathematics. The activities designed are
presented. Finally, some reflections, about the experimental applica-
tion of the activities with eighth grade students, in a public school, are
included.

Palabras claves: Educacién Matemadtica, eduacion bdsica secundaria, grafos, secuencia
de ensefianza, reflexion didéctica.

INTRODUCCION

La presente reflexion es tomada del trabajo final presentado en la asigna-
tura “Didéctica de la geometria” dentro del marco de la especializacién en
Educacién Matemadtica de la Universidad Pedagdgica Nacional de Colom-
bia en el segundo semestre de 2004. Es una secuencia de enseflanza que
contiene tres actividades para introducir la Teoria de Grafos a estudiantes
de grado octavo de la educacion bésica secundaria colombiana.

(Por qué ensefiar Teoria de Grafos en la educacion basica? En primer lu-
gar, el surgimiento histdrico de la misma proporciona un excelente ejemplo
de lo que significa la elaboracién de un modelo matemético para el andlisis
de un problema real (el problema de los puentes de Konisberg resuelto por
Euler) y sugiere un camino muy claro para organizar una secuencia didacti-
ca encaminada a la prictica de la modelacién. En segundo lugar, los conte-


https://core.ac.uk/display/12341936?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

GRAFOS EN LA EDUCACION BASICA 441

nidos y aplicaciones de la Teoria de Grafos estdn relacionados con muchos
campos de la matemadtica (topologia, combinatoria, matematica recreativa)
y con otras disciplinas cientificas (fisica, quimica, arquitectura, sociologia).
En tercer lugar, permite una presentacién de los problemas en el marco de
la matemadtica recreativa, lo que le da a los mismos una fuerte componente
de motivacién para los estudiantes.

A continuacién presentaremos los aspectos matematicos que enmarcan
la secuencia de actividades disefiada, los aspectos didacticos que tomamos
de referente, unos comentarios acerca de los resultados obtenidos después
de que un grupo de estudiantes resolvieran las actividades y un anélisis de
las actividades.

Aspectos matematicos que sustentan la propuesta

Ore (1963) describe de la siguiente manera un grafo.

Estd constituido por ciertos puntos A, B, C, D, E y F, llamados vér-
tices y ciertos segmentos que unen pares de vértices, tales como AC,
ED, etc.,y que son los lados —o aristas— del grafo. Ver Figura N° 1.
(p. 13)

Figura N° 1.

Esta es una idea muy general para hacer una primera aproximacién intuitiva.
Sin embargo, existen grafos que constan tnicamente de vértices aislados
(grafo vacio), y grafos en los cuales las aristas pueden tener una direccién
definida a la manera de un vector (grafo orientado).

Los aspectos caracteristicos que definen un grafo en particular son aque-
llos que permanecen invariantes a los estiramientos y todo tipo de deforma-
ciones elésticas (transformaciones topoldgicas). A manera de ilustracién
podriamos decir: Si dibujamos un tridngulo sobre una trozo de hule rectan-
gular y jalamos de alguna de las esquinas de la ldmina, el dibujo podria se-
guir representando una figura de tres lados, pero no se conserva la forma. En
efecto, no es el mismo tridngulo que presentamos originalmente, pues algu-
nos de sus aspectos de forma, caracteristicos en la geometria euclidea como
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son la amplitud de sus dngulos o la longitud y rectitud de sus lados, han va-
riado considerablemente. Ver Figura N° 2.

Figura N° 2.

No ocurre asi con los grafos pues en estos no importan los 4ngulos, ni la lon-
gitud o forma de los lados del grafo, en cambio son relevantes aspectos co-
mo: la conectividad entre vértices, la cantidad de lados que convergen en un
vértice, la cantidad de aristas y de vértices, y en un grafo orientado, la direc-
cién de las aristas, que no varfan si se aplican estiramientos o contracciones
de la representacion del grafo. Por ejemplo, los grafos de la Figura N° 3 se
Ilaman isomorfos pues sus rasgos caracteristicos como grafos permanecen
invariantes (6 vértices, 9 aristas, y el orden de la conectividad).

N X

c NN N \ c
N\
E D \}“< .

Figura N° 3. Rasgos caracteristicos de grafos que permanecen invariantes

En este trabajo nos limitamos a un tipo especifico de grafo, grafo conexo no
orientado, en el cual todos sus vértices estdn conectados por medio de aristas
(no hay vértices aislados). De esta clase de grafos interesa, para efectos del
cumplimiento de los objetivos de la secuencia de actividades, el criterio para
determinar si un grafo es recorrible o no recorrible, es decir, si partiendo de
un punto puede recorrerse cada una de las aristas pasando por todas ellas una
sola vez. En Teorfa de Grafos, conviene establecer si un grafo constituye un
circuito euleriano, semieuleriano, o no euleriano, Menendez (1998) presenta
la definicién de estos circuitos de la siguiente manera:
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*Si todos los vértices del grafo tienen valencia par (...) se puede re-
correr el grafo de una sola pasada y volver al punto de partida. En
este caso, la ruta o circuito se denomina euleriano y el grafo en
cuestion se denomina euleriano.

*Si el grafo tiene dos vértices con un nimero impar de aristas con-
currentes, se le puede recorrer partiendo de uno de esos vértices y
llegando al otro. A la ruta seguida en este caso se le denomina ruta
semieuleriana y al grafo correspondiente grafo semieuleriano.

*Si el grafo tiene mds de dos vértices con un nimero impar de aris-
tas concurrentes. El problema no tiene solucién. El grafo en cues-
tién es un grafo no euleriano” (pp. 11-26)

Aspectos didacticos que sustentan la propuesta

Utilizamos dos supuestos con un enfoque cognitivo particular a la didactica
de la matematica, para introducir la Teorfa de Grafos. Esta ultima puede
corresponder al tema topologia en una dimensién, en el nivel de educacién
bésica secundaria de los Estdndares Nacionales.

El primer supuesto se refiere a lo enunciado por Piaget (1972a), sobre la
manera como los niflos construyen sus nociones espaciales. Afirma que las
primeras intuiciones espaciales son de tipo topoldgico, es decir, intuiciones
sobre las propiedades globales del espacio independientes de la forma, el co-
lor y el tamafio. Después, los nifios distinguen las propiedades proyectivas y
euclideas alcanzando un equilibrio por lo general entre los nueve a diez
afos.

El segundo supuesto se sustenta en lo previsto en las corrientes construc-
tivistas las cuales consideran que el nifio forma los conocimientos por un
proceso de construccion, producto de sus acciones y no por la recepcion pa-
siva de informacidn. En el caso de los conceptos de la topologia, el nifio tie-
ne las nociones de interior, exterior, vecindad, conectividad, por mencionar
algunas. Las nociones intuitivas de cardcter topolégico se han formado gra-
cias a la accion de experiencias vividas en forma espontanea en la vida co-
tidiana, en las cuales no hay una intencién educativa, como aquellas que se
han programado en el curriculo escolar.

Desde el punto de vista de la Educacién Matemadtica, fundamentamos la
propuesta en la perspectiva de la geometria escolar propuesta por Usiskin,
que se cita en los Estandares Curriculares (2003):

La geometria como estudio del mundo real y fisico, o como la cien-
cia del espacio. Dimensién, cuyos inicios como herramienta para
describir y medir figuras, ha evolucionado como una teoria de ideas
y métodos que construye y estudia modelos idealizados del mundo
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fisico y otros fendmenos idealizados del mundo real. De acuerdo
con diferentes puntos de vista, se pueden mencionar las geometrias
euclidiana, afin, descriptiva y proyectiva; también la topologia y las
geometrias no euclidianas.

Nos interesa esta perspectiva pues, como seflalamos en la introduccién, que-
remos enfatizar la relacién que existe en la Teoria de Grafos entre las situa-
ciones reales y su modelacién matemadtica.

Reflexiones alrededor de las actividades

Presentaremos a continuacién los supuestos que guiaron el disefio de la
secuencia de ensefianza y en particular cada una de las actividades. Igual-
mente, explicitaremos las dificultades que tuvieron los estudiantes al reali-
zar cada una de ellas y para finalizar reflexionaremos acerca de posibles
problemas en la formulacion de las actividades y los cambios que podrian
darse en el disefio de las mismas para superar las dificultades encontradas.

Actividad I

La primera actividad de la secuencia tenia como objetivos que los estudian-
tes elaboraran representaciones diagramaticas de situaciones reales y que
representaran el grafo de una correspondencia entre conjuntos. En esta acti-
vidad partimos del supuesto de que los estudiantes no tienen un conoci-
miento formal de la Teoria de Grafos, pero suponemos que estdn en
capacidad de tratar de representar, mediante un grafo, una situacién que se
les plantea.

El objetivo de esta actividad es hacer una introduccién informal a los t6-
picos de la Teorfa de Grafos que se quiere desarrollar con la secuencia de
actividades (grafos conexos recorribles y no recorribles) mediante una adap-
tacion del problema del cartero chino, un clasico problema en el cual se pre-
senta una parte de un plano de una ciudad y el cartero debe recorrer calles y
carreras entregando la correspondencia en determinados puntos, haciendo el
recorrido mds corto posible. En la Tabla N° 1 presentamos la actividad, tal
cual se le entregé a los estudiantes.
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ACTIVIDAD |

A. Los siguientes son los planos de conjuntos residenciales que debe recorrer un men-
sajero para entregar una correspondencia. Ayiidele a encontrar una ruta para
recorrer todos los bloques con el menor esfuerzo posible

1) Si encontré una ruta que usted considera optima. ; Por qué cree que es la mejor?
2) (En cuales de los casos fue mds fdcil encontrar una ruta optima para el cartero?

3) Antes de buscar la ruta ;Cuales de los planos parecen mds sencillos para encontrar
una ruta optima?

4) Intente hacer una grdfica de los planos de los conjuntos residenciales utilizando
puntos para representar las entradas y lineas para las calles.

B. El problema de los noviazgos

- Maria conoce a Andrés, Benito 'y Carlos

- Beatriz conoce a Benito y a Carlos

- Carmen conoce a Carlos, Esteban y Germdn
- Daniela conoce a Andrés y Benito

- Elisa conoce a Andrés, Benito y Carlos.

5) Represente mediante puntos 'y lineas esta situacion.

6) ¢Es posible buscar un novio para cada mujer entre los hombres que conoce?

Preparen una exposicion de las dos situaciones estudiadas.

Tabla N° 1. Actividad I de la secuencia de enseiianza
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Al proponer esta actividad a un grupo de estudiantes de grado octavo y ob-
servar sus actuaciones nos dimos cuenta que el objetivo que gui6 el disefio
de la actividad I se alcanz6 parcialmente.

En efecto, aunque queriamos que los estudiantes representaran la ruta
optima del cartero mediante un grafo, varios de los estudiantes encontraron
las rutas 6ptimas, pero no entendieron que se les pedia que representaran el
recorrido del cartero mediante puntos y lineas. Por esto la mayoria de ellos
repiti6 el dibujo de los planos. Quizés esta situacién se pueda mejorar for-
mulando mejor la pregunta, pidiéndoles que planteen un modelo en el cual
los puntos sean los bloques que debe visitar el cartero y las lineas los reco-
rridos que hace este, es decir siendo mas explicitos.

En relacion con la pregunta N° 3 del item A, ; Cuales de los planos pare-
cen mas sencillos para encontrar una ruta 6ptima?, la primera asociacién que
hicieron los estudiantes en relacién con la ruta ptima y plano del conjunto
fue con base en la percepcion de la cantidad de bloques, pero después de ex-
perimentar sobre los planos la busqueda de la ruta y de discutir en grupo sus
resultados concluyeron que el mejor criterio para la ruta éptima es no repetir
bloque ni camino.

Actividad II

Al disefar la Actividad II de la secuencia de ensefianza buscdbamos que los
estudiantes pudieran realizar enumeraciones y recuentos de trayectorias en
un grafo y reconocer grafos recorribles y no recorribles. Pensamos la acti-
vidad para que los estudiantes reconocieran los elementos constitutivos de
los grafos conexos no orientados, trabajaran concretamente sobre su repre-
sentacién particularmente haciendo conteo de recorridos, y encontraran
recorridos especificos.

Se les presentan dos grafos con tres vértices uno con seis aristas y el otro
con cinco, y se formulan preguntas acerca de la cantidad de caminos para ir
de un punto a otro, y del nimero de caminos para ir y volver entre dos pun-
tos. Posteriormente deben encontrar una palabra oculta asociando los vérti-
ces con las letras y las aristas las conexiones entre estas’.

En la Tabla N° 2 se encuentra la Actividad II de la secuencia de enseflanza.

1. (esta actividad fue tomada con autorizacion de los autores del “Calendario Matematico’)
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ACTIVIDAD Il
Definicién geométrica

Geométricamente, un grafo es un conjunto de puntos llamados vértices, y un con-
Jjunto de lineas, llamadas aristas. Cada arista une dos vértices del grafo.

Es importante advertir que un grafo contiene tinicamente informacion sobre las
conexiones entre los puntos, es decir, en un grafo, no interesa la medida de los dngu-
los o la medida de las aristas, asi, las figuras siguientes representan el mismo grafo:

1) El grafo siguiente se llama unicursal o recorrible, pues se puede recorrer de un
solo trazo, sin levantar el ldpiz del papel y sin repetir arista. Un recorrido puede
ser ABCBABC

Observe el grafo y responda:

N

o ;Cuantos caminos posibles hay para ir de A hasta C?

e (Yparairyvolver?

e ;Puedes recorrer el grafo de un solo trazo, sin levantar la mano ni repetir arista?

Tabla N° 2. Actividad de la secuencia de enseiianza

Al aplicar nuevamente un razonamiento basado en la percepcion inmediata
de los elementos del grafo, la mayoria de los estudiantes (cerca de 20) sefia-
laron que el nimero de caminos para ir desde a A hasta C es 5 guiados por
el criterio que el grafo presenta 5 aristas. Pero nuevamente el trabajo concre-
to sobre la representacion, en este caso la bisqueda de los caminos en el gra-
fo les permite encontrar otras posibilidades y llegar a la conclusion correcta
segun la cual el grafo tiene 6 rutas para este recorrido.

Contestar la pregunta de cuantos caminos de ida y vuelta presenta el gra-
fo requiere de un razonamiento combinatorio cuidadoso, aqui otra vez guia-
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dos por una generalizacién basada en lo aparente contestaron que eran 12
caminos de ida y vuelta, simplemente duplicando los caminos de ida de los
cuales ya tenfan certeza eran 6, pero aun después de invitarlos a hacer un me-
jor conteo, sélo algunos encontraron los 36 caminos.

El hecho que los estudiantes respondieran inicialmente las preguntas a
partir de una percepcién inmediata de los grafos, y que la contrastacién con
formas ordenadas de estudiarlo haga evidente el error, permite el cumpli-
miento cabal del primer objetivo propuesto “realizar enumeraciones y re-
cuentos de las trayectorias en un grafo” pues surge como una necesidad para
prevenir errores a los que puede inducir un razonamiento superficial.

El segundo punto de esta actividad capt6 vivamente el interés en su de-
sarrollo pues se presentaba como un desafio el encontrar la palabra y su gra-
fo. Aqui después de establecer cual era la palabra los estudiantes
identificaban una letra que fuera caracteristica de la misma y la buscaban
para encontrar a cual grafo correspondia; el hacer el recorrido del grafo ya
resultaba elemental.

Actividad ITT

Con la Actividad III pretendiamos que los estudiantes pudieran identificar
grafos recorribles y no-recorribles y formular un criterio general para iden-
tificar grafos recorribles y no recorribles. En esta actividad el objetivo es
que los estudiantes establezcan mediante la exploracién y organizacién de
la informacién el criterio para saber cuando un grafo es recorrible o no
recorrible. Se les presentan 7 grafos los cuales tienen circuitos eulerianos,
semieulerianos, o no eulerianos, después de recorrerlos deben completar
una tabla en la cual esta discriminada la informacién de la paridad de los
vértices y la caracteristica de ser recorrible o no recorrible.

A partir de esta informacién se les pide formular un criterio para deter-
minar si un grafo es recorrible o no y hacer una prediccion con este criterio
de esta caracteristica (recorribilidad) en otros 7 grafos, luego someterlo a
prueba.

En la Tabla N° 3 describimos la Actividad III.
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ACTIVIDAD il

Fara realizar esta actividad deben trabajar en grupo de tres estudiantes. Deben entre-
gar un reporte y preparar una exposicion que recoja sus respuestas y todos los comen-
tarios y explicaciones que consideren necesarias para justificar sus respuestas.

1) Comprueba si cada uno de los siguientes grafos es recorrible o no- recorrible. Com-
pleta la tabla.

AR Py

G

\

Antes de completar la tabla es necesario tener presente, que se considera un vértice par
si a el llega un niimero par de aristas, y se considera impar si a él confluye un niimero
impar de aristas.

N° de vértices N°de vértices Grafo Grafo no
N° grafos , . .
pares impares recorrible recorrible
A
B
C
D
E
F
G

1) Analicen los datos de la tabla y establezcan un criterio para determinar cuando un
grafo es recorrible.

2) Utilizando el criterio que establecieron en el punto anterior, digan cuales de los
siguientes figuras son recorribles. Justifiquen para cada caso su respuesta.

Tabla N° 3. Actividad de la secuencia de enseiianza
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La mayoria de estudiantes que realiz6 esta actividad llegé a la conclusién
que los grafos que presentaban todos sus vértices pares eran recorribles,
pero no plantearon claramente que cuando tiene mas de dos vértices impa-
res no son recorribles. Simplemente asumieron que la presencia de la
mayoria de vértices impares era condicién suficiente para que el grafo no
fuese recorrible.

Cuando se les pidio el criterio para que un grafo fuese recorrible, la ma-
yoria lo confundié con la descripcién de lo que significa ser recorrible (tra-
zar una linea sin levantar el l4piz), aqui la confusion puede atribuirse a la
manera en que fue planteado el punto en la actividad.

CONCLUSIONES

El disefio de esta secuencia de actividades presenta unas deficiencias en la
manera en que fueron formuladas algunas de las preguntas o instrucciones
que se les pidi6 a los estudiantes que desarrollaran. Especificamente en la
actividad uno la elaboracién del grafo de la ruta del cartero y en la actividad
tres, el establecer un criterio para saber si el grafo es recorrible o no.

Las actividades resultaron retadoras e interesantes para los estudiantes,
lo cual constituye un principio bésico para el desarrollo de cualquier activi-
dad de ensefianza-aprendizaje. Esto se hizo evidente en el grado de interés
que expresaron en el desarrollo de las mismas y en el entusiasmo ante lo que
ellos crefan era una solucién del problema planteado.

Los estudiantes aprendieron la terminologia de base de los grafos y lo-
graron establecer un criterio bésico (el de ruta euleriana) para determinar si
un grafo es recorrible.

Son contenidos muy elementales pero relevantes de la topologia las
ideas de vecindad y conectividad, y es un contenido muy importante de la
teoria de grafos el criterio para determinar si un grafo tiene un circuito eule-
riano, semieuleriano o no euleriano. Con esta actividad se constaté que es
posible trabajar contenidos de topologia y grafos a nivel comprensible para
estudiantes de educacidn bésica, garantizando la comprension de los conte-
nidos por parte de los mismos.
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