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En este articulo presento algunos aspectos relativos a mi experiencia
de uso de la calculadora como elemento didactico en las clases de cal-
culo; particularmente, registro algunos pasos que realicé antes de uti-
lizar la calculadora en clase, propongo tres preguntas gque atraviesan
toda la experiencia, muestro tres gjemplos que ilustran la manera
como utilicé la calculadora y discuto algunos beneficios y riesgos que
identifiqué al usar este instrumento. Esta experiencia logré cuestionar
mi conocimiento matematico-didactico, mi labor docente y me enfrenté
a cuestiones de investigacion en Educacion Matematica que no habia
considerado antes.

INTRODUCCION

La ensefianza del calculo diferencial presupone trabajar con conceptos tan
poderosos como el de funcidn, limite, continuidad y derivada; la estrategia
tradicional que como profesor de mateméticas he usado para abordar en las
clases de calculo a nivel universitario tales conceptos, sigue €l esquema:
definicion — teoremas — demostraci 6n — ejempl 0s — gjercicios — eval uacion.

A través delos diferentes cursos de calculo que he dictado en mi gjerci-
cio profesional he observado las elaboraciones escritasy verbales de mises-
tudiantes, lo cual me ha permitido reconocer algunas tendencias que desde
hace un tiempo me inquietan; entre ellas puedo sefid ar:

* Los estudiantes tienen un manejo prioritariamente agoritmico
del limitey laderivada.

* Paralos estudiantes la derivada y el cambio instantaneo de una
funcién son conceptos poco relacionados.

* Los estudiantes dificilmente reconocen los conceptos de cam-
bio, aproximacion lineal y derivada en situaciones cotidianas.

» Muchos estudiantes perciben la resolucion de gercicios como
una actividad de aplicacién de reglas y no como una herramienta
de exploracién y construccién de conocimiento.
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» En lamayoria de los estudiantes se identifica un escaso nivel de
significacion de los conceptos matematicos.

El reconocimiento de estas tendencias ha permeado mi préactica docente y,
en consecuencia, he tratado de adentrarme en éstas proponiendo acciones
(gjercicios, preguntas, tareas, lecturas, etc.) para combatir su aparicion; sin
embargo, €l arsenal de recursos metodol 6gicosy tecnol 6gicos que como do-
cente podia utilizar en tales acciones (v.g., las tizas de colores, |los transpa-
rencias, los videos, etc.) parecia agotarse.

Es en este contexto que aparece, en el horizonte de posibilidades, € re-
curso llamado Sistemas de Calculo Smbdlico (SCS), en su forma de soft-
wareinstalado en un computador o cal culadora (muchos de estos SCS dotan
alas calculadoras de capacidades numéricas, gréficas, eincluso simbdlicas,
gue hacen de ellas en esencia un computador). Su promocionada potencia-
lidad como recurso didactico me movié a explorar un SCS especifico para
trabajar algunos conceptos fundamentales del calculo y avanzar hacia el
planteamiento de practicas que ayuden a una mejor significacién por parte
de los estudiantes.

ALGUNOS PASOSEN EL USO DIDACTICO DEL SCS

Un primer paso en la exploracion del SCS fue su eleccion. Entre los diver-
sos tipos de calculadoras que existen en el mercado, seleccioné la calcula
doraTI-92. Esta eleccién estuvo mediada por consideraciones acerca de su
facilidad de uso, su costo, € software matemético incluido (Derive y
Cabri), sus capacidades de calculo (grafico, simbdlico y numérico), laposi-
bilidad de ser programada, la facilidad y prontitud de exhibicion de sus
diferentes sistemas de representacion, y su disefio andlogo al de un compu-
tador. Ademas, esta calculadora se acompafia de la pantalla de cristal
liquido que ubicada sobre un retroproyector permite desplegar el contenido
de la pantalla de |a calculadora a todos | os estudiantes de un curso.

Me enfrenté entonces al siguiente paso: conocer €l instrumento compu-
tacional. Desde €l inicio del proceso de conocimiento del instrumento —
empezando en la obvia lectura del manual, hasta la visita del sitio web ofi-
cia delaTexas Instruments (www.ti.com)— fue claro que unacosaeratran-
sitar por los diversos menus ofrecidos por la calculadoray otradiferente era
usarlos efectivamente en las clases. Asi que renuncié ala pretension de do-
minio completo de la calculadoray asumi la postura de conocer sus posibi-
lidades y de explorarlas situado en €l curso de calculo y teniendo en mente
las dificultades que queria abordar. Asi, conoci la calculadora en tanto ins-
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trumento que responde a condi ciones especificas de uso, determinadas por
laasignaturaen lacua se emplearia

Este proceso de conocimiento me permitio evidenciar que el software de
lacalculadora TI-92 permite —entre otras— evaluar expresiones numeéricas
o0 algebraicas, hallar expresiones aritméticas o algebraicas equivalentes, re-
solver ecuaciones, graficar y tabular funciones de variablereal. Estagamade
posibilidades abriaun abanico de opciones de empleo en un curso de célcul o;
por g emplo, la calculadora podria utilizarse:

» Como herramienta transformadora de modo de representacion.
La calculadora ofrece la posibilidad de “moverse” entre las dife-
rentes representaciones de una funcion lo cual, en algunos casos,
permite cambiar la naturaleza de una tarea matemética y por
tanto de aproximacion al problema. Igualmente, permite signifi-
car en un sistema de representacion, la informacién presentada
en otro (v.g., laconcavidad y €l signo de la segunda derivada).

Como herramienta de verificacion. Los diversos sistemas de
representacion disponibles en la cal culadora configuran potentes
ambitos para comprobar, examinar o criticar la validez de una
afirmacion matemética

Como herramienta de visudizacion. La calculadora T1-92
ofrece la posibilidad de observar simultaneamente informacion
numeérica, simbdlica y gréfica. Asi, en tanto instrumento de
mediacion, facilita e interpretar datos, descubrir patrones,
observar representaciones dindmicas de conceptos, leer coorde-
nadas, observar caracteristicas topoldgicas de las gréficas y
experimentar con la representacién grafica de las funciones.

Frente a esta disponibilidad de capacidades computacionalesy de gestion de
datos y formas de representacion y con el deseo de mejorar € proceso de
significacion por parte del estudiante, inicié el siguiente paso: incorporar €l
SCS en las clases de célculo.

Con respecto a este paso tuve que tomar algunas decisiones. Defini que
utilizaria la T1-92 inicialmente como un recurso didactico bajo €l esgquema
deuso ilustrativo. Este esquema establece que es el docente quien usalacal-
culadora para trabagjar algunos conceptos, responder algunas preguntas,
efectuar cal culos engorrosos en problemas no rutinarios y usar varios siste-
mas de representacion; asi, € instrumento es controlado y usado por € do-
cente en un contexto dialéctico polifénico. matemdticas, docente,
estudiantes y SCS. Adicionalmente, decidi que la emplearia en situaciones
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especificas para que durante el desarrollo de las clases apoyara mi interac-
cion con € discurso matemético y con las practicas discentes.

Bajo el lemala calculadora debe usarse para reforzar aspectos procedi-
mentales y conceptuales y para justificarlos desde otros sistemas de repre-
sentacidn procedi entonces a disefiar algunas situaciones didacticas que
pretendian combatir algunas delastendencias estudiantilesresefiadas arriba.

Desarrollé |a experiencia en solitario, durante dos afios en los cursos de
calculo ofrecidos a los estudiantes de la Facultad de Ingenieria de la Ponti-
ficiaUniversidad Javeriana, Seccional Cali (Colombia). Lostemas que fue-
ron abordados con la mediacion de este instrumento fueron: limites,
continuidad, derivadas e integrales. Utilicé la calculadoraen laintroduccién
de los temas, en la presentacion de giemplosy en la discusion de gercicios
y tareas; la frecuencia de uso era de una o dos veces por semana (el curso
tiene unaintensidad de cinco horas por semana) y en cada caso la calcula-
dorafueinvitadacomo elemento de mediacion entre el saber matemético en
juego, €l docente y los estudiantes. Ademas, procuré gque no fuera la prota-
gonista; su utilizacién podria ser intensiva o eventual, dependiendo de las
circunstancias y de la participacion argumentativa de la clase.

Tanto el proceso de disefio como el de implementacion estuvo siempre
cruzado por tres preguntas, a saber:;

a. ¢Qué aspectos de la presentacion del conocimiento matemético pue-
den ser reforzados con el uso del SCS?

b. ¢En qué momentos de ladiscusion es apropiado introducir €l SCS?
c. ¢Coémo pueden interactuar los estudiantes con el SCS?

A continuacién presentaré una respuesta experimental a estas preguntas, a
través de algunos gjempl 0s que muestran aspectos didacticos tensados viael
uso ilustrativo de la calculadora en uno de los cursos de célculo diferencial;
asi mismo, através de tales g emplos, comentaré algunas ventagjas'y desven-
tajas del uso de la calculadora. Sin embargo, antes quiero sefialar que atra-
vés de la implementacion de las situaciones disefiadas —y como producto
de lainteraccion con los estudiantes, con el saber matematico implicado y
con € instrumento— pude vislumbrar “mejores’ enfoques didéacticos para
algunos temas, y espero que el lector logre algo similar al estudiar e imple-
mentar tales jemplos.
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ALGUNOS EJEMPLOS DEL USO DEL SCS

Primer gemplo
Paracomenzar presentaré un gjercicio que se propone en un curso de calculo
y que abordé con mis estudiantes con y sin SCS.

lim X=8
Calcular: y g 3/x—2

Solucion sin SCS

La solucién usual de este limite en €l contexto escolar, se hace a través del
siguiente desarrollo algebraico donde se debe recordar y emplear laidenti-
dad a3—b3 = (a—b)- (a2 +ab +b?)

im X=8 _ i (x—8)- 3% +2-3/x+4)
o8 3x-2 x283k-2)- QK +2-3x+4)

i x=8) - 3P+ 2 3k + )
= 1mm
Xx—8 (x-8)

= lim (51&2+2-3l&+4)
X—8

=12

No esdificil advertir que en la solucién de este tipo de gjercicios se usan al -
gunas de las siguientes técnicas: en la expresion que define la funcién, re-
emplazar la letra x por e valor a que tiende; factorizar, racionalizar,
multiplicar por un factor adecuado; o plantear un cambio de variable. En
este sentido, el cdlculo de un limite—como el del jemplo— terminasiendo
unaactividad exclusivamente procedimental y su correctarealizacién noim-
plicaquequienlo“calcula’ comprenda—o siquieraadvierta— |os aspectos
conceptuales que justifican tal procedimiento, quedando éstos sin explorar.
Desde esta perspectiva, la desventagja del proceso algebraico (que es el
que usual mente se emplea cuando se trabaja el concepto de limite) radicaen
quees prioritariamente simbdlico y reduce el problemade calcular un limite
aun procedimiento sintactico. En este sentido, €l proceso algebraico escon-
de—bgjo la carga procedimental impuesta a este tipo de gjercicios— el he-
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cho de que a calcular €l limite encontramos una “forma’ de aproximarnos
al punto en cuestion, usando funciones “ equivalentes’ alafuncion dada.
Esta naturaleza del célculo algebraico justifica parciamente el hecho de
gue algunos estudiantes presenten como solucion del limite algo como lo si-
guiente:
lim X= 8 _ x-8

X—8 %(_2 %(_2

Heinterpretado este tipo de respuestas como unamanifestacion deque e es-
tudiante consideralaargumentacion® que sustentael calculo del limite poco
relevantey damayor importanciaal proceso algebraico. El uso del SCS, que
se exhibe a continuacion, pretende presentar una aproximacion a una argu-
mentacion tal.

Solucion con SCS

Las argumentaciones que se ponen en juego con el uso de la calculadora
pueden ser extrafias a las précticas docentes usuales, las cuales —como se
vio inmediatamente antes— desarrollan el gercicio en € contexto simbo-
lico y dejan implicitos aspectos tales como: la equivalencia entre la funcién
dada en € gercicio y la que se obtiene mediante e proceso algebraico, el
comportamiento variacional implicado en el proceso de calculo del limitey
la discusién de limites laterales. A través de las opciones o comandos que
ofrece € SCS la argumentacion para calcular € limite es ahora diversifi-
caday puede ser de tipo:

» Simbdlica — Grafica— Numérica (usando la opcion GRAPH y la
graficacomo dbaco? por medio de la opcién TRACE).

» Simbdlica— Gréfica (através dela construccion de lagréficacon
laopcion GRAPH).

» Simbdlica— Numeérica (usando la opcion TABLE).

» Simbdlica— Simbdlica (usando el comando LIMIT o el comando
EXPAND).

1. Parafraseando a Adriana Silvestri (2001, p. 30) puedo sefidlar que la argumentacion se
identifica con las potenciales o efectivas posiciones a favor o en contra de una tesis que
surge a involucrarse con el enunciado de un problema o situacién y con su solucion.
Desde el punto de vista de su funcion comunicativa, la argumentacion consiste en un con-
junto de estrategias del enunciador para modificar €l juicio del destinatario acercade dicho
problema o para establecer lajustezadel punto de vista o conclusion del enunciador.

2. En general, un &aco es un instrumento de célculo cualquiera; no obstante, el més cono-
cido es e abaco de bolas para hacer célculos aritméticos. En este contexto asumimos el
uso de la representacién gréfica como un abaco, dado que nos permite realizar célculos
numéricos aproximados (nomograma).
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Presentaré ahora cada una de las argumentaciones citadas poniendo de ma-
nifiesto algunas de sus potencialidades y limitaciones.

En todas las argumentaciones, €l estudio del limite asume como punto
de partidalarepresentacion simbélicade lafuncién apartir delacual €l SCS
obtiene representaciones numeéricas, representaciones graficas y expresio-
nes simbdlicas equivalentes.

Argumentacion Simbdlica— Gréfica— Numérica
X—8
3/x -2

calculadora una grafica como la que se muestra en la Figura N° 1 En esta
gréficalaventana de visualizacion esta definida por los interval os [-35, 44]

y [-36, 43] parax y f(X), respectivamente.

A partir delaexpresion simbdlica f(x) =

podemos redlizar en la

1 Fev |_Fz Fq FE* | _FG™ |FP B
- E Zoom|Trace|ReGraph|Mat.h|Draw |+ F:?

_______/-4?"/

®CEE.. 23T9 goill. 9832
AN FAD AUTO FUNC

Figura N° 1.

Posteriormente, con la ayuda de la opcion TRACE se puede obtener una ver-
sion numérica del comportamiento de lafuncion, yaque en la parte inferior
de la pantalla aparecen las coordenadas del cursor que se desplaza “ sobre”

lagréficade lafuncion y que cambian dependiendo del punto que sefiale el

cursor. Al mover el cursor haciael punto en cuestion (x = 8) seobservael

comportamiento numeérico de las imégenes, |o cual permite establecer una
conjetura sobre €l valor del limite. En este ambito se conjugalo grafico, lo
tabular y el proceso de aproximacion implicado en laidea de limite; ala
vez, esta estrategia permite explorar dinamicamente el concepto de limites
laterales.

L a presentacion de la grafica en la cal culadora depende —entre otras—
de la ventana de visualizacion seleccionaday del tipo de representacion es-
cogida por €l usuario; en este sentido, la calculadora puede exhibir una gra
ficapoco precisay, en consecuencia, € estudiante puede obtener resultados
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erréneos o poco aproximados (v.g., una curva puede verse localmente recta
0 una discontinuidad puede quedar ocultaalamirada del estudiante).

X—8
3/x-2
uso delaopcion TRACE puede ayudar aobtener unaconjeturainicial, losva
lores visibles de las coordenadas dependen de la ventana de graficacion usa-
da. Por jemplo, la grafica de la Figura N° 2 |a €laboré en la clase tomando
los intervalos [-2244, 2243] y [-2556, 2563] como rangos de visuaizacion
parax y f(x) respectivamente; los valores numéricos dados por la opcion

TRACE son inapropiados para calcular € limite, dado que se encuentran
“muy lgjos’ del punto en cuestion. Este hecho inicialmente puede no ser evi-
dente paralos estudiantes; sin embargo, usado convenientemente puede ser-
vir al propésito deilustrar facetas del concepto, en este caso, lanecesidad de
analizar el comportamiento de la funcién en puntos “cercanos’ a valor de
interés.

, S bien &

En la gréfica de lafuncién f, definidapor f(x) =

1 Fer FEr Far
- E 2000 Tr‘ace ReEr‘-aph Math|Oraw)~

wci 28,3529 yci 19,3968
AT FAD_AUTO FUHC

Figura N° 2.

De otra parte, debe ser claro que las informaciones de caracter métrico local
gue se desean obtener a partir de la grafica dependen tanto de caracteristicas
de la calculadora como de opciones que seleccione el usuario.

La informacién métrica obtenida de la gréfica cuando se trabaja como
abaco con laayuda de la opcidn TRACE —apartir de la representacion sim-
bdlicade lafuncién— esta sobre el cuerpo de los nimeros racionales o0 mas
precisamente sobre un subconjunto de los nimeros racionales, asi que el as-
pecto “topolégico” delagréficaen el SCS estarepresentado con base en una
topologia sobre los racionales, de tal suerte que lagréfica que se muestraen
pantalla no es continua en el sentido formal, aunque parece serlo. La apa-
riencia continuade lafuncion depende también del estilo® queel usuario eli-
japaragraficar.
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LaFiguraN° 3 muestralagrafica de lamismafuncion dibujadaen el es-
tilo DOT y en estilo de LINE; como puede intuirse las ideas de limite y
aproximacion que se proyectarian a usar una gréfica hecha con uno u otro
estilo tendrian diferencias significativas.

1 Fzv |_FZ Fu FEw |_FE™ [F7 e
- E Zoom|Trace [ReGraph [Math|Oraw) - ‘:;9-

HMAIW KAD AUTO FUHC

1 Fevr |_F% Fu FEx |_FE* Fr HE
- E Zoom|Trace|ReGraph|Math|0raw|« i

_______,f"’f—

Al Kab AUTO FUHC

Figura N° 3.

Argumentacion Simbdlica— Gréfica

Uno de los aspectos que puede quedar oculto para el estudiante cuando tra-
baja e limite desde una perspectiva exclusivamente sintéctica, es la rela
cién entre lafuncion ala cual hay que calcularle el limite, expresada por la

X—8
3/x-2

ley de asignacién f(x) = , Y la utilizada para realizar tal calculo,

2
representada por la expresion g(x) = 3/x” +23/x + 4. La opcién GRAPH
del SCS permite visualizar la“equivalencia gréfica’ entre estas dos funcio-

3. Lacaculadora presenta la posibilidad de que el usuario seleccione, a través de la opcién
STYLE, el aspecto del trazo con el que se dibujaré la gréfica. Las opciones de estilo posi-
bles son: linea, puntos, cuadrados, linea gruesa, camino (donde un cursor circular recorre
lagréficay dejaun trazo), animado (el cursor anterior recorre la gréfica pero no dejatrazo
alguno), arriba (dibuja una sombra arriba de la gréfica) y abajo (dibuja una sombra debajo
delagréfica).
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nes; en efecto, al graficar simultdneamente ambas funciones | os estudiantes
pudieron ver como sus trazos coinciden (excepto en el punto x = 8) lo
cual permitié reforzar la argumentacion en favor de la*“equivalencia’ entre
las funciones.

A travésdelaFiguraN° 4 seilustrael aspecto quetiene esta“ equivalen-
ciagréfica’; paraello escogi un estilo diferente de trazo de linea paralagré&
ficade cadafuncion (LINE para f y SQUARE para g) y detuve el proceso de
graficacion de una de ellas para que se apreciara el efecto dindmico que se
muestra ante |os ojos del estudiante.

T _Fer FEv | FE™

v |20 Tr*ace ReGr‘aph Math|0raw|-

HAIN FRD ALTO FUNE JF Ll 26
Figura N° 4.

Como puede observarse, la“equivalenciagréfica’ alacua merefiero esla
igualdad de las dos funciones en todos | os el ementos de sus dominios expre-
sada por la coincidencia de los puntos de sus gréaficas, excepto en aquel en
donde la primera funcion se indetermina. A través de esta estrategia gréfica

intenté adicionalmente que los estudiantes asociaran €l signo )!'Ln aun

proceso dindmico de aproximacion a un valor de interés —que no necesa
riamente hace parte de los valores implicados en la funcién— y, en conse-
cuencia, que lo identificaran como algo mas que un signo que indica una
accion matematica sintéctica

Argumentacion Simbélica—Numérica
LaTI-92, através delaopcion TABLE, permite hacer répidamente unatabla
de valores numéricos para una o varias funciones. La construccién de ta
tabla puede hacerse especificando un valor inicial para x y un valor de
incremento en x através delo cual se generan valores subsecuentesde x y
los valores de sus iméagenes correspondientes; también puede construirse
introduciendo valores de la variable independiente a gusto del usuario.

Para hacer una exploracion numéricadel comportamiento de lafuncidn
cuyo limite se queriacalcular, decidi construir en el SCS unatabladonde se
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mostraban las pargjas de valores de la funcién expresada por
X—8

3x -2

muy importante que a través de la tabla se pudieran considerar esos valores

tanto aizquierda como aderecha; asi, seleccioné 7.96 como valor inicial de

X y 0.01 como valor de incremento entre valores sucesivos de x . Las dos

primeras columnas de la Figura N° 5 muestran la pantalla que pudieron en-
tonces observar mis estudiantes.

y, = f(x) = , cuando x tomavalores cercanos a8. Decidi que era

£ Z.

B.01 |1z, 00512, 000

g.02 [1z.01 [12.0

B.02 (17, 01512015

x=7.99

HalH KEAD alUTO FLUHC
Figura N° 5,

El hecho de que en latablael valor delaimagen parax = 8 seaindefinido,
de un lado, permiti6 una evidencia adicional de que para calcular € limite
cuando x tiende a8 no puede simplemente sustituirsea x por 8 enlaexpre-
sion simbdlica que representalafuncion y, de otro lado, aporto al trabajo de
significacion del concepto de limite como “tendencia numérica de los val o-
res de funcién cuando los valores de x se aproximan a un nimero dado”.
Pude abordar estaideade proximidad al repetir unay otravez el mismo pro-
cedimiento de construccién de la tabla asignando valores cada vez mas pe-
guefios a incremento paralosvaloresde x .

Adicionalmente, utilicé la opcién TABLE para explorar la“equivalencia
numeérica’ de las dos funciones implicadas en €l proceso sintactico mostra-

2
8 vy, = 900 = 3 +23/x+ 4 pude
X—2

presentar amis estudiantes latabla que aparece en laFiguraN°5; a realizar
una observacion de ésta, entrada por entradade losvaloresde y; y y,, no-

do.Al hacery, = f(x) =

tamos que para el valor x = 8, laexpresion y, no esta definida mientras
que laexpresion y, si lo estd, y quelosvaloresde y, y y, coinciden para

los demas valores de x . Utilicé este hecho para argumentar —desde una
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perspectivanumérica— lapertinenciade establecer unaexpresion simbdlica
equivalente ala expresion inicialmente dada, para calcular el limite.

Laprincipa desventgade“cacular el limiteatravésdelatabla’ estali-
gada a hecho de que la tabla sélo presenta informacion parcia de la fun-
cion. Asi, un estudiante que haya adquirido como précticarutinaria cal cular
los limites mediante los datos de una sola tabla, sin efectuar variaciones del
valor del incremento de valores sucesivosde x paravalidar la conjeturaini-
cial, puede encontrar una respuesta errénea.

Adicionalmente, es necesario reconocer que € método no funciona
cuando el [imite es un nimero irracional. En efecto, lainformacion numéri-
ca dada en las tablas es sobre €l cuerpo de los nimeros racionales, asi que
nuestras aproximaciones numéricas pueden “falar” en dar la respuesta
exacta cuando el limite es un nimero irracional.

Argumentacion Simbélica— Simbdlica

El calculo del Iimite en cuestidn se puede efectuar usando las propiedades
de célculo simbdlico que tiene el SCS. En e primer renglén de la pantalla
—que se muestra en la Figura N° 6— se exhibe € resultado de utilizar el
comando LIMIT% como se observa el valor del limite (12) aparece a lado
derecho de este renglén. Este recurso podria usarse para conocer la res-
puesta a problema y usarla como guia o elemento de verificacion de la
validez del procedimiento y de la respuesta que e estudiante realice y
obtenga; en cualquier caso esta fuera de toda duda €l uso de este recurso
con un fin diferente a de verificar una respuesta.

[F:I. T Fev Tr;vT Faw T FE T F& ]
- E Alashbia|lCalc|Other |Praml0|Clear a-z..
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-expand[ﬁ,x] ®2E 210 4 g
wpand¢ Cx—82 001 3220 wi
MAIN RAD ERACT FUNT /40
Figura N° 6.

El mero calculo del limite puede no ser el objetivo principal en este tipo de
gercicios, luego laobtencion de larespuesta no constituye logro alguno. En
ese caso €l uso delaherramienta—particularmentedelaopcién LIMIT— se-
riainapropiado.

4. El comando LIMIT es unade las opciones que aparecen a activar lateclaF3.
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Sin embargo, |as cal culadoras pueden usarse inmersas en un curriculum
disefiado para que los estudiantes desarrollen una comprensién robusta so-
bre los procesos de equivalenciay el significado de la misma en contextos
dados. Lo que puede considerarse grave es que el estudiante obtenga una ex-
presion que le permita calcular €l limite sin conocer € proceso algebraico
involucrado.

En e segundo renglén de la pantalla—mostrada en la Figura N° 6— se
ha utilizado e comando EXPAND®, que permite encontrar una expresion
“equivalente”, es decir reemplaza gran parte del proceso algebraico ilustra-
do en lasolucién del limite sin € uso de SCS. N6tese como al aplicar el co-
mando EXPAND ala expresion que define alafuncion f se obtiene al lado
derecho la expresion ssimbdlicade lafuncién g .

Con € uso de este comando, bien puede el estudiante desconocer €l pro-
ceso de factorizacion involucrado en el proceso de calcular una expresion
“equivalente” y resolver €l gjercicio de calcular el limite; lagravedad de este
desconocimiento depende tanto de los objetivos de la précticay de los pro-
cesos de evaluacion y realimentacion del trabajo del estudiante por parte del
docente, como de la definicidn operativa de “resolver”.

Cuando le pido a estudiante que“calcule” 0 “resuelva’ unlimite, quiero
conminarlo aque encuentre larespuesta através de un procedimiento quele
permitay le exijalaformulacién de conjeturasy la solucién de dificultades
y que, en términos generales, favorezca el desarrollo de su pensamiento ma-
temético; no le pido la busqueda de unarespuesta a través de un proceso al-
goritmico no argumentado. Con esto en mente es facil advertir que para mi
los recursos de cdl culo de limites dados por la cal culadora deben ser usados
como “elementos de mediacion”, no como fines en si mismos.

Segundo g emplo

Cuando abordo la ensefianza de la regla de L' Hopita tipicamente planteo
un limite que no puede cal cularse usando las técnicas usadas en € gjemplo
anterior, ilustro la técnica con algunos jemplos, afirmo que los dos limites
—e¢l dado inicialmentey el obtenido con lareglade L' HOpital— son igua-
lesy, eventualmente, efecttio unademostracion. Por medio de esta estrategia
logro que muchos de los estudiantes usen la regla para resolver gjercicios,
sin embargo para la mayoria de ellos queda alin un aspecto “misterioso”:
¢como la funcién obtenida por la regla sirve para calcular € limite dado?;
esta pregunta, ademés de ser respondida a través de la demostracion, puede
ser respondida mediante la representacion gréfica de las dos funciones.

5. El comando ExXPAND es unade las opciones que aparecen a activar latecla F2.
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llustraré el punto anterior parauno de los g ercicios de aplicacién de esta
regla que se propone en € libro texto (Bradley y Smith, 1988)6:

Calcular lim 1=(€os())®
x—0 (sen(x))2

Al aplicar lareglade L' Hopital, se obtiene la regla de asignacién “local-
mente equival ente” gcos(x) ; pero, ¢como convencer a estudiante de que
efectivamente la funcion definida por esta expresion permite calcular € li-
mite propuesto? Una estrategia podria ser calcular el limite por separado de
cadafuncion y mostrar que los limites son iguales, pero no es siempre posi-
ble hacer esto. Lo que si es posible es dibujar las gréficas de ambas funcio-
nesy apreciar que localmente las funciones se asemejan en cercanias del

punto x = 0; esto fue precisamente lo que les presenté a mis estudiantes
con laayudadel SCS.

En primer lugar hice la gréfica de la funcion definida por la expresion
1—(cos(x))3
(sen(x))?
culadora dibujara simultaneamente éstay la grafica de lafuncion g —que

f(x) = (ver FiguraN® 7). Luego delo cual hicequelacal-

se usa para aproximar €l valor del limite— definida por g(x) = gcos(x)

(ver FiguraN° 8).
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Figura N° 7.

6. El lector puede verificar que este gjercicio puede también calcularse usando algo de dge-
bra
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Figura N° 8.

Laimagen que se despliega en lapantalla de la calculadora deja ver quetal
“semejanza’ se da en varios sitios de las funciones, pero en particular en
cercanias del punto en cuestién (i.e,, en x = 0). Al efectuar un acerca-
miento conveniente, se observo que las dos gréficas se “parecen” en cerca
nias del punto y que por tanto € comportamiento de la segunda es
“localmente equivalente” a delaprimera. LaFiguraN° 9 dejaver el resul-
tado de un acercamiento en € cual la ventana de graficacion se definié con
el intervalo [-2.5, 2.5] para X .
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Figura N° 9.

Si bien en este caso no utilicé el recurso numérico (por medio de la opcién
TABLE), € recurso gréfico-numérico (através delaopcion TRACE), 0 €l re-
curso simbdlico (por medio del comando CALC), pude haberlos utilizado de
manera semejante alo ilustrado en e primer jemplo.

Tercer ggemplo
En € libro texto del curso de cdculo (Bradley y Smith, 1988) que estaba
bajo mi direccidn se efectla la siguiente afirmacion:
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La funcién g(x)=i—)—i aproxima a la funcién

f'(X) = cos(x) para valores pequefios de Ax, donde
f(x) = sen(x).”

A continuacién, y con base en lavalidez de esta afirmacion, |os autores pro-
ceden adesarrollar y proponer algunos ejercicios.

Cuando pedi justificacién para esta afirmacion a gunos estudiantes argu-
mentaron “ el cocienteincremental daladerivadasi secalculael limite”; sin
embargo, en esta explicacion dejaban de lado el aspecto funcional de la
aproximacion; en otras pal abras, la dificultad subyacente alaargumentacion
estaba en lareferencia a la aproximacion como funcion.

Procedi entonces a efectuar algunas grdficas de la funcidn con regla de
asignacion dada por g(x) paramostrar que efectivamente amedida que Ax
se aproxima a cero, lafuncion g se aproxima alafuncién coseno. Inicial-

sen(x + 2%—sen(x) vl

mente hice que la calculadora graficara g4 (x) = a

comparamos con la gréfica de la funcion derivada de seno (ver Figura
Ne° 10).
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Figura N° 10.

A continuacion  dibujamos la  funcion g,  definida  por

sen(x + 0.8) —sen(x)
0.8

g,(X) =
Figura N° 11).

y mantuvimos la grafica de f' (ver

7. El resaltado en negrilla no esta en el texto de célculo.
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Figura N° 11.

sen(x + 0.2)—sen(x)
0.2

Finalmente dibujamos g, representadapor g;(x) =
(ver FiguraN° 12).
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Figura N° 12.

Laconclusion, con base en esta evidencia gréficaes clara; amedidaque Ax
se hace pequerio, lasfunciones g, (x) sehacen muy “parecidas’ alafuncion
derivada de la funcion seno.

En esta préctica los estudiantes sugirieron dibujar las funciones g, , es-

coger el tamafio de Ax , modificar |as ventanas de graficacion, y afirmaron
que las gréficas mostraban lavalidez de la afirmacion inicial. Aqui, como en
el segundo gjempl o, tampoco utilizamos|os otros recursos que ofrece el SCS.
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ALGUNAS CONSIDERACIONES FINALES

Una reflexion sobre mi experiencia con el uso ilustrativo de un SCS en los
cursos de célculo diferencial me ha permitido advertir que aliin no he
logrado contestar suficientemente las tres preguntas que en este documento
resefié antes de comenzar a presentar lostres gemplosy que, més que solu-
ciones o respuestas definitivas, han aparecido nuevos retos o nuevas pre-
guntas. Uno de los retos que tengo en la actualidad es poder verificar que
efectivamente € uso de la calculadora si permite combatir |a aparicion de
|as tendencias que | os estudiantes presentan con respecto a algunos concep-
tosy procedimientos propios del calculo y que presenté en la introduccion
de este documento. Por ahora he podido registrar algunas observaciones del
comportamiento matematico de mis estudiantes que configuran un ambito
en e cud identificar hipdtesis. Por gemplo, en algunas oportunidades
observé que unos estudiantes exploraban numéricamente los limites usando
sus calculadoras de modelo sencillo o el programa Excel, o trataban de
obtener gréficas para explorar las semejanzas entre |as gréficas de las fun-
ciones implicadas; este hecho me hizo suponer que estos estudiantes esta-
ban logrando significar el limite en representaciones alternas ala simbolica
y que recurrian a éstas cuando la manipulacién simbdlica implicada en €
célculo del limite ofrece una dificultad mayor alausual.

Los retos y preguntas también se han suscitado por agunas reacciones
de los estudiantes y opiniones generadas en torno a uso de la calculadora
durante las clases. Algunos estudiantes consideran fraudulento €l uso de un
SCS cuando se esta ensefiando y aprendiendo mateméticas. Particularmente
algunos estudiantes criticaron mi “dependencia’ de la calculadora pararea
lizar explicacionesy, en cierto sentido, cuestionaron la calidad de mi docen-
cia, yaque paraellosun “buen” profesor de mateméticas es aquel que puede
explicar y hacerse entender sin usar recursos tecnolégicosamas de latizay
el tablero; igualmente, algunos estudiantes cuestionaron el sentido quetiene
resolver un gercicio con la calculadora pues consideran que, como conse-
cuenciade su aprendizaje, deben ser capaces de desarrollar cualquier gjerci-
cio sin calculadora. Estas opiniones me han cuestionado fuertemente y, a
pesar de creer que proceden de creencias que no comparto y que tienen una
fuerte raigambre cultural en los estudiantes, generan inquietudes acerca de
como abordarlas y como hacer para que los estudiantes perciban que lain-
tencion didactica que respalda el uso de la calculadora como medio no rifie
con la calidad de la docenciay que las posibilidades de célculo que ofrece
lacal culadora son un medio més que un fin. Por ahora, como respuestaaes-
tas opiniones he decidido enfatizar en la estrategia general de solucion de
los gerciciosy no en los calculos, utilizar €l SCS para simplificar algunos
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célculos algebraicos engorrosos y mativar a los estudiantes para que lleven
a cabo el proceso de resolucion de los gercicios con [&piz y papel.

Finalmente, considero que la experienciadel uso ilustrativo de la calcu-
ladora en las clases de célculo ha sido uno de los mejores instrumentos de
cualificacion de mi conocimiento didactico pues ha abierto un panorama de
investigacion y accion didactica que no habia percibido antes. Para mejorar
lacomprension detal panorama heiniciado el estudio de documentos gene-
rados por lacomunidad en Educacion Matemética, a punto de que ahorame
interesan asuntos como: ¢qué tipos de tareas escolares potencian el desarro-
[lo del pensamiento avanzado en relacién con conceptos tales como 1os li-
mites, continuidad, derivadas e integrales?, ¢de qué forma la movilizacién
argumentativa se configura en el estado previo hacia la constitucion de un
mundo formal o hacia el formalismo matemético?, y ¢gl uso de SCS crea
obstéacul os epistemol 4gicos?

REFERENCIAS

Bradley, G y Smith, K. (1988). Célculo de una variable (vol. 1). Madrid: Prentice
Hall.

Silvestri, A. (2001). Aprendizaje de la argumentacion razonada. En M. Martinez,
(Comp.) Desarrollo tematico en los textos expositivos y argumentativos (vol. 3,
pp. 29-47). Santiago de Cali: Universidad del Valle.

Walter Fernando Castro Gordillo

Departamento de Ciencias Basicas — Facultad de Ingenieria
Pontificia Universidad Javeriana

Santiago de Cali, Colombia

E-mail: wcastro@puj.edu.co



