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1. Presentacion

Existen varias razones que justifican nuestra decision de emprender una propuesta
didactica para la combinatoria. La primera es porque, en nuestra experiencia como
docentes, hemos percibido que la combinatoria es una de las tematicas de la estadistica
mas complejas para los estudiantes de todos los niveles; asi lo reporta también la literatura

en Educacion Estadistica (Batanero, Navarro-Pelayo, & Godino, 1997).

La segunda es que en el curriculo colombiano la combinatoria estd presente en
varios grados del sistema educativo (MEN, 2003; MEN, 1998), pero los alumnos terminan
su secundaria sin saber diferenciar una combinacion de una permutacion y de una
variacion. Esto en parte tiene que ver con el hecho que muchas veces no se abordan ciertas
tematicas, aun estando dentro de los lineamientos curriculares, y cuando se abordan se

hace de forma procedimental y no conceptual.

La tercera es que asi como los estudiantes tienen dificultades para entender la
combinatoria, los profesores tenemos gran dificultad para ensefiarla de manera
comprensiva y duradera. Esta dificultad estd asociada a varios factores, (1) no hay mucha
investigacion en este campo que oriente a los profesores (Kavousian, 2005), (2) no hay
muchos recursos didacticos para apoyar la ensefianza de la combinatoria, (3) los libros de
texto que se usan para ensefiar estadistica dan mayor importancia al procedimiento que a la
comprension, y el acercamiento exploratorio es reducido (Ortiz, Batanero, & Serrano,
2007).

Esta propuesta es el resultado de la investigacion llevada a cabo en el Nucleo de
Pensamiento Aleatorio™® y los objetivos fueron (1) disefiar una unidad didactica que (a) abordara la

ensefianza de la combinatoria con un fuerte énfasis en la comprension e (b) involucrara a los

199 E| Nucleo de Pensamiento Aleatorio es un grupo académico de la Facultad de Educacion de la
Universidad de Antioquia que estudia la ensefianza y el aprendizaje de la estadistica a nivel escolar y a nivel
universitario.
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estudiantes en la construccion colectiva de los significados mediante el trabajo en grupos
colaborativos. (2) contrastar la efectividad de la unidad didactica en el desempefio de los
estudiantes en un test de combinatoria. Para responder a estos objetivos seguimos las
recomendaciones de la Teoria de situaciones didacticas de Brousseau (1997) y las
recomendaciones para el anélisis de datos cuantitativos (Herndndez- Sampieri, Fernandez-Collado,
& Baptista-Lucio, 2008).

2. Marco Tebérico

La combinatoria se ha entendido como el estudio de formas de listar, arreglar y organizar
elementos de conjuntos discretos de acuerdo a reglas especificas (Cameron, 1997). Autores como
Fischbein y Gazit (1988, citado por Batanero, Godino y Navarro, 1996) sugieren gue al abordar la
combinatoria en las aulas de clase, esta se debe iniciar desde aquellas formas de conteo gque son
maés faciles para los estudiantes desde el punto de vista epistemolégico. Estos autores sugieren por
ejemplo que se inicie con las variaciones con repeticion porque permiten el uso del diagrama de
arbol y su formula se puede obtener a partir del diagrama mediante una secuencia de
multiplicaciones repetidas. Dichos autores recomiendan el siguiente orden: variaciones con

repeticion, permutaciones, variaciones ordinarias y por Gltimo combinaciones.

Para el disefio de esta propuesta hemos seguido las recomendaciones de estos autores y las
hemos articulado con las orientaciones de la Teoria de situaciones didacticas (Brousseau, 1997;
Sadovsky, 2005). Creemos que esta teoria tiene un gran potencial educativo y es pertinente para
nuestra propuesta porque “busca las condiciones para una génesis artificial de los conocimientos
matematicos, bajo la hipotesis de que los mismos no se construyen de manera espontanea”

(Panizza, 2003, pag. 2).

La Teoria de situaciones didacticas
y parte de la premisa que el conocimiento no es
transmitido de una persona a otra sino que el individuo construye su propio conocimiento. En esta
teoria quien hace el trabajo duro es el estudiante pero el rol del profesor es clave en el disefio
riguroso y en la eleccion juiciosa y apropiada de los problemas. Estos problemas deben provocar la
maés fructifera interaccion en los estudiantes. Las interacciones del estudiante con los problemas
propuestos por el profesor se supone que serén suficientemente adecuados para permitirle ganar

conocimiento, formular estrategias de solucion, o validar su comprension.

En la teoria de situaciones didacticas, Brousseau nos habla de la situacion didactica
(algunos autores la llaman relacion didactica [Flores & Barrera, 1999]). Este es un sistema
de interacciones constituido por el estudiante (0 grupo de estudiantes), el profesor y un
saber determinado (los problemas propuestos por el profesor).
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Una situacién a-didactica (o fase de la situacion didactica) esta asociada con un espacio y
tiempo donde la gestion de la situacion recae enteramente en el estudiante (Brousseau, 1986 citado
por Godino, 2003). El profesor inicia, establece y monitorea la actividad del estudiante (y el
aprendizaje asociado) mediante el manejo de la evolucion de la situacion. Haciendo esto el
profesor define el contrato didactico que gobierna la relacion didactica y define las condiciones de
su existencia. Este contrato es un juego de reglas y estrategias de la situacion didactica. En otras
palabras, es la justificacion que el profesor tiene para presentar esta situacion. Es el juego de
actitudes que el estudiante espera del profesor y que el profesor espera del estudiante (Brousseau,
1997).

En cada situacion a-didactica esta presente el momento de validacion que puede ser
establecido entre los estudiantes o entre el estudiante y el profesor. Es decir se discute la verdad y
la eficacia de la solucion. Para la validacion de los conocimientos matematicos generados por el
estudiante, se supone que la argumentacién se da como condicion necesaria. En la Teoria de
situaciones didacticas, el momento de la validacion juega un papel crucial debido a que la
aceptacion de una estrategia de solucién estd acompafiada de una prueba o una demostracion
(Guerrero, Sanchez, & Lurduy, 2005).

La institucionalizacion es el momento en el cual el profesor ayuda a establecer las
relaciones entre la produccion libre del estudiante y entre el conocimiento cultural y

cientifico. En otras palabras el profesor ubica la produccidn del estudiante en contexto.

3. Metodologia

Para ser coherentes con el marco tedrico que rige nuestra unidad didactica, el trabajo
colaborativo entre estudiantes fue clave en el desarrollo de la propuesta. La colaboracion entre
individuos es esencial en la construccion del conocimiento y es condicion para la organizacion
operativa del pensamiento. Adicionalmente, el trabajo colaborativo permite la estandarizacion del
conocimiento entre los miembros del grupo, promueve la discusién de diferentes estrategias de
solucion, estimula en los estudiantes la capacidad de comunicar sus ideas matematicas y la

capacidad de argumentacion.

Como es recomendado en la Teoria de situaciones didacticas, la ensefianza de cualquier
conocimiento debe iniciarse con la presentacion a los estudiantes de una o varias situaciones en la
cual el conocimiento a ser ensefiado esté contenido. En nuestro caso presentamos una serie de
problemas cuya esencia era la combinatoria. Iniciamos con una prueba diagnoéstica, luego
desarrollamos la unidad didactica y cerramos con la prueba final. La prueba diagnostica fue
disefiada para explorar los conocimientos previos en los estudiantes y para identificar los tipos de

conteo que les generaban mas dificultad. Al final, esta misma prueba, se constituyé en una
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herramienta de evaluacion y contraste con respecto a la efectividad de la unidad. Esta prueba
incluyd 10 items de seleccion multiple pero con requerimiento de justificacion (la prueba y la
unidad didactica estan descritas en Zapata, Quintero, & Morales, 2010). Los items indagaron por
aplicacion de técnicas de conteo tales como: permutaciones (simples, con restricciones y con
elementos repetidos), variaciones (ordinarias y con repeticion), combinaciones y principio
multiplicativo. La prueba fue disefiada con valores pequefios de tal forma que los estudiantes
podian experimentar, simular o usar estrategias sistematicas de enumeracion para encontrar la

respuesta correcta.

Con excepcion de la prueba diagnoéstica y la prueba final, los problemas propuestos a los
estudiantes debian ser discutidos en grupos de trabajo colaborativo. Los estudiantes debian actuar
sobre los problemas, formular una solucién y argumentar su validez ante la clase. Al final, cada
grupo debia tener una solucién valida a cada problema y varias formas de obtener la solucion. Una
vez llevada a cabo la validacion de la solucion, el profesor resumia los resultados y daba nombres a

los conceptos utilizados, cerrando asi con la institucionalizacion del conocimiento.

Los problemas propuestos a los grupos de trabajo colaborativo tenian diferentes niveles de
dificultad y se referian a diferentes formas de listar, arreglar y ordenar elementos de un conjunto.
Iniciamos con situaciones simples en las cuales los estudiantes tenian que recurrir a revisar sus
esquemas multiplicativos, sus estrategias de analisis 16gico-matematico y sus estrategias de conteo.
Ademas de los conceptos que queriamos ensefiar, los problemas promovian la revision de otros
conceptos asociados. A medida que se avanzaba en el desarrollo de la unidad, los problemas se
fueron haciendo mas complejos. La unidad se desarroll6 en un grado 9° con 42 estudiantes en
cinco sesiones de 50 minutos cada una. La profesora es una de las autoras de este manuscrito. Para

el andlisis de las respuestas de los estudiantes se corri6 un analisis simple de diferencia de medias.
4. Anélisis

La Tabla 1 presenta los porcentajes de respuestas correctas de los estudiantes en la prueba
diagndstica. Se observa que las permutaciones simples y las combinaciones tuvieron el mismo
nivel de dificultad para los estudiantes; y las variaciones ordinarias representaron un mayor grado
de dificultad. La tabla 1 también revela que los items que incluyeron algun tipo de repeticion o
restriccion fueron los items de mayor dificultad.

Tabla 1. Porcentajes de respuestas correctas en la prueba diagndstica

Permutacion Permutacion Permutacion Permutacion Variacion Variacion
Permutacion con con Principio con con con con
Grado Simple Restriccion Restriccion Combinacién  Multiplicativo Repeticion Repeticion Variacion ~ Repeticion  Restriccion
90 23,1 43,6 15,4 23,1 38,5 20,5 12,8 2,56 10,3 15,4

603



Memoria 11° Encuentro Colombiano de Matematica Educativa | 2010

El ftem 1 indagaba por permutaciones simples. Se pedia responder de cuantas formas
distintas se podian sentar cuatro amigos en cuatro sillas previamente dispuestas en una fila. La
respuesta es 24, el primer amigo que llegue se puede sentar de cuatro formas, el siguiente que
llegue solo tendré tres formas, el siguiente dos formas y el Gltimo solo tendra una. Solo el 23.1% de
los estudiantes solucionaron el problema correctamente y usaron estrategias exploratorias como
listas y graficos; solo un estudiante aplicé la formula de n! para solucionarlo. Es necesario
mencionar que el 41 % de los estudiantes encontré que los cuatro amigos podian sentarse de cuatro
formas, algunos asociaron esto a las cuatro sillas: “de a cuatro porque si solo hay cuatro sillas los

cuatro se pueden sentar en cada puesto” (Justificacion de Angela™®).

Danilo, otro estudiante, hizo un grafico para representar las posibles formas en las cuales
los cuatro amigos podrian sentarse (Figura 1). Observe en la Figura 1 que una de las condiciones
gue Danilo puso a su solucion es que los amigos no podian sentarse en la misma silla dos veces

para encontrar todas las formas posibles.

Figura 1: Solucién de Danilo al problema de permutacion

)
A

Otros estudiantes hicieron una interpretacién diferente. Por ejemplo, Lorena interpretdé que las
cuatro sillas podrian acomodarse fisicamente en el teatro de forma diferente e hizo dos
disposiciones verticales y dos horizontales (Figura 2). Lorena ignoré informacion previa que la fila

del teatro solo tenia cuatro sillas y estaban previamente dispuestas.

Figura 2: Interpretacion dada por Lorena al problema de permutacion

119 os nombres usados en este reporte son seudénimos para proteger la identidad de los participantes.
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El item 4 indagaba sobre combinaciones. A los estudiantes se les pidié determinar cuantos
grupos diferentes de tres juguetes se podia armar con cinco juguetes. Si nombramos a cada juguete
con las letras A, B, C, D, y E, diez combinaciones diferentes surgen, a saber: ABC, ABD, ABE,
ACD, ADE, ACE, BCD, BCE, BDE y CDE. Solo 23.1 % de los estudiantes fueron exitosos en la
respuesta. Algunos estudiantes intentaron hacer listas para encontrar las posibles formas.
Infortunadamente no fueron exhaustivos y no tuvieron en cuenta la posible repeticion. Marta, una
de las estudiantes nombré cada juguete con una letra A, B, C, D y E y luego las combiné
encontrando 10 formas (Figura 3). Observe en la Figura 3 que (1) la forma 3 es BDE y la forma 8
es DBE que corresponde a la misma combinacién, y (2) la forma 4 es BCD es la misma que la
forma 7 CDB. En la lista que Marta presento repitié dos combinaciones (BDE y BCD) y omitid
dos (ABE y ABD). Curiosamente Marta no notd este detalle y esto no afect6 su eleccion de la
respuesta.

Figura 3: Lista hecha por Marta para encontrar el nimero de combinaciones

Es necesario mencionar que muchos estudiantes solucionaron el problema simplemente
multiplicando 5 por 3 porque eran nimeros que aparecian en el enunciado del problema.

Como lo sugiere la literatura en educacién estadistica, el item de variaciones ordinarias
tuvo un alto nivel de dificultad para los estudiantes. Se les pedia a los estudiantes encontrar todas
las claves posibles de tres digitos que se podian formar con los digitos 1, 2, 3, 4 sin repetir digitos.
Este item se solucionaba razonando que el primer digito podia ser elegido de 4 formas, el segundo
de tres y el tercero de dos formas. Habia asi 24 formas posibles de formar las claves.
Infortunadamente, solo un estudiante eligio la respuesta correcta pero no justificé su razonamiento.
Con sorpresa encontramos el 43.6% de los estudiantes eligié que solo 5 claves se podian formar
con estos digitos, y este fue el mayor distractor. Ninguno de ellos justificé su razonamiento.

El 38.5 % de los estudiantes respondi6 exitosamente el item que exploraba el principio
multiplicativo. Curiosamente este fue uno de los items que mas éxitos en la respuesta tuvo y esto
podria estar asociado a la presencia de esquemas multiplicativos en los estudiantes de secundaria.
La literatura plantea que los esquemas multiplicativos son desarrollados en la escuela primaria
(Itzcovich, Ressia de Moreno, Novembre, Becerril, & Gvirtz, 2007).

Una vez se aplicd la prueba diagndstica e identificamos las mayores dificultades de los
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estudiantes, procedimos al desarrollo de la unidad didactica. La implementacion de la unidad
permitio que los estudiantes se involucraran activamente en la construccion del conocimiento. Fue
enriquecedor atestiguar que los estudiantes estuvieron implicados en la solucion de los problemas
propuestos. Estos problemas fueron dispositivos claves para la formulacion y validacion de
soluciones. El nivel de la argumentacion que surgid en los diferentes grupos de trabajo evidencio
que los estudiantes estaban involucrados en la construccién del conocimiento.

Una de las situaciones propuestas en la unidad pretendia que los estudiantes generalizaran
la regla de formacion de las permutaciones. Se les plante6 el siguiente problema: “En una
competencia de carreras con dos participantes, ;de cuantas maneras podrian llegar a la meta?” El
siguiente fragmento de discusion entre dos estudiantes ilustra la importancia de la validacion y

argumentacion en la clase de matematicas:

Leon: Si son dos participantes, cada uno tiene dos formas de llegar a la meta. Cada uno
puede llegar de primero o de segundo. Entonces serian cuatro formas diferentes.

Martin: Pero solo es una carrera, serian solo dos formas.

Leodn: Ah, si.

Por el limitado espacio que se tiene para este manuscrito no presentaremos otros episodios
que dan cuenta de la implicacion de los estudiantes en la unidad didactica, del poder del trabajo
colaborativo y del nivel de argumentacion de los estudiantes. Pero queremos expresar que tenemos
un sin ndmero de episodios identificados que dan cuenta de ello.

La Tabla 2 presenta el porcentaje de respuestas correctas en la prueba diagnostica y en la
prueba final. Se observa que una sustancial mejoria en todos los items. Sin embargo, es necesario
resaltar que aun es evidente la dificultad en los items relacionados con permutaciones con
repeticion, variacién con repeticion y con restriccion, y en variacién con restriccion.

Tabla 2. Porcentajes de respuestas correctas en la prueba diagnéstica y final

Permutacion Permutacion Permutacion Permutacion Variacion Variacion
Permutacion con con Principio con con con con
Prueba Simple Restriccion Restriccion Combinacion  Multiplicativo Repeticion Repeticion Variacion ~ Repeticion  Restriccion
Inicial 231 43,6 15,4 23,1 38,5 20,5 12,8 2,56 10,3 15,4
Final 67,6 89,2 75,7 67,6 86,5 75,7 48,6 86,5 59,5 48,6

Se corrid una prueba de diferencia de medias para el puntaje total de la prueba y para cada
item. Se encontro que el desempefio de los estudiantes en el puntaje total de la prueba final fue
significativamente superior al de la prueba inicial, con un valor t de -9,762, 38 grados de libertad y
un valor p de 0,000. La diferencia de medias en cada item también fue significativamente superior
en favor de la prueba final.

Danilo, el estudiante que en la prueba diagndstica dibujé los cuatro amigos para ilustrar las

diferentes formas en las cuales se podian sentar (Figura 1), esta vez fue sistematico e hizo una lista

606



Memoria 11° Encuentro Colombiano de Matematica Educativa | 2010

exhaustiva (Figura 4). Danilo us6 estrategias sofisticadas como fijar un amigo y variar los demas.

Figura 4: Solucién dada por Danilo al problema de permutaciones, prueba final
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Lorena quien habia dibujado las sillas en el espacio del teatro para explicar como se podian
acomodar los amigos (Figura 2), esta vez dio a cada amigo una inicial e hizo varios movimientos
entre ellos tratando de ser sistematica. Infortunadamente, no logré enumerar todas las posibilidades

pero uso su légica para determinar que en total debian ser 24 formas.

Figura 5: Solucién de Lorena al problema de Permutacion simple. Prueba final

Sin duda alguna los problemas mas complejos para los estudiantes fueron aquellos en los
cuales se presentaron repeticiones o restricciones. Al item sobre variaciones que preguntaba
¢cuantas claves de acceso se pueden formar con los digitos 1, 2, 3, y 4, si los nUmeros deben ser
impares y los digitos no se repiten? Doris, una estudiante, dio el siguiente razonamiento: “En el
Gltimo caso [tercer digito del nimero de tres digitos] hay dos posibilidades porque solo hay dos
numeros impares de los cuatro nimeros [...]. En el primero [digito] tres posibilidades y en el

segundo [digito] hay dos posibilidades. Asi son en total 3*2*2=12 casos”.

5. Conclusiones

La presente propuesta didactica fue disefiada para apoyar la ensefianza de la
combinatoria desde un punto de vista conceptual. Encontramos que la propuesta cumplié
su proposito y al final los estudiantes que participaron en la unidad tuvieron mayor
dominio conceptual de las diferentes formas de arreglos en la teoria combinatoria.

Los resultados de nuestro estudio muestran que los estudiantes tienen mayor
facilidad para los problemas que involucran el principio multiplicativo y mucha maés
dificultad para los problemas que involucran formas de contar, organizar o arreglar
elementos de conjuntos en los cuales se repite elementos o hay restricciones.

Consideramos que quienes se sientan interesados en esta linea de trabajo tengan en cuenta
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disefiar problemas que expongan al estudiante a situaciones en las cuales haya repeticion
de los elementos del conjunto a organizar y que haya ciertas restricciones.

Resaltamos de esta experiencia que los estudiantes se sintieron atraidos por la
propuesta metodologica y se involucraron de tal forma en la accion sobre los problemas y
en la formulacion de solucion de las situaciones que el tipo de discusiones generadas en el
momento de validacion estuvieron mucho mas alla de nuestras expectativas.
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