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En este articul o se presentan algunas reflexiones sobre la importancia
de utilizar representaciones planas de cuerpos geométricos espaciales
adecuadas a los estudiantes de diferentes edades. Se analizan diversas
formas usuales de representacion plana de objetos 3-dimensionales y,
tomando como base los resultados de algunas investigaciones, se des-
criben varias dificultades observadas cuando | os estudiantes dibujan o
interpretan representaciones planas de solidos, incluyéndose algunos
gjemplos de respuestas de los estudiantes. También se hacen sugeren-
cias a los profesores acerca de la capacidad de los estudiantes de
diversos grados para utilizar las distintas representaciones y se plan-
tean algunos g ercicios que pueden proponerse para mejorar la habili-
dad de los estudiantes para dibujar y leer representaciones planas de
cuerpos espaciales.

INTRODUCCION

Hasta no hace demasiados afios, la geometria de la ensefianza primaria
estaba reducida, en casi todos |os paises de nuestro entorno cultural, a unos
pocos conocimientos bésicos de figuras planas y espaciales, aprendizaje de
formulas para el célculo de areas 'y volimenes, y poco mas; ademas, estos
contenidos solian estar relegados a las Ultimas paginas de los libros de
texto, por 1o que, con frecuencia, los maestros solo los ensefiaban parcial-
mente. Por su parte, las ensefianzas secundaria 'y universitaria estaban ple-
namente bago € influjo del movimiento de formalizacion de las
matemadticas,; una anécdota tipica de este contexto, irrelevante pero signifi-
cativa, es el caso de un famoso matemético que, para destacar lacalidad del
libro de geometria que acababa de publicar, recal caba que no contenia nin-
guna figura. Esta situacion, que se ha prolongado durante bastantes afios,
ha tenido, entre otras consecuencias, la de minimizar € valor de figuras,
dibujos, diagramas, etc. como instrumentos de ayuda para facilitar la com-
prension de los conceptos matemati cos.

1. Parte de la investigacién presentada en este articulo ha sido financiada por la DGICY T/
DGES del Ministerio de Educacién y Cultura espafiol (PB93-0706).
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A partir de los resultados de la investigacion actual en didéctica de las
matematicas, esta plenamente demostrado que, en todos los campos de las
matematicas escolares, €l aprendizaje y la ensefianza resultan més fécilesy
profundos cuando evitan laabstraccién innecesariay se apoyan en represen-
taciones 0 modelizaciones que los estudiantes puedan observar, construir,
manipular, transformar, etc. Esfacil reconocer este hecho al observar losli-
bros de texto maés recientes o los resultados de los proyectos de investiga-
cion dirigidos a disefio curricular de matematicas, cuyos autores suelen
tratar de presentar los conceptos a los estudiantes mediante figuras o cons-
trucciones que | os representen y describan. Esto es més evidente en la ense-
flanza primaria, pero también en la secundaria se recurre cada vez con mas
frecuencia a las representaciones gréficas como modo de hacer mas com-
prensibleslos nuevos conceptos matemati cos, apesar del mayor grado deri-
gor con que suelen desarrollarse | as clases en 10s cursos superiores.

Al elegir un modelo fisico o gréfico que represente un determinado con-
cepto matematico, normalmente se tiene cuidado para seleccionar € que pa-
rezca mas adecuado en funcion de variables como la fidelidad con que €l
model o representa al concepto o 1os conocimientos previos de los estudian-
tes. Pero hay otravariable quetiene unagran influenciaen el éxito de un mo-
delo, es decir, en su capacidad para representar y transmitir el concepto
representado: la facilidad con que los estudiantes interpretan |os objetos o
lasfigurasy les dan el significado conceptual que los autores quieren comu-
nicar. Las representaciones que resultan demasiado complejas a los estu-
diantes, las que s6lo son capaces de transmitirles los conceptos de forma
parcial o, lo que es peor, que les sugieren ideas equivocadas, son represen-
taciones inadecuadas y deben evitarse.

Este problema esta presente siempre que tenemos que representar es-
tructuras u objetos geométricos tridimensionales mediante figuras planas,
cosainevitable mientras la ensefianza se siga basando, casi exclusivamente,
en libros de texto, pizarray libretas de los estudiantes. Por |o tanto, la elec-
cion de un buen modelo de representacion plana de sdlidos es fundamental
paralaensefianzay el aprendizgje de la geometria espacial.

EL CASO DE LA GEOMETRIA ESPACIAL

Al ensefiar geometria espacial, €l proceso de comprension del concepto
subyacente a una representacion plana se complica debido a que hay que
recorrer dos pasos. 1) interpretacién de la figura plana para convertirla en
un objeto tridimensional y 2) interpretacion de este objeto (que en muchos
casos solo existe en las mentes de los estudiantes) para convertirlo en €l
concepto geométrico objeto de estudio. Por o tanto, siempre que estemos
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manejando objetos espaciales y nos veamos obligados a representarlos
mediante figuras planas, tendremos planteado un problema que tiene que
ver con la capacidad de vision espacia de los estudiantes y con su habili-
dad para dibujar representaciones planas de objetos tridimensionales o para
interpretar correctamente las representaciones hechas por otras personas.

La capacidad de visualizacion espacial es uno de los elementos clave de
este problema, pero no la voy a analizar de forma particular aqui. Son nu-
merosas |as publicaciones dedicadas a este tema, parte de las cuales |o ana-
lizan desde una perspectiva puramente psicoldgica, como Denis (1989) y
Kosslyn (1980), y otras desde € punto de vista de la didactica de las mate-
méticas. Algunos textos que pueden servir parainiciar €l estudio delavisua-
lizacién espacial en relacidn con la didactica de las mateméticas son los de
Bishop (1983, 1989), Clements (1981, 1982), Gutiérrez (1996b), Krutetskii
(1976), Presmeg (1986) y Zimmermann y Cunningham (1991).

Laimportanciay necesidad de utilizar representaciones planas para la
ensefianza en asignaturas de numerosas especialidades, en |as que intervie-
nen objetos 3-dimensionales, tienen como consecuencia que las caracteris-
ticas de dichas representaciones hayan sido objeto de estudio bajo diversas
perspectivas (didéctica, psicoldgica, técnica, artistica, etc.) desde hace bas-
tantes afios. El objetivo de este articul o es reflexionar sobre al gunos aspectos
especificos del problema de la utilizacion por 1os estudiantes de representa-
ciones planas de cuerpos tridimensionales como parte de su aprendizaje de
la geometria espacial. Para ello presentaré diversos resultados de investiga-
cionesy sugerencias alos profesores.

ANTECEDENTES

Hay diversas formas de representacion plana de cuerpos tridimensionales
usadas frecuentemente en matematicasy en otras areas cientificas, técnicas
o artisticas. La eleccion de una u otra debe depender del uso que se vayaa
hacer de ella. Gaulin y Puchalska (1987) presentan ejemplos de varias for-
mas de representacion Utiles para la geografia, arquitectura, ingenieria, etc.
y también para las matematicas. Entre las mas frecuentes en el contexto de
la geometria se encuentran la representacion por nivelesy las proyecciones
en perspectiva, paralela (caballera), isométrica, ortogonal y ortogonal codi-
ficada

En las investigaciones que comento en este articulo, los solidos utiliza-
dos han sido los habituales de la geometria espacial escolar (cubo, prisma,
piramide, cilindro, etc.) y e “mddulo multicubo”, que es un sdlido formado
por varios cubosigual es pegados de manera que sus caras se superponen. La
Figura N° 1 muestra las formas mencionadas de representacion plana de un
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ma&dulo multicubo (la proyeccion ortogonal esigual alaortogonal codifica
da sin los nimeros).? La ventaja de los médul os multicubo sobre los polie-
dros o cuerpos redondos habituales es que permiten trabajar facilmente en
diversidad de problemas de construccion apartir de representaciones planas,
gracias alaexistencia de diversos material es didacticos formados por cubos
encajables (por ejemplo Multilink o Centicubos), cosaque es mucho masdi-
ficil en el caso de los cuerpos espaciales (cubos, prismas, piramides, etc.).

Proyeccion Proyeccion Proyeccién
en perspectiva paralela isométrica
Representacién por niveles Proyeccion ortogonal codificada

[1] 2] 1]

3 3] 2 | 1 | 1]2

| ] 3[1]1] [2] 3
Frente Superior Derecha

Inferior Central Superior Los nimeros indican cuantos cubos hay
en cada linea perpendicular al observador.

Figura N° 1. Representaciones planas de un mddulo multicubo

En la actualidad disponemos de bastantes resultados de investigaciones so-
bre la capacidad de uso de representaciones planas por los estudiantes. Al-

2. Laproyeccion en perspectivarepresenta nuestra vision real delos cubos, enlaquelas aris-
tas mas distantes se ven mas pequefias y las lineas paralelas que se algjan se ven conver-
gentes. La proyeccion paralela es analoga a la perspectiva excepto en que las lineas
paralelas se representan siempre como paral el as, independientemente de su direccion. Por
lo tanto, esta representacion distorsionalavision real de los solidos. La proyeccion isomé-
trica es un caso particular de paralela, en la que los cubos se sitlian de forma que las tres
aristas que salen de determinado vértice se dibujan con la misma longitud y forman angu-
los de 120°. La proyeccion ortogonal esta formada por las tres proyecciones de | os solidos
sobre tres planos ortogonales (como el rincdn de una habitacién). La proyeccion ortogonal
codificada es una proyeccion ortogonal a la que se le afiade algin tipo de cédigo que
aporta informacién adicional (en este caso, la cantidad de cubos de cada fila). Finalmente,
larepresentacion por niveles consiste en hacer a solido diversos cortes paralelos, por pun-
tos significativos (en este caso, por cada plano de cubos).
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gunas de ellas han abordado la cuestion del aprendizaje de conceptos
matematicos en contextos en los que la capacidad de visualizacion desem-
pefiaun papel importante. Asi, Ben-Chaim, Lappan y Houang (1985) y Bat-
tistay Clements (1996) han constatado |as dificultades de | os estudiantes de
primaria para calcular la cantidad de cubos que hay en médulos multicubo
con forma de prismas rectangul ares representados en proyeccion isométrica
o paralela. Entre las diferentes estrategias encontradas, muchas se muestran
ineficaces debido a errores en la interpretacion de |as representaciones pla-
nas. Otras investigaciones han observado que, como consecuencia de esta
dificultad, los estudiantes no comprenden lamultilinealidad del volumen, lo
cua les lleva a aplicar mal las formulas de cdculo de volumenes (Ricco,
Vergnaud y Rouchier, 1983).

Numerosas investigaciones han analizado lainfluencia de diversostipos
de diferencias individuales (inteligencia general, capacidad de imaginacion
espacial, género, conoci mientos matemdti cos especificos, etc.). En cuanto a
las diferencias de género, las investigaciones son casi unénimes en reportar
maés desarrollo de la capacidad de visualizacion en los hombres que en las
mujeres, pero capacidades similares en razonamiento 1 6gi co (Battista, 1990;
Ben-Chaim, Lappan y Houang, 1985; Clements y Battista, 1992). Por otra
parte, se ha observado que la ensefianza especifica aumenta la capacidad de
los estudiantes paramanejar las rel aciones entrelos cuerpos espacialesy sus
representaciones planas, obteniéndose mejores resultados cuando la ense-
flanza se basa en e uso de materiales manipulativos (Bishop, 1980; Cle-
mentsy Battista, 1992). No es de extrafiar, por tanto, que haya acuerdo casi
unanime entre los diversos autores en |la necesidad de desarrollar y experi-
mentar unidades de ensefianza con el objetivo del aprendizaje, desarrollo y
transferencia a otros campos de habilidades parala conexion entre | os espa-
ciosde 2 y 3 dimensiones. En particular, parala ensefianza de la geometria
espacial, la habilidad de estudiantes y profesores para producir representa-
ciones planas adecuadasy parainterpretarlas es un elemento basico necesa-
rio paralograr el éxito en el aprendizaje. Por lo tanto, esimportante prestar
atencion al desarrollo de las destrezas de realizacion e interpretacion de re-
presentaciones planas de los estudiantes y potenciarlas desde |os primeros
cursos de primaria, sin olvidar ninguna de las dos direcciones de paso entre
el planoy € espacio: dibujo de representaciones planas de solidos y cons-
truccion de solidos a partir de sus representaciones planas. Aungue, obvia-
mente, ambas acciones tienen muchos puntos en comudn, también tienen
diferencias importantes en cuanto a su aprendizaje y utilizacion por los es-
tudiantes de geometria. En este articulo me centraré preferentemente en la
gue considero mas probleméti ca paralos estudiantes de primariay secunda-
ria, larealizacion de representaciones planas.



198 ANGEL GUTIERREZ

DEL ESPACIO AL PLANO

Una representacion plana perfecta es la que transmite a observador la
misma cantidad de informacion que € cuerpo tridimensional rea a que
representa. Desgraciadamente, ninguna forma de representacién plana de
cuerpos espaciales es perfecta, por lo que es necesario que os estudiantes
sean capaces de manegjar varias de ellas, para poder seleccionar la més ade-
cuada en cada caso. Parzysz (1988) planteala existencia de diversos niveles
de representacion de un solido geométrico (entendido como el objeto ted-
rico caracterizado por su definicion matemética formal), a los cuales
corresponden diferentes cantidades de informacién perdida. El primer nivel
corresponde a las formas de representacion proximas a los solidos, repre-
sentaciones 3-dimensionales como los model os de madera, papel o varillas.
Incluso en estos casos, se pierde informacion porque, por g emplo, en los
model os de madera no se pueden ver las diagonales interiores del sdlido. El
segundo nivel de representacién corresponde a las formas de representa-
cion mas agadas de los sdlidos, representaciones bidimensionales como
las mostradas en la Figura N° 1. Algunas de estas representaciones (por
gjemplo la perspectiva) conservan informacién del aspecto visual de los
solidos, pero pierden la correspondiente a la parte oculta de los solidos.
Otras representaciones (por ejemplo la ortogonal) mantienen la informa-
cion sobre la estructura de los sdlidos (cantidad de elementos, posiciones
relativas, etc.), pero pierden lareferente a su aspecto visual.

Ademas, parte de lainformacion que se conserva se debe a que, tanto al
hacer 1a representacion plana como a interpretarla, se han compartido de-
terminados codigos y claves, por 1o que determinados datos objetivos se in-
terpretan siempre de la misma forma. Esto es lo que Parszyz (1988) llama
“restitucion del significado”. Laignorancia de estos codigos, caracteristicos
de cadatipo de representacion plana, hace que se produzca unalecturaerré-
nea de | as representaciones planas. Por ejemplo, e dibujo dela FiguraN° 2
corresponde a un cubo si lo consideramos como una proyeccion paralela,
pero corresponde aun tronco de piramide si |o consideramos como unapro-
yeccién en perspectiva. Por lo tanto, una parte central del aprendizaje delos
métodos técnicos de representaci 6n plana consiste en el aprendizaje explici-
to delos conveniosimplicitosy los significados de las claves en que se basa
cada método.

FiguraN° 2
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Como en tantas otras &reas de las mateméticas, antes de iniciar € aprendi-
zaje formal de las representaci ones planas, los estudiantes ya han adquirido
una experiencia extraescolar que los profesores no deben ignorar. Esta ex-
periencia consiste, generalmente, en el desarrollo de la habilidad de dibujo
libre que, en su fase final de perfeccion se convierte en la proyeccion en
perspectiva. No obstante, investigaciones que han observado el comporta-
miento espontaneo (previo a cualquier instruccion) de estudiantes ante ta-
reas de representacion de solidos han encontrado diversos tipos de
representaciones, los cual es tienen, generalmente, una estrecharelacion con
el contexto planteado en la actividad.

Recientemente hemos realizado investigaciones (Guillén et al., 1992,
Gutiérrez et al., 1994) sobre formasdeinstruir alos estudiantes (de diversos
cursos de primariay secundaria) en e uso de los diferentes métodos de re-
presentacion de cuerpos espaciales. Los participantes en 1os experimentos
no tenian ninguna experienciaescolar previaen estetipo de actividad. Antes
de empezar la instruccidn, les propusimos algunas actividades de descrip-
cién de médulos multicubo. En cada actividad un estudiante debia dar ins-
trucciones a sus compafieros para que construyeran un modulo que solo él
veia. En la primera actividad un estudiante hacia la descripcién dando las
instrucciones verbalmente, mientras veia, en un monitor de television, lo
gue hacian sus compafieros, y |os nifios podian hablar entre si. La segunda
actividad se diferenciaba de la primera en que no habia monitor de televi-
sién. Enlaterceraactividad | os estudiantes debian plasmar lasinstrucciones
de construccién de un médulo en una hoja de papel.

Descripciones verbales

Lacaracteristicaprincipal delas descripciones de las dos primeras activida-
des es que se basaron en propiedades internas del médulo, es decir en rela
ciones de posicion entre los cubos que lo formaban. Los estudiantes daban
instrucciones de tipo constructivo pidiendo, generalmente, afiadir cubos a
la parte del médulo ya construida. Sélo excepcionalmente los estudiantes
recurrieron ainstrucciones basadas en la forma de los médulos o de partes
de ellos. Otra caracteristica comUn alas sucesivas descripciones hechas en
estas dos actividades fue la aparicion de ambigliedades. Asi, en la primera
actividad eran frecuentes las instrucciones que se referian a “el cubo” de
cierto color cuando habia varios cubos de ese color. La siguiente transcrip-
cién es un giemplo de esta actividad, realizada por tres estudiantes de 6° de
pri maria’:

3. Enlas transcripciones se notara con E, E1 y E2 a los estudiantes que participaron en las
actividades, y con | a investigador.
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E1l: Poned 3 cubos uno encimadel otro.
Ahora coged otros 2 ... aparte. Y ahora otros 3.

Ahora juntadlios y €l [grupo] de 2 que esté en medio ... que esté
acostado.

Ahorale ponéis uno encimadel [cubo] verde.
E2: jEsque hay 3 verdes!

E1l: Colécalo enuno, aver [E1 miraen el monitor detelevision lo que han
hecho sus comparieros] ... No, en el otro ... Si.
Ahora poned otro [cubo] encima del negro [E1 miraen el monitor de
television lo que han hecho sus compafieros] ... No; encima de ése
no; del otro.

Esta forma de ambigiiedad desaparecié en la segunda actividad, pues el es-
tudiante que dabalasinstruccionesyano veialo que hacian sus compafieros,
pero surgio la ambigledad de pedir poner un cubo “al lado” de otro cuando
éste tenia varias caras disponibles. El siguiente es un ejemplo de la segunda
actividad, dirigidapor e mismo estudiante, que a no poder ver 1o que hacen
sus comparieros, sustituye las referencias a col ores por referenciasaposicio-
nes:
El: Haced 2filasde3[cubog] y juntadlas ... Unalaponéishorizontal y la
otra vertical, pero como el otro dia[se refiere ala primera actividad)],
encimadeéela

E2: Lasjuntamos, pero ¢por qué cubo? ¢por el deen medioo ...?
El Porell6d 3.

Haced unafilade 2 ... y ponedla como la de antes, pero en el otro
[cubo] ... 0sea, s anteseraenel 3, end 1.

Ahora, en e 3 de antes, en el de arriba del todo, ponéis 2 [cubos], uno
acadalado.

Descripciones sobre papel

Por 1o que se refiere a las representaciones en papel, tanto nuestra propia
experiencia como las de otros investigadores coinciden en identificar tres
tipos basi cos de representaciones de sélidos. En la Figura N° 3 se puede ver
un giemplo de cada tipo de descripcion de un médulo multicubo, hechas
por un estudiante de 4° (Figura N° 3-a) y dos de 6° de primaria (Guillén et
al., 1992). Estos tipos intuitivos no corresponden a ninguna de las formas
técnicas descritas en la Figura N° 1, aunque a veces puedan parecerse a
algunade ellas. Son los siguientes:
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1)

2)

Representaciones gréficas (Figura N° 3-a), en las que, si hay algo de
texto, éste es irrelevante y no ofrece ninguna informacion adicional, de
manera que podria eliminarse sin que se perdiera informacion. Ben-
Chaim, Lappan y Houang (1989), como parte de |la experimentacion de
una unidad de ensefianza de habilidades de visualizacion espacial, die-
ron a un grupo de més de 50 estudiantes de 6° a 8° grados un maédulo
multicubo y les dijeron que tenian que “ayudar a un amigo para que
supiera como era el modulo que ellos estaban viendo”. En € test previo
alaensefianza, 30.6% de los estudiantes usdé métodos gréficos para des-
cribir el madulo, mientras que en el post-test, como consecuencia de la
ensefianza, 65.4% de los estudiantes usd estos métodos. En otro estudio,
Burton, Cooper y Leder (1986) pidieron a un grupo de 131 futuros pro-
fesores que “escribieran una descripcion del modulo que tenian delante
para que un distribuidor de materiales didacticos pudiera proporcionar-
selo”. El 21% de los participantes hizo descripciones gréficas del solido.

Representaciones verbales (Figura N° 3-b), en las que los dibujos, si
aparecen, tienen un valor secundario y pueden omitirse sin que se pierda
informacion. En el experimento de Ben-Chaim, Lappan y Houang
(1989) mencionado antes, 32.3% de los estudiantes usd representacio-
nes verbales en e pre-test, mientras que solo 1.9% las us6 en e post-
test. En & experimento de Burton, Cooper y Leder (1986), 6% de los
sujetos hizo descripciones verbales.

. S

Pon 6 [cubos] asi.

1 =z

Haz 3 filas de 3 [cubos]. Otro aqui
Junta de esas 3 filas 2. @

En ¢ cuadrado [cubo] del | | 2 &
medio de cualquierade

las 2 filas pon uno en g::j
medio. ”? &
Enlaotrafilajuntalafila /;/

detres pero vertical y en

el 1°6 e 3°enel que

a quieras. Ahora ponlo esto apoyado en la
mesa. Contando por arribaen el

cinco con dos [cubos] més

b (encima) y al lado o seaenel 6

uno mas (encima).

c

Figura N° 3. Representaciones de |os modul os multicubo
delalinea superior
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3) Representaciones mixtas (Figura N° 3-c), formadas por un dibujo y un
texto que se complementan. En este caso, tanto €l dibujo como € texto
aportan informacion importante, por lo que suprimir uno de los dos
supone perder parte de lainformacién contenida en la descripcion. En el
experimento de Ben-Chaim, Lappan y Houang (1989), 37.1% de los
estudiantes usd representaciones mixtas en el pre-test, y 32.7% las usd
en € post-test. En el experimento de Burton, Cooper y Leder (1986),
73% de los sujetos hizo descripciones mixtas.

Tanto en las investigaciones mencionadas antes como en otras, 10s resulta-
dos obtenidos muestran una amplia variedad de formas de representacion
plana de solidos que, independientemente de su correccién y calidad, van
desde | as totalmente gréficas hasta las totalmente verbales, con un variado
grupo de representaciones mixtas en lasquelos dibujosy el texto tienen mas
0 menos peso en la descripcion. Ademas, la diversidad de formas de repre-
sentacion que surjan en un experiencia particular, y la frecuencia de cada
una, tiene mucho que ver con lamanera como se haya planteado el gjercicio,
como lo muestran los dos casos descritos en los parraf os anteriores. Lostests
empleados paradeterminar las habilidades de representacion planadelosin-
dividuos sugieren algunas reflexiones en relacion con el uso de estos tipos
de gercicios en clase:

1) Lamayor o menor complejidad de los sdlidos empleados puede inducir
diferentes tipos de respuestas. Por ejemplo, Burton, Cooper y Leder
(1986) utilizaron dos médulos de complejidad diferente (FiguraN° 4) y
dividieron a los sujetos en dos grupos, cada uno de los cuales trabajé
con uno de los médulos. Al analizar |os resultados, se observan diferen-
cias significativas entre las respuestas de los dos grupos.

FiguraN° 4

2) Laforma de enunciar € problema puede inducir determinado tipo de
respuestas. Ben-Chaim, Lappan y Houang (1989) ponen de relieve la
influencia de determinadas palabras clave. Por eso, a escribir el enun-
ciado de su actividad, eligieron cuidadosamente el vocabulario, evitando
palabras como “dibujar”, “describir’, “explicar”, “escribir’, etc. Al
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3

4)

mismo tiempo, es necesario tener en cuenta el contexto en que se plan-
tea la actividad: hay diferencia, por gemplo, entre un enunciado que
pida representar una figura para recordar como era, otro que pida repre-
sentarla para que otra persona que no la ha visto pueda construirla, o €l
muy frecuente enunciado que pide describir la figura hablando por telé-
fono con otra persona.

Cuando se plantean varias actividades seguidas, |as primeras actividades
pueden influir en la forma de resolver las siguientes, ya que muchos
estudiantes tienen la tendencia a usar siempre e mismo método de
representacion, aunque en 1os nuevos gjercicios no sea € méas adecuado.

De las diferentes formas de dibujo de sdlidos, |a perspectiva es la mas
natural y frecuente, aunque también es una de las mas dificiles de reali-
zar con correccion. De hecho, generalmente los dibujos que se ven en
loslibros de texto y los que aprenden a hacer |os estudiantes son proyec-
ciones paraelas. Esusual, por gjemplo, que los profesores ensefien a sus
alumnos a dibujar un cubo a partir de dos cuadrados iguales y uniendo
los vértices correspondientes (Figura N° 5).

FiguraN°5

La dificultad que tienen los estudiantes para hacer buenos dibujos en pers-
pectiva 0 en proyeccion paralelava emparejada ala dificultad de los inves-
tigadores para descubrir las claves del aprendizaje de esta destreza. Hay
varias componentes, de muy distinto caracter, que se han analizado: evolu-
tiva, destreza de dibujo y cultural.

Evolucion de la habilidad de dibujo en per spectiva

Un trabajo muy interesante que intenta describir el desarrollo de la habili-
dad de representacion en perspectiva es el descrito en Mitchelmore (1976,
1980). Esteinvestigador propone la existencia de cuatro etapas (de tipo pia-
getiano).
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Etapa 1: Esquematica plana. Se representan las figuras dibujando una de
sus caras ortogonalmente (Figura N° 6).

O A

FiguraN° 6

Etapa 2: Esquematica espacial. Lasfiguras se representan dibujando varias
de sus caras ortogonalmente y, aveces, incluyendo caras ocultas. Lasrepre-
sentaciones siguen sin dar sensacién de profundidad (Figura N° 7).

OB

FiguraN° 7

Etapa 3: Pre-realista. Los dibujos muestran intentos de representar los
cuerpos de una manera realista y de dotarlos de profundidad, aunque sin
conseguirlo plenamente. Esta etapa esta dividida en dos subetapas, cuyadi-
ferencia esta en la perfeccion de los dibujos en cuanto a su tridimensionali-
dad (FiguraN° 8).

YA A
— N O M

FiguraN° 8
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Etapa 4: Realista. Los dibujos son bastante correctos y siguen, aunque sea
aproximadamente, las reglas del dibujo en perspectiva, en particular las re-
ferentes alas lineas que convergen en un punto del infinito (Figura N° 9)

= 0N

FiguraN° 9

Posteriormente, otras investigaciones y experimentaciones han confirmado
los resultados de Mitchelmore. Véanse, por ejemplo, Gaulin (1985); Ben-
Chaim, Lappan y Houang (1989); Woodrow (1991); y Guillén et al. (1992).
LaFiguraN° 10 muestra gjemplos de representaciones de piramides de base
cuadrada, paral el epipedos, cubos y octaedros regulares hechas por nuestros
alumnos en las experimentaciones mencionadas anteriormente.

Etapa 1 Etapa 2 Etapa3a  Etapa3b Etapa 4
cubo, piramide paralelepipedo cubo piramide piramide
octaedro paralelepipedo paralelepipedo octaedro paralelepipedo

Figura N° 10

Al encontrar esta diversidad de dibujos, cabe preguntarse si los nifios “ven”

los sdlidos de lamanera como los representan 0 si es que no son capaces de
representar 1o que ven debido a que carecen de capacidad para coordinar las
diferentes direcciones delos segmentos que integran larepresentacion plana
deun poliedro, esdecir que carecen de habilidades de dibujo. A estapregun-
ta se puede contestar claramente que se trata de lo segundo. Generalmente,
los nifios son conscientes de laincorreccién de sus dibujos; en ocasiones|os
borrany losrehacen unay otravez, pero suelen seguir cometiendo incorrec-
ciones similares, cosa de lo cual son conscientes y que les puede producir
una sensacion de frustracién e incapacidad si no cuentan con la ayuda del
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profesor. EnlaFiguraN® 11 vemos representaci ones, dibujadas por alumnos
de 6° de primaria, de solidos que estaban situados en la mesa delante de
éllos. Las lineas gruesas corresponden a Ultimo dibujo, mientras que las fi-
nas corresponden a intentos previos que los estudiantes borraron porque se
daban cuenta de que no eran correctos. Por giemplo, la nifia que hizo lare-
presentacion (b) haciaun dibujoy, a compararlo con el modelo 3-dimensio-
nal, se daba cuenta de laincorreccion en la forma de las caras laterales de
izquierday derecha, por lo que borraba esas partes del dibujo y las repetia.
A pesar de su objetivo de hacer un dibujo mejor, volviaadibujar las aristas
casi igual que antes. Trasvariosintentos, desistio. Algo similar se apreciaen
€ caso ().

Figura N° 11

Por lo tanto, parece que €l problema esta, por o menos parcialmente, en la
poca habilidad de coordinacién de los nifios. Los dibujos de poliedros estan
formados por conjuntos de segmentos paral el os, perpendicularesy oblicuos
gue se tocan o cortan. Tanto al trabajar en geometria espacial como en iso-
metrias o en poligonos, se puede comprobar facilmente que unos segmentos
pueden actuar como distractores de otrosy que determinadas direcciones de
dibujo (en particular la vertical y la horizontal) son més faciles que otras.
Por lo tanto, la habilidad de dibujo es un factor que afectarealmente alaca-
pacidad para hacer representaciones de solidos, y |os educadores hemos de
ser conscientes de que esta habilidad no crece de manera espontanea, o 1o
hace con mucha mas lentitud que s se realizan tareas especificas en las cla
ses. En mis experimentaci ones he podido compraobar este hecho, pueslos es-
tudiantes manipularon sdlidos reales y diferentes tipos de representaciones
planas suyas (tanto en papel como en la pantalla de un ordenador) en nume-
rosas actividades disefiadas para mejorar sus habilidades de visuaizacion
espacial, pero no recibieron instruccion especifica sobre técnicas de dibujo
en perspectiva. Al comienzo delas actividades|es pedimos que dibujaran a -
gunos de los poliedros que iban a mangjar (todos ya conocidos por los estu-
diantes, excepto por los de 2° curso de primaria). Posteriormente, durante la
experimentacion y al final de lamisma, les pedimos otras dos veces (con un
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lapso de cuatro y seis semanas respecto de la primera prueba) que dibujaran
los mismos poliedros. Al comparar |os dibujos de cada nifio, se puede com-
probar que no hay diferencias significativas entre |as distintas pruebas.

Influencia de factores culturales en la habilidad de dibujo
en per spectiva

E: Iii(or Alfarero ()Grjro
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Figura N° 12. Representaciones de |os mismos solidos
por nifios de diferentes ocupaciones

En diferentes estudios se ha observado que hay unafuerte influencia del en-
torno y latradicion cultural en laformade realizar representaciones planas.
En Mitchelmore (1976, 1983) y Hershkowitz (1990) se recopilan investiga-
ciones hechas en diversos paises de América, Africay Asia. Un giemploin-
teresante esel de Mukhopadhyay (1987) (citado en Hershkowitz, 1990), que
pidio a nifios de entre ocho y doce afios de edad, de pueblos aislados de In-
dia, con muy poca o ninguna escolaridad y sin ningunainfluencia de la cul-
turaoccidental, que dibujaran un cilindro y una piramide que les mostro. Se
pueden apreciar (Figura N° 12) diferencias entre los dibujos hechos por ni-
fios cuyas familias tenian diferentes ocupaciones. tejedores, afareros y
granjeros. Otro ejemplo 1o tenemos en la Figura N° 13, que representa un
fragmento de un dibujo mexicano en € que [lamala atencién la representa-
cibndelamesay lassillas.
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Lainfluencia cultural no es especifica de la geometria espacial, pues en in-
vestigaciones realizadas en otros campos de la geometria se han detectado,
por g.emplo, claras diferencias entre estudiantes asi&ticos y europeos. Una
conclusion importante es que las diferencias principales se deben ala exis-
tenciade convenios de origen tradicional sobrelaformadeinterpretar deter-
minados simbolos o dibujos. Naturamente, cuando se andizan las
representaciones basadas en unos convenios desde |la perspectiva de otros
convenios, se encuentran “errores’ y se producen valoraciones cualitativa-
mente mas bajas de lo debido. Reconocer la existencia e influencia de este
factor puede ser de gran importancia en laplanificacion y disefio curricular,
pues utilizar ideas o métodos de ensefianza de éxito en otros paises cultural -
mente al g ados puede dar lugar alaincomprension de los estudiantes por el
choque entre sus concepciones naturales y las subyacentes en los libros de
texto.

Evolucion dela habilidad de utilizacién de
r epresentaciones técnicas

Son varios los trabajos que se han publicado en torno alos diferentes tipos
de representaciones planas técnicas (por niveles, ortogonales e isomeétri-
cas). Sin animo de ser exhaustivo, se pueden mencionar Clements y Bat-
tista (1992) y Hershkowitz (1990), en los que se hacen resimenes del tema;
otras publicaciones presentan los resultados de trabajos en los que se han
experimentado conjuntos de actividades para € aprendizaje de las diferen-
tes formas de representaci on plana mencionadas aqui, como Cooper y Swe-
ller (1989), Gutiérrez (1996a), lzard (1990), Winter et al. (1986) y Young
(1982). En el os se adoptan diferentes enfoques y se plantean diversos tipos
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de actividades, tanto de dibujo de representaciones como de identificacion
0 construccion de solidos a partir de éllas.

Al preparar la ensefianza para estudiantes de una determinada edad, hay
dos decisiones que tomar, relativas a los tipos de representaciones que se
van autilizar y alostipos de tareas que se van a proponer alos estudiantes:
dibujar o construir sdlidos. Cadatipo de representacion tiene sus propias ca
racteristicas diferenciadoras, que se convierten en la préctica en caracteris-
ticas de facilidad o dificultad. Las dificultades que encuentran los
estudiantes al aprender estos métodos de representaci on podemos calificar-
las como conceptuales, cuando tienen que ver con lacomprension delas ca-
racteristicas de larepresentacion, o técnicas, cuando tienen que ver con las
estrategias de dibujo o construccion. Como pauta general, podemos decir
que las representaciones por niveles son las mas féciles tanto para dibujar
como para construir, que construir a partir de representaciones ortogonal es
es mas dificil que apartir deisométricas, y que, por € contrario, dibujar re-
presentaciones isométricas es mas dificil que dibujar ortogonales.

En las investigaciones que he realizado, con actividades basadas en mo-
dulos multicubo, he utilizado representaciones por niveles como la que se
muestra en la Figura N° 1. En esta forma de representacion, el marco de re-
ferencia (la cuadricula sobre la que se dibujan los diferentes niveles) esin-
dispensable para poder coordinar los diferentes niveles y permitir una
reconstruccion correcta. Por otra parte, dos solidos diferentes siempre ten-
dran representaciones por niveles diferentes, cosa que no ocurre en las otras
formas de representacion, en las que podemos encontrar casos de unarepre-
sentacion que corresponde a varios modul os diferentes. Estas experimenta
ciones nos han mostrado que incluso nifios de 2° curso (7-8 afios) pueden
Ilegar a dibujar representaciones por nivelesy a construir los solidos repre-
sentados correctamente. La met&fora de ver los médulos multicubo como
bloques de apartamentosy |os cubos como habitaciones les ayudamucho, si
bien al principio no entienden la necesidad del marco de referencia debido
a que no relacionan unos niveles con otros. La Figura N° 14 muestra un
giemplo de este comportamiento: cada nivel esta dibujado correctamente,
pero |os marcos no son mas que rectangul os que rodean, a distancias aleato-
rias, los dibujos de los niveles.
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Figura N° 14
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Paratratar de superar esta dificultad, en las siguientes actividades de repre-
sentacion les dabamos a estos nifios plantillas, en las que ellos sdlo tenian
gue poner cruces en los cuadrados apropiados (Figura N° 15), y les plante&
bamos ejempl os para que entendieran la necesidad del marco.

i | P

Figura N° 15

A pesar de que resolvieron correctamente todas estas actividades, cuando
volvieron atrabajar con papel en blanco, volvieron a cometer el mismo tipo
de errores (Figura N° 16).
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Figura N° 16

F

Laincapacidad que hemos observado en estos nifios de 2° curso de primaria
paracoordinar las diferentes partes de unarepresentacion por niveles (esde-
cir, identificar las posiciones de los niveles y superponerlos correctamente)
esta también presente cuando utilizan | as representaciones isométricasy or-
togonales, pero ahora no sdlo en los estudiantes de los primeros cursos de
primaria, sino en todos los cursos de primariay primeros cursos de secun-
daria: para construir un médulo multicubo a partir de sus vistas ortogonales
(codificadas 0 no), es necesario coordinar dos 0 mas vistas para determinar
laposicién de cada cubito. Paradibujar representaciones isométricas, es ne-
cesario diferenciar los tres planos ortogonales en los que se sitlian las caras
delos cubos de un médulo y asociar aesos planos las posiciones de losrom-
bos que representan isométricamente | as caras de los cubos del moédulo, co-
ordinando las elecciones de las tres posiciones de los rombos para evitar
incongruencias en larepresentacion (Figura N° 17).
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Figura N° 17. Las dos formas posibles de “ ver”
isométricamente el cubo de la izquierda

En nuestras actividades siempre ddbamos al os estudiantes representaciones
ortogonal es formadas por tres vistas y representaciones ortogonal es codifi-
cadas formadas por dos vistas. La incapacidad de muchos estudiantes para
coordinar las diferentes proyecciones ortogonales a construir un médulo
multicubo se reflegja en su formade trabajo: sefijan en una de las proyeccio-
nes dibujadas, generalmente la frontal, y construyen un médulo plano (es
decir, con todos los cubos en € mismo plano) que corresponde a dicha pro-
yeccion. A continuacion, sefijan en otraproyeccidn, generalmentelalateral,
y afladen a médulo otro plano de cubos, perpendicular al anterior, que co-
rresponda ala segunda proyeccion. Por Ultimo, sefijan en latercera proyec-
cién, generalmente la superior, y tratan de modificar las posiciones de
algunos cubos para que el médul o construido se gjuste a esta proyeccién. En
muchos casos, |os estudiantes son incapaces de resolver este problema de-
bido a que, cuando cambian o afiaden un cubo para gjustar el médulo auna
delas proyecciones, no sefijan en las otras dos proyeccionesy, por lo tanto,
no se dan cuenta de que estropean € gjuste a otra proyeccién, lo cual se con-
vierte en un circulo vicioso que, en muchos casos, dalugar a abandono del
problema

La utilizacién de representaciones ortogonales codificadas supone un
cambio significativo de estrategias respecto de las no codificadas. Cuando
los estudiantes han comprendido el significado de los nimeros que aparecen
en |as proyecciones, estetipo de representacién tiene dos ventajas que lo ha-
cen més facil que las proyecciones no codificadas para construir los solidos
representados: 1) L os estudiantes saben desde el principio cuantos cubostie-
nen que utilizar, por 1o que los gjustes de las diferentes proyecciones del so-
lido se hacen sdlo moviendo cubos, sin afiadir o quitar. 2) Cuando se
construye un modul o que se gjustaaunade las proyecciones, esbastante alta
laprobabilidad de que, con muy pocos cambios, este médulo se gjuste tam-
bién ala(s) otra(s) proyeccion(es) representada(s).
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A pesar de esto, parala mayoria de los estudiantes de primaria persiste
la dificultad de coordinar las distintas proyecciones de una representacion
ortogonal codificada cuando tratan de construir e solido representado.
Nuestras investigacionesindican que a partir de 4° curso | os estudiantes em-
piezan a ser capaces de coordinar las proyecciones en casos sencillos o con
ayudadel profesor, y que esen 8° curso cuando lamayoriadelos estudiantes
son ya capaces de construir por si mismos |os sdlidos a partir de sus proyec-
cionesortogonales, si bien todaviase presentan, con caracter general, ciertas
dificultades en los casos mas dificiles. En |os cursos superiores las dificulta-
des desaparecen al poco tiempo deiniciadalaensefianza sistematicade estas
formas de representacion.

Algunos autores de unidades de ensefianza han utilizado un tipo particu-
lar de médulos multicubo, formados por varias columnas de cubos apoyadas
todas ellas en el suelo (ver, por giemplo, 1zard, 1990 y Winter et a., 1986).
Estos médul os tienen la ventaja de que se pueden representar univocamente
dibujando sblo la proyeccion ortogonal codificada superior (Figura N° 18).
Por lo tanto, a construir los médulos, sélo se tiene que utilizar una proyec-
cion ortogonal y, de estamanera, se evitael problemadelos estudiantes que
no son capaces de coordinar varias proyecciones. Constituyen un tipo de so6-
lido muy interesante parainiciar el estudio de estos tipos de representacio-
nes planas.

Figura N° 18

L as representacionesisométricas son €l tipo de representacion masdificil de
dibujar, por lo que es necesario iniciar su ensefianza de manera pausada y
planteando g ercicios muy simples. Lamayor parte delos estudiantes de pri-
mariay primeros cursos de secundariatienen dificultadesimportantes cuan-
do se enfrentan a ellas por primera vez. Las causas de esta dificultad son
varias: laobligacion de dibujar los vértices del solido sobre los puntos de la
tramaisomeétrica; la necesidad de situar el sélido que se vaadibujar en una
posicion muy precisaparapoder verlo lo mas parecido posible alarepresen-
tacién isométrica, pues en caso contrario suele ocurrir que hay que dibujar
alguna cara que no vemos o hacer coincidir aristas que vemos separadas; y
laimposibilidad de ver el sdlido real exactamente igual que su representa-
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cién isométrica, por lainfluencia de la perspectiva. Todas estas caracteristi-
cas deben ser comprendidas y aprendidas por los estudiantes para poder
Ilegar a dominar el dibujo de representaciones isométricas.

Lasiguiente transcripcion corresponde a did ogo mantenido con unaes-
tudiante de 6° curso cuando ésta intenta dibujar € médulo multicubo de la
FiguraN° 19, que estd apoyado en lamesa delante de ella (los nimerosiden-
tifican los cubos del médulo durante el didogo). A lo largo del didlogo que-
da patente que la estudiante analiza correctamente el médulo pero no es
capaz de dibujar las caras de los cubos en la posicién correcta. Tras varios
intentos, la estudiante no sabe cémo empezar €l dibujo, por |o que el profe-
sor ledibujael cubo n® 1y le pide que asocie las caras, aristas y vértices del
dibujo con las correspondientes del cubo real, cosa que hace correctamente
sin dificultad.

2 3 4
Figura N° 19

I:  Ahitienesese cubo [n° 1]. ¢Dénde iria el blanco [n° 2]?

E: Aqui [sefida la arista inferior del cubo dibujado y empieza a
dibujar]... jYa [Figura N° 20-a; después sigue dibujando los otros
cubos del médulo (Figura N° 20-b)].

I: ¢Cuéntascaras seven en e cubo blanco [n° 2]?

E: Dos.

I:  ¢Dos? No. Yo veo tres ... ésta, éstay ésta [sefidlando cada cara en €
maodulo real].

E: jAh,si!

ag' b/ % %

Figura N° 20
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Después de algunas explicaciones, |a estudiante yaentiende que las caras de
|os cubos deben dibujarse siempre como rombos con los vértices en | os pun-
tos de latrama. Borra €l cuadrado del dibujo que acaba de hacer y 1o com-
pleta, representando las tres caras visibles del cubo n® 2 (Figura N° 21).
Como se puede observar, € siguiente objetivo de la ensefianza debe ser ha
cer comprender a los estudiantes la necesaria coordinacién entre las caras
con aristas comunes.

A

Figura N° 21

I: Estacara de aqui [sefida la cara de la derecha del cubo n° 2], ¢cud
sera?

E: Esta[sefidlael rombo A delarepresentacion).

I:  Pero esti pegada a la de arriba ... Esta blanca de arriba, [la cara
superior del cubo n° 2] ¢cudl es?

[Laestudiante borralacaraA y ladibuja como en la Figura N°© 22.]

I:  Mirael de arriba [el cubo n° 1]. Mira aqui. Esta cara [sefidlando la
caraderechadel n°1], sestaigual que ésta? [sefialando la cara derecha
del n° 2]

E. S

A

Figura N° 22



LAS REPRESENTACIONES PLANAS DE CUERPOS 3-DIMENSIONALES EN... 215

I:  Entonces, ahi [en el dibujo] tendrian que estar iguales las dos.

E: Entonces no se puede [hacer el dibujo].

I:  Si. Dibdjalacomo lade arriba.

E: [Mientras empiezaadibujarla] No se puede [pero hace el dibujo dela

FiguraN° 23].
Figura N° 23.
I ¢Como que no se puede?
E: Yonosé

I:  &TU no puedes dibujar un rombo como ése [el correspondiente a la
cara derechadel cubo n° 1]?

E: Si[y lodibujabien, pero separado de larepresentacion del médulo].
I: Y ahi, ¢qué formatiene esa cara?

E:  Unrombo.

I: &Y por quéno lo puedes dibujar igual?

E: Porquenomesde...

I: A ver, intentadibujar aqui [borrando la caramal dibujada del cubo n®
2 paraayudarle].

A partir de ahora la estudiante dibuja las dos caras del cubo correctamente
(Figura N° 24-a). Después, apoyandose en laidea de buscar una cara dibu-
jadaque estuvieraen lamismaposicion quelaque quiere dibujar y copiarla,
logré completar correctamente la representacion del madulo (Figura N°
24-b).

Figura N° 24
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Generalmente llega un momento en que, viendo los resultados de la activi-
dad guiada de | os estudiantes, parece que ya hayan superado este tipo de di-
ficultades. No obstante, no es del todo cierto, pues suele ocurrir que los
estudiantes no son capaces de dibujar representaci ones de maneraautonoma
o quereaparecen loserroressi les pedimos que dibujen un médulo mas com-
plgo.

El dibujo de representaciones isométricas esta fuera de la capacidad de
los nifios de | os primeros cursos de primaria. S6lo en 5° 6 6° curso empieza
lamayoria de los alumnos a poder dibujar estas representaciones requirien-
do poca ayuda, y es a partir del 8° curso cuando la mayoria de ellos puede
comprender y aprender en poco tiempo a usar correctamente esta forma de
representacion.

He comentado antes que la necesidad de observar |os médulos multicu-
bo desde una posicion muy particular es unadificultad importante de las re-
presentaciones isométricas. En una de las investigaciones que he realizado
con estudiantes de 2° curso, empezamos la ensefianza pidiendo a los nifios
gue, en vez de dibujar teniendo como modelo un médulo real, copiaran un
dibujo ya hecho. No obstante, el fracaso fue el mismo, como se observa en
laFiguraN° 25, que muestralarepresentacion que | os estudiantes tenian que
copiar (FiguraN° 25-a), el primer intento de uno de ellos (Figura N° 25-b)
y su segundo intento (Figura N° 25-c). En el primer intento, comenzé a di-
bujar apartir delacarainferior derecha, mientras que en el segundo intento
comenz6 por lacarasuperior derecha. Se observa en ambos casos que el es-
tudiante no era capaz de reconocer o representar |os cambios de inclinacién
delas aristas. Estaincapacidad se mantuvo en los siguientes gjercicios. Esto
demuestraque laprincipal dificultad no es solo detipo perceptivo, sino tam-
bién psicolégica, relacionada con la carencia de las habilidades de
reconocimiento de posiciones en el espacio y de relaciones espaciales (Del
Grande, 1990).

0P W

Figura N° 25
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CONCLUSIONES

En este articulo he planteado la necesidad de que | os estudiantes aprendan,
mediante instruccién especifica, a dibujar y leer algunas de las representa
ciones planas usuales de cuerpos geométricos 3-dimensionales, como
medio para mejorar su capacidad para comprender la geometria espacial y
facilitarles el aprendizaje de ésta.

Los profesores (sobre todo los de primaria) deben ser conscientes de
cuando sus alumnos tienen dificultades para dibujar representaciones planas
y deben reaccionar de maneraadecuada paratratar de evitar que unaacumu-
lacién de dificultades de origen diverso dé como resultado el bloqueo delos
estudiantes ante la geometria. En estos casos se puede llevar a cabo una do-
ble actuacién. Por una parte, plantear actividades de aprendizaje para mejo-
rar las capacidades de vision espacia de los estudiantes. Por otra parte,
cuando los estudiantes todavia no son capaces de realizar representaciones
planas suficientemente correctas, evitar que tengan que basarse en sus pro-
pios dibujos para entender y aprender 1os conceptos y propiedades geomé-
tricos, buscando procedimientos aternativos, como el uso de modelos
fisicos, proporcionarles fotocopias para pegar, trabajar con ordenadores, u
otros.

También he hecho en el articulo un recorrido por las diversas formas de
representacion plana mas usuales, analizando las particularidades de cada
una, describiendo sus aspectos més conflictivos paralos estudiantes y dando
algunas sugerencias a respecto. El objetivo final de este articulo es dar un
toque de atencion alos profesores sobre la necesidad de ensefiar geometria
espacial y de hacerlo en unas condiciones que favorezcan el éxito de sus
alumnos.
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