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No es el saber sino € aprender, no e poseer,
sino el adquirir, no el ser, sino el llegar a ser, lo
que nos depara el mayor placer.

C.F. Gauss

Con base en e enfoque de resolucion de problemas, se describe una
experiencia vivida por un grupo de maestros en la que se parte de un
problema que es resuelto sin mayor dificultad, pero que, al realizar la
mirada retrospectiva, da lugar a un nuevo problema que invita a los
participantes a un viaje exploratorio lleno de sorpresas, descubrimien-
tosy satisfacciones.

La siguiente experiencia pedagdgica tuvo lugar en el taller anual de capaci-
tacion, realizado con los maestros del &rea de mateméticas de diferentes co-
legios, a comienzos de 1996.

Se describe una experiencia de aula desarrollada segiin € enfoque dere-
solucion de problemas: se plantea un problemay los alumnos recorren las
etapas de comprension del problema, elaboracion de un plan para solucio-
narlo, gjecucion del plany miradaretrospectiva. Enla Gltimafase, un alum-
no plantea una preguntaque dalugar aun nuevoy verdadero problema. Con
la participacion activa de todos, se le da también solucién a nuevo desafio.
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FiguraN° 1
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Uno de los temas tratados fue €l teorema de Pitégorasy €l desarrollo de
una serie de problemas que aparecen planteados en diferentes materiales de
labibliografia alemana parala escuela secundaria. Entre estos problemas se
encontraba el siguiente:

S el dreadel cuadrado es441, hallar laslongitudes de las diagona-
lesay b que se muestran en la Figura N° 1.

Como aun cuadrado de &rea 441 le corresponde un lado de 21, esposible de-
terminar laabscisay la ordenada que hacen fata. Laabscisaes 33 - 21 = 12
y laordenada 35 + 21 = 56. Con estos datos determinamos |as ternas pitago-
ricas (12, 35, 37) y (33, 56, 65). Asi pues,a= 37y b =65.

Al terminar de resolver el problemay cuando echdbamos un “miradare-
trospectiva’ al mismo, como nos lo ensefié G. Polya, uno de |os maestros
planted el siguiente problema:

¢Esposible hallar el area del cuadrado si solamente se conocen las
medidasdeay by s sesabe ademas quelas coordenadas de sus pun-
tos extremos, diferentes del origen, son ndmeros naturales?

Pues bien, esta pregunta se nos convirtid en un verdadero problemay como
ocurre con todo buen problema, comenzamos a andar atientas entre lanie-
bla de nuestraignorancia.

Basados en la Figura N° 2, hicimos un primer intento por resolverlo.
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¢®+d® = 37° = 1.369 @)

(c+z)2+ (o|+z)2 - 657 = 4225 )
al desarrollar (2) y reemplazar (1) en (2), obtenemos:

2z(c+d+2z) =2.856
z(c+d+z) =1428 donde ¢, d,z T IN ©)

Y hasta aqui pudimos llegar. Prisioneros de nuestra costumbre de resolver
problemas basados solamente en ecuaciones, detuvimos lamarchay decidi-
mos abandonar este intento. Pronto surgié otraidea:

“S ¢y d son naturales, probemos valores para ¢ y d hasta que se
cumpla la proposicion pitagérica.”

Pero a algunos maestros no les gusté estaidea, pues eso de probar no suena
averdaderamatematica. Latécnicadel ensayoy error no estabaincorporada
en su repertorio. Eso era ponerse a adivinar y la adivinacién no tiene nada
gue ver con las matematicas. La estrategia probar sisteméticamente no re-
presentaba para ellos una posibilidad para realizar descubrimientos en ma-
teméticas.

Al diasiguiente retornamos a problemay descubrimos que detrés de la
ultimaidea se hallaba escondido otro problema interesante:

“ ¢De cuantas maner as diferentes se puede expresar un nimero cua-
drado como la suma de dos nimeros cuadrados?”

Y a nos habiamos dado cuenta de que, por gjemplo, € niimero 25 = 52 sola
mente se puede expresar de unasolamanera, 52= 3 + 4, el ntimero 36 = 62
no se puede expresar como la suma de dos nimeros cuadradosy € nimero
625 = 252 se puede expresar exactamente de dos maneras diferentes como
lasuma de dos niimeros cuadrados, 252 = 72 + 24% = 157 + 202 Y, ¢quépasa
con 3722 ¢De cudntas maneras diferentes se puede representar como lasuma
de dos nimeros cuadrados?
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Al introducir esta expresion en una calculadora programable, encontramos
que 372 se puede expresar de una tinica manera como la suma de dos niime-
ros cuadrados:

372 = 122 + 352
Esdecir,c =12y d = 35. Por razones de simetria no consideramos laopcion

c=35yd=12
vA
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Figura N° 3

Habiendo hallado ¢y d, podemos regresar ala expresion (3) y terminar de
resolver el problema:

z(12+35+7)=1428  47z+7=1428 Z+472-1.428=0
(z-21) (z+68)=0 z=216z=-68

Entonces, €l lado del cuadrado es 21.

Pero, también podemos continuar utilizando lamismaideay preguntan-
donos de cuantas maneras diferentes es posible expresar 652 como lasuma
de dos cuadrados.

Asi, obtenemos que 65 se puede expresar de cuatro maneras diferentes
como la suma de dos niimeros cuadrados, a saber:

657 = 16° + 63° = 25° + 60> = 33° + 56 = 39° + 52°

Este hecho da lugar alas cuatro interpretaciones de la Figura N° 4.
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Como se puede observar y comprobar, la Unica region sombreada que co-
rresponde aun cuadrado eslapresentadaen laFiguraN°4 C. El lado de este
cuadrado es 21.

Es importante anotar aqui como el seguimiento de la segunda idea enri-
queci6 nuestravision del problema. Obtuvimos un conjunto de rectangul os,
entre los que se encontraba un Unico cuadrado.

Pero nos seguia dando vueltas en la cabeza € camino abandonado. Aun-
gue el problema estaba resuelto sentiamos un vacio, una decepcién, tal vez
debido a orgullo, a deseo de saber cudl secreto se nos escondia detras de
esta expresion. Asi que regresamos a primer camino, pararepasarlo y ana-
lizarlo. De pronto era posible que se revelaracomo un camino corto alas|n-
dias.

Laexpresion (3) presentaa 1.428 como el producto de dos nimeros na-
turaleszy (c + d + 2). Entonces, procedimos a expresar 1.428, de todas las
formas posibles, como el producto de dosfactores. Como ladescomposicion
en factores primos de 1.428 es 22x3x7x19, se tiene gue 1.428 posee

3x2x2x2= 24 divisores. Entonces 1.428 se puede expresar de 12 maneras
diferentes como €l producto de dos factores:

1428=1-1428=2-714=3-476=4-357=6-238=7-204=
12-119=14-102=17-84=21-68=28-51=34-42

Asi setiene que z puede ser cualquiera de estos 24 factores. Es decir, habia
gue considerar 24 casos para encontrar la solucién.

El andlisis se reduce a 12 casos pues z no puede ser mayor que 34. Los
doce casos restantes quedan reducidos a uno solo por las razones que se ex-
ponen a continuaci on:

e Para z=1, 4,7, 12, 17 se obtiene una ecuacién cuadréatica que
Nno posee raices reales.

e Paraz=2, 3, 6, 14 se obtiene que cd no es natural.
» Paraz =28, 34 se obtiene que 2ab es negativo.

Queda entonces por analizar z = 21. En este caso se obtiene la ecuacién
(c-12)(c-35 =0

Sic=12, entoncesd =35y s ¢ = 35, entoncesd = 12. Obtenemos asi
que €l lado del cuadrado es 21 y que si ¢ = 12, sus vértices son (12, 35),
(33, 35), (33, 56) y (12, 56). Si ¢ = 35, se obtiene un cuadrado de lado 21,
simétrico al anterior con respecto alarectay = x.
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CONCLUSIONES

La experiencia descrita nos muestra cdmo, a partir de un problema que
interesd a los alumnos —los maestros también somos aumnos—, uno de
ellos planted un nuevo problema que resulté mas interesante que €l origi-
nal. Los integrantes del grupo se involucraron en el nuevo problema de
modo que fueron aflorando diferentes actitudes frente a la resolucién de
problemas en mateméticas y alos conocimientos que podian ser utilizados.

Los diferentes caminos emprendidos nos fueron planteando preguntas
para las cuales buscamos y encontramos respuestas. Pero es seguramente
posible que, a enfrentarnos a otros problemas, queden preguntas sin res-
puesta. Esto hardquelabiisquedacontinliey sealafuentedeoriginaescrea-
ciones en mateméticas.

En todo este proceso viajamos por nuestra red de conocimientos adqui-
ridosy de experiencias vividas, combinandolos y adquiriendo méas conoci-
mientos y experiencia. Esto es posible en un ambiente adecuado, sin
tensiones negativas, donde no temamos equivocarnosy donde el objetivo no
sea la competencia, que niega a los otros, sino la solidaridad que reconoce
plenamente alos demésy comparte con ellos. Una actitud abierta, flexible,
no egoista de parte del maestro puede lograr que los alumnos sientan lama-
temética como algo vivo, como una experiencia en la que podemos hacer
descubrimientos y sentirnos satisfechos del trabajo realizado.
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