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En el presente articulo estudiaremos €l papel que juegan los sistemas
de representacion y las actividades asociadas a los mismos en la com-
prension de un concepto matematico y, en particular, en la compren-
sion del concepto de nimero real. Presentaremos una experiencia de
investigacion-accion basada en este estudio que realizamos con un
grupo de estudiantes de 14-15 afios, y analizaremos algunos de los
datos que se obtuvieron en la misma. Concluiremos con unas reflexio-
nes e interrogantes didacticos surgidos a partir de nuestro trabajo.

INTRODUCCION

El objetivo de este articulo es reflexionar sobre €l papel de los sistemas de
representacion en la comprensién de un concepto matemético y analizar
dicho papel en el caso particular del nimero real. Con base en este andlisis,
proporcionaremos informaci én obtenida con un grupo de estudiantes espa-
fioles de 14-15 afios sobre la comprension del concepto de los nimeros rea-
les en la etapa de |a ensefianza secundaria. El trabajo que presentaremos se
encuadra dentro de la linea de investigacién en didactica de la matemética
denominada Pensamiento Numérico. Esta linea de investigacion se ocupa
de estudiar los fendmenos de ensefianza, aprendizaje y comunicacion delos
conceptos numéricos en el medio educativo y en € medio socia (Castro,
1994). Para ello utiliza una triple orientacién: por un lado, se ocupa de las
estructuras numéricas especificas; en segundo término, estudia las funcio-
nes cognitivas que los seres humanos desarrollan mediante el uso de con-
ceptos y propiedades numéricas; en tercer lugar, tiene en cuenta los
problemas y situaciones que se abordan y se resuelven mediante la estruc-
tura numérica considerada (Gonzdlez Mari, 1995).

El contenido que presentaremos esta centrado en la segunda dimensién
de lastres mencionadas; es decir, en el aspecto cognitivo. Paraello, comen-
zaremos analizando la nocién de representacion y de sistemas de represen-
tacion y su relacion con la cognicion humana, seguin las ideas de varios
investigadores en educacién matemética, y delimitando una terminologia
gue nos servirade herramienta paradescribir y analizar parte de nuestra ex-
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periencia didactica en torno a nimero real. Pasaremos luego a presentar €l
contexto en el quetuvo lugar la obtencién de datos sobre la comprensién de
los nimerosreal es por parte de alumnos de 14-15 afios. Finalmente interpre-
taremos dichos datosalaluz del marco tedrico expuestoy concluiremoscon
algunas reflexiones didacticas sobre lasimplicaciones que podrian derivarse
delos mismos.

ASPECTOS COGNITIVOS DEL NUMERO REAL

Cognicion y sistemas de representacion

Desde la década de los 80, las ideas en torno alas representaciones y alos
sistemas de representacion han ido ganando terreno a la hora de abordar €l
estudio de la cognicién en matematicas, y se han ido consolidando como
una herramienta Util a tal efecto. Autores como Janvier (1987); Janvier,
Girardon y Morand (1993); Douady (1980, 1986); Hiebert y Carpenter
(1992); Kaput (1992); y Duval (1993, 1995) han realizado contribuciones
importantes dentro de este campo y, en lo que sigue, presentaremos a gunos
constructos de estos investigadores que nos han servido para organizar nues-
tro marco tedrico y organizar 1os resultados de nuestra experiencia. Debido a
gue laterminologia que utilizan no esté unificada, realizaremos una sintesis
particular en laque intentaremos acotar |0s términos que usaremos alo largo
de nuestro estudio y € significado que atribuimos alos mismos.

De acuerdo con Kaput (1992, p. 522), la efectividad de lamente humana
para mangjar ideas y procesos extremadamente complicados, tanto concre-
tos como abstractos, parece basarse en lainteraccion entre dos fuentes de or-
ganizacién de experiencias: (1) las estructuras inherentes al conocimiento
delargo plazo de la persona, y (2) su habilidad para explotar medios fisicos
con €l objeto de organizar la experiencia—en el caso de la experiencia ma-
temética, utilizamos sistemas de notacion, | os cual esincluyen principal men-
te formas heredadas para exteriorizar estructuras conceptuales, asi como
signos personales e idiosincrasicos. Kaput postula dos “mundos’: (i) un
mundo de operaciones mentales, que siempre es hipotético, y (ii) un mundo
de operaciones fisicas, que es frecuentemente observable. Estos dos mun-
dosinteract(ian en direcciones opuestas, tal como seve en el diagramadela
paginasiguiente.

Laflecha que apunta hacia arriba en la figura corresponde a dos tipos de
procesos. por unaparte, lainterpretacion activa (o “lectura’) y, por otra par-
te, los procesos menos activos, menos controlados conscientemente, menos
organi zados linealmente, que comprenden |a evocacién de fenémenos men-
tales através de los materiales fisicos. La flecha que apunta hacia abajo en
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lafigura corresponde también a dos tipos de procesos. por unaparte, €l acto
de proyectar estructuras mentales en el material existentey, por otra parte,
el acto de producir nuevas estructuras (“ escritura’), 1o cua incluyelaelabo-
racion fisica de estructuras. Pararesumir, en el caso de la orientacion hacia
abajo, uno tiene contenidos cognitivos que busca exteriorizar para proposi-
tos de comunicacion o de probar su validez; en el caso de la orientacion ha-
ciaarriba, los procesos se basan en un intento de usar algin material fisico
existente para ayudar a propio pensamiento.

Operaciones mentales

(hipotético)
Interpretacion activa Proyectar estructuras mentales
0 o
Evocacion pasiva Producir nuevas estructuras

Operaciones fisicas
(observable)

Kaput delimita el contenido de la parte inferior de lafigura, es decir, € de
las estructuras fisicas y sus operaciones, mediante | os sistemas de notacion.
Por sistema de notacion entiende un sistema de reglas para i) identificar o
crear caracteres, ii) paraoperar sobre ellos, y iii) para determinar relaciones
entre ellos (especia mente rel aciones de equivalencia). Los caracteresnotie-
nen por qué ser cadenas de letras o digitos, sino que pueden incluir gréficos
y diagramas, o incluso objetos fisicos como bloques, regletas, piezas de car-
ton de puzzles, etc. Ademés, los tipos de accion pueden variar segin lana-
turaleza particular del sistema implicado. Por ejemplo, pueden implicar
transformaciones en laforma de una expresién a gebraica o en combinacio-
nes de diferentes expresiones algebraicas, 0 de composicion de un puzzle
agrupando sus piezas, o de manipulaciones con los bloques de Dienes. Mas
adelante, €l autor especifica que la expresion “sistema de representacion”
puede usarse en lugar de “sistema de notacion”. Tal uso enfatizariael hecho
de que los sistemas de notacion se usan tipicamente de forma representacio-
nal; es decir, se usan pararepresentar o hacer las veces de otra entidad, o de
aspectos de otra entidad.

En este sentido, Duval (1993) distingue entre lo que Ilama objetos mate-
maticosy sus representaciones, y sostiene que estas Ultimas tienen un papel
indispensable en laaprehension del objeto o concepto matemético. Mientras
que Kaput se centra en las operaciones mentales'y las operacionesfisicas, u
operaciones en los sistemas de representacion, sin aludir explicitamente ala
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existencia de objetos o conceptos matematicos alos que se refieran nuestras
operaciones mentales y fisicas, Duval siempre tiene presente que lo impor-
tante eslaaprehensién del objeto matemético. En nuestro caso, sortearemos
el obstaculo que supone la discusion platdnica de si existe 0 no un mundo
ideal de conceptos u objetos matematicos aparte de larealidad fisicao men-
tal (esta Ultima hipotetizada también, puesto que no es observable directa-
mente), y nos centraremos en exponer algunas consideraciones de Duval
sobre |0s sistemas de representacién —a los que é llama sistemas semi6ti-
C0S— que nos parecen particularmente interesantes.

En primer lugar, este autor coincide con el anterior en postular la exis-
tencia de dos “mundos’: el de las representaciones mentales y el de las re-
presentaciones semi6ticas (correspondientes alos sistemas de notacion en el
lenguaje de Kaput). N6tese que al no postular la existencia de objetos mate-
maéticos que hayan de representarse mental mente, Kaput solo serefiereaun
tipo de representacion, que en este caso coincide con la representacion se-
midtica. En segundo lugar, Duval también coincide con que las representa-
ciones semidticas cumplen varias funciones: de expresion (de estructuras y
operaciones mentales, con vistas ala comunicacion con otros), de objetiva-
cion (con vistas a probar lavalidez, para uno mismo) y de tratamiento (que
el autor define como unatransformacion de larepresentacion). Si estas fun-
ciones correspondieran alaflecha que vahaciaabajo en lafigura, alaflecha
gue va hacia arriba corresponderia el papel que juega la aprehension de las
representaciones semidticas en la aprehension del objeto matemético en
cuestion.

Pero ademés, y nos parece importante destacarlo, Duval hace hincapié
en laexistenciade diversos sistemas semi6ticos ligados a un mismo concep-
to matemético. Cada uno de estos sistemastiene sus dificultadesy limitacio-
nes propias en cuanto a significado y funcionamiento y es esencia en la
actividad matemética, segun el autor, poder movilizar varios registros en €l
curso de una misma accion, o bien poder elegir un registro en vez de otro.

También Hiebert y Carpenter (1992) parten del supuesto de que existen
dos tipos de representaciones en mateméticas: |as representaciones internas
y las representaciones externas, que ademas tienen caracter sistémicoy se
influyen mutuamente en la actividad de la cognicion; si bien estos autores
son menos explicitos que los anteriores en cuanto a describir con detalle la
natural eza de ambos tipos de representacion y de las relaciones entre ellos.

Llegados a este punto, nos parece interesante tratar de unificar la termi-
nologia, con objeto delograr ciertaclaridad y coherenciaen nuestro uso pos-
terior de estas aportacionestedricas. Enlo sucesivo, nosreferiremosalasre-
presentaciones como sistemas de representacion para aludir a su carécter
sistémico (tal como se pone de manifiesto en la definicion de Kaput) y asu
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carécter de representaciones de conceptos matemati cos —dejando de lado
ladiscusion de si dichos conceptos existen en un mundo aparte de la activi-
dad cognitiva de los sujetos 0 si Unicamente podemos referirnos a las con-
ceptualizaciones tomadas-como-compartidas por miembros de la comuni-
dad de mateméticos y educadores mateméti cos.

Dentro de los sistemas de representacion consideraremos los de repre-
sentacion internay los de representacion externa. En los primeros engloba
mos el mundo de las estructuras mentales y las conceptualizaciones de los
objetos matematicos a las que se refiere Duval. En los segundos englobare-
mos & mundo delas estructurasfisicasy |os sistemas de notacion o sistemas
semidticos. Sin embargo, dada la frecuencia con que nos referiremos alos
sistemas de representacién externa (puesto que éstos son los observables y
los que nos permitirian en todo caso inferir acerca de los sistemas de repre-
sentacion interna) los denominaremos habitualmente sistemas de represen-
tacion y cuando queramos aludir a los de representacion interna lo
indicaremos explicitamente.

Hechas las aclaraciones anteriores y con base en las ideas de ambos au-
tores describimos a continuacién las actividades cognitivas (en términos de
Duval) o actividades matematicas (en términos de Kaput) asociadas a los
sistemas de representacion.

1) Laformacién de representaciones identificables como representacion en
un sistema dado. Implica una seleccion de rasgos y datos en e conte-
nido que se quiere representar. Debe respetar unas reglas cuya funcién
es asegurar las condiciones de identificacion y reconocimiento; se trata
de reglas de conformidad y no de reglas de produccion efectiva de un
sujeto. Laenunciacién de unafrase, la elaboracidn de un texto, € disefio
de una figura geométrica, la escritura de una formula son gjemplos de
acciones cognitivas o actividades mateméticas asociadas con sistemas
dados de representacion.

2) Latransformacion dentro de un sistema de representacidn. Debe respetar
unas determinadas reglas sintacticas, con o sin referencia a significados
exteriores.

3) La traduccién entre sistemas de representacion. Bajo esta accion, es
posible conservar la totalidad o sdlo parte del contenido, o ampliar €l
contenido de larepresentacion inicial. De cualquier forma, la traduccion
supone la coordinacién entre distintos sistemas de representacion.

4) Lacristalizacion o consolidacién de relaciones y/o procesos en objetos
conceptuales o “entidades cognitivas’. Los cuales pueden ser utilizados
en relaciones o procesos en un nivel de organizacion mas elevado.
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5) Lamodelizacion. Este tipo de actividad incluye la construccion y prueba
de modelos matematicos. Supone una traduccion entre aspectos de
situaciones y sistemas de representacion.

Asi pues, nuestranocion de comprension del concepto de nimero real estara
caracterizada por el dominio de sus sistemas de representaciony delos dis-
tintos tipos de actividades asociadas a los mismos, |as cual es hemos especi-
ficado anteriormente. Al referirnos a sistemas de representacién, queremos
abarcar tanto los internos como los externos, aungue solo podemos observar
las manifestaciones en el nivel de los sistemas externosy, en todo caso, in-
ferir acercade losinternos.

Duval, entre otros autores cuya opinion suscribimos, denunciaque en la
ensefianza, con respecto alos sistemas de representacion, sélo se suelen te-
ner en cuenta las dos primeras actividades cognitivas mencionadas anterior-
mente. Por lo general, unavez que se dominan |as actividades de formacion
y transformacion de representaciones en diferentes sistemas, se considera
que latraduccion entre ellos es evidente. Veremos que esto no es asi y que,
ademas, algunos bloqueos y obstaculos para la comprension surgen de la
imposibilidad de representar mediante un cierto sistema aspectos de un con-
cepto que sblo pueden ser expresados mediante otro; esto es, de lairreduc-
tibilidad entre sistemas de representacién. De hecho, para este autor, la
comprensién de un concepto matemético esta intimamente relacionada con
el dominio delacoordinacién entre sus sistemas de representacion. ¢Por qué
esinteresante para el pensamiento humano el dominioy la coordinacién en-
tre varios sistemas de representacion? Duval propone tres razones:

Economia de tratamiento. Hay facetas de un concepto que un determinado
sistema de representacidn puede poner de manifiesto con més claridad que
otros. También hay acciones ligadas a un concepto en cuestion que pueden
Ilevarse a cabo con mas facilidad utilizando uno de sus sistemas de repre-
sentacion en detrimento delos otros. Asi, laexistenciade varios sistemas de
representacion permite cambiar de registro y, de este modo, trabgjar de la
manera mas econémicay potente en cada caso.

Complementariedad de los sistemas. Una vez elegido un sistema de repre-
sentacion para un contenido, seimpone una seleccién de algunos elementos
significativos o de informacion del contenido que se representa; esta selec-
cion se hace en funcidn de las posibilidades y limitaciones del sistema ele-
gido. Esto quiere decir que todarepresentacion es cognitivamente parcial en
referenciaalo que ellarepresentay, que de un sistemaaotro no son losmis-
mos aspectos de un contenido los que se representan.



REPRESENTACION Y COMPRENSION DEL CONCEPTO DE NUMERO REAL 123

Necesidad de coordinacion de registros de representacion para la concep-
tualizacion. Como continuacion delaideaanterior, si cadasistemaderepre-
sentaciOn ofrece una consideracion parcial para un concepto, el cruce dere-
presentaciones relativas a ese concepto mejora la informacion sobre €l
mismo; pero esto plantea mayores dificultades para el sujeto que esta apren-
diendo tales conceptos. La comprension reposa sobre la coordinacion de, a
menos, dos sistemas de representaci on; esta coordinacion se manifiesta por
larapidez y la naturalidad de la actividad cognitiva de traduccién.

Ademas, a referirnos ala comprensién de un concepto tampoco debemos
olvidar las actividades de cristalizacion de operaciones en estructuras con-
ceptuales cada vez mas sofisticadas y de modelizacion.

En nuestro estudio, los aspectos de economia de tratamiento y comple-
mentariedad de |os distintos sistemas de representacion de los nimeros rea-
les salen alaluz cuando se analizan dichos sistemas —tal como ocurre en
las subsecciones tituladas “ Sistemas de representacion smbdlica’ y “ Siste-
mas de representacion grafica’. El tercer aspecto que Duval considera para
justificar el interés de varios sistemas de representacion para un mismo con-
cepto matematico —esto es, la necesidad de coordinar |os diferentes siste-
mas de representacion para lograr la comprension— ha constituido una de
lasclavesen el disefio y laimplementacion de nuestraexperienciadidactica.
Tal como anotamos antes en el caso general, las actividades de traduccion
entre diferentes sistemas de representacion y las de cristalizacion o solidifi-
cacion son précticamente inexistentes en € tratamiento curricular estandar
de los nimeros reales. En nuestra experiencia de investigacion-accion con
un curso de alumnos de secundaria hemos intentado atender no sdlo a este
tipo de actividades sino también alas de formacién y transformacion de re-
presentaciones. Creemos que este trabgjo ha dado lugar a fenémenos de
comprension relevantes sobre €l nimero real, asi como aladeteccién de di-
ficultades que surgen en el proceso de ensefianza-aprendizaje. En las seccio-
nes tituladas “Hipotesis de trabajo y disefio de la experiencia de
investigacion” y “Datos sobre la comprension de los alumnos en torno a
concepto de nimero real” daremos cuenta detallada de todo ello.

Sistemas derepresentacion y comprension del nimero real

Dentro de las representaciones externas se suelen distinguir dos grandes
familias: las representaciones digitales, discretas, de caracter alfanumérico,
gue se pueden simular mediante programas informéaticos y cuya sintaxis
viene descrita mediante una serie de reglas de procedimiento, y las repre-
sentaciones continuas, anal ogicas, de tipo gréafico o figurativo, cuyasintaxis
viene dada principal mente por reglas de composicién y convenios de inter-
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pretacion. En matematicas, estas dos familias se denominan cominmente
sistemas de representacion simbdlicay sistemas de representacion grafica,
respectivamente (Rico, 1997, pp. 101-102).

En e caso del concepto de nimero real, los sistemas de representacion
simbdlicay los sistemas de representacién gréfica juegan un papel clave
puesto que permiten expresar las ideas y |as relaciones constitutivas de di-
cho concepto y tienen un uso aceptado y establecido. Tanto en el &mbito de
|as representaciones simbdlicas como en el de las gréficas poseemos un ins-
trumento integrador fundamental parael nimero real: € sistemade notacién
decimal y el model o delarecta, respectivamente. El sistema de notacién de-
cimal es un sistemaintegrador en el dominio de | as representaciones simbo-
licas, puesto que toda notacion decimal (finita, periddica o no periddica)
representaun nimeroreal y, reciprocamente, cadanimero real puede ser ex-
presado mediante una notacion decimal. De ahi la potencia del sistema de
notacion decimal paralos nimerosreales. Ademas, en el dominiodelossis-
temas de representacion simbélica, contamos también con las notaciones
operatorias habituales (fracciones, raices cuadradas, etc.), que constituyen
un complemento y un apoyo importante parael sistemade notacion decimal
dentro de este ambito, tal como se pondra de manifiesto mas adelante.

Por otra parte, el modelo delarectaes un sistemaintegrador en el domi-
nio de los sistemas de representacion gréfica puesto que la correspondencia
entre los puntos de larectay los nimeros reales, realizadaatravés de lame-
dida de longitudes, se conceptualiza como una biyeccion. De aqui la poten-
ciadelasrepresentaciones gréficas paralos nimerosreal es. Ademas, ambos
sistemas de representaci 6n tienen un caréacter complementario yaque, mien-
tras que las representaciones simbdlicas destacan aspectos operacionales y
discretos de los redles, |as representaci ones gréficas ayudan aintuir propie-
dades de continuidad y medida.

Como indicamos a comienzo del articulo, uno de los objetivos del mis-
mo es presentar algunos aspectos delacomprensi6n de un grupo de alumnos
de 14-15 afios sobre el concepto de niimero real. Nuestraintencién es poner
de manifiesto algunos avances que lograron estos estudiantes, tal como se
refleja en el tipo de actividades que realizaron sobre sus sistemas de repre-
sentacion y también algunas dificultades que tuvieron en estalabor. Pero an-
tes de comentar el objetivo expuesto, describiremos con mas detalle los
sistemas de representaci6n del nimero real, teniendo en cuentaque cadasis-
tema se caracteriza mediante las correspondientes condiciones y rasgos sin-
tacticos y semanticos propios.
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Sistemas de representacion simbdlica

Sistema de notacién decimal

En e sistema de numeracién decimal posicional, 10s niUmeros enteros se
expresan en términos de potencias de 10, de forma andoga a los polino-
mios en x, mientras que las fracciones decimales se expresan en términos
de potencias de 1/10, de forma andloga alos polinomios en 1 ox .

Esusual en €l trabajo escolar hacer €l paso de la notacion fraccionariaa
ladecimal. Mediante €l algoritmo de ladivision las fracciones pueden escri-
birse de formajustificada en notacion decimal. En algunos casos obtenemos
en un nimero finito de pasos su expresion decimal, que esigualmentefinita.
Sin embargo, en otros casos €l algoritmo de ladivision no dalugar aunaex-
presion decimal finita, sino que el cociente obtenido tieneinfinitas cifras de-
cimales. En este caso, la equivalencia de ese cociente con lafraccion inicia
supone una extension del convenio previo que se establecio para los deci-
males exactos. La justificacion formal de la equivalencia entre una fraccion
y unaexpresién decimal ilimitada viene dada por lainterpretacion de un de-

cimal infinito como una serie de potencias de 1/10: § angﬁ ulong (Gardi-

ner, 1982, p. 75). Esta cuestion, desconocida por los alumnos, constituye el
ejemplo mas sencillo de extension mediante lacual trascendemos los proce-
sosfinitos paratomar contacto con los procesosinfinitos, que estan enlaraiz
de las matematicas de las magnitudes continuas.

Sin tener que descender a las profundidades de la justificacién formal,
los alumnos de este nivel (ensefianza secundaria) pueden establ ecer razona-
damente que todo nimero racional tiene una expresion decimal finita o infi-
nita periédica y viceversa o, al menos, eso es |o que da por supuesto la
organizacién curricular parael nivel correspondiente (Rico, Coriat, Mariny
Palomino, 1994). En efecto, a realizar ladivision indicada por la expresion
fraccionaria, observamos que el nimero de restos distintos posibles es limi-
tado ya que el resto ha de ser menor que el dividendo, de modo que si ladi-
vision no es exacta, llegard un momento en que un resto serepitay, unavez
gue esto suceda, las cifras del divisor y los restos siguientes se repetiran in-
definidamente en el mismo orden. Reciprocamente, los alumnos de este ni-
vel pueden razonar las reglas que permiten la conversion de un decimal
finito o periddico en una fraccion, aunque estas Ultimas hacen uso implicito
de ciertas propiedades de series numéricas a efectuar operaciones aritméti-
cas con numeros de infinitas cifras.

Unavez claro que atodo nimero racional corresponde un decimal recu-
rrentey viceversa, cabe preguntar qué ocurre con los decimales infinitos no
recurrentes: ¢responden estas expresiones a alguna nocion de nimero?



126 IsABEL ROMERO Y LuIs Rico

Si consideramos la interpretacién de los decimal es infinitos recurrentes
como series de potencias e interpretamos el caso de los decimales infinitos
no recurrentes de la misma forma, en este segundo caso no disponemos de
la recurrencia para sumar la serie. No obstante, aplicando a la sucesion de
sumas finitas de |a serie de potencias de 1/10 la propiedad fundamental de
los nimeros reales. toda sucesion infinita de nimeros reales, creciente y
acotada superiormente por cierto nimero k, tiene como limite un nimero
real a < k), entoncesa cada decimal infinito le corresponde un nimeroreal.
Reciprocamente, cada nimero real viene dado mediante un decimal infinito
(Iliny Pozniak, 1991).

Este resultado muestra la potenciay economia del simbolismo de lano-
tacion decimal para el nimero real, debido a su caracter integrador, pero a
mismo tiempo pone de manifiesto la complejidad y la sofisticacion de algu-
nos resultados que subyacen en la aparentemente sencilla notacién decimal
pararepresentar |os nlimeros reales.

Notacion operatoria habitual

Aunque los alumnos del nivel en el que se desarrolla el trabajo de investi-
gacion se enfrentan por primera vez alos decimalesinfinitos no periédicos,
sin tener la posibilidad de comprender ain las justificaciones formales en
las que se fundamentan, la simultaneidad de la notacién decimal con la
notacion habitual constituye un apoyo para €l trabagjo con este tipo de
expresiones decimales y su aceptacion por parte de los alumnos. Denomi-
namos operatoria1 a la notacion habitual en € sentido de que destaca €l
carécter operatorio de los nimeros reales, a indicar una operacion
mediante cuya aplicacion agoritmica obtenemos la representacion deci-

mal; este es el caso de:
« lanatacion de fraccién, que expresa unadivision indicada;

« la notacion habitual de los irracionales algebraicos, que viene
dada a partir del proceso de resolucion de una ecuacién, de la
gue son gjemplos sencillos los irracional es cuadréticos;

» lanotacion habitual de irracionales trascendentes conocidos (P,
e, f), enlos que a partir del “nombre’ tenemos acceso a méto-
dos para su aproximacién decimal.

1. Latipologiaestablecidaen este estudio paralanotacion operatoria, en el caso delos nime-
ros irracionales, es unatipologia didactica. Hemos optado por €lla, en lugar de latipologia
que dividiria alos irracionales en algebraicos y trascendentes (conocidos) por lo que res-
pecta a su notacion habitual operatoria, debido a que esta Ultima queda fuera por completo
del &mbito didactico en € nivel en que nos movemos.
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Sistemas de representacion gréfica

Modelo de la recta real
Por recta real se entiende un sistema de iméagenes, signos, reglasy conve-
nios mediante los que se realiza una representacion gréfica de los nimeros
reales y se interpretan sus operaciones sobre una linea recta. Constituye €l
segundo instrumento integrador fundamental para el estudio de los nime-
ros reales, que tomamos como referencia para centrar nuestra investiga
cion.

El andlisisdelarectarea incluye dosniveles. Enun primer nivel encon-
tramos:

1) Imagenes especificas.

Linearecta Punto Combinacion de linearectay punto

2) Convenios de carécter general:

a. Una marca en la recta (punto) representa un nimero, y reciproca
mente.

b. Losnimeros 0y 1 pueden elegirse arbitrariamente entre los puntos
de larecta; para establecer la aplicacién de IR en larecta hay que
fijar esos puntos.

¢. El orden izquierda-derecha entre los puntos de la recta corresponde
al orden usua entre los nimeros; esto lleva a que los puntos a la
izquierda de O correspondan alos nimeros negativos y que los pun-
tos ala derecha de O correspondan alos nimeros positivos.

3) Reglas pararepresentar |os nimeros:
a. Leydelaaplicacion de IR enlarecta: la medida de longitudes.

b. Criterio pararepresentar el punto que corresponde a la suma de dos
ndmeros.

c. Criterio pararepresentar el punto que corresponde a un producto.

En un segundo nivel de andlisis entra la consideracion del continuo lineal,
que sustenta la interpretacién geométrica del conjunto de los nimeros rea-
les. El sistema axiomético sobre €l que se fundamenta dicho continuo lineal
impone unaldgicay unas propiedades a conjunto numérico, dificiles de ex-
presar y argumentar en términos de simples notaciones numeéricas; esta es
precisamente una de las claves por las que larecta numérica se convierte en
un sistema de representaci én ineludible paralacomprensién del concepto de
ndmero real.
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L osalumnos han tenido contacto con el modelo delarectadesdelaetapa
de educacion primaria; han estudiado la representacion en la misma de los
nimeros naturales, enterosy racionales. El criterio mediante el cual un nG-
mero, racional oirracional, esasignado aun punto delarectaesel delame-
dida de longitudes; a un nimero determinado le corresponde e punto
extremo del segmento con origen en 0, tal que lamedida de dicho segmento
con respecto a segmento unidad (origen 0 y extremo 1) viene dada por el
nimero en cuestion. Este criterio se mangja de formaimplicita. Sin embar-
go, hemos sefidlado que la clave para considerar alarectacomo modelo de
los nimeros reales es la consideracién de la biyectividad de la correspon-
dencianimeros-puntos de larecta. Si se quiere empezar atrabajar de modo
consistente con el modelo de la recta, consideramos que es necesario pro-
fundizar en esta cuestién, es decir, en el estudio de la correspondencia nd-
meros-puntos de larectay en su carécter biyectivo.

Ademés, hemos de tener presente que el modelo de larecta, en su apa-
rente simplicidad y economia, encierra una complejidad considerable, y es
importante tener en cuenta que IR no es el tnico conjunto NuMérico que se
representa i somorfamente mediante dicho modelo, sino que también el con-
junto de los hiperreales hace uso de gran parte de los signos y convenios
considerados (Tall, 1980).

Relaciones en los sistemas de repr esentacion

Hemos descrito ya los sistemas de representacion de los nimeros reales.
Ahoraretomamos |laidea de laimportancia de dominar |as relaciones entre
los sistemas de representacion de un concepto matematico para compren-
derlo. Estas relaciones pueden considerarse tanto en su aspecto estético —
las relaciones estructurales que reflgjan sus sistemas de representaci on—,
como en su aspecto dinémico —las actividades de transformacion y traduc-
cion. Si nuestro objetivo es favorecer la comprension en los alumnos,
parece claro, alavista de |os presupuestos anteriores, que hemos de prestar
atencion al establecimiento de conexiones, relaciones y correspondencias
entre los elementos de los sistemas de representacion del concepto que nos
ocupa. En la pagina siguiente presentamos un mapa que indica algunas de
estas relaciones?. Este mapa puede servir de apoyo para ubicar los puntos
de la comprension de los escolares que analizaremos en la seccidn titulada
“Datos sobre la comprension de los alumnos en torno a concepto de
numero real”.

2. Ladescripcion exhaustiva de estas relaciones y correspondencias se encuentra en Romero
(1997, cap. I11).
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HIPOTESIS DE TRABAJO Y DISENO
DE LA EXPERIENCIA DE INVESTIGACION

Acabamos de referirnos en la seccién anterior a la importancia que tiene
parala comprension del nimero real el dominio de las relaciones entre sus
sistemas de representacion. Partimos de la hip6tesis de que el estableci-
miento de conexiones en 1os sistemas de representacion interna esta estre-
chamente ligado con el establecimiento de conexiones en los sistemas de
representacion.

Pero ademés, partimos de otra hipétesis que queremos subrayar. En
nuestra opinion, € establecimiento de relaciones en los sistemas de repre-
sentacion interna no se establece por la mera exposicion de las conexiones
en el nivel delos sistemas de representacion externa; es mas, esta explicita-
cion por parte del profesor supondria el riesgo de que lainformacion sumi-
nistrada fuera internalizada en forma de piezas aisladas en lugar de
favorecer laconstruccién de las conexiones pretendidas. Creemos que el es-
tablecimiento y enriquecimiento de las conexiones se produce a través del
esfuerzo realizado por los alumnos pararesolver situaciones probleméticas,
de ahi laterceraorientacion en nuestralinea de investigaci 6n en Pensamien-
to Numérico, que mencionabamos al comienzo de este articulo. En palabras
de Vergnaud (1990, p. 135):

Es a través de la resolucion de problemas como un concepto cual-
quieraadquiere sentido paraun alumno. Este proceso de elaboracion
pragmética es esencial para la psicologia y la didactica, como es
esencial paralahistoriade las ciencias.

Estas situaciones probleméticas deben estar dotadas de sentido para los
alumnos, pero ser alavez generadoras de conflictos que favorezcan la apa-
ricion, puesta en préacticay discusion de conexiones, tanto de carécter ope-
ratorio como de carécter estructural, que constituirdn su concepcion de
ndmero real. Este tipo de situaciones, son consideradas por Laborde (1994,
p. 147) como

(...) un problema que los alumnos no pueden resolver con €l conoci-
miento disponible pero para las que pueden desarrollar nuevos ins-
trumentos de resolucién. Estos instrumentos son el punto de partida
para huevo conocimiento.

Esatravés deinteracciones dial écticas a partir de las situaciones menciona-
das, y delavuelta sobrelas mismas, en sucesivas ocasiones, como losalum-
nos iran incrementando y consolidando su conocimiento matemaéti co.
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A partir de los supuestos que se han explicitado, en el curso 1993-1994
Ilevamos a cabo una experiencia de investigacion con unaclase detreintay
dos estudiantes de 14-15 afios (correspondiente al nivel de 1° de bachillera-
to) en un instituto de ensefianza media de la ciudad de Granada (Esparia). El
objetivo de esta experiencia fue explorar la comprension de alumnos de di-
chaedad sobre el concepto de nimero real cuando éste seintroduce através
de una propuesta didéctica caracterizada por:

* tener en cuenta la complgjidad del concepto de ndmero real y
abrir vias para la presentacion, comprension y solucion de pro-
blemas fundamentales en la construccién del mismo;

* estar basada, de forma simultaneay complementaria, en los sis-
temas de representacion ssimbdlicay gréafica de los nimeros rea
les;

* insertarse en € terreno curricular y considerar las limitaciones
asi como las ventajas que proporciona €l aula como escenario
natural complegjo.

Esta propuesta didéactica fue disefiada por los autores de este trabgjo e im-
plementada por la primera firmante, en su calidad de profesora de matemé&
ticas de la clase de alumnos mencionada. La metodol ogia estuvo basada en
€l trabajo de los alumnos en pequefios grupos sobre situaciones previamente
disefiadas por €l equipo de investigacion, seguidas de una puesta en comun
en gran grupo>. A lo largo del proceso didActico, se trataron varios aspectos
fundamentales parael desarrollo delacomprensién sobre el concepto de ni-
meroreal. Algunosde éllosrefl g an confli ctos epi stemol gi cos que hubieron
de ser superados en el desarrollo histérico del concepto (por € emplo, las du-
das sobre @ status de nimero de las expresiones decimales infinitas no pe-
riédicas), y otros responden anecesidades detipo didacticoy curricular (por
gjemplo, la discriminacion entre racionales e irracionales). Todos estos as-
pectos forman parte de un desarrollo sistematico y organizado, aungque no
lineal, que se apoya en lared de conexiones entre | os sistemas de represen-
tacion de los nimeros reales. En la seccidn siguiente analizaremos los pro-
cesos de comprensi6n que los al umnos pusieron de manifiesto sobre algunos
de estos aspectos fundamentales, asi como las dificultades que surgieron al
respectoy sedestacael papel que jugaron paraellolos sistemas de represen-
tacién del nimero real.

3. Ladescripcion completa del disefio del estudio, el material suministrado alos alumnos, la
metodologia, €l proceso didactico y la discusion de los resultados puede encontrase en
Romero (1997).
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DATOS SOBRE LA COMPRENSION DE LOS ALUMNOS
EN TORNO AL CONCEPTO DE NUMERO REAL

Para analizar la comprensién de los estudiantes acerca del concepto de
ndmero real, es necesario dejar claro que nuestros alumnos parten de un
determinado estado de conocimientos sobre dicho concepto y que éste evo-
luciona a lo largo de los procesos didéacticos relacionados con e mismo.
Dichos estados de conocimiento vendrian definidos, en nuestro esquema,
por el grado de dominio de los sistemas de representacion y de las activida-
des cognitivas asociadas a ellos. Denominaremos concepciones a estos
estados de conocimiento, 1os cuales pueden adecuarse en diferentes grados,
al menos en aspectos parciales, a concepto matematico en cuestion. (O
bien —y seguimos obviando la discusion en torno al tipo de existencia de
los conceptos mateméticos— a las concepciones del profesor que, en este
caso, actlia como puente con las concepciones tomadas-como-compartidas
en la comunidad de matematicos y de educadores mateméticos sobre los
ndmeros reales.)

Ademés de evoluciones en positivo o directas de las concepciones en €l
proceso de aprender un concepto matemético, aparecen, de modo inevitable,
dificultades. Entenderemos dificultad en su significado amplio, como “algo
gue impide gecutar bien o entender pronto unacosa’ (Centeno, 1988); estas
dificultades pueden aparecer por diversas causas. Tanto evoluciones positi-
vas de la comprensién de | os estudiantes como dificultades salieron alaluz
en nuestro proceso didactico sobrelos nimeros reales. Enlo que sigue, que-
remos compartir con e lector algunas de ellas.

Formacion derepresentacionesen el sistema delarecta.
Coordinacion entre sistemas de r epresentacion

A lahorade trabgjar en el terreno gréfico, podria parecer que algunos con-
ceptos —como los de punto y segmento de la recta— son elementales y
que, de alguna forma, su significado es tan basico que es univocamente
compartido por los miembros de la comunidad de la clase. Sin embargo,
cuando se explicitan significados o interpretaciones particulares, podemos
encontrarnos con sorpresas en las concepciones de los estudiantes. En el
siguiente episodio se pone de manifiesto la confusion entre los aspectos
empiricosy tedricos de estos conceptos:

P: ¢Cémo son los puntos de una recta? ¢Tienen anchura o no tienen
anchura?

A: No.
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Si.
T puedes hacer un punto més grande que otro.
&TU puedes hacer un punto més grande que otro?

Si, aunque sean décimas de milimetro te puede salir un punto mas
grande que otro.

(Qué?

Que no, porque si tienen anchura cogeria més de un nimero.

¢Coémo?

Pero es que aqui, alo mejor, hay puntos tan pequefios que alo mejor si
podrian...

Si hablamos de una recta ideal, con puntos ideales, |os que nos imagi-
namos. [Pausa] Los puntos ideales, ¢tienen dimensiones?

No, no.

No, pero pueden tener distinta anchura.

Distinta anchura, ¢podrian tener distinta anchura?
No, no.

No.

Si son idedles.

Que pueden tener distinta anchura... [Pausa] Puede ocurrir que un
punto ocupe toda la pizarra [ruido]

¢Si?

Si e punto ocupatoda la pizarra seria un conjunto de puntos, o sea que
no seria.uno.

Esque mira, del 0 al 1, ¢por qué no puede ser otro méas pequefio?

Esto es un segmento; del 0 a 1 es un segmento; y éste, otro segmento.
[Pausa] Los puntos, si yo los pinto fisicamente tienen un segmentillo,
pero si meloimagino...

iAh!

¢Entendéis esa diferencia?
¢Coémo?

No.

Y o pinto un punto, pues depende de |o que sea de gruesa la punta de mi
|&piz, tendra un segmentillo.

Claro.
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P: Perosi meloimagino con lacabeza, ¢pueden ser mas gruesos 0 menos
gruesos?

A: No.

P: ¢Tienen anchura los puntos? ¢Pueden ser mas gruesos 0 menos grue-
S0s?

A: No.

En este caso particular, la negociacion de significados en el terreno de las
representaciones gréficas pudo ayudar a los alumnos a avanzar en la com-
prension de éstas como algo separado delarealidad fisica. Este paso adelan-
te, mediante el cual lospuntos, lineasy superficies dejan de ser considerados
como objetos fisicos, es esencial parala comprensién de la inconmensura
bilidad, ya que es imposible constatarla en una figura; todo lo contrario, a
partir de la experiencia préactica sélo podemos obtener longitudes conmen-
surables puesto que nuestra percepcion y nuestras necesidades practicas se
satisfacen en un nimero finito de pasos. De hecho, en el trabajo con nuestros
alumnos sali6 alaluz explicitamente que la gran mayoria de ellos admitia
laexistenciade unaparte aicuota para doslongitudes cual esquiera, es decir,
admitia que dos longitudes cualesquiera son siempre conmensurables (Ro-
mero, 1997), resultado que también habia sido obtenido en investigaciones
anteriores (Arsac, 1987).

Més adelanteilustraremos cdmo latraduccion entre distintos sistemas de
representacion de los nimeros realesy el establecimiento de relaciones en-
tre dichos sistemas puede resultar fructifera para que los estudiantes avan-
cen en su comprension del modelo de larectareal. En particular, algunos
alumnos Ilegaron a plantear cuestiones realmente sutiles en relacion con los
aspectos empirico y tedrico de la medida, que estan intimamente rel aciona-
dos con la correspondencia entre los nimerosreales (no los racionales o los
irracionales) y larecta:

P: Asi quelos enteros son (tiles para contar, los racionales son Utiles para
medir..., y ¢éstos [los irracionales] son Utiles para algo? [Pausa] Para
medir todas |as longitudes posibles, ¢son suficientes |os racionales?

A: No, no.

P: Porque hay longitudes, como éstas [lados de cuadrados de &reas 2, 3,
...], que no pueden medirse con nimeros racionales...

A: Pero si no lo sabemos... si no sabemos que vienen de un cuadrado,
entonces siempre las medimos con racionales.

P: Pero, ¢si sabemos que vienen de un cuadrado?
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A: Entonces, si.

A: Pero, entonces todas las longitudes pueden venir de cuadrados. Y
entonces todas las |ongitudes pueden medirse con... [irracionales]

P: Pero s e cuadrado tiene &rea 4, entonces el lado mide 2.

A: Si, eso esverdad.

P: Y, s € cuadrado tiene area 4/9, ¢;qué mide el lado?

A: Mide2/3.

Formacion y transfor macion de representaciones en los
sistemas de representacion simbdlica
Nuestros estudiantes habian llegado a punto en donde tenian que tratar con
la notacién decimal infinita sin haber tenido ocasion de especificar y, de
este modo, clarificar € significado que atribuian alos digitos en el sistema
de notacion decimal. La actividad de ordenar distintas expresiones decima
les les estimul 6 aidear sus propios criterios para compararlas; al tratar de
explicarselos unos a otros, llegaron a hacer explicito el significado de los
digitos a la derecha del punto decimal atendiendo a su posicion. Por gjem-
plo, uno de los criterios que idearon fue el de prolongar con ceros, cuando
era necesario, todas las expresiones decimales de la serie que habian de
ordenar hasta que tuvieran el mismo nimero de digitos (excepto €l caso de
los periddicos), y “decir” cuéntas décimas, centésimas, milésimas, etc.
tenia cada uno. Asi, a ordenar laserie “0.1; 0.20; 0.034 (periodo en el 34);
0.04; 0.008", los nimeros tenian 100, 200, 34, 40 y 8 milésimas respectiva
mente. De este modo, |a transformacién de las representaciones en €l sis-
tema de notacién decimal aclard € significado de las mismas y soluciond
problemas como la duda acerca de si 1.20 era mayor que 1.2 o € error de
pensar que si lo era, atribuyendo a las cifras decimales a la derecha del
punto un significado andlogo a de las cifras a la derecha del punto (es
decir, 20 es mayor que 2, por tanto 1.20 es mayor que 1.2).

En otras ocasiones, sin embargo, losalumnos|legaron aplantear dilemas
dentro del sistema de notacidn decimal cuyo esclarecimiento quedaba fuera
del alcance del trabajo dentro de este sistema, eincluso fueradel alcance de
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losalumnos de este nivel. Asi se puso de manifiesto en lasiguiente discusion
en clase, relativa ala notacion decimal del nimero p:

A:

A:

v > > 1>

>E22222222

Pero en la enciclopedia dice que no estaba seguro de que fuerairracio-
nal, sino que se seguian sacando muchos decimales y no estaban segu-
ros [Referenciaal nimero p].

En la enciclopedia, dice E [inicial del nombre del alumno] que se
habian sacado muchos decimales, pero no se estaba seguro, se seguian
sacando decimales pero no se estaba seguro de que alguna vez fuera a
acabar.

Eso, eso eslo que yo vi, eso eslo que yo vi, sefio.

cQué?

Que no se sabiasi se podia acabar o no.

No, aqui dice que si eraun nimero que nunca acaba. Eso venia, espera.

Una cosa es que no se sepa si puede acabar y otra cosa es que se sepa
que no acabe.

Mira...

En e siglo XVII...

Y, ¢cOmo se sabe, si acaba o no acaba?

()

Dice que nadie sabe su valor exacto, ni lo sabra nunca.
¢Por qué?

Y, sin embargo o usamos...

Pero, ¢como se sabe que no va a acabar nunca?

Pero, J [inicia del nombre del alumno], ¢cémo sabes que no se va a
acabar nunca?

Y, é¢cémo demostraron que no puede salirle un periodo y no va a acabar
nunca?

Eso no se puede.

¢Qué como lo demostraron? Es muy dificil, se tiraron mas de veinte
siglos para demostrarlo.

Y, ¢no nos |o puede contar, aunque sea mas sencillo?

Queremos hacer notar aqui laimportancia que tiene paralaevolucion de la
comprension de los alumnos €l interés suscitado por cdmo pueden hacerse
cierto tipo de demostraciones sobre expresiones infinitas que no pueden co-
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nocerse en su totalidad. Por giemplo, como puede saberse a ciencia cierta
que agoinfinito vaaser, efectivamente, infinito; y como sabemos que, aun-
gue no podamos controlar sus cifras hasta €l final (puesto que no acaban),
nunca tendran una estructura periédica. La curiosidad mostrada por |os es-
tudiantes en torno a este tema se ha manifestado més de una vez en esta ex-
perienciay en otras realizadas por nosotros. Creemos que este es un primer
paso muy importante para llegar a comprender las demostraciones por re-
duccién al absurdo: la comprension, en primera instancia, del tipo de pro-
blemas que resuelven. En muchas ocasiones, al abordar el tema del nimero
real, |os aumnos son enfrentados ala demostracion de que /2 no puede es-
cribirse como una fraccion, presentando la “solucién de un problema’ que
paralos alumnos no es tal, cuyo interés no llegan a captar (sin duda porque
se trata de una problemética sutil y compleja de presentar). De este modo, a
ladificultad de una demostracion por reduccion a absurdo se afiade lafata
de significatividad de lamisma.

Otrosinterrogantes planteados dentro del sistema de notacién decimal si
gue fueron susceptibles de ser abordados con estudiantes de este nivel, si
bien fue preciso hacer uso de traducciones entre [os distintos sistemas de re-
presentacion de los nimeros reales para €llo. Quizas uno de los masintere-
santes en este sentido fue el de la tipologia de expresiones decimales
infinitas que los alumnos eran capaces de imaginar y cudles de estas expre-
siones tenian, segun ellos, status de nimero. En el siguiente apartado, ilus-
traremos el tipo de evolucién que se produjo en torno a éste y otros temas.

Lastraducciones entrelos sistemas de representacion del
nameroreal

El dilema acerca del status de nimer o de los decimales infinitos no
periddicos

En primer lugar, plantearemos €l dilema que se suscit6 en torno a status de
ndmero de los decimal es infinitos no periédicos en una discusion en clase.
En principio, los alumnos habian venido trabajando con nimeros y mane-
jandolos en diversos contextos y situaciones, sin tener necesidad de cues-
tionarse acerca de la naturaleza del concepto de nimero o de sus
caracteristicas y atributos. Esto es, por otra parte, muy natural, si tenemos
en cuenta que para establecer una discusion significativa acerca de concep-
tos matematicos hace falta una considerable cantidad de experiencia en €l
uso de los mismos y, ademas, el encuentro de problemas o situaciones que
motiven este tipo de discusiones. El caso de los decimales infinitos no
periodicos puede resultar interesante para que los alumnos saquen a la luz
concepciones acerca de lo que es un nimero y sobre las diferencias entre
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un namero “propiamente dicho” y el resultado de una operacion aritmética
0 una secuencia arbitraria de digitos, por g emplo:

>>» 3y > 1w >3y >y >

A:

()
A:

> > > 9L

> o

e

¢Esto esun nimero [laexpresion decimal de /2 = 1.4142]?
Si.

¢Quién dice que si?

Yo.

Queesto, d 1.4142... infinitas cifras...

Es una operacion.

Y, ¢quién dice que no es un nimero?

¢Por qué es un niimero?

Bueno... los que dicen que si, ¢por qué eso es un nimero?

Y o. Porque est4 formado por cifras.

¢iUn médulo! ? [No se sabe qué significado atribuye el alumno a esta
palabra)].

No sé, no se puede contar exactamente porgue es infinito... pero esun
ndmero.

iPero es que es larespuesta de unaraiz cuadradal

Més razones... ¢Hay més razones?
Si.
Nada més que con esas ya es un nimero.

Entre otras cosas, porque cualquier conjunto de cifras es un nimero.
Nadie ha puesto reglas para decir que un nimero eslo que se puede...

Esto eslo que dice aqui. Esta formado por cifras.

Pero entonces, no tiene sentido decir si es un nimero. Todo lo que esta
formado por cifras, [0 es.

[La profesora escribe en la pizarra 123456789101112... (un entero de
infinitas cifras)] ¢Estaformado por cifras?

Infinito infinito no es un nimero.
No es un nimero.

No. Que no es un nimero, que no puede haber infinitos si no son deci-
males.
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A travésde sucesivos contrastes de puntosde vistay del trabajo con diversas
situaciones didécticas en las que la traduccion entre sistemas de representa-
cidn jugd un papel clave paralaresolucion delas cuestiones planteadas®, los
estudiantes fueron capaces de afinar sus concepciones de nimero. Un con-
siderable progreso se produjo a través de |os reiterados intentos por dotar a
los decimales infinitos no periddicos de un status de objeto actual, trascen-
diendo asi su consideracion como mero proceso operatorio 0 Como una se-
cuencia de digitos imposible de controlar; en cualquier caso, como un
proceso infinito (en lugar de como un objeto matemético, susceptible de ser
utilizado y manipulado). Esta actividad de cristalizacion de procesos mate-
méti cos en objetos esfundamental en lacomprension de conceptos matemé-
ticos (Sfard, 1991) y, en particular, en la comprension de los nimeros
irracionales (Rosenblatt, 1990/1991).

L os siguientes episodios nos muestran como la traduccion entre los sis-
temas de representacion decimal, operatoriay gréfica de los nimeros racio-
nalesy el empleo delaanalogia con |0s sistemas de representacién decimal,
operatoriay gréfica de algunos tipos de irracionales fue una herramienta de
gran utilidad a este respecto, puesta en juego por |os alumnos:

P: ¢Por qué piensas tu que no son nimeros [los decimales infinitos no
periodicos]?

Porgue no puedes operar con €llos.

Eso no es verdad. Si que se puede operar con €ellos.

Yolohevisto en €l libro.

Y, ¢cédmo operas con ellos?

>Ez22x222

Yo... en €l libro... ayer estaba buscando en €l libro y vi como se podian
sumar y multiplicar radicales.

e

Pero si son nimeros infinitos, ¢como vas a poder operar con ellos?

A: En € libro viene como ponen comdn indice en los radicales para ope-
rar con €llos. Yo he visto cdmo se suman.

()
A: No se puede operar con ellos.
A: ¢Como sevaapoder operar con unaraiz cuadrada?

()

P: Miraloquedice T [inicia del nombre de un estudiante].

4. Todas estas situaciones se encuentran en la tesis doctoral Romero (1997). Uni-
versidad de Granada.
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A: Que con los periédicos puros no se puede operar, se operacon las frac-
ciones; lo mismo pasa con los radicales. No se opera con € nimero
infinito, se opera con el radical.

A: Exactamente, exactamente.

>

Es que lafraccion eslo mismo que €l decimal infinito. Eslo mism...
A: Y € radica también eslo mismo...

()

A: jAh! que la fraccién he dicho que es igual que su nimero decimal.
Digo que un radical esigual a ndmero que resulta, aunque seainfinito,
pero esigual aeso.

A: Pues, entonces, si se puede...

[Otro episodio del didlogo en clasg]

A: 2 esun nimero porque se puede representar en larecta.
No.

Si, si.

Si, claro que se puede representar.

A menos que sea como /4 ...

>x2 222>

Pero un periddico es infinito y se puede representar en la recta. ¢Por
qué un periddico puede representarse y un decimal infinito no perié-
dico no puede representarse, si |os dos son infinitos?

P: Vamos a ver, ¢cdmo representas un decimal periddico en la recta?
[Esta implicito en el didlogo que no estamos hablando de representa-
ciones aproximadas].

A: Lo puedes pasar afraccion.
A: Pero, unaraiz cuadrada no la puedes pasar afraccion.
[Otro episodio del didogo en clase]

A: Alomejor si sepudieran pasar afraccion si se podria, pero como no se
pueden pasar a fraccion...

P: Pero losinfinitos no periodicos...
A: Por eso. No se pueden pasar afraccion.
()
A: ...Esos nimeros tienen que estar en larecta.
A; Claroquesi.
A: No.



REPRESENTACION Y COMPRENSION DEL CONCEPTO DE NUMERO REAL 141

A: Ponle un gjemplo y que intente representarlo, y ya vera que no se
puede.

A: Quetengo hambre.

=

Pon un gemplo.

A: ...Si hubiéramos hecho aquello, lo sabriamos. ¢Os acordais? Estamos
en el mismo caso que /2.

=

Pero no se puede representar.

>

¢Se puede representar /2 en larecta?

A: Pero es que no se sabe. [No lo saben los alumnos, puesto que esa tarea
quedo pendiente].

Después de que los estudiantes hubieron alcanzado este punto, la oportuni-
dad de trabgjar en la construccion de cuadrados de cualquier areadaday de
discutir sobre lalongitud de sus lados y la posibilidad de representar raices
cuadradas en larecta trasladando los lados de |os cuadrados, resultabarele-
vante en €l sentido de que servia al proposito de facilitar €l establecimiento
de las relaciones entre los sistemas de representacion simbolica y gréfica
gue los alumnos estaban necesitando, e incluso demandando, en ese mo-
mento del proceso didactico. Unavez que la representacion de medidas co-
rrespondientes a raices cuadradas se llevd a cabo en la recta, un buen
numero de alumnos estaba dispuesto a considerar como “numeros’ alos de-
cimales infinitos no periddicos correspondientes a | as raices cuadradas.

Ahorabien, también hemos de sefialar que en el proceso de hacer traduc-
ciones entre distintos sistemas de representacion de los nimeros reales, he-
mos de prestar atencidn a las dificultades que pueden tener los estudiantes
con lalegitimidad de dichas traducciones cuando la equivalencia entre los
elementos no estotal, es decir, cuando unos sistemas de representaci én per-
miten realizar acciones o resolver cuestiones imposibles de abordar con
otros sistemas:

A: Tienes que seguir dividiendo.

P: ¢Cudl? ¢3.88888...7 No, tomo su fraccion y entonces puedo represen-
tarlo exactamente en larecta.

A: Perono ese niimero.

P: Pero este nlimero, t( puedes representarlo por medio de 3.8888... o por
medio de su fraccion, y es el mismo nimero.
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A: Pero yo no entiendo como una fraccién va a ser lo mismo que su
ndmero decimal, porque td no puedes representar €l decimal en larecta
y si puedes representar su fraccion. Ahora yo no entiendo por qué son
iguales.

P: ¢No entiendes por qué estos dos son & mismo niimero?

A: Son el mismo, pero en realidad, ti no puedes representar ese nimero
en larectay si puedes representar €l otro. Ahora yo no entiendo por
qué son iguales.

P: Son representaciones distintas del mismo ndmero. Y nos permiten
hacer cosas diferentes.

Como podemos observar, este tipo de discusiones nos brinda buenas opor-
tunidades para subrayar la diferencia entre el concepto matematico y susre-
presentaciones, y de explicitar la economia y complementariedad de los
distintos sistemas de representacion. En los primeros episodios de esta sec-
cion, puede verse como los alumnos recurrieron a distintas representaciones
de los nimeros reales segun €l fin que pretendian; por € emplo, operar con
decimal es periddicos mediante su expresion fraccionaria en lugar de con la
notacion decimal infinita, o transformar la notacién decimal infinita en ope-
ratoria cuando querian representar en la recta determinados nimeros real es.
La coordinacion lograda por algunos de ell os se puso de manifiesto en lana-
turalidad, adecuacién y consistencia con laque utilizaron estas traducciones
entre distintas representaci ones de acuerdo con las necesidades de diferentes
situaciones. Muestras de esto pueden encontrarse también a continuacién.

Ladiscriminacion racional-irracional.
El papel delasrepresentaciones graficay simbdlica

Unade las formas en las que sali6 a la luz la economia de los sistemas de
representacion de los nimeros reales en el trabgjo con nuestros alumnos
fue la relevancia que €llos dieron a las representaciones gréficas a la hora
de discriminar entre nimeros racionales e irracionales. En efecto, esta dis-
tincién resulté més significativa en los sistemas de representacion grafica
gue en los simbdlicos. En un momento del proceso didactico, les fue for-
mulada la siguiente pregunta: “ ;/Qué aportan |os nimeros irracionales alos
racionales?’ Las respuestas mayoritarias se refirieron a hecho de que con
los irracionales podiamos medir longitudes y dar cuenta de proporciones
gue no podian ser expresadas en términos de nimeros racionales; estas res-
puestas estaban basadas en sus experiencias con actividades acerca de lon-
gitudes de los lados y diagonales de cuadrados, p y €l nimero de oro.

Cuando la profesoraintentd [lamar la atencién sobre el hecho de quelas
notaciones decimal esinfinitas no periadi cas completaban las notaciones de-
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cimales finitas y periddicas paraformar todas las notaciones decimales po-
sibles, este hecho no parecio resultar en absoluto significativo. Incluso el
que los decimales infinitos no periddicos fueran necesarios para resolver
ciertas ecuaciones con coeficientes racional es, no era suficiente paraquelos
alumnos concedieran a estas expresiones € status de nimero ya que, como
hemosvisto, podian ser consideradas como “ el resultado de una operacion”.
El hecho de que los nimeros irracionales pudieran ser representados me-
diante objetos actuales, finitos y completos —como segmentos— fue un
factor clave para que los estudiantes pudieran realizar |a actividad de crista-
lizacién y reconocer alosirracionales como “nimeros’ y como nimeros de
una clase diferente ala de los racionales, que ellos ya conocian.

Sin embargo, en € terreno gréfico, € reconocimiento y la comprension
del fendbmeno de la inconmensurabilidad no fue una tarea fécil en nuestra
clase. Nuestra impresion es que, en realidad, la mayoria de nuestros estu-
diantes tampoco fue capaz de entender de formarigurosala correspondencia
entre la existencia de una parte aicuota entre un segmento y la unidad de
mediday la expresién fraccionaria o decimal periddicade su medidareferi-
daadichaunidad; en consecuencia, no pudieron establecer unaconexion so-
lida entre la no existencia de una parte alicuota entre un segmento y la
unidad de mediday la notacion operatoria irracional o decimal infinita no
periadi cacorrespondiente asu medidaen términosde launidad. Ahorabien,
apesar de no haber llegado a un nivel de rigor muy avanzado, €l trabajo con
las razonesirracionalesy las discusiones sobre ellasy sobre sus representa-
ciones simbdlicas fueron, en nuestra opinién, muy productivas y creemos
gue ayudaron alos alumnos aavanzar en la coordinacion entre los sistemas
derepresentacion gréficay simbdlica, asi como enlacomprension delairra
cionalidad:

P: DiceA [inicia del nombre de un estudiante] que si p puede venir de un
radical. Una buena pregunta.

No, no, no.

¢Por qué se invent6 ese nimero?
¢Quésignificap?

El areadelaruido]

vE =222

¢De dénde viene p? [Pausa] ¢p de donde viene? ¢Alguien sabe lo que
significap?
()
P: Por orden.Vay luego.
A: Ladivision entre la superficie de lacircunferencia...
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A: Entred radio a cuadrado.
El cociente entre lalongitud de la circunferenciay su didametro.

e

P: p es € cociente entre la longitud de la circunferencia 'y su didametro.
¢De cuaquier circunferencia? ¢O de una sola?

A: Decuaquiera

P: ¢De cualquiera? O sea, y, ¢a VOSOtros no 0S parece una cosa curiosa
que cualquier circunferencia tenga la misma relacion entre su longitud
y su didmetro, siempre?

()

P: Claro, y entonces, esa longitud y ese didmetro son los que estan rela-
cionados por esarazén, por p.

¢Puede repetir?
Pero, ¢de donde viene?

Y, é¢quésignificap?

e =2

Y, ¢por qué...? Dice Pablo que por qué de una division no me salen
infinitos periddicos. [Pausa] ¢Qué por qué en una division...? ¢Ta
como mides lalongitud de unacircunferencia?

Conel p.
Con €l p por R a cuadrado.
2 por p por R.

vE 22

Pero, eso cuando te dan la medida. Pero ¢cuando no te ladan? ¢Si td
tienes una circunferenciay latienes que medir?

Pues mides el radio, o multiplicas por p.
Mides el radio, lo multiplicas por p...
Y, por 2.

v > >

Y por 2. [Pausa] No; pero, vosotros imaginaros que nosotros p no lo
sabemos... estamos buscando, estamos buscando p y qué eslarelacion
entre lalongitud de la circunferenciay su diametro. O sea, que tendre-
mos que medir esas dos cosas para hallar p. [Pausa] ¢Si 0 no?

A: Pero unacircunferencia cualquiera ¢no? ¢Eso como se mide? Cada cir-
cunferencia tendré unalongitud.

P: iY unradio! Claro, ahi estdla cosa.
()
P: Bueno... pues... yo, esto os |o voy adejar propuesto.
A: Vae.
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[A partir de este episodio, la profesoray |os estudiantes organizaron grupos
para trabgjar sobre el significado de p, y exponer los resultados de estas
indagaciones al resto de la clase. Algunos alumnos decidieron hacer explo-
raciones sobre otras razones irracionales, como €l “nimero de oro” ]

[Otro episodio del didlogo en clasg]

[Un grupo de alumnos estaba presentando su trabajo sobre el nimero de oro
al resto delaclase. En un cierto momento de la presentacion, estaban traba-
jando con rectangulos 'y pentagonos aureos de distinto tamafio.]

P: Ah, miralo que pregunta L [inicia del nombre de un alumno] [Pausa
Si los pentégonos son de distinto tamafio... ¢como que el nimero es el
mismo?

A: Esé mismo, ¢no?, pero...
A: Tienelas mismas proporciones.

Porque ¢qué quiere decir proporcién? [Pausa] Dice P [inicial del nom-
bre de un dlumno] que si es mas pequefio, ¢como va a salir el mismo
nimero?

A: Porque es que no es que salga el mismo ndmero, sino que salen las pro-
porciones de ese nimero, 0 Sea...

¢NUmeros equivalentes a ése?
No; nimeros equivalentes, no.
Que guardan |as mismas proporciones.

v > 3>

Fijaros, en € sobre, si yo mido el lado grande con respecto al lado...
tomo el lado chico como unidad y mido el grande, me sale eso.

()

P: Claro; entonces, ¢qué pasa con los distintos pentédgonos, con los distin-
tosrectangulos...?

En los distintos rectangulos, si haces lo mismo con esto, sale...
... Figura chica, guardalas proporciones del lado grande al lado chico.
iAh!

Es como p, o sea, siempre la division de esto siempre sale [o mismo.
Pues o mismo es esto.

2202

Y

¢Os acordais del tangram, del cuadrado que hicimos, que yo os dejé en
lahoja un cuadrado que era mas chico?

No.
A: Si.

>
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P: Eraigual, pero mas pequefio [Pausa) Y, ¢por qué conservaba las medi-
das? Porque lo que conservaba..., si lo mides en centimetros, no con-
servaba las medidas, pero si 1o mides con respecto alaunidad, como la
unidad se hareducido igual...

A: El nimero de oro es el nimero, es el nimero que sale siempre en todos
los rectangul os que tengan esa proporcion. [Pausa] ¢Entiendes? Es...

()

A: Esun nimero infinito no periddico.
P: Es otro nimero infinito no periddico.
A: lgua quep.

A partir de estos debates, varios alumnos (aproximadamente una cuarta par-

tedelaclase) asociaron €l término “proporcion” alaslongitudesinconmen-

surables con la unidad de medida y, aungue no disponemos de grabaciones
parailustrarlo, en los gjercicios en que se les pidi6 que clasificaran |os deci-

malesinfinitos no periddicos, distinguieron entre aquellos que provenian de
“radicales’, aquellos que provenian de proporcionesy los decimales infini-

tos no periddicos con cifras arbitrarias. Si bien a dar g.emplos de cadatipo

muy pocos alumnosincluyeron las raices cuadradas también en las “ propor-

ciones’ —conexion que no se explicitd en la clase—, pensamos que en una
primera etapa de la comprension de los nimeros irracionales, se habiadado

un paso importante.

Dificultades para aprehender las relaciones estructurales de los
numeros reales ligadas a la forma en que nos referimos a sus
sistemas de r epr esentacion simbalicos

Ta como puede deducirse de la definicion de sistemas de representacion
(sistema de notacién) dada en la seccion titulada “ Relaciones en los siste-
mas de representacion”, el dominio de los sistemas de representacion de un
concepto pasa por la aprehension de los distintos tipos de relaciones entre
sus elementos, entre ellas, las relaciones estructurales. En el caso de los
conjuntos numeéricos, los sistemas de representacion reflgjan ciertas rela-
ciones en términos de estructura algebraica; en nuestro caso, esto puede
observarse en el mapa de la pagina 129 en €l que quedan recogidos los dis-
tintos conjuntos numeéricos dentro de losrealesy lasrelaciones de inclusion
entre ellos. Una de las dificultades que tuvieron nuestros estudiantes fue en
relacion a este aspecto. En efecto, resulté complicado para ellos discrimi-
nar entre conjunto NUMErico y notacion numérica, y considerar significativa
la diferencia entre ambos conceptos. Con frecuencia, solemos hablar de
ndmeros racional es, niumeros decimales y fracciones, por gemplo, sin dife-
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renciar explicitamente entre un conjunto numérico y sus sistemas de repre-
sentacion. Para muchos alumnos, todos son “nimeros’ (nétese que
hablamos de nimeros decimales) y les cuesta trabajo ver a los nimeros
racionales como unas entidades que pueden venir representadas bien en
forma de fraccion o bien en forma de decimal finito o periddico. A esto se
afade la dificultad que supone la dicotomia entero-fraccion y entero-deci-
mal (incluso por el significado coloquial de estas palabras), que lleva a
muchos estudiantes a establecer relaciones confusas e incorrectas entre €l
concepto de nimero entero y el de niimero racional, ya que la dicotomia
establecida entre los términos mencionados les impide considerar a los
ndmeros enteros como un subconjunto de los racionales.

Al trabgjar en laensefianza-aprendizaje de laestructuraagebraicadelos
nimeros realesy las relaciones de inclusion entre los subconjuntos numéri-
cos que incluye el conjunto total, es necesario, pues, tener en cuenta estas
consideracionesy prestar atencion a otras relacionadas que pudieran surgir.
El objetivo seriaclarificar ladiferenciaentre un conjunto numéricoy lossis-
temas de representaci dn simbdlica asociados al mismo 'y, por otra parte, po-
ner de manifiesto como los sistemas simbdlicos reflgjan directamente las
relaciones deinclusion y dicotomia existentes entre |os subconjuntos numeé-
ricos de los reales (por gjempl o, los enteros tienen una expresion fracciona-
riac 3 = 3/1, pero los irracionales no pueden ser representados en forma de
fraccién).

CONCLUSION

En este articulo, hemos reflexionado sobre el papel que juegan los sistemas
de representacion del ndmero real en la comprension de este concepto, y
hemos intentado Ilevar nuestra reflexién al terreno de la préctica mediante
una experiencia didactica con un grupo de estudiantes de secundaria,
basada en |as teorias expuestas. A raiz de dicha experiencia, se ha puesto de
manifiesto la enorme complejidad que encierra el concepto de nimero real
y agunas dificultades que tienen los alumnos a ser enfrentados con este
tema en las etapas iniciales. No obstante, a través del trabajo con situacio-
nes gue pretendian estimular las actividades cognitivas asociadas alos sis-
temas de representacion de los nimeros reales y € establecimiento de
relaciones entre sus constituyentes, también se han registrado avances, a
nuestro juicio significativos, en la comprension de los alumnos en torno al
tema. Nuestra intencion ha sido, en la segunda parte del articulo, ilustrar
parte de |as dificultades y de los progresos en la comprension que pudimos
observar mediante |las discusiones que se establecieron en clase.
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Concretamente, hemos discutido aspectos relativos a dominio de los
sistemas de representacion graficay simbélica de los reales: separacion de
| os aspectos empiricosy tedricos en el terreno de | as representaciones gréfi-
cas, y comprension del significado de los digitos en el sistema de notacién
decimal. Hemos ilustrado cémo nuestros alumnos llegaron a dominar rela-
ciones de complementariedad y economia entre |0s sistemas de representa-
cion delosreales, traduciendo adecuadamente entre ellos cuando laocasion
lo requeria. También, como algunos de ellos llegaron a a canzar unacrista-
lizacion del concepto de nimeroy de numero irracional mediante lastraduc-
ciones entre notacién decimal, notacion operatoria y longitudes
correspondientes, y mediante el uso de relaciones de analogia con |os deci-
mal es infinitos periédicos, su notacion operatoriay su representacion gréfi-
ca; insistimos en que este es un paso fundamental en la comprension de los
reales. Pudimos observar avance en las concepciones de nimero de los es-
tudiantes, desde ser vistos como simples conjuntos de digitos con los que se
puede contar o realizar operaciones aritméticas, hasta ser considerados
como entidades con distintas representaciones y distintos usosy caracteris-
ticas; en este sentido, fue notable la curiosidad que mostraron los alumnos
sobre |as expresiones decimalesinfinitas no periddicasy su sensibilidad ha-
ciael problemade como |os mateméticos han logrado tener control sobre al-
gunas de sus propiedades (problema clave para una buena
conceptualizacién de los nimeros irracionales). Asimismo, pudimos ver el
desarrollo de las concepciones de algunos alumnos acerca de la conmensu-
rabilidad e inconmensurabilidad de ciertaslongitudes con respecto a otrato-
mada como unidad, si bien esta cuestion se revel 6 ciertamente complicada
en este nivel.

Entre las dificultades que salieron alaluz, ademas de laanterior, encon-
tramos: la resistencia a considerar como equivalentes, representaciones de
los nimeros reales que presentaban facetas distintas y exclusivas de cada
tipo de representacion; las limitaciones de los estudiantes relacionadas con
cuestiones demasiado sofisticadas para su nivel, y que requerian el mangjo
y comprensi 6n de determinados procesosy conceptos matemati cos que que-
daban fuera de su a cance (nos referimos al razonamiento parajustificar que
laexpresion decimal de p esinfinitano periédica). También algunos proble-
mas se presentaron ala horade discriminar entre nimerosracionaleseirra-
cionales através de los distintos sistemas de representacion. Y, por Ultimo,
aparecieron dificultades para distinguir 1os subconjuntos numéricos inclui-
dos en los reales, |os sistemas de representaci én asociados a éstos y las re-
laciones de inclusion entre ellos. En general, creemos que, aunque sea
mediante una pequefia muestra, pueden captarse las multiples dificultades
gue se presentan alos alumnos a aventurarlos en el camino de |os sistemas
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de representacion de los reales y las relaciones entre ellos, para abordar €l
estudio de los conceptos de nimero irracional y de nimero real.

Queremos concluir sefialando que, si bien estaexperienciadidacticay de
investigacion hatenido lugar en unasolaclasey susresultados son producto
de una dinamica muy particular, varios de nuestros hallazgos conectan con
los obtenidos por otros investigadores y por nosotros mismos en experien-
cias anteriores (Arsac, 1987; Douady, 1986; Monaghan, 1988; Romero,
1993). En cualquier caso, no hasido nuestro objetivo el llegar aunaserie de
resultados generalizables, sino que los datos y las reflexiones presentados
puedan servir de posibl e estimul o para que educadores mateméticos que tra-
bajen con el nimero real en distintos niveles avancen sobre las mismas.

Seria interesante plantearse, por g emplo, qué cabida tiene el topico en
la ensefianza secundaria obligatoria y postobligatoria, qué aspectos seria
conveniente tratar, con qué nivel de profundidad, en cuantas etapasy en qué
niveles o cursos. Paraello, se podria atender alos puntos que se han revela
do con potencial para promover lacomprension mateméticade los estudian-
tes eintentar optimizar y extender el uso que puede hacerse de ellos, prestar
atencidn alas dificultades que pueden ser subsanables con la ayuda de ma-
terial didactico adecuado, y pensar sobre los puentes que es necesario tender
para que los alumnos sean capaces de acceder a determinados aspectos que
guedan lgjos de su acance en las primeras etapas. Una planificacién e im-
plementacién curricular cuidada, que tuviera en cuenta estos'y otros aspec-
tos, podria resultar Util para ayudar a nuestros alumnos a construir un
camino solido hacia el andlisis matematico y paraincrementar la calidad de
Su conacimiento matematico en general.
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