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Introduccidn

Dentro de las investigaciones acerca de los modelos mentales que estdn detrds de las estrategias que
los estudiantes ponen en juego a la hora de resolver problemas de tipo multiplicativo, se ha reportado
una dificultad sobre la capacidad de prediccion de los estudiantes cuando los problemas incluyen
numeros decimales (Confrey, 1994). El estudio de esta dificultad se ha llevado mds a profundidad en
los trabajos de Bell, Fischbein y Greer (1984), en los que se determind que tras esa dificultad existe un
modelo intuitivo para la multiplicacion y la division que ha sido denominado MADA (multiplicacion
agranda y division achica). En lo sucesivo se hard referencia al modelo intuitivo MADA, usando
unicamente las siglas MADA.

Desde esta perspectiva se han elaborado numerosos estudios Bell, Fischbein & Greer (1984), Confrey
(1994), Fischbein, Deri, Nello & Marino (1985), Gershon Harel, Merlyn Behr, Thomas Post, Richard
Lesh (1994), Mora Luis Oriol & Romero Jaime (2004), MESCUD (2005-2007) sobre la intervencion
de dicho modelo cuando estudiantes de bdsica, media, estudiantes para profesor y profesores
en ejercicio se enfrentan a problemas con restricciones de tiempo para su solucion, los cuales se
constituyeron en los antecedentes de investigacion para el trabajo que reportamos. A continuacion
centraremos la mirada en los hallazgos encontrados en la investigacion, en donde se amplia el
campo de accion MADA al identificar su intervencion en el desarrollo de la clase de matemdtica del
movimiento I, desarrollada bajo la resolucion de problemas, la cual fue observada durante 40 horas.
Para la presentacion de dicho trabajo haremos referencia a los objetivos, metodologia y marco de
referencia finalizando con los principales resultados y haciendo una breve descripcion de como dicho
trabajo generd nuevas preguntas de investigacion sobre las cuales se esta indagando actualmente.

Sobre el problema de los modelos intuitivos asociados a la multiplicacidén

El constructo conceptual de los modelos intuitivos no se reduce a determinar de si los estudiantes
utilizan o no cierto modelo para resolver un problema, este estudio va mas all3, pues la forma en que
el docente gestiona la clase (el tipo de las actividades que propone, las maneras de participacion que
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genera, las formas en presenta y articula los conocimientos matematicos, entre otros) determina
en parte los modelos que los estudiantes construyen, pues este tipo de acciones, van generando
imagenes mentales en los estudiantes sobre dicho topico, imagenes que en un primer momento
ayudan al estudiante en su comprensién, pero que con el tiempo y la validez otorgada por las
practicas educativas se van cerrando y se hacen resistentes a los estimulos del medio generando,
con el tiempo, dificultades en la ampliacidn de las ideas inciales (D’Amore, 2006). Dicho de este
modo el problema de los modelos intuitivos es un problema que se debe atacar desde nuestra
mirada como docentes y buscar nuevas formas de introducir los contenidos o mejorar las existentes
para que las imagenes mentales no se cierren y puedan ser modificadas para ampliar la comprension
y el conocimiento de un determinado tdpico, en este caso la multiplicacion.

De lo anterior se desligan tres rutas para trabajar, los cuales se interrelacionan y permiten presentar el
estudio de los modelos intuitivos como una problematica relevante en el campo de la diddctica de las
matematicas. a) las formas en que interviene un modelo intuitivo asociado a la multiplicacién cuando
se resuelven problemas y la forma en que éste perdura, incluso en niveles altos de escolaridad, b) la
existencia y construccion de nuevos modelos intuitivos asociados a la multiplicacion que permitan
relacionarse con los existentes y asi ampliar la visién que se tiene multiplicacidn, relacionando ciertos
objetos matematicos que tienen como base a la multiplicacién, y c) la generacién de actividades
gue busquen generar barreras para bloquear la accién de MADA vy construir modelos mucho mas
flexibles que permitan abarcar diferentes situaciones que siendo multiplicativas no se contemplan.
Cada una de estas tres rutas deberd generar elementos que impacten la construccion y el desarrollo
del curriculo de matematicas. Este primer informe se ocupa de la primera ruta e inicia la via para la
segunda pretendiendo responder a los siguientes objetivos

Objetivo General

Identificary describirintervenciones del modelo intuitivo MADA en el andlisis que realizan estudiantes
para profesor de LEBEM a problemas multiplicativos de tipo geométrico variacional.

Objetivos Especificos

Establecer conexiones entre los procedimientos que ponen en juego los estudiantes al resolver
problemas multiplicativos de tipo geométrico variacional y el modelo intuitivo MADA.

Establecer la existencia o no de formas diferentes a las establecidas en estudios anteriores, en las
que se podria manifestar el modelo intuitivo MADA.

Establecer relaciones entre las situaciones problema y el modelo intuitivo MADA por medio de la
descripcidn de la estructura matematica de las situaciones, la presentacion que se hace de éstasy la
forma en que se desarrollan.

Marco tedrico de referencia, éQué es un modelo intuitivo y cudl es su relacién
con el curriculo?

Comencemos diciendo que: “las intuiciones son muy resistentes al cambio. La razén principal
es que las intuiciones estdn relacionadas con sistemas bien estructurados de nuestra actividad
cognoscitiva-conductual adaptativa” (Fischbein, 1999), dichos sistemas han sido denominados
esquemas estructurales, “dispositivos conductuales-mentales que hacen posible la asimilacién y la
interpretacion de la informacién y las reacciones adecuadas a varios estimulos” (Fischbein, 1999).
Una evidencia de la presencia de este tipo de intuiciones para el caso de la multiplicacién se puede
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hallar en Fischbein et. al (1985) reportado por Harel et. al (1994) para quienes “el modelo asociado
con problemas de multiplicacién es la adicion repetida” y en el caso de la divisién existen dos
modelos: el de divisidn partitiva y el de divisidn cuotitiva. Los tres modelos anteriores son operativos
y eficaces solamente en el conjunto de los nimeros naturales. En consecuencia, cuando un sujeto
se enfrenta a problemas en donde dicha nocidn no es cierta, él tiende a cambiar las condiciones del
problema, por ejemplo: cambiar la operacion que se debe realizar, cambiar dividendo por divisor, o
cambiar los niUmeros a operar; todo ello para poder trabajar con intuiciones que son mas aceptadas
para él y que preservan sus ideas previas sobre multiplicacion y division

Atendiendo a lo anterior, se podria caracterizar un modelo intuitivo como una nocién de una
operacion o de un procedimiento que, intuitivamente, se acepta como vélido en el momento en que
se soluciona una situacion o se hace razonamientos en pro de una respuesta; dicha nocién puede no
estar de acuerdo con la situacion planteada, lo cual hace que el sujeto cambie inconscientemente
algunas de las condiciones de la situacion por otras que son aceptadas y familiares para él. El modelo
intuitivo es mas fuerte que una intuicion porque se genera como un sistema auténomo, cerrado y
con gran oposicién a la inclusidn de nuevos elementos al mismo.

Ahora bien, es de resaltar en forma en la que se construyen las intuiciones el aspecto referido
a la experiencia personal del que se deriva que las intuiciones “no son absolutas, dependen del
contexto...” (Fischbein, 1999), y como consecuencia de la experiencia prolongada en contextos
similares, se llega a “...generar intuiciones no solo mediante generacién de patrones de reacciones
sino también generando sistemas organizados de creencias aparentemente auténomos” (Fischbein,
1987) en (Mora & Romero, 2004), es decir se generan modelos intuitivos. Especificamente MADA se
construye debido al tratamiento curricular que se hace de la multiplicacién como una suma reiterada,
es decir, al contexto del cual se toman los problemas, la similaridad en relacién a su estructura
semantica y matematica, la presentacion que se realiza de éstos, y las formas de solucién que se
proponen. Estos hechos provocan una diferenciacion entre los actores de la multiplicacién, de modo
que uno de los factores es el multiplicando y el otro es el multiplicador. Dicha diferenciacién genera
una comprension de la multiplicacidon que aunque es compatible en Z+ no lo es en Q o R.

Metodologia y Analisis de datos

La investigacion estuvo enmarcada dentro del paradigma de la investigacién cualitativa,
especificamente el estudio fue de tipo exploratorio-descriptivo, pues buscaba destacar aspectos
fundamentales de la intervencion del modelo y asi aportar conocimientos para la realizacién de un
estudio posterior en el cual se haga énfasis en las rutas dos y tres presentados en la descripcién del
problema.

El principal método de indagacidon fue la observacidn de tipo no participante en un sistema abierto
descriptivo teniendo como categorias para la observacion y el andlisis las reglas que impone MADA.
Para realizar la observacién se hizo uso de los siguientes instrumentos: cuaderno de notas, trabajos
de los estudiantes, grabaciones magnetofdnicas de algunas sesiones de clase y una entrevista
realizada al profesor.

Los datos recolectados se agruparon atendiendo a cada una de las tareas que propuso el profesor
en la clase, la accidn realizada fue: tomar momentos de las grabaciones y del cuaderno de notas
en donde los estudiantes daban respuestas a los problemas planteados, o donde ellos buscaban
argumentar y/o comunicar una solucion a alguno de los problemas planteados y por medio de los
teoremas en actos y conceptos en acto (Vergnaud, 1990) que estdn detras de las explicaciones que
realizan los estudiantes, determinar si se presentan las reglas que impone MADA vy con las cuales
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se asume que dicho modelo se manifiesta. Otro momento de la investigacion estuvo enmarcado
en el analisis a dos cuestionarios, propuestos por el profesor a cargo, en los cuales se evidencio la
intervencién del modelo como mostraremos mas adelante.

Como ejemplo presentamos una parte de una clase en la cual se discute sobre la construccién de la
grafica de la funcidn se(2x), en dicha sesidn de clase los estudiantes dan razones y explicaciones de
como deberia ser la grafica, y en dichas explicaciones se hace evidente el uso de MADA. Enlo sucesivo
se usara la letra P para designar las intervenciones del profesor y E para las de los estudiantes.

El profesor enuncia el procedimiento que se tiene para construir se(x) (funcién circular andloga a
sen(x) con un radio arbitrario) y pregunta ¢Como construiriamos se(2x)?, écomo realizamos dicha
grdfica?, les pide a los estudiantes que “anticipen una imagen de se” y pregunta: épara hacer se
gué tengo que hacer?, (E) “duplicar x” (P): écdmo podemos hacerlo? (E): “con centro en x [siendo x
la longitud del arco pasada al plano cartesiano] y distancia x, donde se corta la circunferencia con
el eje x tengo , ahora con perpendicular al eje x por el punto que corresponde [donde se corta la
perpendicular con se(x)] seria [ver grafica 1]”, con este procedimiento otro estudiante se pronuncia
y genera la discusion, (E,): “lo que yo pensé fue duplicar la longitud de se y no la longitud del arco”
[ver gréfica 2] (E,): “si hace lo anterior cambiaria la grafica... y ese punto seria 2 se(x) ” (E,): “si fuera
lineal se(2x)=2se(x)... sise hace con 2x, se saldria del rango” (E4): “quién me asegura que la imagen
de se(2x) es la interseccion del lugar geométrico se(x)y la perpendicular al eje x que pasa por 2x ”
En la situacion anterior, el profesor da tiempo para que los estudiantes reflexionen sobre las
respuestas que van a dar. Inicialmente las respuestas dadas estdn encaminadas a duplicar alguna
de las magnitudes involucradas en el problema. A continuacion se presentan las graficas que se
realizaron en la clase.

2X)

e(2x)

Gréfica 1 Gréfica 2

Los teoremas en acto que se pueden expresar en la situacion planteada como sigue: La gréfica de
la funcién f;(x) = se(2X) se obtiene duplicando x y haciendo corresponder 2x con su respectivo
se(x) [ver grafica 1], la gréfica de la funcion f;(x) = se(2x) se obtiene duplicando se(x), es decir,
se(2x)=2se(x), y por ultimo si S3(x) = 2x y f(x)=se(x) entonces ( J3° f)(x)=2 se(x). Los anteriores
teoremas se basan en un hecho comun: estdn influenciados por MADA mediante la regla “la
multiplicacidn agranda”, prueba de ello es que al proceder con esos teoremas en acto, las graficas
gue se obtienen de f3(x) = se(2X) evidencian un aumento con relacion a la grafica de f, yaseaen
el periodo o en la amplitud de la funcion.

Al actuar con dichos modelos, los estudiantes, a pesar de tener conocimiento sobre composicién y
variacién, no las consideren necesarias, y asumen que es suficiente para resolver la situacion, con
las ideas de multiplicacién que poseen. De otro lado, debido al caracter extrapolativo de MADA, los
estudiantes ponen en juego el conocimiento intuitivo que tienen de la multiplicaciéon en un lugar
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donde dichas intuiciones no son correctas, pues el uso de la intuicidn “la multiplicacion agranda”, los
lleva a procedimientos no adecuados, como ya se mostré.

Otro aspecto que se abordd en la investigacidn, fue la aplicacion de dos cuestionarios propuestos
por el profesor, el primero busco indagar sobre la intervencién de MADA cuando se opera con
segmentos, sin hacer referencia a la medida de estos, y el segundo buscaba determinar como los
estudiantes construian graficas de funciones como senx2, conociendo los casos particulares de
las mismas. En las respuestas que dan los estudiantes a ambos cuestionarios, se evidencia que los
estudiantes hacen uso de MADA para operar segmentos y realizar las graficas de las funciones. Este
hecho nos permitié conjeturar que MADA actula sin importar la naturaleza de los objetos que se
estdn operando.

Principales resultados

Uno de los hallazgos mas importantes, y que aporta al desarrollo del objeto teérico “modelo
intuitivo MADA” es su intervencion en el entorno de una clase de matematicas con estudiantes
para profesor en la cual, en oposicién a los cuestionarios usados en anteriores investigaciones, el
tiempo para analizar y solucionar problemas multiplicativos propuestos no esta restringido a unos
minutos y en donde los problemas abordados, para determinar si el modelo interviene, no son
prototipicos, es decir, no son problemas de enunciado verbal, en donde se trabajan Unicamente con
numeros decimales y bajo los esquemas mostrados en la tabla 1. Es asi como se puede afirmar que
el modelo interviene cuando se resuelven problemas y cuestionarios que necesitan para su solucién
multiplicacion y/o division, y que involucran nuevos objetos a operar (magnitudes y funciones), y
a otros aspectos tales como: la idea de variable, la composicién de funciones, la construccién de
graficas (como conceptos figurales) y nimeros reales, todos éstos involucrados a la hora de resolver
las situaciones, pero también en muchas actividades matemdticas solicitadas a los estudiantes en
cursos tipicos de algebra, precalculo y célculo.

Los modelos intuitivos una construccidn de caracter cultural ligada a las practicas curriculares

Centrando la mirada en MADA, las imdagenes que la escuela brinda a los estudiantes estan de
acuerdo con una vision de la multiplicacién como una suma repetida, este hecho se ve reforzado
en los primeros afios de la educacién primaria pues el tipo de actividades que se presentan a los
estudiantes se pueden enmarcar bajo los esquemas de accion:

Multiplicacion Divisién

“si cada uno tiene... y hay tantos... entonces en to- | “si hay en total...y se reparten entre tantos...a cada uno
tal hay...” corresponden...”

O en términos de veces, “si tiene... y el otro tiene | En términos de medida “si hay en total...y se hacen gru-
tantas veces... entonces en total tiene... ”, pos de a...el total de grupos es...”

Situaciones que llevan a asumir que el resultado | Se da como particiones iguales de una cantidad, de
debe ser mayor que los factores, es decir, la multi- | donde se desliga que la division debe ser mas chica que
plicacién agranda, pues la multiplicacién parte de | los factores

iteraciones iguales de una cantidad en términos
de otra.

El uso de los anteriores esquemas en las situaciones trabajadas en clase se ve reforzado por las
caracteristicas de los libros de texto en los cuales sucede que:
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En los primeros afios (22 y 32) se presentan situaciones verbales, numéricas y gréaficas de grupos iguales que se
repiten, abordables desde situaciones de sumando repetido; sin embargo en los textos de grado 42y 52 de primaria
no se hace una reflexion sobre el sentido de la multiplicacion a pesar de tratar suma y multiplicacion de fracciones
junto a problemas de proporcionalidad. (Mora & Romero 2004 p. 19)

Vemos de este modo que la construccion de MADA no es solo una cuestion aislada, atribuible a las
interacciones de un grupo de docentes con unas determinadas poblaciones, sino que es un hecho
que se construye de acuerdo con las condiciones aceptadas por grupos de educadores matematicos
que elaboran libros de texto y por ende estd apoyada por el desarrollo del curriculo que se presenta
en nuestro pais y que ademas interviene en los procesos de ensefianza y aprendizaje con una
diversidad de conceptos asociados a las situaciones que se proponen como se mostré anteriormente,
por ejemplo, el caso de la multiplicacién geométrica.

Es asi como el estudio de los modelos intuitivos abre un gran campo de accién de acuerdo con las tres
rutas mencionadas anteriormente, y es por ello que continuamos trabajando en esta misma linea
con las dos investigaciones que se describen a continuacién y que darian luces sobre qué actuaciones
deben ser modificadas o mejoradas a nivel curricular y didactico para explotar las caracteristicas de
los modelos intuitivos en pro de la construccion de conceptos matematicos.

Una de las investigaciones esta enmarcada en la ruta dos y pretende determinar la existencia o
no de otros modelos intuitivos asociados a la multiplicacidn diferentes a MADA vy regla de tres,
en situaciones que involucran funciones exponenciales y logaritmicas; proporcionando elementos
tedricos que permitan comprender la multiplicacion dentro de una estructura mas compleja. La
segunda investigacién se encuentra en la ruta tres y pretende desarrollar las fases 1y 2 de una
ingenieria diddctica, obteniendo un conjunto de situaciones didacticas que permitan generar
escenarios de investigacién en los cuales se reflexione en torno al significado de la multiplicacién en
diferentes contextos.
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