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La traduccidn de la tesis de Nicolds Balacheff al castellano es un hecho que
debe celebrarse, particularmente por lo que esta obra significa para quienes
nos interesamos en investigar la problemadtica de la validacion de los cono-
cimientos matemadticos en la clase. Como resulta evidente de la lectura del
libro, el trabajo reconoce tres filiaciones intelectuales importantes. Hay una
filiacion epistemoldgica con las obras de Imre Lakatos (1976, 1978), de
quien Balacheff obtiene la nocién fundamental de que pruebas y refutacio-
nes estan necesariamente ligadas a las concepciones de los objetos mate-
maticos —las pruebas sirven a la construccion de objetos matemadticos
(véanse también Balacheff, 1991a y Balacheff, en preparacién) y por lo
tanto son irreducibles a la l6gica formal. Hay una filiacién antropoldgica
con la obra de Pierre Bourdieu (1990), que le permite a Balacheff estable-
cer una relacion fundamental entre la prueba y las practicas matemadticas de
los alumnos —1las pruebas se adaptan a las necesidades de gestion de los
objetos matematicos dentro de una cierta practica de los conocimientos (o
una racionalidad). Y fundamentalmente, hay una filiacién didéctica con la
obra de Guy Brousseau (1997) de quien Balacheff toma la nocién de situa-
cion de validacion como modelo para pensar en situaciones donde la pro-
duccién de pruebas y refutaciones constituya el sentido de la demostracién
matemadtica (que se vuelve la solucién éptima a un problema de producir
una prueba).

I. RELACIONES ENTRE PRUEBA Y DEMOSTRACION

Vale la pena citar nuevamente las definiciones de prueba y demostracion
propuestas por Balacheff (véase también Balacheff, 1987),

El paso de la explicacién a la prueba hace referencia a un proceso so-
cial por el cual un discurso que asegura la validez de una proposicién
cambia de posicion siendo aceptada por una comunidad. Esta posi-

1. Agradezco los comentarios de Humberto Alagia, Nicolds Balacheff, y Pedro Gémez a una
versién preliminar de este documento.
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cidn no es definitiva; con el tiempo puede evolucionar [...]. Por otro
lado, una prueba puede ser aceptada por una comunidad, pero tam-
bién puede ser rechazada por otra. [...] El tipo de prueba dominante
en matematicas tiene una forma particular. Se trata de una serie de
enunciados que se organizan siguiendo un conjunto bien definido de
reglas. De aqui en adelante llamaremos demostracion a estas prue-
bas. (pp. 12-13)

Es posible dar una lectura jerdrquica a esas definiciones (la demostracion es
un estadio mas desarrollado que la prueba) o inclusiva (la demostracion es
un tipo de prueba). Sin embargo, me parece importante recalcar que la de-
mostracion y la prueba estan ademds en relacion dialéctica en linea con la
distincion, cldsica en la didactica francesa, entre saber y conocimiento: Una
explicacion —un cierto discurso de validaciéon— puede tener en un momen-
to dado el estatus cultural de demostracién o no, sus condiciones de produc-
cién pueden darle o no el significado de prueba. Leyendo entre lineas (pues
el texto ciertamente da una impresion distinta), yo diria entonces que la no-
cion de demostracion que nos ha legado Balacheff no necesariamente abreva
en la imagen formalista o logicista, sino que refiere a la organizacion de los
saberes matematicos de los que dispone el observador (o el docente). Pero
mds importante que lo que las palabras significan por si solas, lo importante
es la relacién, la distincién, que Balacheff establece entre esas palabras,
prueba y demostracion, como conceptos de la diddctica —es importante no
perder de vista esa distincion.

Tal distincién ha sido crucial para plantear una nueva problemaética para
la investigacién de las condiciones de existencia de la demostracién en las
matematicas escolares. En efecto, esta problematica didactica se diferencia
de la problematica epistemoldgica cldsica en educaciéon matemadtica, cuyo
exponente mas visible es Gila Hanna (Hanna, 1983, 1989, 1991, 1995 y
Hanna y Jahnke, 1996), que se dedica a analizar el funcionamiento de la de-
mostracién en las practicas de los matematicos y a utilizar sus conclusiones
para elaborar recomendaciones sobre el funcionamiento de la demostracién
en la escuela. La problemdtica didactica, en contraste, se plantea el proble-
ma de conocer cudles son las condiciones de posibilidad para que el apren-
dizaje de la demostracion en la escuela se acompafie de la construccién de
la prueba como significado de la demostracién. La tesis de Balacheff, en par-
ticular, la distincién entre prueba y demostracién, ha hecho posible el desa-
rrollo de esta problematica didéctica.

Los tipos de prueba estudiados por Balacheff (el empirismo ingenuo, la
experiencia crucial, el ejemplo genérico,la experiencia mental) deben leer-
se en el contexto de las filiaciones con los trabajos de Brousseau, Bourdieu,
y Lakatos, y como candidatos a la constitucién del significado de la demos-
tracién. Son el producto de una teorizacion sobre la prueba en la clase, don-
de el comportamiento de los alumnos es el dato empirico pero no el objeto
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de estudio. Es una teorizacién que busca los origenes cognitivos de la de-
mostracién pero que, sin embargo, entiende lo cognitivo no tanto en relacién
a la cognicidn individual sino mas bien en relacién a las practicas humanas
asociadas con el funcionamiento de los conocimientos matematicos en la
clase. En tal sentido la diferencia con los trabajos de Guershon Harel (Harel
y Sowder, 1998; Martin y Harel, 1989; Sowder y Harel, 1998), orientados
hacia la prueba como instrumento de la cognicién individual, no podria ser
mds marcada. Los trabajos de Harel se mantienen dentro de una problemd-
tica de la psicologia aplicada: atribuyen las respuestas de los alumnos al fun-
cionamiento de esquemas generales de la cognicién cuya diferenciacion se
proponen comprender. El trabajo de Balacheff, por el contrario, propone
como objeto de estudio la microgénesis de la prueba en el contexto de situa-
ciones que son propias de un objeto de conocimiento y que son creadas para
estudiar la constitucion del sentido de la demostracion.

Este trabajo de Nicolds Balacheff, parte de su These d’Etat, fue publica-
do en 1986 y, como he ilustrado, ha sido crucial para plantear una problema-
tica didactica sobre la demostracién. Es decir, esta tesis ha proporcionado
una propuesta alternativa a la reduccién psicolégica o 16gica del aprendizaje
de la demostracion.

I1. LA VALIDACION Y EL PAPEL DEL DOCENTE

Desde 1986 hasta ahora muchos trabajos han hecho uso de la tesis de Bala-
cheff para hacer progresar la investigaciéon sobre el aprendizaje de la
demostracion. Por otra parte, las cuestiones relativas al papel del docente
en la gestién de los conocimientos se han vuelto un tema central de trabajo
a ambos lados del Atlantico (Ball, 1993; Lampert, 1990; Margolinas,
1992). Comprender aquella gestién en relacion al problema de la valida-
cién de los conocimientos en la clase se ha vuelto un tema prioritario sobre
el cual el trabajo de Balacheff nos ayuda a pensar (Arsac, Balacheff y
Mante, 1992; Ball y Bass, 2000; Herbst, en preparacién; Margolinas,
1993).

Concentro el resto de mi comentario en un momento en el que la conclu-
sion del libro sugiere que la argumentacion es un posible obstaculo episte-
moldgico de origen didéctico (véase también Balacheff, 1991b). Balacheff
nos dice,

[...] en ciertos casos la interaccién social se pudo constituir en un
obstdculo cuando los alumnos, como consecuencia de su compromi-
S0 como personas, o de su incapacidad de coordinar sus puntos de
vista, no lograron superar el conflicto. Estas interacciones pudieron
favorecer especialmente el empirismo ingenuo o justificar el recurso
a la experiencia crucial como medio de obtener la adhesion del com-
paiiero en detrimento de la utilizacién de medios de prueba de un ni-
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vel mds elevado y que se encontraban disponibles. [...] el objeto de
la argumentacion es el de obtener la adhesion del interlocutor al buen
fundamento de lo que se sostiene. Esto no genera ningiin problema
con respecto a su verdad. La argumentacién como acto social se ca-
racteriza por el cardcter abierto de los medios a los que recurre:
“mientras que la demostracion, en su forma mds perfecta, es una su-
cesion de estructuras y de formas en las que no se puede cambiar su
desarrollo, la argumentacion tiene un cardcter no restrictivo. Ella le
permite al autor la duda, la libertad de eleccién. Inclusive cuando
ella propone soluciones racionales, ella no tiene seguridad absoluta”
(Perelman, 1970, p.41). (p. 179, el subrayado es mio).

La cita presenta elementos fundamentales para estudiar el problema del do-
cente?. Por una parte se ha visto que la devolucién de una situacién de prue-
ba se hace posible mediante el establecimiento de ciertas reglas de
interaccién social (convencer, llegar a un acuerdo con el compaiiero). Por
otra parte se ha observado que a la vez que la interaccién social requiere el
comtin acuerdo de los participantes, el hecho de que la necesidad de la inte-
raccidén social ha sido impuesta por el docente puede legitimar que aquel
acuerdo se consiga a toda costa: lo que era una posible condicién necesaria
para construir una prueba se puede volver una condicién suficiente para de-
jar de lado el trabajo de encontrar la mejor prueba posible y en su lugar acep-
tar la minima prueba disponible en la que haya un acuerdo. Aquellas reglas
de interaccidn, si bien importantes para la devolucién de una situacién de
prueba pueden por tanto mantener la nocién de prueba dentro de un dominio
limitado, o volverse obstaculos para el aprendizaje de la demostracién. Has-
ta alli el argumento de Balacheff.

El problema del papel del docente puede formularse, en este contexto,
como el problema de comprender la situacion del docente enfrentado a la
ambigiiedad de una situacién de prueba: la situaciéon como posible portadora
del significado de la demostracién, pero también la situacién como posible
sustituto de la prueba. Uno puede imaginarse algunas escenas posibles en las
que tal ambigiiedad se pone de manifiesto: el docente rompe el contrato di-
déctico al sugerir qué tipo de acuerdo deberian preferir los participantes
(cudles argumentos son retdricos o cudles son los argumentos matematicos
disponibles). Puede ocurrir que la situacion se actie, pero que pierda su sig-
nificado como situacion de prueba.

Tal comportamiento por parte del docente no es sencillamente una falla
logistica en la implementacién del contrato experimental. Es decir, no se tra-
ta de que la situacién no funcioné como debia porque el docente no hizo lo
que tenia que hacer. Una situacién experimental no solamente crea un con-
texto para observar el funcionamiento de ciertos conocimientos, también
produce una perturbacion de las condiciones normales de trabajo (en parti-

2. Véase otras posibilidades relacionadas con la argumentacién en Chazan y Ball (1999).
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cular del docente) y permite asi la observacion de ciertos fenémenos (Her-
bst, 1999). Comprender el papel del docente requiere buscar los elementos
tedricos que permitan pensar a tales hechos como respuestas mas o menos
adaptadas a las perturbaciones experimentadas por el funcionamiento de la
situacién. Este “axioma” del trabajo tedrico no es especifico de la prueba
pero permite pensar la situacion del docente enfrentado a la ambigiiedad de
una situacién de prueba.

Cuando el interés del observador se centra en el trabajo del alumno (co-
mo en el trabajo de Balacheff), el papel del docente es el de gestionar el con-
trato didéctico para que la situacion de prueba funcione como tal. Cuando el
interés del observador se centra en el trabajo del docente, hay aspectos mas
generales de la relacién didéctica, previos y posteriores a una situacion de
prueba que deben considerarse, por cuanto ellos regulan —hacen posible y
limitan— aquel trabajo de gestién3. Una situacién de prueba ocupa un lugar
en el tiempo de la clase, y establece relaciones espontdneas con otros ele-
mentos del curso de estudios: el docente es responsable de darle un signifi-
cado, de reconstruir aquellas relaciones (independientemente del
significado que la situacién por si misma produzca).

Por ejemplo, el curso avanzado de geometria en noveno grado de la es-
colaridad estadounidense incluye el que los estudiantes hagan demostracio-
nes; uno de mis alumnos (de pregrado universitario) apuntd, sin embargo,
“nosotros haciamos demostraciones en la escuela, pero nunca demostraba-
mos nada”*. En efecto, que las pruebas hechas por los alumnos ocupen un
lugar accesorio en relacion a los saberes estudiados (en particular, que las
pruebas o los resultados probados por los alumnos jamds sean usados como
referencia en lo que sigue del curso, tal como ocurre en los Estados Unidos’)
parece ser la manera como el sistema enseflante concilia el imperativo de
que los estudiantes demuestren con la posibilidad de que los estudiantes no
puedan demostrar®. Por otra parte, el trabajo de Paolo Boero (Boero et al.,
1996) con el contexto experiencial de la proyeccién de sombras nos deja ver

3. Claire Margolinas (1995) ha proporcionado elementos tedricos que permiten analizar esto.

4. Laexpresion en inglés es “We did proofs in school but we never proved anything.” Interro-
gado sobre qué es lo que queria decir con tal comentario, aparentemente contradictorio,
este alumno agregé que por ejemplo se les requeria demostrar que dos tridngulos dados
eran congruentes pero que jamas se les requirié demostrar la validez de alguno de los cri-
terios de congruencia de tridngulos.

5. El divorcio sefialado por Alan Schoenfeld (1988) entre problemas que requieren una
demostracion y problemas que requieren una construccion en el curso de geometria es sin-
tomatico del aislamiento de los problemas de prueba con respecto al resto de los conoci-
mientos en juego. Daniel Chazan (1993) documenta asimismo que estudiantes que juzgan
una prueba correcta y completa atin consideran que aquélla solamente es valida para el
caso particular de los objetos dados en el diagrama adjunto.

6. Los alumnos realizan ejercicios de demostracion, pero lo que funciona como prueba para
controlar la validez de los conocimientos bien puede ser otra cosa, por ejemplo la percep-
cion de la figura (véase Herbst, 1998).
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otra posibilidad: que las pruebas hechas por los alumnos estén integramente
ligadas al manejo de los objetos “matemdticos” dentro de cierto contexto, y
que por lo tanto su eficiencia dependa de que existan como pruebas funda-
mentalmente dentro de tal contexto. Se crea asi una subcultura de teoremas
alrededor de objetos pseudo-matemdticos pero se presenta el problema do-
cente de encuadrar tal subcultura dentro de la cultura en sentido amplio (el
curso de estudios): por ejemplo, el docente debe buscar maneras de “rees-
cribir” aquellas pruebas contextuales para que sean vélidas en otros contex-
tos. Ambos ejemplos, el de la demostracion en Estados Unidos y el de los
experimentos de Boero, ilustran el mismo problema: independientemente
del buen funcionamiento de una situacién de prueba, la insercion de tal si-
tuacién en el tiempo de la clase no es solamente un acto administrativo. Nos
debemos preguntar, ;de qué recursos dispone el docente para gestionar esta
insercién? Esto me conduce nuevamente al uso de la argumentacion en la
ensefianza.

La nocién de que el conflicto socio-cognitivo y la argumentacion permi-
ten construir situaciones de prueba que den significado a la demostracion es
importante de explorar desde el punto de vista del docente. Promover una
confrontacion de puntos de vista entre los alumnos, estimularlos a encontrar
un discurso que los convenza mantiene abiertos los medios para llegar a un
acuerdo. El hecho de que los alumnos puedan llegar a un acuerdo a pesar de
no haber encontrado la mejor prueba posible (a veces mediante un mero jue-
go social) todavia deja al docente la oportunidad de convertir la experiencia
vivida en una oportunidad de aprendizaje (si bien lo que se aprende puede
no tener mucho que ver con lo que estaba en juego). Asi, por ejemplo una
discusion que termina por acordar en una prueba de menor valor que lo dis-
ponible todavia puede ser usada por el docente como andlogo social de
cémo funciona la demostracion dentro de la comunidad de los matematicos,
tal vez no como significado de la demostracion lograda pero si como emble-
ma de la demostracién buscada. En contraste con aquella posibilidad, cir-
cunscribir explicitamente los medios disponibles para llegar a un acuerdo,
por ejemplo alienando el funcionamiento social o argumentativo, hace que
la existencia de una prueba matematica sea dependiente de que la situacién
de prueba funcione bien (lo cual es, de cierta manera, contingente). Esto re-
quiere que en el peor de los casos (si la situacién de prueba no funciona
bien), el docente deba negociar explicitamente las condiciones para que la
clase acepte el fracaso de la situacion. Asi, si no se ha producido una prueba,
el docente se ve obligado a indicar qué deberfan haber hecho los alumnos
para producir una prueba: la situacién deviene una especie de trampa puesta
para que los alumnos caigan en ella y el significado de la situacion estd en
como salir de la trampa —las razones por las que la trampa se puso en el ca-
mino no siempre estdn a la vista.

Una cosa estd clara de ambas posibilidades, el tiempo que la clase y, en
particular, el docente, ha dedicado a la gestion de la situacidn de prueba debe
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ser interpretado e incorporado dentro de la historia cognitiva de la clase. Las
dos posibilidades sugeridas en el parrafo anterior representan casos extre-
mos donde tal interpretacion o bien da un sentido totalmente distinto del que
la situacion tenia o bien convierte la situacién misma en un objeto de estu-
dio. Preguntas que vale la pena plantearse son, entonces,

¢ ;Cudles son los elementos de los que dispone el docente para
elegir situaciones de prueba que mantendrdn esos extremos a
cierta distancia?

¢ ;/Cudles son los elementos de esas situaciones que le permitirdan
al docente sacar el mejor partido de su presente (en relacién con
el antes y el después)?

Por una parte, comparto con Balacheff que la argumentacion puede ser un
obstaculo cognitivo para la prueba 7. Por otra parte, sugiero que hacer uso
de tal ambigiiedad parece ser conveniente para la ensefianza, y no s6lo por-
que la argumentacion es una fuente de heuristicas para generar situaciones
que puedan ser condiciones necesarias para a la demostracion®. Sino ademads
porque la misma apertura de medios que caracteriza a la argumentacion pue-
de ser usada por el docente para ‘hacerse el alumno,” mostrdndoles en los he-
chos que lo que no se les ocurrié pensar bien podria habérseles ocurrido,
construyendo la bisqueda de una prueba posibleg.

Las situaciones de validacion surgen en la teoria de situaciones didécti-
cas de Brousseau como un modelo didéctico para estudiar la construccion
del significado de una teoria matemadtica. La prueba y la refutacion son los
elementos que movilizan el proceso dialéctico de construccién de una teoria.
La sucesién de pruebas y refutaciones le dan sentido a una demostracion
dentro del contexto de la produccién de una teoria. Desde la posicién del do-
cente la construccién de una teoria matemadtica es una eleccién que tiene un
costo y un riesgo. El uso de la argumentacién, con sus reglas abiertas, es un
ejemplo de como el docente mantiene abiertas sus posibilidades de que la
inversion del tiempo de la clase en una situacién de prueba produzca resul-
tados que puedan integrarse a la historia cognitiva de la clase. Una manera
de contestar la pregunta de adénde va la prueba, para el caso de la investiga-
cion sobre el papel del docente, es decir que la investigacion se dirige a com-
prender en qué condiciones puede el docente proponer, gestionar, mantener,
e incorporar a la historia de la clase un proyecto teérico —Ia construccion
de una teoria matematica— que contenga a la demostracion y a su significa-
do.

7. Raymond Duval (1991, 1992) ha explicado bien la distincion conceptual entre argumenta-
cién y demostracion.

8. Véase el trabajo de Boero citado anteriormente y también el de Mariotti et al. (1997).

9. Véase en Schoenfeld (1994) algunas caracteristicas del trabajo del docente ‘haciéndose el
alumno’ en un curso de resolucion de problemas.
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