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Introduccion

En marzo de 1993, “una empresa docente”, centro de investigacion en educacion ma-
temdtica de la Universidad de los Andes, organizé y realizé, a través de su programa
Club EMA, el Primer Simposio Internacional de Educacién Matemdtica. Para este
evento fueron invitados dos de los investigadores mds importantes a nivel mundial en
el drea de la educacién matemdtica: el profesor Jeremy Kilpatrick, catedrdtico de la
Universidad de Georgia, Estados Unidos, y el profesor Luis Rico, catedrdtico de la
Universidad de Granada, Esparia.

El Simposio buscaba diversos objetivos. El mds importante de ellos consistia en
presentar a la educacion matemdtica como un drea del conocimiento, tanto desde el
punto de vista tecnoldgico —el conocimiento de la teoria y su aplicacién a la prdcti-
ca—, como desde el punto de vista cientifico —un drea de investigacion con aplicacio-
nes prdcticas—. Para ello, se pretendia informar a la comunidad de profesores de
matemdticas que la educacion matemdtica es, de hecho, un drea de investigacién, con
resultados tedricos y prdcticos relevantes para los problemas educativos del pais y que,
convertirse en “educador matemdtico” no es un proceso gratuito: requiere del estable-
cimiento de un conjunto de normas y criterios que introduzcan los elementos necesa-
rios para la produccion de resultados tecnoldgicos y cientificos de calidad.

El Simposio realizé diversas actividades entre las que se cuentan una serie de
conferencias magistrales dadas por los invitados internacionales y por el doctor Carlos
Vasco; un seminario de investigacion en el que participaron los principales investiga-
dores colombianos en educacion matemdtica; dos cursos dictados por los invitados in-
ternacionales; un evento de un dia en la ciudad de Cali; y visitas a diversas
instituciones de educacién del Distrito de Bogotd.

Este libro es el resultado del trabajo realizado en el Simposio. A través de él, el
lector podrd tener una visién global de la educacion matemdtica y de algunos de los
temas que preocupan en la actualidad a la comunidad internacional en esta disciplina.



En la primera parte, el profesor Kilpatrick hace una reflexion acerca de la historia
de la investigacién en educacion matemdtica y de algunos de sus temas de actualidad.
Por su parte, el profesor Rico hace una presentacion de la evolucion que la educacion
matemdtica ha tenido en Espafia. Finalmente, el prosesor Carlos Vasco hace una rela-
cién de algunas de las lineas de investigacion en educacion matemdtica que se han tra-
bajado en Colombia.

La segunda parte del libro presenta las opiniones de los profesores Kilpatrick y
Rico alrededor de dos temas de gran actualidad en la educacién matemdtica: la resolu-
cién de problemas y la evaluacion. Estos textos son producto de las discusiones que es-
tos dos profesores tuvieron con un grupo de investigadores colombianos.

En la tercera y tiltima parte del libro, el lector encontrard dos textos de educacién
matemdtica con gran valor prdctico. El profesor Rico hace una reflexion sobre los erro-
res y las dificultades en el aprendizaje de las matemdticas. El profesor Kilpatrick pre-
senta algunas técnicas sencillas de evaluacion que un profesor puede introducir en su
quehacer docente.

Este es un libro de gran interés para el profesor de matemdticas y el investigador
en educacion matemdtica. En él, ellos encontrardn tanto una vision general de la dis-
ciplina, como reflexiones tedricas y metodoldgicas de la investigacion y resultados y su-
gerencias prdcticas para la actividad docente en matemdticas.

La realizacion de este simposio conté con la participacién de la mayor parte de los
colaboradores de “una empresa docente” cuyo trabajo los editores desean agradecer:
Cristina Carulla en la organizacién y realizacion de los seminarios de investigacion y
la redaccién de sus resultados; Vilma Maria Mesa en la organizacion y realizacién del
curso del profesor Kilpatrick y la redaccién de su contenido; Felipe Ferndndez en las
grabaciones de video y audio del curso del catedrdtico Rico y en la diagramacion y pro-
duccién de este libro; Patricia Inés Perry en la organizacion y realizacion del ciclo de
conferencias y en la organizacion y realizacion del curso del profesor Rico; Paola Valero
en la traduccion de los textos del inglés al espafiol y en la realizacion del curso del pro-
fesor Kilpatrick; Luz Mary Pinzén en la atencion a los invitados internacionales; y
Herbert Sudrez en la coordinacion de la grabacion de video y audio de todo el simposio.

Los editores



Investigacion en educacion matematica:
su historia y algunos temas
de actualidad

Dr. Jeremy Kilpatrick

Universidad de Georgia

La historia de la investigacién en educacién matematica es parte de la historia
de nuestro campo —la educacién matematica. Este se ha desarrollado durante
los tltimos dos siglos debido a que mateméticos y educadores han enfocado
su atencién hacia qué matemaéticas se ensefian y se aprenden en la escuela y
c6mo se llevan a cabo estos procesos; también se han interesado en el qué y en
el cémo de las matemadticas que deberian ensefiarse y aprenderse en la escuela.
Desde su comienzo, la investigacién en educacién matemdtica ha sido tam-
bién modelada por fuerzas provenientes del campo mds general de la investi-
gacion educativa, la cual abandond, hace aproximadamente un siglo, la
especulacion filoséfica en favor de un enfoque mds cientifico. Al igual que la
educacién matematica, la investigacién en este campo ha tenido que luchar
para lograr su propia identidad. Ha tratado de formular su propia problema-
tica y sus propias formas de tratarla. Ha intentado definirse a si misma y cons-
tituir un grupo de personas que se autoidentifiquen como investigadores en
educacién matemadtica.

Durante las tltimas dos décadas, esta tarea de auto-definicién ha sido lo-
grada en su mayor parte. Existe una comunidad internacional de investigado-
res que hace reuniones, publica revistas y boletines, promueve la colaboracién
inter e intra disciplinaria, mediante la elaboracién y critica de estudios de in-
vestigacién; intenta, asimismo, mantener viva una conciencia de investigacién
en los consejos de aquellas organizaciones de educacién matemadtica en los
que participan miembros de la comunidad de investigadores. En este articulo,
expongo primero algunas de las fuerzas que, en el pasado, han dado forma a
nuestro campo de investigacién, para después examinar algunos de los pro-
blemas actuales que tiene que enfrentar.

J. Kilpatrick, L. Rico y P. Gémez (eds.), Educacién Matemdtica, 1-18.
© 1998 “una empresa docente”.Impreso en Colombia



Educacién Matemdtica

Una definicién amplia y ttil de investigacién es la de indagacion metodica
(Cronbach & Suppes, 1969). El término indagacién sugiere que el trabajo busca
dar respuesta a una pregunta especifica; no es una especulacién futil o erudita
para la satisfaccion propia. El término metddica sugiere, no solamente que la in-
vestigacion puede ser guiada por conceptos y métodos de otras disciplinas
como la psicologia, la historia, la filosofia o la antropologia, sino que, ademds,
se expone de tal forma que el proceso de indagacién pueda examinarse y veri-
ficarse. La indagacién met6dica no necesita ser “cientifica” en el sentido de es-
tar basada en hipétesis que hayan sido verificadas empiricamente, pero como
todo buen trabajo cientifico, debe ser erudito, ptiblico y abierto a la critica y po-
sible refutacién. La investigacién en educacién matematica es entonces la inda-
gacién metddica acerca de la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas.

Los origenes de la investigacion
en educacion matematica

Al igual que la educaciéon matematica, la investigacion en esta drea se origind
en las universidades. A la vuelta del siglo diecinueve, las universidades pro-
testantes de Prusia comenzaron una reforma de la educacién superior que
eventualmente se extendi6 a otros paises y que dio lugar a la diferenciacién y
profesionalizacién de las disciplinas cientificas modernas (Grattan-Guinness,
1988; Jahnke, 1986; Pyenson, 1985; Schubring, 1988; Shils, 1978). Con esta refor-
ma, se esperaba que el profesor universitario, ademds de ensefiar, realizara in-
vestigacién. En Europa, la educacién comenzé a ser estudiada como una
disciplina académica independiente. El progreso fue lento. La primera posi-
cién académica en educacién fue establecida en la Universidad de Halle en
1779, y habiendo ya comenzado el siglo veinte, habia tan sélo unos pocos
miembros de planta de las universidades europeas que tenfan responsabilida-
des de ensefianza en educacién. La primera catedra permanente en educacién
vino a establecerse solamente en 1873 en la Universidad de Iowa. En 1890, ha-
bia menos de una docena de cétedras en educacién en los Estados Unidos (Cu-
bberley, 1920, p.827).

A lo largo del siglo diecinueve, las universidades graduaban profesores
de matematicas para la escuela secundaria, pero la instruccién en la ensefianza
de las matemadticas era, en el mejor de los casos, una parte separada y menor
de la preparacién del profesor. Solamente hacia el final del siglo, los estudian-
tes de las universidades alemanas comenzaron a recibir formacion practica en
la ensefianza de las matematicas. Uno de los lideres en la introduccién de cur-
sos de metodologia en la educacién universitaria fue Felix Klein, quien no so-
lamente cred estos cursos en varias universidades, sino que también supervisé
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el primer grado de doctorado (Habilitation) en educacién matemadtica que fue
obtenido por Rudolf Schimmack en Géttingen en 1911 (Schubring, 1988).

En otros paises como Inglaterra y Francia, los estudiantes que se prepa-
raban para ensefiar matemadticas estudiaban matemaéticas, asistiendo quizas a
una charla ocasional sobre el manejo de clase o la educacién moral, como pre-
paracién profesional. Los profesores de las escuelas primarias eran formados,
en general, en instituciones pedagégicas independientes —llamados colegios,
institutos, seminarios y escuelas normales— siendo éstas, instituciones de se-
cundaria, mds que de educacién superior. Cuando algunos paises comenza-
ron a establecer sistemas escolares a nivel nacional, se encontraron con la
necesidad de una mayor oferta de profesores calificados con una formacién
profesional. El entrenamiento especializado en el tema de estudio que habria
sido suficiente para preparar a los profesores de los colegios de la élite era cla-
ramente insuficiente para los profesores que se necesitaban en las nuevas es-
cuelas secundarias que se estaban fundando. La demanda creciente de
profesores de primaria mejor calificados llevé a los paises a mejorar aquellas
instituciones de formacién profesoral de nivel secundario a superior.

La educacién matemadtica, como campo de estudio, comenz6 lentamente
a desarrollarse hacia el final del siglo diecinueve en la medida en que las uni-
versidades de varios paises, como respuesta a la necesidad de una mayor can-
tidad de profesores mejor preparados, comenzaron a ampliar sus programas
de formacién de profesores. La primera organizacién de profesores de mate-
maticas fue la “Asociacion para la mejora de la ensefianza de la geometria”
(the Association for the Improvement of Geometrical Teaching —AIGT—),
fundada en 1871 en el Reino Unido. Esta organizacién fue la precursora de la
“Asociacion Matematica” (the Mathematical Association). Otras organizacio-
nes influyentes fueron ulteriormente creadas en otros paises:

Las asociaciones profesionales fueron durante esta época responsa-
bles de las mejoras en educacion matemdtica alentando y proporcio-
nando medios para el cambio hacia nuevas ideas” (Rico & Sierra,
1991, p.16).

En 1912, un estudio hecho por la Comisién Internacional en la Ensefianza de
las Matematicas informo que se estaban ofreciendo conferencias en educacion
matemdtica (para complementar los cursos de matemadticas) en los Estados
Unidos, el Reino Unido, Alemania y Bélgica (Schubring, 1988). En algunos lu-
gares, se establecieron nuevas instituciones de educacién superior con el pro-
posito de formar profesores. Sin embargo, muy frecuentemente, algunas de
estas escuelas, especializadas en la formacion de profesores, de primaria como
de secundaria, fueron absorbidas por universidades, o se convirtieron ellas
mismas en universidades. Uno de los primeros ejemplos que lleg6 a ser emu-
lado ampliamente alrededor del mundo, fue el New York College for the Tra-
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ining of Teachers, que, establecido en 1887, fue afiliado a la Universidad de
Columbia, como el Teachers College.

Con el tiempo, y de manera algo diferente en los diversos paises, la edu-
cacién matematica lleg6 a ser reconocida como un tema de estudio a nivel uni-
versitario. Se esperaba entonces que las personas comprometidas con la
formacion de profesores de matemadticas dentro de una universidad, no s6lo
debian ensefiar, sino también hacer investigacién. Esto gener6 el comienzo de
la actividad investigativa en educacién matematica.

Hay dos disciplinas que han tenido una influencia fecunda en la investi-
gacion en educacién matemadtica. La primera son las matemadticas mismas. Los
matemadticos tienen una larga, aunque esporddica, historia en cuanto al interés
en el estudio de la ensefianza y el aprendizaje de su tema. A medida que la edu-
caciéon matemadtica se desarrollaba en las universidades, comenz6 a atraer a un
grupo de personas cuyo principal interés era el tema matemadtico en si mismo
y quienes, en general, se consideraban a s mismos como matematicos. Estos
educadores matemadticos realizaron estudios histéricos y filoso6ficos, encuestas,
y, eventualmente, otro tipo de investigacién empirica. Su trabajo anticipé una
buena parte de la problemaética que los investigadores estdn estudiando en la
actualidad.

La segunda influencia importante en la investigacién en la educacién ma-
temadtica es la psicologia. Una de las condiciones previas para el desarrollo de
la educacién matemadtica fue la escuela nivelada segin edades en la cual el
maestro podia manejar grupos homogéneos y comenzar a observar patrones
cognitivos (Schubring, 1988). Hacia el comienzo del siglo veinte, los institutos
de psicologia en Alemania y los departamentos de psicologfa en los Estados
Unidos comenzaron a realizar estudios empiricos en educacién (Husén, 1983).
La psicologia se convirtié en la “ciencia central” de la escuela y por tanto en
una parte central del curriculo de la escuela normal (Cubberley, 1920, p. 775).

Cambios en las metodologias de investigacion

A través de los pasados 100 afios (Kilpatrick, 1992) el campo de la investigacién
en educacién matematica ha evolucionado desde una fuerte dependencia con
respecto a la psicologia del siglo diecinueve que emulaba las ciencias natura-
les, hasta la adopcién de métodos usados en otras ciencias humanas. Al mismo
tiempo, la psicologia ha ampliado su visién metodoldgica. La psicologia con-
ductista de las primeras décadas de este siglo, partiendo de una filosofia ahora
llamada “positivista”, buscaba regularidades en los fenémenos educativos, del
tipo de las leyes de la ciencia natural. Hasta los afios setentas, gran parte de la
investigacién en educacién matematica, y especialmente la realizada en Amé-
rica del Norte, buscaba especificar el comportamiento de los estudiantes o los
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profesores y analizar este comportamiento en componentes. El mundo de la
ensefianza y el aprendizaje de las matemadticas era visto como un sistema de
variables que interactuaban entre si. El propédsito de la investigacion era el de
describir esas variables, descubrir sus interrelaciones e intentar manipular al-
gunas de ellas para obtener cambios en otras. Esta vision tiene todavia sus ad-
herentes. Sin embargo, existen orientaciones alternativas.

En Europa y en Australia, se han utilizado aproximaciones fenomenolé-
gicas a la investigacién en educacion desde hace tiempo. Recientemente, estas
aproximaciones han comenzado a tener una influencia profunda en la inves-
tigacion en educaciéon matematica. Una de estas aproximaciones se parece a la
del antropdlogo, en el sentido de que intenta capturar y compartir la compren-
sién que tanto profesores como estudiantes tienen de su encuentro educativo.
El propésito es el de proporcionar conocimiento especifico acerca de la activi-
dad social dentro de un contexto. En Estados Unidos, esta aproximacién se co-
noce como la visién interpretativa; el investigador busca interpretar el
significado que la ensefianza y el aprendizaje de las matemadticas tienen para
los participantes, al vivir dentro del salén de clases, participando o no del pro-
ceso de instruccién.

Otra aproximacién es la del sociélogo critico. Dado que, de acuerdo a
esta posicién, tanto el colegio como la sociedad deben estar libres de manipu-
lacién, represiéon y dominacién, el investigador en educacion matemadtica
debe asumir un papel activo ayudando a profesores y estudiantes a lograr esta
libertad. El investigador necesita no solamente comprender el significado que
los participantes le dan al proceso educativo, sino que también debe ayudar a
cambiar aquellos significados que han sido distorsionados por la ideologia.
En Australia y Nueva Zelandia este tipo de investigacién se conoce como “in-
vestigacion accién”.

En la aproximacién conductista, aun si la posicién epistemoldgica no es
la del positivismo légico, el investigador debe salirse del encuentro educativo
y asumir una actitud de observador neutral. En la aproximacién interpretati-
va, el investigador se introduce en el encuentro educativo con el propésito de
comprender sin pretender juzgar. En la aproximacion critica, el investigador
se introduce en el encuentro no solamente para comprenderlo, sino también
para cambiarlo en aquellas direcciones que den a los participantes mayor li-
bertad dentro de la cual trabajar.

Cada una de las aproximaciones tiene algo que aportar al campo; no es
posible rechazar ninguna de ellas. La educacién matemadtica requiere de las
multiples perspectivas que estas aproximaciones diferentes (lo mismo que
otras —tanto las utilizadas actualmente, como aquellas que estdn por desarro-
llar—) pueden aportar a los fenémenos de ensefianza e instruccién.
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En algunas ocasiones el choque de las diferentes aproximaciones meto-
dolégicas ha dado lugar a lo que se conoce como “el debate cualitativo-cuanti-
tativo” (Howe & Eisenhart, 1990; Salomon, 1991). Los investigadores deben
decidir entre adoptar métodos en los cuales la medicién produce informacién
numérica o métodos con los cuales la informacién que se obtiene no puede ser
convertida en ntimeros. De acuerdo a Salomon, la distincién mds importante
estd entre la aproximacién analitica, en la cual los eventos externos al sujeto
son manipulados (aislados, controlados y medidos) con el propésito de inferir
acerca de eventos internos como el aprendizaje o la toma de decisiones, y la
aproximacion sistémica, en la cual los eventos son estudiados en su mutua in-
teraccién e interpretacién. Salomon ha descrito cémo los efectos de utilizar el
computador como herramienta de escritura dentro del sal6n de clase han sido
estudiados utilizando ambas aproximaciones de forma tal que se han comple-
mentado mutuamente. “La aproximacién analitica capitaliza en precisién,
mientras que la aproximacién sistémica capitaliza en autenticidad” (p. 16).

La aproximacién sistémica domina actualmente la investigacién en edu-
cacion matematica. Se prefieren los entornos naturalistas sobre aquellos en los
que se manipulan los eventos. Se valora la autenticidad. Pero los investigado-
res matemadticos no deben nunca casarse con una aproximacién metodoldgica,
una epistemologfa, un paradigma, un medio de representacién o un método
particular. Todos son parciales y provisionales; ninguna puede contar la histo-
ria completa. En particular, ningtin método de investigacién puede considerar
el conjunto completo de preguntas que son de interés para el educador mate-
madtico. Aunque el investigador individual puede adherirse a un método par-
ticular, el campo, como un todo, necesita una multiplicidad de métodos.
Adicionalmente, los investigadores deben mirar mds alld del valor explicito de
un estudio y preguntarse si han logrado satisfacer otros criterios de calidad in-
vestigativa. Algunos métodos dan lugar a investigacién que satisface algunos
criterios y otros no. La multiplicidad de métodos producird un cuerpo de in-
vestigacion con una alta calidad colectiva, aun si los estudios individuales son
deficientes.

La investigacién en la ensefianza de las matemadticas requiere de una in-
dagacién metédica de la naturaleza y el contexto de los procesos utilizados por
los profesores para ayudar a los estudiantes a desarrollar sus habilidades y co-
nocimientos matematicos. La investigacién actual en educacién matemadtica
cubre una gran variedad de temas, desde cémo el nifio aprende a contar, hasta
cémo el adolescente aprende a integrar y, desde los efectos de utilizar calcula-
doras, hasta la estructura de los cursos en general y de las clases en particular.
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Cambios curriculares

A medida que el curriculo escolar de matematicas evoluciona en muchos pai-
ses hacia una mayor utilizacion de las aplicaciones y la tecnologia, como tam-
bién hacia una mayor importancia de la investigacién individual y de grupo,
los investigadores han comenzado a examinar los efectos de estos cambios. La
nueva visién de la ensefianza de las matemadticas como facilitadora de la ad-
quisicién del conocimiento por parte del que aprende, en contraposiciéon de
una visién de transmisora de un conocimiento ya construido, ha generado
una linea de investigacién que intenta adoptar la perspectiva del que aprende
y comprender y manejar las concepciones erradas que pueden preceder o ser
el resultado del proceso de instruccion. Se le estda dando una mayor atencién
tanto al proceso de instruccién como al contexto dentro del cual éste tiene lu-
gar. En su intento de comprender por qué las matemadticas producen tanto fra-
caso escolar y generan una tal aversién hacia el tema de estudio, los
investigadores en educacién matemética contintan utilizando conocimientos
y técnicas de otras disciplinas académicas.

Histéricamente, las matemadticas han sido un tema dificil pero importan-
te dentro del curriculo escolar y, tal vez por esta razén, se han utilizado como
filtro para la educacién ulterior. Con el desarrollo de los sistemas de educa-
cién universal, los paises se enfrentan al reto de modificar el curriculo de ma-
temadticas de tal forma que se ofrezcan oportunidades para todos los
estudiantes. Los objetivos y los métodos de la ensefianza de las matematicas
se han adaptado a las nuevas demandas de la sociedad y se han acomodado a
una poblacién estudiantil cada vez mayor (Pellerey, 1991).

Algunos estudios comparativos han mostrado los efectos de diferentes
ofertas curriculares y formas alternativas de organizar el curriculo escolar en
matemdticas en una variedad de paises (Robitaille & Travers, 1992). Sin em-
bargo, existe también una “extraordinaria uniformidad en los programas”
(Howson & Wilson, 1986, p.19) de las matemadticas escolares. La llamada re-
forma de las matemdticas modernas de los afios sesentas y setentas enfatizé
las matemadticas puras y le dio prominencia dentro de los programas a la teo-
rfa de conjuntos y al método axiomatico. La investigaciéon que se hizo como
consecuencia de este movimiento examin los efectos de ensefiar estos temas,
como también de ensefiar en las escuelas primarias sistemas de numeracién
no decimal y el desarrollo de la nocién de prueba. El tltimo tema continda
siendo muy popular en el campo de la investigacién (Burscheid, Truve, &
Walther, 1992; Nesher & Kilpatrick, pp. 126-129).

Recientemente, muchos programas de matematicas en el mundo han
mostrado una tendencia a darle una mayor atencién a las matemadticas aplica-
das, enfatizando la construccién de modelos matemdticos para el andlisis de
problemas de la vida real. Una parte de esta tendencia surge de los desarrollos
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que han tenido lugar dentro de las mismas matematicas. La tecnologia compu-
tacional ha hecho que las matematicas se conviertan en una ciencia mds empi-
rica y esa misma tecnologia le ha permitido al estudiante trabajar mds
facilmente con una gran cantidad de informacién relacionada con problemas
que no habria podido resolver de otra forma. Los investigadores en educacién
matemadtica estdn comenzando a estudiar los procesos utilizados por los estu-
diantes en la construccién de modelos matematicos y en el andlisis de informa-
cion.

Al nivel de la retérica oficial, el curriculo escolar de matematicas en la
mayoria de los paises enfatiza el desarrollo del razonamiento de las habilida-
des de resolucién de problemas sobre la memorizacién de hechos y procedi-
mientos. Lo que hoy en dia se conoce como “pensamiento de alto nivel” ha
sido, por lo menos desde el comienzo de este siglo, el foco de una gran canti-
dad de investigacion. Esta investigaciéon ha examinado tanto las habilidades
que se supone deben tener estudiantes de diferentes edades, como también la
eficacia de los métodos disefiados para mejorar estas habilidades. En particu-
lar, los procesos de resolucién de problemas han sido un drea mayor de inves-
tigacion.

A medida que los curriculos tienden hacia una importancia del modelaje
matemadtico, una mayor comunicacién entre los estudiantes y nuevas aplica-
ciones de las matematicas a las ciencias sociales y naturales, la investigacion
también ha comenzado a darle una mayor atencién a los procesos de ensefian-
za y no simplemente al contenido aprendido o al pensamiento del estudiante.
El mismo curriculo estd siendo estudiado por algunos investigadores, mds
como un proceso que como un contenido. También se estd investigando acerca
de la forma como las diversas fuerzas, tanto al interior como al exterior del sa-
16n de clase, le dan forma al curriculo.

El curriculo escolar de matemaéticas se puede ver por lo menos desde tres
puntos de vista (Robitaille & Travers, 1992, p. 693): el curriculo propuesto por
las autoridades escolares, el curriculo implantado por el profesor y el curriculo
aprendido por los estudiantes. Las diferencias entre estos tres puntos de vista
han sido tema de mucha investigacién. En particular, se ha dado gran atencién
ala visién que tiene el estudiante del tema que le es ensefiado debido al énfasis
renovado en un aprendizaje que es mds una construccién social de significado
que una recepcién de informacién. La problematica epistemolégica de la ense-
flanza de las matemadticas es, hoy en dia, un punto central de la investigacién
y de la teoria de la educacién matematica (Burscheid et al., 1992; Nesher & Kil-
patrick, 1990, ch. 1).
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Practica docente

Hasta hace mds o menos quince afios, la gran mayoria de la investigacion en
educacién matemadtica se centrd en el aprendizaje, mds que en la ensefianza.
Una gran cantidad de investigacién que se realiz6 al comienzo de los setentas
tuvo que ver con la comparacién de métodos para ensefiar el “mismo” conte-
nido matemaético. Sin embargo, el interés de los investigadores giraba invaria-
blemente alrededor del método, definido de una forma general, y no en el
proceso de instruccién mismo. Recientemente, estos estudios de comparacién
de métodos han sido considerados infructuosos y han sido casi completamen-
te abandonados. El interés de los investigadores se ha volcado, por una parte,
hacia cémo los profesores manifiestan su conocimiento y sus creencias en el
proceso de instruccién, y, por el otro, hacia cémo los estudiantes aprenden y
comprenden aspectos especificos de las matematicas.

Los estudios sobre el conocimiento y las creencias del profesor han sido
muy populares en los tltimos afos, particularmente en América del Norte
(ver Brown, Cooney & Jones, 1990; Nesher & Kilpatrick, 1990, ch. 7). Una parte
de esta investigacién ha estudiado la relacion entre las visiones que los profe-
sores tienen sobre el tema que ensefian y las visiones de los matematicos. Otro
tipo de investigacién ha examinado la relacién entre la préctica docente del
profesor y sus creencias acerca de las matemadticas y de la forma en que éstas
deben ser ensefiadas. Se ha encontrado que los profesores experimentados tie-
nen un conocimiento elaborado de las matemadticas, de su pedagogia y de sus
estudiantes. Este conocimiento se transforma continuamente y afecta la forma
en que los profesores organizan la instruccién.

Algunos investigadores en Europa, particularmente en Francia, han es-
tudiado el contrato diddctico que se negocia entre el profesor y los alumnos
durante el proceso de instruccién matematica (Nesher & Kilpatrick, 1990, pp.
142-143). Este contrato determina las reglas del juego del salén de clase. El
proceso de ensefianza - aprendizaje es dialéctico y requiere de un entorno es-
table que permita que el conocimiento crezca. Para que sea posible ensefiarlo,
el conocimiento matemdtico debe estar inmerso dentro de un contexto. No
obstante, para que este conocimiento pueda ser utilizado, el contexto debe ser
eliminado y el conocimiento debe hacerse general. Cuando los estudiantes
trabajan en un problema matemadtico, el cardcter y el significado del conoci-
miento que ellos construyen estd cambiando. Uno de los trabajos mas delica-
dos del profesor es el de guiar a los estudiantes, partiendo de sus errores y
concepciones deficientes, hacia un conocimiento oficial que pueda ser valida-
do matemdticamente. La negociacién del contrato didactico, la transposicién
del conocimiento para la instruccién (Chevallard, 1985) y los obstdculos epis-
temoldgicos hacia las nuevas concepciones (Sierpinska, 1988) son todas dreas
activas de investigacion.
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El proceso de aprendizaje

Los estudios del aprendizaje de las matemaéticas por parte de los estudiantes
han pasado, durante la dltima generacion, de teorias generales de aprendizaje
a estudios del aprendizaje de un contenido matemadtico especifico. El estudio
del proceso de conteo, de los ntimeros naturales y de las operaciones con los
numeros naturales en los primeros afios de primaria ha sido por algin tiem-
po, quizés el drea mds prolifica de la investigacién en educacién matemdtica
de los ultimos tiempos. Sin embargo, recientemente la atencién de los estu-
dios se ha volcado hacia el aprendizaje tanto de los ntimeros racionales y del
dlgebra, como de la geometria, la probabilidad y el cdlculo (ver Grouws, 1992;
Nesher & Kilpatrick, 1990). La escuela primaria ha sido desplazada como lu-
gar principal de investigacién en educacién matemadtica y una gran cantidad
de investigadores se encuentran examinando el proceso de aprendizaje de las
matemdticas secundarias y universitarias. A medida que se buscan nuevas
aplicaciones de las matemdticas en todos los niveles, la investigacién se ha in-
teresado en la forma como estas aplicaciones son aprendidas (Burscheid et al.,
1992). La investigacién en las aplicaciones serd cada vez mds importante da-
dos los esfuerzos de varios pafses para integrar la ensefianza de las matemd-
ticas con la de la ciencia.

La investigacién acerca del proceso de aprendizaje contintia preocupdn-
dose cada vez menos por una atencién exclusiva hacia las respuestas correctas
o incorrectas y cada vez mds hacia los procesos y las estrategias utilizadas para
obtener esas respuestas. Aunque se ha hecho algtn trabajo alrededor de las es-
tructuras cognitivas que los estudiantes generan cuando resuelven tipos parti-
culares de problemas (especialmente aquellos que involucran operaciones con
numeros naturales o racionales), la investigacién no ha logrado aclarar los es-
quemas cognitivos generales que se utilizan cuando se trabaja en matemadticas
(Burscheid et al., 1992). M4s atin, la investigacion en el aprendizaje de las ma-
temdticas se ha preocupado mds por el aprendizaje individual y menos por el
aprendizaje de grupos de estudiantes. Las actitudes de los estudiantes hacia
las matematicas, junto con sus creencias y concepciones acerca del tema, con-
tindan atrayendo la atencién de los investigadores. Sin embargo, buena parte
de la investigacion resultante ha carecido de una base teérica fuerte y ha sido
relativamente impotente.

Empleo de tecnologia

Los disefiadores de la politica educativa contindan presentandonos la imagen
futurista de un salén de clases lleno de tecnologia en el que el profesor ha sido
reemplazado por un programa de ensefianza por computador. No obstante, la
investigacién ha mostrado repetidamente que ésta es una imagen errada. La
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atencion de los investigadores y de los desarrolladores en tecnologfa compu-
tacional se ha centrado ahora en el desarrollo de programas de computador
para la ensefianza, algunos para los profesores y otros para los alumnos, pero
todos manejados por un profesor y no por un técnico (Kaput, 1992; Nesher &
Kilpatrick, 1990, pp. 144-147). Los efectos de este tipo de tecnologia, junto con
el video interactivo y otros medios, han sido estudiados en algunos salones de
clase especialmente seleccionados. Existe buena razén para ser optimistas
acerca de la capacidad de los profesores para utilizar la tecnologia computa-
cional como una herramienta de ensefianza (ver, por ejemplo, Hoyles & Noss,
1992). Esta tecnologia no solamente le permite a los estudiantes investigar so-
bre temas tradicionales de maneras nuevas (por ejemplo, al presentar trans-
formaciones de figuras geométricas de dos y tres dimensiones y al manipular
informacién por medio de hojas de célculo electrénicas), sino también les per-
mite explorar nuevos temas como la geometria fractal.

Los computadores estdn penetrando lentamente en el salén de clases de
matematicas (Kaput, 1992, p. 517). Las calculadoras parecen ser mds utilizadas
que los computadores en las clases de matematicas. Los nuevos modelos de
calculadoras, al tener gréficas, manejo de informacién y capacidades para la
manipulacién simbdlica, siendo esencialmente pequefios computadores, le
ofrecen al estudiante un medio potente para explorar las ideas matemadticas.
Aungque se han hecho estudios para medir la intensidad de utilizacién de estas
nuevas herramientas, se conoce atin muy poco acerca de cémo se utilizan en
el salén de clase y de qué efectos tienen en el aprendizaje.

Los métodos de ensefianza tienden a cambiar lentamente y las innova-
ciones tecnoldgicas del pasado no han encontrado necesariamente un nicho en
las escuelas (Cuban, 1986). Algunos entusiastas piensan que la disponibilidad
de la tecnologia computacional puede llegar a transformar la ensefianza de las
matematicas. Esta tecnologia tiene ciertamente la potencialidad para hacerlo
y, en algunos lugares, lo ha logrado. Sin embargo, la idea de que los compu-
tadores, por sf solos, creardn una mejor practica docente es “uno de los mitos
de la cultura informdtica” (Olson, 1988, p. 55). Los profesores han sido siem-
pre capaces de reformar las herramientas tecnoldgicas para adaptarlas a las
condiciones de la institucién dentro de la cual trabajan. Los investigadores en
educacién matemadtica, teniendo como propésito la mejora de la ensefianza de
las matemadticas, deben examinar cémo la disponibilidad de la tecnologia
computacional puede interactuar tanto con las creencias y capacidades del
profesor, como con las restricciones institucionales y sociales.

11
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Practicas de evaluacion

Los efectos de la evaluacién en la practica docente y, por consiguiente, en el
aprendizaje son de gran interés para los investigadores en educacién matema-
tica (Leder, 1992; Webb, 1992). Los esfuerzos previos para cambiar el curriculo
y la instruccién fracasaron frecuentemente porque los cambios propuestos en-
traban en conflicto con las evaluaciones externas. Los nuevos esfuerzos que se
estdn introduciendo en muchos paises estdn siendo acompafiados por esfuer-
z0s para introducir nuevos métodos de evaluacién que incluyen proyectos, in-
vestigaciones en grupo y portafolios. Algunos sistemas de evaluacién externa,
ademds de utilizar los exdmenes externos, han comenzado a tener en cuenta la
evaluacién que los profesores hacen del trabajo del estudiante en el salén de
clase. Se estd motivando a los profesores para que adapten su préctica de eva-
luacién a los cambios en la practica docente.

El alcance y la frecuencia de las evaluaciones externas han ido aumentan-
do a medida que los gobiernos buscan mds informacién acerca del progreso de
la educacién. La educacién esta siendo “vista cada vez mds como una indus-
tria, con un interés creciente en aplicar los principios de contabilidad” (Webb,
1992, p. 688). A medida que los sistemas y los exdmenes de evaluacién externa
cambian en muchos paises, los profesores parecen responder al adaptar su en-
sefianza a estos cambios. La investigacién ha sido lenta para documentar tanto
la naturaleza como la direccién de las respuestas de los profesores. En muchos
aspectos, la evaluacién es como la tecnologia: los cambios que se proponen son
adoptados, adaptados o rechazados por los profesores a la luz de sus creencias,
de lo que ellos pueden manejar y de la situacién en su salén de clases y en su
colegio. Se requieren estudios criticos de la evaluacién en matematicas desde
el punto de vista de las perspectivas del estudiante y del profesor.

Desarrollo profesional

Se supone cominmente que el profesor de matematicas debe saber mateméti-
cas. Los estudios sobre el conocimiento del profesor han revelado bajos niveles
de comprensién matemadtica (Brown et al., 1990) y esto ha dado lugar a requerir
un mayor conocimiento de matematicas. Sin embargo, qué tipo de conocimien-
to matemaético deben tener los profesores y como se debe combinar este cono-
cimiento con su conocimiento pedagégico atin son temas de debate. La
investigacién no puede decidir sobre estos puntos; no obstante, ella puede pro-
fundizar en nuestra comprensiéon de cémo los profesores utilizan su conoci-
miento en la ensefianza.

Desde hace unas décadas, los investigadores han comenzado a interesar-
se en los procesos por medio de los cuales uno se convierte en profesor de ma-
tematicas y, habiendo llegado a esa posicién, uno logra una maestria de su
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oficio (Brown & Borko, 1992; Noddings, 1992). Dado que los estudios de co-
rrelacion entre las caracteristicas del profesor y su relacién con el aprendizaje
de los estudiantes han sido en su mayor parte improductivos, los investigado-
res han comenzado a entrar en el salon clases para examinar el desempefio do-
cente que alli encuentran. Recientemente, los estudios que han intentado
relacionar acciones especificas del profesor con logros especificos del estu-
diante han dado lugar a investigacién en (a) el contraste entre el profesor
“principiante” y el profesor “experimentado”; (b) intentos para mejorar la efi-
ciencia del profesor; y (c) descripciones de c6mo el profesor “construye signi-
ficado y percibe su vida profesional” (Brown et al., 1990, p. 650).

Los estudios sobre profesores principiantes y expertos han generado
preguntas no solamente acerca de cémo se deben definir estas dos categorias,
sino también acerca de si es posible y como se debe utilizar la investigacién
descriptiva que analiza sus diferencias para sugerir recomendaciones que
sean utiles para la formacién de profesores. El trabajo realizado se ha centrado
mads en la descripcién de la ensefianza de las matemadticas y en el examen de
las creencias y las concepciones del profesor que en la descripcién y evalua-
cién del desarrollo profesional del profesor. Tenemos algunas impresiones de
su ensefianza, pero comprendemos muy poco acerca de cémo ha evoluciona-
do esta ensefianza. Se han hecho algunos estudios sobre programas especifi-
cos de formacién inicial y permanente de profesores de matemdticas. Sin
embargo, hay muy pocos estudios que analicen transversalmente estos pro-
gramas o que hagan un seguimiento de los profesores una vez que han termi-
nado el programa y entran en su vida profesional.

El contexto social

Uno de los cambios mds sorprendentes en la investigacién en educacién ma-
temadtica desde los afios setenta ha sido el salto de estudios sobre el aprendi-
zaje de estudiantes individuales a estudios que tienen en cuenta de diversas
maneras el contexto social dentro del cual tiene lugar la instruccién. Profeso-
res y estudiantes son miembros de varios grupos sociales; la ensefianza y el
aprendizaje son procesos sociales; y las matemdticas que se ensefian estan de-
terminadas socialmente. Los estudios de investigacion han comenzado a in-
corporar estos factores.

Existe mucha investigacién que muestra los problemas de logro en ma-
temadticas por parte de grupos sociales que se identifican por sexo, raza, cues-
tiones étnicas, clase social o lenguaje. La utilidad de este tipo de investigacién
se estd cuestionando a la luz de la exagerada simplificacién que implican estos
tipos de clasificacién y de los riesgos que se crean al legitimar condiciones so-
cialmente desiguales.
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Se ha hecho una gran cantidad de investigacion acerca de la diferencia en
el éxito en matemdticas por parte de nifios y nifias, teniendo en cuenta una ten-
dencia persistente a que las nifias interrumpan tempranamente sus estudios de
matemadticas en una mayor proporcién que los nifios. Actualmente, los inves-
tigadores parecen estar menos interesados en simplemente documentar estas
diferencias y estdn intentando tanto comprender mejor cémo los dos sexos re-
ciben tratos diferentes durante la ensefianza, como también en evaluar los efec-
tos de aquellos programas que han sido disefiados con el propésito de motivar
una mayor participacién en matemadticas por parte de las nifias. Los estudios
de grupos definidos en términos de raza, cuestiones étnicas, clase social y len-
guaje son mucho menos comunes y han producido resultados problematicos.
En particular, se ha observado que el lenguaje juega un papel complejo en el
aprendizaje de las matematicas (Ellerton & Clements, 1991).

Los cientificos cognitivos han estudiado el tema de la construccion social
del conocimiento durante la ensefianza de las matematicas (por ejemplo, New-
man, Griffin & Cole, 1989, ch. 6) y este tema estd comenzando a ser estudiado
intensamente por parte de los educadores matemadticos. Los estudios de las cla-
ses de matemadticas muestran cémo los estudiantes utilizan su experiencia pre-
via al adquirir nuevo conocimiento “dentro de situaciones de interaccién
social en las cuales se proyectan, hacen pruebas y negocian activamente” (Nur-
sheid et al., 1992, p. 297). Los investigadores han sido exhortados a percibir las
matemdticas como un fenémeno social:

La totalidad del aprendizaje de las matemdticas tiene lugar dentro de
circunstancias sociales. Este puede ir desde el aprendizaje indivi-
dual, donde las influencias sociales se experimentan a distancia,
siendo mediadas por el texto de un autor, hasta el aprendizaje en
grupo, donde las influencias sociales son inmediatas. Todos los pro-
fesores, estudiantes y observadores educativos saben que existen
muchas influencias sociales e interpersonales que tienen lugar en la
clase de matemdticas. Por lo tanto, es imperativo que los investiga-
dores intenten interpretar el aprendizaje de las matemdticas desde
una perspectiva social si es que la investigacion ha de tener alguna
validez y credibilidad para el contexto del salén de clase (Nesher &
Kilpatrick, 1990, p.139).

Los estudios acerca de cdmo las matematicas se utilizan por fuera del salén de
clase han sido especialmente ttiles al revelar como las matemadticas mismas se
construyen socialmente y cémo las matematicas que se ensefian en la escuela
estdn determinadas por la sociedad. Los estudios etnograficos de la utilizacién
de las matemadticas en varias culturas muestran grandes discrepancias entre
los procedimientos que se utilizan en la escuela y aquellos que se utilizan para
resolver problemas cuantitativos y espaciales tanto en la plaza de mercado,
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como en el trabajo y el hogar (Nunes, 1992). A los estudiantes en la escuela no
solamente se les estd ensefiando matematicas; también se le est4 iniciando en
una cultura matematica (Bishop, 1988). Un drea creciente de la literatura de in-
vestigacion se estd preocupando por la relacién entre la cultura de las mate-
maticas escolares y la cultura que el nifio trae a la escuela y la cultura dentro
de la cual el adulto hace matematicas.

La investigacién en educacién matemdtica se ha convertido en los ulti-
mos afios en una de las dreas mds activas de los estudios en educacién. Esta
drea de investigacién continda atrayendo mucho la atencién en parte por ra-
z6n del papel crucial que las matemadticas juegan en el proceso educativo —
como un tema esencial para el aprendizaje posterior y la vida adulta pero que
presenta grandes dificultades para los estudiantes. La educacién matematica
se encuentra en la interseccién de varias disciplinas mds establecidas como las
matematicas, la psicologia, la sociologfa, la lingiiistica, la epistemologia y la
ciencia cognitiva. En muchas ocasiones trabaja en problemas que han sido to-
mados de otras disciplinas. Pero la educacién matematica estd también co-
menzando a desarrollar sus propias agendas de investigacién, sus propios
esquemas tedricos, sus propias técnicas y metodologias, y sus propias comu-
nidades y tradiciones. Un nliimero creciente de investigadores, en un niimero
también creciente de paises, se encuentra estudiando la ensefianza de las ma-
temadticas con el propdsito tanto de comprenderla, como de mejorarla.
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La comunidad de
educadores matematicos
y la situacion actual en Espafia

Dr. Luis Rico

Universidad de Granada

En primer lugar quiero expresar mi agradecimiento a la Universidad de los
Andes, a una “empresa docente” y, en particular, a su director, el profesor Pe-
dro Gémez, por esta invitacién y por permitirme estar con ustedes durante es-
tas conferencias, compartiendo y, espero que también, debatiendo ideas y
propuestas. También mi agradecimientos a la Embajada de Esparia y a la Fun-
dacién Santillana, que han contribuido a mi estancia aqui durante estos dias.
Paso a comentar el titulo de la conferencia. Después de la visién global
que nos ha presentado con anterioridad el profesor Kilpatrick, cuando se pre-
senta como titulo La comunidad de educadores matemdticos y la situacion actual en
Esparia, se trata de ejemplificar lo que viene ocurriendo en un pais concreto.
Quisiera aclarar el significado de este titulo y de mi intervencién en el sentido
de que no se trata de ofrecer “buenos ejemplos”, puesto que en educacién no
valen ejemplos. Cada pafs tiene su propia historia, sus prioridades y sus pro-
pias necesidades. Por tanto, hay afirmaciones que tienen sentido en una Co-
munidad y no lo tienen en otra; hay cosas que yo estoy aprendiendo en
Colombia y hay cosas que a los profesores de Colombia les puede interesar co-
nocer sobre lo que ha ocurrido y ocurre en Espafia en el campo de la educacién
matematica, para poderlas utilizar en algunos casos, pero siempre con un sen-
tido de respeto y de igualdad.
Realmente si hay algtn mensaje, si yo quiero transmitir algin mensaje,
lo concretaria en las siguientes ideas:
® en primer lugar, en el mundo actual, la educacién matematica
propone un campo de trabajo con problemas reales que resolver;
no es un invento: ensefiar y aprender matemadticas son activida-
des que tienen sus dificultades y resultan problemadticas;

J. Kilpatrick, L. Rico y P. Gémez (eds.), Educacién Matematica, 19-39.
© 1998 “una empresa docente”. Impreso en Colombia
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* en segundo término, hay unos estudios e investigaciones ya rea-
lizados (como creo que se ha puesto bastante de relieve en la in-
tervencion anterior) en los que se han ensayado técnicas, se han
utilizado diferentes métodos y procedimientos y hay unos resul-
tados contrastables que se pueden discutir y que la comunidad
puede aceptar, rechazar o ubicar en su contexto adecuado;

* en tercer lugar, la educacién matematica presenta, ayudada por
una serie de disciplinas, una organizacién disciplinar viable; no
s6lo hay unos problemas y no sé6lo tenemos unos ensayos o acti-
vidades que realizan unos profesores sino que hay una sistemadti-
ca, una teorfa, una posibilidad de un campo de estudio
investigativo;

e finalmente, hay una comunidad de profesionales en busca de res-
ponsabilidad y autonomia.

Este es el mensaje en el que se debe de encuadrar mi intervencién, y voy a in-
tentar centrarla sobre cuatro nicleos, que se pueden resumir en: una presenta-
cién de lo que es el sistema educativo espafiol no universitario en la actualidad
y el papel o la funcién que las matemadticas desempefian en este sistema; qué
se entiende, qué entiendo yo, por educador matemadtico, qué actualidad tiene,
qué tipo de organizacién se da en mi pais, qué relaciones de comunicaciény a
qué tipo de formacién responde este educador matemadtico; cudl es en el mo-
mento actual el papel de la educacién matematica en la universidad y, en par-
ticular, en mi universidad; y, finalmente, presentar algunos retos con los que
ahora mismo y en Espafia se encuentra enfrentada la comunidad de educado-
res matemadticos y creo que también la comunidad de profesores en general.

Sistema educativo espaiiol

El sistema educativo espafiol, recientemente reformado, abarca las siguientes
etapas: educacién infantil de cero a seis afios, de los que realmente son obliga-
torios s6lo los dos tltimos cursos (nifios con 4-5 y nifios con 5-6 afios) de pre-
escolar; educacién primaria, desde los 6 a los 12 afios, que estd organizada en
tres ciclos de 2 cursos cada uno: inicial, medio y superior; educacién secunda-
ria obligatoria, desde los 12 a los 16 afios, organizada en 2 ciclos; y educacién
secundaria postobligatoria, que se divide en un bachillerato de 2 afios con 4
modalidades opcionales y una formacién profesional de grado medio.

Las especialidades de bachillerato recientemente aprobadas son: bachi-
llerato artistico, bachillerato de ciencias de la naturaleza y de la salud, bachille-
rato de humanidades y ciencias sociales y bachillerato tecnoldgico. Estos
bachilleratos todavia no se han puesto en practica. Seguramente hasta el afio
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97-98 no entraran en funcionamiento los nuevos bachilleratos, que se articulan
con cierto grado de especializacién en todos sus niveles y variedades.

La matemadtica ocupa un lugar importante en la ensefianza primaria y
secundaria como area de contenidos diferenciados y obligatorios; también en
el bachillerato es materia obligatoria en todos los primeros cursos, con una
matemadtica complementaria u opcional en los segundos cursos. El papel de la
matemadtica dentro del sistema escolar no universitario espariol es especial-
mente importante y aqui se podrian citar multiples referencias de documentos
oficiales. He seleccionado algunos ejemplos:

la contribucion que hacen las matemdticas son decisivas para alcan-
zar los objetivos generales de la educacién obligatoria, tanto de pri-
maria como de secundaria, y esto es debido a que ocupan un lugar
preferente en la adquisicion de capacidades cognitivas, intelectua-
les, motrices, afectivas, de relacién interpersonal y de actuacion en
sentido social.

Mas explicitamente:

la importancia educativa que se le atribuye a esta materia viene de
entender que la matemdtica, en sentido amplio, es sinénimo de ca-
pacidad para conocer por cuanto se la considera como un instru-
mento del pensamiento que permite aprender y comprender lo real
bajo los aspectos cuantitativos y cualitativos y su capacidad para
servir como medio de comunicacién, como lenguaje para comunicar
estas ideas a los demds.

Estas ideas se repiten en predmbulos de decretos y en las presentaciones de
los curriculos.

Pero no sélo se valora el aspecto positivo; también se ha realizado un de-
bate y una critica fuertes a la funcién a veces equivocada, a veces falseada, a
veces simplificada, que tienen o que han tenido las matemadticas en la ense-
flanza tradicional. En particular, la critica se dirige con énfasis hacia la memo-
rizacién de hechos, hacia la exclusiva ejercitacion de destrezas, puesto que con
esa orientacién parece que el conocimiento matematico se planteara como ale-
jado del medio cultural y de los intereses y la afectividad del nifio. Sin embar-
go, el planteamiento actual trata de superar esta visién reduccionista,
ampliando el campo del aprendizaje hasta integrar el dominio de las estruc-
turas conceptuales, ricas en relaciones, procedimientos y estrategias que
abren la puerta a la creatividad, a la intuicién y al pensamiento divergente de
los alumnos. Han cambiado las prioridades en educacién matematica.

Otra cuestién que se ha sometido a critica, y creo que es un dato impor-
tante, es el cardcter selectivo que ha tenido la asignatura de matematicas.
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Se ha discutido exhaustivamente que si se queria incorporar dentro de
una formacién matematica a todos los miembros de una sociedad, un momen-
to importante es el periodo de educacién obligatoria, en el que se proporcionan
los conocimientos matematicos basicos a todos los jovenes; de ahi la profunda
dimensién educativa de las matemdticas. La educacién matemdtica hay que
contemplarla conjuntamente con los valores sociales prioritarios. Por ello, en
una sociedad democrética es incoherente utilizar las matemdticas como filtro,
como criterio de seleccién y discriminacién, mediante el cual se dividen los
alumnos en buenos y malos, en listos y en tontos. No es positivo presentar la
educacién matemadtica como opuesta a los valores democréticos. Por supuesto,
el problema no queda resuelto simplemente con esta critica, pero no debemos
olvidar que la ensefianza de las matematicas no solamente ha sido alabada por
sus muchas virtudes, sino que también ha sido criticada por sus posibles malas
interpretaciones y malos usos.

El educador matematico

Pasamos al andlisis de lo que se entiende en Espafia por educador matemadtico.
La figura del educador matematico ha surgido en los tltimos afios. Por educa-
dor matemadtico se entiende a toda persona que pretende formar o instruir a
otra u otras mediante las matematicas. Es decir, el educador matematico con-
sidera las matemdticas en todo o en parte como objeto de educacién para las
personas a cuya formacién o desarrollo estd contribuyendo. Conscientemente
se borran con esta definicién (no se olvidan pero se borran) las fronteras entre
el profesor de preescolar, el profesor de primaria, el profesor de secundaria y,
posiblemente, muchos de los profesores universitarios.

La idea del educador matematico es una idea comprensiva, que incluso
hemos cuantificado para mostrar que socialmente responde a un fenémeno
importante y tiene una potencialidad considerable. De las estadisticas oficia-
les del Ministerio de Educacién y Ciencia de Espafia, correspondientes al afio
90/91, tenemos la poblacién de profesores de los distintos niveles:

Tabla 1:
Niveles docentes Total profesores
Educacién preescolar 39.513
Educacién General Bésica 1° y 2° ciclos 114.343
Educacién General Bésica 3° ciclo 76.693
Educacién permanente de adultos 6.878
Educacién especial 12.908
Bachillerato unificado polivalente y COU 81.498
Formacién profesional 52.521
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Hemos considerado como poblaciones distintas a los profesores de pre-
escolar, general bésica primero y segundo ciclo (donde el profesor es genera-
lista), educaciéon general bdsica tercer ciclo (donde los alumnos estdn
divididos por especialidades), educacién de adultos, educacién especial (que
son cuerpos diferenciados de profesores), bachillerato, curso de orientacién
universitaria y, finalmente, profesores de formacién profesional. Aunque es-
tos datos responden a la estructura antigua del sistema educativo espafiol,
aun vigente, proporcionan una informacién muy importante sobre cudntos
profesores estdn actualmente implicados en la ensefianza de las matematicas.

No todos estos profesores estdn directamente involucrados en la ense-
flanza de las matematicas. Lo que nos interesa ahora es cuantificar la pobla-
ciébn de profesores directamente implicados en la transmisién de
conocimientos matemadticos. Para ello hemos utilizado unos coeficientes re-
ductores, por los cuales hemos multiplicado cada una de las cifras anteriores
para dimensionar el tamafio de la comunidad de educadores matematicos.

Tabla 2:

Niveles docentes Total prof. Coefic. Total estimado
Educacién preescolar 39.513 50% 19.756
E.G.B.1°y 2° ciclos 114.343 75% 85.757
E.G.B. 3° ciclo 76.693 25% 19.173
Educacién de adultos 6.878 25% 1.719
Educacién especial 12.908 25% 3.227
BUP y COU 81.498 10% 8.150
Formacién profesional 52.521 10% 5.252
Total 384.354 143.034

Asi, hemos entendido que, aproximadamente, el 50% de profesores de
educacién preescolar inician al alumno en el razonamiento l6gico y numérico;
que el 75% de los profesores de primero y segundo ciclo estan implicados en
algtin modo en la ensefianza de las matematicas; que sélo el 25% de los profe-
sores del tercer ciclo etc., (tal y como se ve en la Tabla 2). Multiplicando los to-
tales de profesores por estos coeficientes salen las cifras de la Tabla 2, que dan
un total, en ntiimeros redondos, de 144.000 profesores implicados en la ense-
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fianza de las matemadticas en Espafia. Se trata de una poblacién importante y
considerable, a la que podemos afiadir los 2.500 profesores de matematicas de
los cuerpos universitarios. En total obtenemos una poblacién bastante respeta-
ble y con unas caracteristicas especificas.

Sin embargo, esta comunidad procede de lo que llamarfamos una doble
cultura, e imagino que ésta no es una peculiaridad de mi pafs; ocurre también
en la mayor parte de los paises de Europa, y supongo que, igualmente, ocurre
en los paises latinoamericanos.

El educador matemadtico espafiol actual procede de dos tipos de forma-
cién muy diferentes. El profesor de primaria y primer ciclo de secundaria (que
corresponde a los actuales profesores de educacion general bésica) tiene una
formacién matemdtica de cardcter muy general y poco desarrollada; en una
descripcién estdndar encontramos un profesor que concluyé su bachillerato,
cursando las materias de matemadticas correspondientes y, posteriormente, ha
cursado, como méximo, 3 asignaturas de contenido matemaético y de didactica
de las matemadticas. La mayor parte de las veces habrd cursado solamente una
asignatura de matematicas. Sin embargo, su formacién psicopedagégica y di-
déctica es amplia y continuada. El nivel académico de estos profesores se de-
nomina Diplomatura y corresponde a una titulacién universitaria de Primer
Ciclo (las titulaciones universitarias del Primer Ciclo tienen una duracién de 3
afios y no tienen el grado de licencia; corresponden a unos determinados nive-
les formativos y luego profesionales).

En el otro extremo, el profesor de bachillerato tiene una formacién ma-
temadtica amplia y profunda, de cinco afios de duracién, alcanzando el nivel
académico de Licenciatura. Sin embargo, la formacién psicopedagdgica de es-
tos profesores es nula, no existe, y se reemplaza simplemente por unos rudi-
mentos de preparacién diddctica, la mayoria de las veces puramente formales
y muy cortos en el tiempo.

Estos dos tipos tan diferentes de formacién proporcionan una composi-
cién bastante heterogénea en la comunidad de educadores matematicos, defi-
ciente en sus dos extremos. Si en el utillaje del educador matematico debiera
de existir una caja de herramientas matematicas junto con otra caja de herra-
mientas educativas, en la realidad encontramos que a cada una de estas dos
culturas se le ha dotado de los dones y de las capacidades de uno sélo de los
instrumentales, privdndoles del otro. Asf, los licenciados disponen de una alta
competencia matematica y los diplomados disponen de una adecuada forma-
cién pedagogica; sin embargo, a cada una de esas dos poblaciones se les ha pri-
vado de la informacién y de la formacién complementaria. Esta situacién
plantea problemas importantes, atin no resueltos en el momento actual, y que,
de alguna manera, hay que encarar seriamente en el futuro.
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Vamos a pasar lista brevemente a una serie de realizaciones que en los
10 012 tltimos afios han tenido lugar en nuestro pais. Durante este tiempo ha
comenzado a formarse un estado de opinién sobre el cardcter diferenciado de
la educacién matemaética como profesién. Comienza a crearse la conciencia de
que nadie dispone de todos los instrumento necesarios para trabajar en su
profesion. Esto ha dado lugar a una serie de iniciativas para superar estas de-
ficiencias y las tradicionales tutelas, que vienen de la administracién o de la
academia. Si uno es profesor de educacién general bdsica, tiene temor de ha-
blar de matemadticas, tiene que conseguir el permiso de la academia, el respal-
do del especialista. Por el contrario, el licenciado en matematicas suele ocultar
su ignorancia despreciando los temas diddcticos y pedagégicos. Cuando entra
al fondo de la cuestién reconoce su carencia de formacién, que no le es impu-
table, y pone de manifiesto sus necesidades formativas.

Recientemente hubo un curso de formacién y actualizacién cientifico-di-
déctica para profesores de educacién secundaria de matematicas. El director
del curso, profesor de andlisis matemético en la Universidad de Sevilla, se ex-
trafiaba que sus predicciones no se habian cumplido en el siguiente sentido: él
esperaba que, al ser los asistentes a este curso Licenciados en Matemadticas,
fueran mds criticos con las conferencias y sesiones del curso relativas al con-
tenido matemadtico que con las sesiones relativas a la actualizaciéon did4ctica.
Sin embargo, habia ocurrido a la inversa: los cursos sobre fractales, estadistica,
geometria habian sido aceptados, con mayor o menor interés, pero no habian
recibido mayores comentarios por parte de los asistentes, ni habian sido some-
tidos a la critica o al debate. No obstante, la parte did4ctica habia sido fuerte-
mente criticada y sometida a multitud de consideraciones. Estos profesores
estaban poniendo de manifiesto que su profesién es la de educadores mate-
maticos (no la de matematicos).

Para el educador matemadtico tanto vale la dimensién educativa como la
dimensién matemdtica. No podemos dar prioridad a una dimensién sobre la
otra. Es en el andlisis didactico de los contenidos donde se conjugan estas dos
dimensiones, y fue precisamente aqui donde los profesores asistentes al curso
habian notado las mayores deficiencias y habian sido mayoritaria y priorita-
riamente criticos.

La comunidad de educadores matematicos

En mi pais se han producido en los tltimos afios una serie de iniciativas, algu-
nas de las cuales voy a comentar puntualmente. Se han constituido sociedades
de profesores y educadores matemadticos desde finales de los 70 y principios
de los 80. En esta época, comenz6 un movimiento que hoy en dia es bastante
fuerte y que dimensionaremos mds adelante. Se vienen celebrando una serie
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de reuniones, encuentros, jornadas, congresos y simposios. Se editan revistas
profesionales cuyos datos generales y produccién vamos a comentar. Se han
constituido en la universidad departamentos de diddctica de la matemadtica; se
han puesto en marcha programas de doctorado en didactica de la matemadtica
para lograr que el titulo de doctor en matematicas tenga entre una de sus po-
sibilidades (ademds de la especialidad en dlgebra, en andlisis, en geometria, en
estadistica, en investigacién operativa o en matemadtica aplicada), la posibili-
dad de ser doctor en matematicas en la especialidad de diddctica de la mate-
madtica. Se han leido ya, recientemente, las primeras tesis doctorales. Hay una
presencia creciente de investigadores espafioles en organismos y congresos in-
ternacionales. Surge un nuevo campo de publicaciones.

Las sociedades de profesores o educadores matemaéticos, que actualmen-
te existen en Espafia, son y casi por orden de constitucién, las siguientes:

Tabla 3:
Sociedades espaiiolas de profesores de matematicas
Sociedad Socios
Sociedad Andaluza “Thales” 1.300
Sociedad Canaria “Newton” 700
Sociedad Aragonesa “Pedro Ciruelo” 100
Sociedad Navarra “Tornamira” 100
Sociedad Castellonenca 150
Sociedad Extremefia “Ventura Reyes” 150
Sociedad Alicantina 100
Sociedad Madrilefia “Emma Castelnovo” 100
Sociedad Castellano Leonesa “Puig Adam” 150
Sociedad Gallega 150

Todas estas sociedades estdn en una tinica federacién que articula y coordina
las diversas actividades de las sociedades.

Estas sociedades celebran las Jornadas de Ensefianza y Aprendizaje de
las Mateméticas (JAEM), que organiza la federacién bianualmente. Desde el
afio 81 al 84 tuvieron un momento dlgido, seguido por un periodo de interrup-
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cién, y se reiniciaron de nuevo en el afio 91. Este afio tendrdn lugar a finales
de marzo y principios de abril en la ciudad de Badajoz.

Tabla 4:
Jornadas de aprendizaje y ensefianza
de las matematicas - JAEM

Edicién Asis- N°de  Comuni- . Otras
echa . Temas .
y lugar tentes  Conf.  caciones activ.
IBarcelona may. 81 — 3 23 C:2,1:2 Mesas
M: 18 redondas 2
II Sevilla abr. 82 434 3 44 I: 2, M: 30, —
C:6,E:7
IIl Zaragoza mar. 83 875 2y3 50 M: 23,E: 16, Zoco con 10
ponencias I:1,C:5,G: 5 actividades
IV Tenerife  sep. 84 550 9 28 I:5 E: 8,
C:1,M:14
V Castellén mar. 91 410 1 59 10 expos.,
1 mesay 14
grupos trab.

(*) I = Investigacion, M = Metodologia, C = Curriculum,
E = Experiencias y G = Generales

Como se ve en la tabla, las primeras JAEM tuvieron lugar en Barcelona, Sevi-
lla, Zaragoza y Tenerife. Se puede apreciar el niimero creciente de profesores
asistentes, cuya culminacién se alcanzé en Zaragoza en el afio 83. El momento
politico en Espafia en el afio 83, con el partido socialista recién ganadas la elec-
ciones, es de una gran expectativa sobre reformas y en especial sobre reformas
educativas y, como siempre, los profesores de matematicas estdn al frente en
las innovaciones. También, conseguir que en el afio 84 asistieran 550 profeso-
res al encuentro en las Islas Canarias fue un gran éxito.

Este periodo finalizé por no existir més sociedades de profesores de ma-
temadticas constituidas en ese momento. Las Jornadas de Sevilla fueron orga-
nizadas por la Sociedad Andaluza, las de Zaragoza por la Sociedad
Aragoneza, las de Tenerife las organiz6 la Sociedad Canaria. Después viene la
interrupcién y hasta que no comienzan a integrarse nuevas sociedades no se
recuperan este tipo de encuentros.
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El nimero de ponencias y conferencias va variando. También varfa el
ndmero de comunicaciones y los temas en los que éstas se pueden clasificar su-
fren una evolucién, segin se puede observar en la Tabla 4. La historia de lo que
es el movimiento asociativo de la educacién matemdtica en Espafia tiene como
uno de sus integrantes estas jornadas.

Otras jornadas son las que organiza la Sociedad Andaluza de Educacién
Matematica Thales, ininterrumpida y bianualmente desde el afio 83. En estas
jornadas el nimero de asistentes también ha aumentado, alcanzando en las tl-
timas —hace 2 afios en Granada— un total de 350 asistentes, con un total de 30
comunicaciones (de ellas 7 relativas a investigacion).

Tabla 5:
Jornadas de la Sociedad Andaluza
de Educacion Matematica - “Thales”

Ediciéon Asis- N°de  Comuni- . Otras
Fecha . Temas .
y lugar tentes  Conf.  caciones activ.
I Cadiz Sep. 83 192 6 23 I:4 -
Il Almerfa  Sep.85 250 7 32 10 Crupos de
trabajo: 3
Grupos de
III Huelva  Sep. 87 324 7 24 I:6 trabajo: 5
Mesa red.: 1
IV Belnal- Talleres: 8
madena Sep. 89 226 3 19 I: 4 Expos.: 6
(Mélaga) Mesa red.: 1
Grupos de
trabajo: 3
V Granada Sep.91 349 3 30 I.7 Talleres: 3
Expos.: 4
Mesared.: 1

No todas las comunicaciones que se llevan a los congresos responden a un mo-
delo de investigacién: son opiniones, experiencias particulares, reflexiones de
grupos de profesores. Sin embargo, los temas de investigacién son especial-
mente importantes dentro de la comunidad.

Las sociedades, ademds de reunirse periédicamente y mantener co-
municaciones durante el transcurso de las Jornadas, tienen otros medios de co-
municacién que son las revistas de ensefianza de las matemadticas.
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Tabla 6:
Revistas de ensefianza de las matematicas

Titulo Editor Periodo Numeros Total.de Clasif.
revisados  trabajos

Soc. Cana. M: 45, E: 12,
Numeros I. Newton 1981-90 20 171 I:13, C: 6,
Prof. Matem. G: 66
Soc. Andal.
Thales Profesores de 1984-87 10 89 M: 23
Matematicas
Epsilon Asoc. Prof.
(1}; oca) Matematicas de  1984-87 9 100 E: 12
p Andalucia
Epsilon Soc. Andal.
(2a1:])3 oca) Ed. Matematica 1988-90 9 93 M: 13, E: 12
p “Thales”
Ensefianza ICE
de las Auténoma 198591 gf af0) Di?f i/r[‘at 1. 20, G: 12
Ciencias de Barcelona p ’ ’
Federacion de
M: 45, C: 8,
Suma Soc. Profesores  1988-91 8 113 E: 11, G: 24

de Matemdticas

Durante un primer periodo, entre el 84 y el 87 aparecen 2 revistas editadas en
Andalucia, la revista Thales y la revista Epsilon. En esta época habia en Anda-
lucia dos sociedades distintas, que se fusionaron en el afio 87. Al fusionarse
ambas sociedades en una tnica sociedad, la sociedad Thales, se conserva la
denominacién Epsilon para la revista de la Sociedad. Asi pues, hay un tnico
periodo para la revista Thales (que desaparece en el afio 87) y dos periodos 84-
87y 88- 90 para la revista Epsilon (el periodo actual que comienza en el afio 91
no aparece en la Tabla ya que no ha concluido); cada uno de los periodos con-
siderados ha tenido un equipo de redaccién y un director responsable distin-
to.

También es interesante considerar la revista Ensefianza de las Ciencias,
revista dedicada exclusivamente a temas de investigacién en diddctica, no so-
lamente de las matematicas sino también de diddactica de la fisica, de la quimi-
ca, de la biologia y de la geologia.
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La revista Suma, comenz6 a editarse en el afio 88 por la Federacién Espa-
fiola de Sociedades de Profesores de Matematicas. En este balance sélo se ana-
liza el primer periodo, que corresponde a un mismo equipo de redaccién y que
abarca 8 nameros. Actualmente ya han salido los 12 primeros, pero el segundo
periodo de direccién atin no ha concluido.

Durante la época que hemos considerado se han publicado en estas revis-
tas mds de 400 trabajos en educacién matemadtica. Con las categorias mencio-
nadas —desde el punto de vista de la educacién matematica— la revista Thales
destaca por los temas metodoldgicos y la revista Epsilon destaca por los temas
de experiencia. En la fusién de ambas aparecen tanto trabajos metodolégicos
como trabajos sobre experiencias.

En la revista Ensefianza de las Ciencias aparecen 20 trabajos de investi-
gacioén y 12 generales. En la revista Suma —que abarca y estd sostenida por un
colectivo mds amplio— se pueden localizar trabajos metodolégicos, curricula-
res, sobre experiencias y trabajos generales.

Esta revisién da también una idea de cudl es el tamafio de la produccién
en trabajos (articulos) publicados en Espafia sobre educacién matemaética du-
rante los tltimos afios.

No quisiera cerrar este apartado sin indicar algunas necesidades actuales
que se pueden detectar en la comunidad de educacién matematica de mi pafs.
En primer lugar, es importante seguir insistiendo en el aumento de la concien-
cia sobre la importancia social del trabajo del educador matematico y de esa di-
mensién cultural que nos comentaba el profesor Kilpatrick.

En segundo lugar, no debe de haber critica mds fuerte en nuestra comu-
nidad o hacia nuestra comunidad que la propia autocritica; debemos ser los
primeros en exigir el mdximo de calidad y el médximo de seriedad cientifica en
nuestros trabajos. No necesitamos que venga nadie de fuera a decir que lo que
hacemos es de baja calidad o carente de interés.

También se debe destacar la necesidad de reformar profundamente la
formacion inicial y la formacién permanente del educador matematico equili-
brando, como se sefialaba, la componente matemadtica con la componente psi-
copedagdgica. El educador matemadtico tiene su propia entidad profesional y
tiene sus propias necesidades de formacién.

En cuarto lugar, es importante promover los trabajos de equipo. La di-
mensién educativa es una dimensién social y se debe practicar socialmente,
desde los grupos de trabajo, seminarios y departamentos, promoviendo actua-
ciones conjuntas y contribuyendo a crear un estado de opinién sobre los pro-
blemas de ensefianza y aprendizaje de las matematicas.
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Educacion matematica en la universidad

Voy a hacer una reflexién particularizada sobre el papel que en mi pais esta
empezando a tener la educacién matematica en la universidad. Para contex-
tualizar creo que es importante hacer referencia a los cambios recientes y me
remonto al afio 75, que es un afio emblematico con la muerte del General Fran-
co y la desaparicién de la dictadura. Sin embargo, el cambio no comienza en
el afio 75; comienza mucho antes y tiene entre sus dimensiones mds importan-
tes los cambios educativos. Si hubiera que singularizar en unas cuantas eti-
quetas los cambios mds importantes ocurridos en la sociedad espafiola en los
ultimos afios tendriamos que sefialar los cambios politicos, ya comentados; los
demograficos, con una desertizacién del campo y una concentracién de mads
del 80% de la poblacién alrededor de las grandes ciudades y en determinadas
zonas del pafs, en la costa mediterrdnea, en el sur, en el centro, alrededor de
Madrid; los cambios econémicos, fuertemente impulsados por la integracién
en la Comunidad Econémica Europea; y, finalmente, los cambios de caracter
cultural, potentes e importantes. En correspondencia con estos cambios en la
sociedad, hay cambios en la universidad. En correspondencia con los cambios
politicos, ha habido una nueva organizacién en la estructura universitaria y
una autonomia que supone la gestién de los propios recursos, el nombramien-
to de los propios profesores, la eleccién de los propios érganos de gobierno,
cosas que seguramente en paises con mayor tradicién democratica pueden re-
sultar cotidianas, corrientes, pero que en nuestro pais hubo que realizar en los
15 dltimos afios.

Los cambios demograficos también han planteado nuevos retos a la pla-
nificacién, que pasan por la constituciéon de nuevas universidades y la necesi-
dad de una politica de becas para aquellos segmentos de poblacién que no
tienen facil acceso a los centros universitarios.

Los cambios econémicos han planteado la necesidad de innovaciones en
la gestion y estudios de rentabilidad. En mi época se decia que “la universidad
espafiola era barata, pero mala” y que, por la calidad de su oferta, no merecia
la pena establecer sistemas selectivos especialmente complicados. Sin embar-
go, en este momento, las cuestiones de rentabilidad —econémica y académi-
ca— estdn siendo cuestiones importantes, que se estan debatiendo en el marco
de la autonomia y que estdn orientando los criterios para tomar decisiones, ya
que los datos y actividades econémicas son importantes.

Finalmente, la dimensién cultural se ha visto reforzada en la universi-
dad con un avance considerable de la investigacién, con una integracién de
los profesores universitarios en los grandes equipos internacionales y con la
elaboracién de nuevos planes de estudio.

En esta reflexién quisiera también hacer mencién de las funciones que la
Ley de Reforma Universitaria, promulgada en 1984, sefiala a la universidad.
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Son funciones de la universidad al servicio de la sociedad la creacion,
desarrollo, transmision y critica de la ciencia, de la técnica, de la cul-
tura; la preparacion para el ejercicio de actividades profesionales (y
por tanto la formacion de profesorado, entre otras) que exijan la apli-
cacion de conocimientos y métodos cientificos o para la creacion ar-
tistica; el apoyo cientifico y técnico al desarrollo cultural, social y
econémico tanto nacional como de las Comunidades Auténomas; y
la extension de la cultura universitaria.

Son cuatro dimensiones prioritarias que se sefialan como funciones de la uni-
versidad en la ley, y es en este marco en donde aparece por primera vez como
un 4rea diferenciada, como una drea de conocimiento, la diddctica de la mate-
matica. Con anterioridad, didéctica de la matemadtica podia ser el titulo de una
asignatura, pero no un drea de conocimiento, en la que se integran grupos de
profesores, no solamente para organizar la docencia, sino también para desa-
rrollar investigacién.

Actualmente en la universidad espafola hay establecidas 162 Areas de
Conocimiento, tales como diddctica general y organizacién escolar, psicologia
evolutiva y de la educacioén, sociologfa, o también, sin salirnos de nuestro cam-
po, son dreas de conocimiento andlisis matemadtico, dlgebra, estadistica, inves-
tigacion operativa y matemadtica aplicada. Dentro de estas 162 dreas de
conocimiento hay una que se denomina didéctica de la matematica.

La organizacién administrativa y de gestién se hace en los departamen-
tos universitarios. Para constituir un departamento universitario es necesario
un minimo de 12 profesores, pertenecientes a una misma drea de conocimien-
to, y cuando no hay suficientes profesores en una universidad de una misma
drea de conocimiento se agrupan por materias afines. Actualmente hay 1.651
departamentos universitarios en todas las universidades espafiolas, de los que
en mi universidad hay constituidos un total de 82 departamentos.

Interesa dar algunos datos generales relativos al drea de conocimiento di-
déctica de la matemadtica y a su situacion particular en mi universidad. En el
afo 84, aparece por vez primera el reconocimiento del drea de conocimiento
did4ctica de la matematica; en el momento actual hay aproximadamente 200
profesores universitarios en Espafia ocupados tinica y exclusivamente de di-
déctica de la matematica. Estos son profesores en plantilla (funcionarios del es-
tado) que, segun la situacion en cada universidad, han tenido que agruparse
con otros profesores o bien constituir departamento independiente.

Bdsicamente, hay dos modelos con los que los profesores de diddctica de
la matematica han constituido departamento. El primer modelo ha consistido
en agruparse con dreas de matemdticas, mientras que el segundo modelo ha
consistido en agruparse con dreas de diddctica. ;De qué ha dependido la elec-
cién de modelo en cada caso? Varios han sido los factores que han condiciona-
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do la eleccién en cada universidad. Entre otros, han influido el tamafio de la
universidad, el ndmero de profesores en cada drea, la tradicién previa en los
estudios de matemadticas y en los estudios de educacién, el conocimiento y las
relaciones entre los profesores de distintas areas, las circunstancias particula-
res, etc. El departamento de la Universidad de Granada, en particular, se cons-
tituye en el afio 85 y es, como veremos, uno de los pocos departamentos
especifica y exclusivamente dedicados a la diddctica de la matemadtica.

Dentro de cada uno de los dos modelos enunciados se presentan distin-
tas posibilidades, que pasamos a describir.

Tabla 7:

Modelo primero: agrupamiento con dreas de matemaéticas Total

Departamento de matemadticas, junto con el resto de dreas:
Alcald de Henares, Auténoma Madrid, Cantabria, Islas Baleares, Ledn, 8
Owiedo, Navarra, Zaragoza.

Departamento de matematicas, junto con matematica
aplicada exclusivamente: 3
Castilla la Mancha, Cérdoba, Las Palmas.

Departamento de andlisis matematico:
La Laguna, Valladolid.

Departamento de economia aplicada:
Alicante.

Si consideramos el agrupamiento con dreas de matemadticas podemos ver en
la tabla que se presentan varias opciones. Hay casos en los que se constituye
un departamento de matemaéticas tinico, en donde se agrupan todos los pro-
fesores de matemdticas (con o sin los profesores de estadistica). Hay algunas
variantes, pero los profesores de dlgebra, de andlisis, de geometria y de diddc-
tica de la matemdtica en las 8 universidades que aparecen listadas se agrupan
en un mismo departamento. Hay 3 universidades en donde el departamento
de matematicas lo constituyen el drea de didactica de la matematica junto con
matematica aplicada. Hay 2 universidades en donde los profesores de didéc-
tica de la matemadtica estdn conjuntamente con los profesores de andlisis ma-
temdtico. Finalmente, hay una universidad en donde los profesores de
diddctica de la matemdtica pertenecen al departamento de economia aplicada.

La opcién alternativa incluye un ndmero similar de universidades que
en el caso anterior. Son aquellas universidades en donde la did4ctica de la ma-
temadtica se ha agrupado pero con otras dreas también de diddctica.
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Tabla 8:

Modelo Segundo: agrupamiento con dreas de didactica Total

Departamento de didéctica de la matemadticas y de las ciencias
experimentales:

. p 7
Autoénoma de Barcelona, Barcelona, Extremadura, Pais Vasco, Salamanca,
Santiago, Sevilla.

Departamento de didactica de las matematicas y ciencias sociales: 1
Murcia.

Departamento de formacién de profesorado - junto con el restos de

dreas educativas: 1
Midlaga.

Departamento de didéctica de la matematicas (exclusivamente): 3

Complutense, Granada, Valencia.

Tenemos que en 7 universidades existe un departamento de diddctica de la
matemadtica y de las ciencias experimentales, lo que podria interpretarse como
un gran departamento de diddctica de la ciencia. Hay un departamento de di-
déctica de la matematicas junto con ciencias sociales en la universidad de Mur-
cia. Hay un gran departamento que se denomina Formacién de Profesorado
(en donde no s6lo estdn las diddcticas especiales, sino también did4ctica gene-
ral, psicologia evolutiva y de la educacién) en la universidad de C4diz; un De-
partamento de Didactica de la Matematica, Ciencias Sociales y Experimentales
en la Universidad de Mdlaga; y, finalmente, hay 3 universidades en donde
existe un departamento de diddctica de la matematica especializado, la Uni-
versidad Complutense de Madrid, la Universidad de Valencia y la Universi-
dad de Granada.

Las diferentes modalidades no suponen diferentes calidades o rendi-
mientos. La modalidad no est4 ligada con que algunos departamentos trabajen
mejor que otros. Hay departamentos de la primera modalidad magnificos,
donde estdn haciéndose investigaciones serias en educacién matemadtica y
donde estén trabajando considerablemente, mientras que hay otros departa-
mentos que todavia no terminan de arrancar.

Quiero entrar un poco en el detalle de lo que ocurre en mi universidad.
En este mapa topoldgico, les pido que reconozcan el perfil de la Peninsula Ibé-
rica y el perfil del norte de Africa.
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Q
Granada 'Almeria

Ceuta

Melilla

He incluido los 2 continentes porque nuestra universidad, junto con la de Es-
tambul, tiene un privilegio importante: ser una universidad bicontinental,
cuyo campus se extiende por 2 continentes. El distrito universitario de Grana-
da abarca —en este momento— el Campus de Jaén, el campus de Granada, el
campus de Almeria, el campus de Ceuta y el campus de Melilla (como saben
Ceuta y Melilla son 2 ciudades espafiolas del norte de Africa, que formaban
parte del estado espafiol incluso antes de que se incorporase a la corona de Es-
pafa el Reino de Granada).

La organizacién de una universidad con 5 campus es compleja, y noso-
tros —el Departamento de Did4ctica de la Matemdtica de la Universidad de
Granada— tenemos docencia en estos 5 campus. Nuestro departamento estd
constituido por un total de 30 profesores, y es importante tener en cuenta esta
amplia dimensién para entender la estructura del departamento, con unos 6r-
ganos de gobierno, unas competencias en docencia y unas competencias en in-
vestigacion. Los 6rganos de gobierno son personales y colectivos si bien, en
definitiva, es el Consejo de Departamento (constituido por todos los profeso-
res, el personal de administracién de servicio y una representacién del alum-
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nado) el que gobierna delegando competencias en el Director, el Secretario, la
Junta de Direccién y las Comisiones.

Director

Organos de
direccién Secretario
(ejecutivos)

Gobierno: Junta de
COIlSCjO de direccién
Departamento
Comisiones Econdémica
investigadora
— docente
Almeria. Escuela Univ. EGB
Docencia: Ceuta. Escuela Univ. EGB
. Granada. Escuela Univ. EGB
Secciones 1 Facultad de ciencias
Departamenta‘es Jaén. Escuela Univ. EGB
Melilla. Escuela Univ. EGB
Investigacion: Disefio, desarrollo y evaluacion del
Lineas de curriculo de matematicas
Investigacion Ordenadores y educacién matematica

Pensamiento numérico

Quisiera explicar qué es lo que hace un departamento de did4ctica de la mate-
matica en una universidad espafiola como la nuestra y, para ello, voy a desta-
car cuatro dimensiones.

En primer lugar, consideraré las funciones docentes. ;Qué funciones do-
centes realiza un departamento como el nuestro? La docencia estd dirigida ha-
cia la formacién inicial de profesores de primaria en todo el distrito —
prioritariamente—. También hay asignaturas que corresponden a la formacién
inicial de profesorado de educacién secundaria (en la Facultad de Ciencias);
adicionalmente, se dedica a impartir cursos de formacién permanente, tanto
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para el profesorado de educacion primaria como de secundaria, en programas
del Fondo Social Europeo; contribuye también a la formacién permanente de
profesores de primaria y secundaria en los cursos del Instituto de Ciencias de
la Educacién de la Universidad de Granada, en centros de profesores de la Co-
munidad Auténoma y en cursos especializados de la Consejeria de la Junta de
Andalucfa. Las competencias y funciones generales docentes de nuestro De-
partamento son pues la formacién inicial y permanente del profesorado de
primaria y de secundaria.

Ademads de las funciones docentes, el departamento tiene funciones in-
vestigadoras. Para su desarrollo y para la formacién inicial de personal inves-
tigador, el departamento tiene aprobado un Programa de Tercer Ciclo para el
Doctorado en Didéctica de la Matemadtica, bajo el cual se lleva la direccién y
realizacién de memorias de tercer ciclo y tesis doctorales. También se realizan
y desarrollan proyectos de investigacién aprobados en los planes nacionales
de investigacién o los planes autonémicos de la Junta de Andalucfa. Tenemos
también becarios de investigacién dentro de los planes nacionales de forma-
cién de personal investigador. Presentamos ponencias, comunicaciones y pos-
ters en congresos, fundamentalmente en congresos de la comunidad de
educacién matemdtica y no sélo en congresos nacionales (como los que cité
anteriormente), sino congresos como el PME, ICME, la CIAEM, etc. Por otra
parte, realizamos la publicacién de memorias y resultados de investigacién y
mantenemos una biblioteca especializada en educacién matemadtica —impor-
tante ahora mismo en nuestro pais— que abarca mas de 3.000 voliumenes y
una hemeroteca con unas 40 suscripciones a revistas profesionales y de inves-
tigacion relacionadas con diddctica de la matemaética. Finalmente, dentro del
departamento hay constituidos y se mantienen equipos de investigacién in-
terniveles y se realizan visitas de trabajo a centros de investigacién de la Co-
munidad Econémica Europea o de otros paises.

Una dimensién importante son las actividades de extensién universita-
ria. El profesorado y el propio departamento estdn comprometidos en la pu-
blicacién de libros y articulos de divulgacién, en la publicacién de libros y
manuales para escolares y profesores, en la participacién en cursos y confe-
rencias, en la participacién en consejos asesores y de redaccién de revistas pro-
fesionales y en la participacién en las sociedades de profesores de matemadtica
para que no sean dos mundos independientes —uno las sociedades profesio-
nales de profesores matemadticos y otro el mundo de los investigadores de la
universidad—. Hay un compromiso y una participacién en las sociedades de
profesores de matematicas y en sus érganos directivos; colaboramos en la or-
ganizacién de congresos y jornadas; mantenemos una ludoteca matemadtica y
de materiales didacticos y también mantenemos un fondo de peliculas y de vi-
deos sobre educacién matemdtica, como trabajos de extensién universitaria.
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En cuarto lugar, y no menos importante, el profesorado de nuestro de-
partamento estd comprometido en el gobierno y en la participacién institucio-
nal para el funcionamiento de nuestra universidad. En el momento actual hay
5 profesores miembros del claustro de la universidad, al cual no pertenecen to-
dos los profesores, sino solamente el 10%. La Junta de Gobierno, que es el 6r-
gano maximo de responsabilidad de la universidad, tiene entre sus miembros
a 2 profesores de didéctica de la matemaética; hay una profesora miembro de la
junta personal de la representacién sindical en la universidad; hay 2 directores
de escuela universitaria, el director de Granada, 1 subdirector en la escuela de
Almeria y el secretario de la escuela de Melilla. Ademads, todos los profesores
de nuestro departamento pertenecemos a las Juntas de Centro de nuestros cen-
tros correspondientes. Muchas de las decisiones politicas que hay que tomar se
deciden en estos 6rganos de gobierno y es importante el estar comprometidos
en el gobierno y en la participacién institucional del centro al que pertenecen.

Como conclusién, quiero destacar que se dan unas circunstancias parti-
culares en mi pafs especialmente importantes para el progreso de la educacién
matemadtica. Acaban de surgir las Facultades de Ciencias de la Educacién. He
hablado de las Escuelas de Formacion de Profesorado (el status de Escuela de
Formacién de Profesorado responde a un centro que imparte sélo titulaciones
de diplomatura, esto es, titulaciones de primer ciclo). El ubicar la formacién
inicial del profesorado en centros de primer ciclo crea una serie de disfuncio-
nalidades, de manera que la formacién permanente del profesorado dentro de
la universidad tenfa una serie de organismos competentes que interferfan unos
con otros. En el momento actual se acaban de crear las Facultades de Ciencias
de la Educacién con una dimensién méas amplia, en donde se va a integrar no
s6lo la formacién inicial de los diplomados, sino la formacién inicial de los li-
cenciados que se dediquen a la ensefianza. Este es un reto importante, que obli-
ga a plantear nuevas cuestiones tales como jcuédles van a ser las componentes
bésicas en la formacién inicial de un educador matemaético? ;Se podra definir
una titulacién distinta de la titulacién de licenciado en matematicas, distinta de
la de profesor general? ; Alcanzaremos el titulo de educador matemadtico o de
profesor de matemadticas? Y, si esa titulacién se llega a establecer, ;qué compo-
nentes, qué disciplinas serdn las que tengan que estudiar esos profesionales?
El profesor Kilpatrick nos ha indicado, dentro del cuadro de la educacién ma-
temadtica, que tendrd que saber psicologfa y epistemologfa, pero que tendrd que
saber bastante de matemdticas y también algo de lingiiistica y algo de sociolo-
gia. Determinar el curriculo para la formacién inicial del educador matematico
es un reto actual importante.

También es un reto actual que las sociedades de profesores de matemati-
cas tomen la responsabilidad sobre el control de la calidad del trabajo que rea-
lizan sus afiliados. Un reto concreto que tenemos va a ser la organizacién del
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gran congreso mindial, el octavo ICME, en el afio 96, en Sevilla. Y, sobre todo,
tendremos que dar respuestas claras, eficaces y directas a esta gran cantidad
de ilusién al mismo tiempo que a esta gran cantidad de problemas con los que,
en nuestra parcela concreta de la ensefianza de las matemdticas, debemos de
contribuir a la mejora, al progreso y al aumento del nivel econémico, cultural
y social y de los valores democréticos de la sociedad que a cada uno nos ha
tocado vivir y de la profesiéon que nos ha tocado ejercer que, en nuestro caso,
es la enseflanza de las matemadticas. Encontrar respuestas para este compro-
miso ético y moral es una tarea comin que puede mantener nuestra ilusién y
entusiasmo por el trabajo concreto que a cada uno nos toca realizar.
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Un panorama de
la investigacion en educacion
matemadtica en Colombia

Dr. Carlos E. Vasco

Universidad Nacional de Colombia

Introduccion

Parece muy osado, desvergonzado quizds, hablar de la muy incipiente inves-
tigacion en educacién matematica en nuestro pafs, sobre todo si se intenta asf
sea una remota comparacién con los Estados Unidos o con Espaiia.

Pero me voy a atrever a hacerlo ante Uds., mds que todo como un com-
promiso personal mio y de Uds. para seguir apoyandola y ojald haciéndola.

Mads que en publicaciones, que desafortunadamente apenas existen, me
baso ante todo en mi conocimiento de casi todos los grupos y personas que
han iniciado este dificil camino de la investigacion en educacién matematica.
Pienso principalmente en los encuentros de la incipiente red de investigado-
res en esta drea en la Universidad Javeriana en septiembre de 1990 en Bogotd,
y en la Universidad del Cauca en noviembre de 1991 en Popaydn. Se tuvieron
también algunas reuniones de investigacién en aritmética en la Universidad
Externado de Colombia, y en geometria en la Universidad Pedagdgica Nacio-
nal en Bogotd, ademads de un encuentro regional de matematicas para el Occi-
dente colombiano, que se realizé en la Universidad del Valle del 20 al 24 de
abril de 1992 en Cali.

De esos encuentros he recogido en mi base de datos personal mds de
ochenta nombres de profesores interesados o ya comprometidos seriamente
en la investigaciéon en educacién matemadtica en nueve ciudades diferentes.
Esta conferencia tratara de recorrer a vuelo de pédjaro el panorama de esta na-
ciente disciplina en nuestro pafs. Pido de antemano disculpas a quienes por
accidente no pude detectar oportunamente, o a quienes desde entonces han
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avanzado en esta drea sin que yo me haya enterado todavia. Solicito a los pre-
sentes me proporcionen cualquier informacién que tengan al respecto, para ir
completando este panorama y la base de datos respectiva, con la cual ojald po-
damos empezar pronto una verdadera red nacional de investigadores en edu-
cacién matemadtica, para conectarla internacionalmente con la ayuda del Dr.
Kilpatrick y la Universidad de Georgia con otras redes de los EE. UU., y del Dr.
Rico y la Universidad de Granada con las redes de Europa.

Antecedentes

En la década de los sesenta, el Dr. Carlo Federici y el P. Hernando Silva Mojica
introdujeron al pafs las ideas de Piaget respecto a la educacién en matemadticas
y l6gica, y con Germdn Zabala empezaron a experimentar lo que llamaron el
Meétodo Educativo Integral MEI. Por razones mds que todo politicas, esos ex-
perimentos fracasaron pronto.

Ya desde comienzos de la década de los setenta, la Misién Francesa enca-
bezada por M. Jean Parot, hizo algunos intentos de investigar la posibilidad de
aprendizaje de la “Nueva Matemdtica” en distintas escuelas del pais. El Dr.
Carlo Federici nos invité a algunos colegas de las Universidades Nacional, Ja-
veriana, Pedagdgica y de los Andes a colaborar en ese trabajo, que se realizaba
en el Instituto de Ciencias del Instituto Colombiano de Pedagogia ICOLPE, el
cual se extinguié en 1976 sin publicar ninguno de los resultados. S6lo quedan
algunas hojas mimeografiadas en nuestros archivos personales, y se dice que
hay también un libro en francés escrito por M. Parot unos afios después.

Pero por esos mismos afios se estaba generalizando en el pafs la linea de
disefio de instruccién y tecnologia educativa inspirada en el andlisis experi-
mental de la conducta. La OEA y los Cuerpos de Paz, las Universidades de
Stanford en California y de Tallahassee en la Florida propagaban estas técnicas
de disefio curricular en toda Latinoamérica.

Se consider6 por mucho tiempo que ya se sabia lo suficiente para que un
buen tecnélogo educativo convirtiera cualquier objetivo general de cualquier
drea de la educacién en objetivos especificos, tareas analizadas cuidadosamen-
te, técnicas diddcticas, materiales de apoyo e indicadores de evaluacién. Esa
falsa creencia, acompafada por el descrédito de toda metodologia investigati-
va que no se cifiera al disefio experimental cuantitativo, bloqueé durante casi
dos décadas la investigaciéon en educaciéon matemadtica.

De 1975 a 1985 tuve la oportunidad de asistir a algunos congresos inter-
nacionales de educacién matematica, en donde se empezaron a presentar re-
sultados de investigacion desde otros paradigmas investigativos, mds de tipo
piagetiano, vygotskiano o cognitivo.

42



Un panorama de la investigacién en educacion matemdtica en Colombia

Comencé a dirigir algunas tesis de Magister en el programa de la Uni-
versidad de Nova y el Centro Internacional de Desarrollo Humano CINDE.
Recuerdo el descubrimiento de un significativo y paradéjico “efecto de pre-
test” por parte de Rafael Sabogal, y la investigacién sobre proporcionalidad
directa e inversa de Cecilia Mantilla.

Araceli de Tezanos hizo algunas investigaciones etnogréficas sobre la
manera de ensefiar las matemadticas en primaria, publicadas en el libro “Escue-
la y Comunidad: Un problema de sentido” del CIUP en 1983.

El Dr. Alberto Campos de la Universidad Nacional en Bogotd empezé
también a estudiar con sus alumnos de licenciatura el aprendizaje de la geo-
metria, y publicé un interesante libro al respecto. El cierre de las licenciaturas
en la Nacional interrumpi6 dichas investigaciones.

Con los colegas del grupo de matemadticas del Ministerio de Educacién
Nacional, Teresa Ledn, Cecilia Casasbuenas, Celia Castiblanco, Virginia Ci-
fuentes, Orlando Mtnera, Gabriel Gutiérrez y Carmen Lucila Osorno, hicimos
algunas observaciones, encuestas y pruebas sobre el efecto de los nuevos pro-
gramas experimentales de matematicas de 1978 a 1984, para iniciar oficial-
mente la renovacién curricular con el Decreto 1002 de 1984; pero dicha
experimentacién y evaluacién informales apenas pueden calificarse de verda-
dera investigacién. Sinembargo, los primeros resultados de ese tiempo de ex-
ploracién me permitieron escribir en 1985 un capitulo del libro de la
Universidad de Harvard y la Fundacién Bernard van Leer, “The Cultural
Transition”, y mi trabajo de ascenso a profesor titular de la Universidad Na-
cional en 1986: “El Constructivismo Genético”.

A partir de ese momento se empiezan a aceptar por parte de los depar-
tamentos de matematicas de las universidades los proyectos y articulos sobre
educaciéon matemdtica. Hasta entonces ni se aprobaban dichos proyectos, ni se
asignaba puntaje para ascenso a esos articulos. Tal era la discriminacién de los
matemadticos contra los que intentdbamos hacer algo por la educacién mate-
matica desde el punto de vista investigativo.

Lineas de Investigacion

De 1986 hasta ahora se han ido consolidando algunos grupos y lineas de in-
vestigacién, que son ya prometedores. Trataré de agruparlos en las siguientes
lineas:

Aprendizaje de la aritmética elemental

En la Universidad Javeriana en Bogotd, el grupo de Juan Carlos Negret, Jorge
Castafio y Angela Maria Robledo desarrolla con la DIE-CEP una cuidadosa in-
vestigacion sobre el sistema aditivo natural, que ha llegado a analizar los pro-
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blemas de situaciones aditivas a la altura de los mejores textos de Carpenter,
Moser y Romberg.

En la Universidad del Valle en Cali, el grupo de Mariela Orozco, Evelio
Bedoya y Luz Amparo Septlveda desarrollé primero una investigacién muy
cuidadosa sobre la multiplicacién de tipo producto cartesiano, y siguié luego
con problemas de razén y proporcién, trabajo que completa actualmente Ma-
riela Orozco en el IMIPAE de Barcelona para su tesis doctoral.

En la Universidad de Antioquia en Medellin, Orlando Mesa combina
marcos Piagetianos, Vygotskianos e ideas de Mialaret en una conceptualiza-
cién logico-matematica de las habilidades aritméticas, que le ha permitido es-
tudiar miles de nifios de las escuelas de Antioquia, y dirigir la evaluacién
nacional de quinto grado con el Ministerio de Educacién, el ICFES y el Instituto
SER de Investigacion.

Aprendizaje de la geometria
Ya mencionamos al Dr. Alberto Campos de la Universidad Nacional, quien es
pionero en este tipo de investigaciones.

En la Universidad del Valle, el grupo de Carlos Soto, Jorge Arce y Gloria
Castrillén, con numerosos profesores de primaria y secundaria del Valle, a
partir de algunas ideas de investigadores franceses y de las propuestas de pro-
gramas experimentales de matemadticas sobre geometria activa, desarrollaron
materiales de ensefianza, los experimentaron y refinaron, y han recogido va-
liosfsima informacién sobre la manera como se ensefia y como se aprende geo-
metria en las escuelas y colegios del Valle.

En la Universidad Industrial de Santander en Bucaramanga, el grupo de
Arturo Martinez, Carmen Luisa Alvarez y Rosalba Osorio han investigado los
procesos de ensefianza y aprendizaje de la geometria, basados también en las
concepciones de geometria activa de los nuevos programas curriculares de
matematicas.

En la Universidad Tecnolégica de Pereira, Julidn Guzmén ha empezado
a estudiar el aprendizaje del teorema de Pitdgoras en los colegios y en la uni-
versidad.

En la linea de informaética educativa mencionaré posteriormente a Carlos
Rojas, pionero en el estudio del lenguaje LOGO, y a Marco Aurelio Cerén de
la Universidad del Quindio, quien ha empezado a estudiar el tema del apren-
dizaje de la geometria apoyado por el computador.

Investigacion basica sobre la psicologia

del aprendizaje de las matematicas

Como Uds. saben, existe ya desde hace muchos afios la sociedad de investiga-

cién en la psicologia de la educacion matematica PME. En Colombia la persona

que ha adelantado alguna investigacién bésica en esta drea es Rebeca Puche,
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de la Universidad del Valle en Cali, quien estudia la psicomotricidad infantil
y su impacto remoto en el aprendizaje de las matemaéticas. También podria-
mos ubicar en esta linea las investigaciones ya mencionadas en el aprendizaje
de la aritmética de los grupos del Valle y la Javeriana. Finalmente, el estudio
de estilos cognitivos y aprendizaje de las matemadticas que adelanta Christian
Hederich del CIUP y el Ministerio de Educacién Nacional pertenece clara-
mente a esta linea de investigacion bésica en la psicologia de la educacién ma-
tematica.

Conocimiento matematico situado

Antes de que Teresinha Carraher, David Carraher y Ana Lucia Schliemann hi-
cieran famosas sus investigaciones sobre las matematicas de los vendedores
callejeros del Brasil, ya en Colombia German Marifio habia estudiado y publi-
cado su librito “Cémo opera matemadticamente el adulto popular”, seguido
después de “Representacién del Espacio en los Adultos Populares”.

No sé de otras investigaciones en esta linea tan prometedora. Algunos
discipulos de Emilia Ferreiro y Ana Teberosky han empezado a aplicar las teo-
rfas que guian sus estudios sobre lectura y escritura al aprendizaje de las ma-
temadticas. Espero que esta linea, de la cual conozco el trabajo de Myriam
Nemirovsky en México sobre el conocimiento matemadtico de adultos que se
declaran analfabetos, se extienda también a Colombia.

Investigaciones de diagndstico

El Anillo Pedagégico de la ADE, encabezado por Marina Ortiz, Santiago Gon-
zdlez, Héctor Orobio y otros, y asesorado por Jestis Hernando Pérez, ha em-
pezado un diagndstico de la educacion matematica en el Distrito Capital.

En la Universidad Nacional, el Dr. Alonso Takahashi hizo una investiga-
cién de diagnéstico global de la educacion matemaética para la Mision de Cien-
cia y Tecnologia.

En la Universidad del Valle, Jairo Alvarez y otros colegas de la Escuela
Regional de Matemdticas estdn adelantando estudios paralelos.

Actualmente en la Universidad del Cauca en Popaydn, Danilo Vivas ha
retomado también este tema de diagndstico global.

Investigaciones evaluativas
Muy relacionadas con el tema anterior, las evaluaciones iniciadas por el Mi-
nisterio de Educacién Nacional, dirigidas por Christian Hederich en la parte
matematica de tercer grado y por Orlando Mesa en quinto, séptimo y noveno
grado, han adelantado mucho en informacién confiable sobre el rendimiento
en aritmética en esos grados.

El ICFES, con Blanca Felisa Alarcén, Carlos Pardo y Ricardo Burgos, tie-
ne mucho material de afios de pruebas de quinto y de undécimo grado, que
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ellos han analizado en formas diferentes, y colaboran ahora también con la
evaluacién del Ministerio de Educacion Nacional.

En Cali, Carlos Soto, Jorge Arce, Hernando Rivera, Carlos Diaz, César
Delgado y otros colaboran con el TIMSS, el tercer estudio internacional sobre
matemadticas y ciencia.

En Medellin, como lo mencioné antes, Orlando Mesa ha adelantado ex-
tensas evaluaciones de rendimiento en aritmética en las escuelas oficiales de
Antioquia.

Integracion de las matematicas con otras areas

Con las ciencias naturales: el Multi-Taller del Valle, dirigido por Ramiro To-
bén, y el grupo de la Escuela Pedagégica Experimental EPE dirigido por Dino
Segura. Ha iniciado su preparacién para trabajar en esta direccién el grupo
“ensefianza de la Ciencia” en la Universidad de Narifio.

Con la educacién artistica: el CINDE de Manizales estd adelantando una
investigacion incipiente en esta linea.

Lenguaje y matematicas

La Universidad Externado de Colombia, con el grupo de Gloria Garcia, Olga
Lucia Le6n, Mirta Silva, y originalmente Fabio Jurado, ahora en la Universidad
Nacional, adelantaron las primeras investigaciones sobre lenguaje y matema-
ticas, orientadas a desarrollar métodos mds eficaces de capacitacion docente y
produccién de materiales curriculares. El grupo contintia muy activo en esta
linea, que incorpora marcos Bernsteinianos en socio-lingiifstica y otras ideas
psico-linguisticas.

Razonamiento cuantitativo no-numérico

Con Elofsa Vasco adelanté una investigacion sobre este tema en el Colegio CA-
FAM, con ideas de Patrick y Alba Thompson de la Universidad de San Diego
State. El primer avance de investigacion se acaba de publicar en el primer nd-
mero de la nueva revista educativa del Colegio CAFAM, “Enfoques Pedagdégi-

”

COos .

Ensefianza y aprendizaje de las matematicas universitarias

En la Universidad Nacional, José Gregorio Rodriguez, Carlos Ruiz y Victor
Manuel Gémez iniciaron una investigacion al respecto, que fracasé por la re-
sistencia de la mayoria de los profesores de matemdticas contra toda investiga-
cién de tipo pedagégico, y la consiguiente negativa a dejar observar sus clases.

También en la Nacional se ha iniciado un grupo de estudio en la ensefian-
za de la estadistica bajo mi direccién, que ha empezado a disefiar proyectos de

investigacién sobre la enseflanza de la estadistica en la universidad.
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En la Universidad Antonio Narifio se ha recogido buena informacién so-
bre errores frecuentes en los estudiantes de primeros semestres de matemati-
cas.

En la Universiad del Valle, Alfonso Bustamante dirige una investigacién
sobre el ciclo propedéutico universitario, que incluye los primeros cursos de
matematicas, como pre-célculo, cdlculo y dlgebra lineal. Ernesto Acosta y Cé-
sar Delgado estdn investigando las diferencias en la comprension de las deri-
vadas cuando se ensefian a la manera usual, y cuando se ensefian con la
definicién de Carathéodory.

En la Universidad Tecnolégica de Pereira, Sara Isabel Gonzalez, Gloria
Obregén de Mora, Abel Enrique Pozo y otros profesores, estan estudiando los
errores comunes en el primer curso de matematicas.

La Escuela Regional de Matematicas del Occidente Colombiano, con las
universidades de Pereira, Cauca, Narifio, Auténoma de Occidente, Valle y
Santiago de Cali, ha iniciado también este tipo de estudios.

El maestro de matematicas

En Bogotd, la Universidad Externado de Colombia con el mencionado grupo
dirigido por Gloria Garcia, ha estudiado al maestro de matemadticas de prima-
ria.

En la Universidad Distrital, el grupo dirigido por Myriam Ortiz estd es-
tudiando la construccién del conocimiento matematico por parte de los maes-
tros y futuros maestros.

En la Universidad Nacional, el Proyecto Universitario de Investigacién
en ensefianza de las ciencias tiene un grupo de matemadticas compuesto por
Myriam Acevedo de Manrique, Crescencio Huertas, Mary Falk de Losada y
yo. Se ha estudiado la demanda de capacitacion por parte de los profesores de
matemadticas de secundaria, y se ha presentado un proyecto de investigacién
sobre la interaccién entre profesores universitarios y profesores de secundaria
en los cursos mal llamados de “capacitacion”.

También debemos mencionar los intentos de sistematizar la larga expe-
riencia de formacién continuada de profesores de los Colegios alemanes de
Colombia y paises vecinos que ha adelantado el “Pddagogisches Zentrum” PZ
del Colegio Andino de Bogota.

Historia y ensefianza de las matematicas

En esta linea podemos mencionar en la Universidad del Valle al Dr. Luis Car-
los Arboleda, ahora en COLCIENCIAS, y a Luis Recalde.
Como investigadores independientes interesados en este tema, mencio-
naré también a los profesores Diego Pareja y Rafael Cardona en Armenia.
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Matematica recreativa

Esta linea la inici6 Carlos Zuluaga en la Universidad Pedagégica Nacional de
Bogotd, y el nuevo colegio experimental de COLSUBSIDIO.

También debemos mencionar la exploraciéon del impacto del “Furgén de
Matemadticas” que inician Daniel Arbeldez y Jorge Arce en la Universidad del
Valle en Cali.

Implementacién de curriculos por grado

En esta linea, fronteriza entre la investigacién y el desarrollo, podria mencio-
nar el estudio sobre las matematicas de sexto grado dirigido por Marina Ortiz.
También podriamos incluir el estudio sobre manejo global de los errores de
matemadticas en los alumnos de los grados décimo y undécimo del Colegio
“Los Nogales” que adelanta Ramén Espinosa.

Estoy seguro de que muchos otros colegas adelantan estudios de curricu-
los experimentales de matemadticas en uno o mds grados escolares, que bien
podrian contarse como investigaciones.

Informatica y educacion matematica

El pionero de esta linea fue Carlos Rojas, ahora en el Banco Mundial, quien con
el Consejo Britdnico y el Instituto SER inici6é un estudio del lenguaje LOGO en
algunas escuelas rurales de Cundinamarca.

En la Universidad de los Andes, el Servicio de Informatica Educativa y el
Boletin de Informdtica Educativa, dirigidos por Alvaro Galvis Panqueva, han
concentrado la informacién sobre este tema. Estoy seguro de que él podrd com-
pletar brillantemente los vacios que tengo respecto a esta linea.

Sé que Pedro Gémez en “una empresa docente” continda con su investi-
gacién sobre el Hiperdidactigrama. Algunos colegios bilingties como el Roche-
ster y el Santa Francisca Romana han hecho investigaciones sobre el uso de los
computadores en la ensefianza de las matemadticas. También Rebeca de Yohai
y Pilar Santamarfa de Reyes comenzaron a sistematizar algunos resultados de
ensefianza apoyada por computador, tanto en colegios privados como en es-
cuelas publicas, en un proyecto conjunto con la DIE-CEP que ha tenido dificul-
tades en continuar.

En Armenia, en la Universidad del Quindio, Marco Aurelio Cerén ha em-
pezado a estudiar el aprendizaje de la geometria ayudado por computador.
También podriamos mencionar bajo este rubro a Gustavo Lozano, quien estu-
dia el uso de multimedia en el aprendizaje de las matematicas financieras.
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Conclusion

Con este panorama esquematico, tal vez demasiado informal, espero que los
presentes hayan sentido el vigor, asf sea incipiente, de esta nueva disciplina
de la investigacion en la educacién matemadtica. Les agradezco cualquier in-
formacién que pueda completar este panorama, y cualquier colaboracién per-
sonal o institucional que pueda fomentar esta apasionante actividad.
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Seminario
de investigacion

Introduccion

El seminario de investigadores se realizé en dos sesiones de tres horas cada
una, los dfas 9 y 10 de marzo. Asistieron alrededor de 40 investigadores en
educacién matematica, de todo el pafs. El seminario se inicié con una breve
presentacion de los asistentes, seguida por un recuento que hicieron el Dr. Je-
remy Kilpatrick y el Dr. Luis Rico sobre sus actividades en investigacién. El
seminario se centrd en los temas de evaluacién y de resolucién de problemas.
Ademds de las charlas que dieron los expositores, los investigadores presentes
hicieron preguntas relacionadas con los temas del seminario y algunas dreas
de interés personal.

El objetivo principal de este seminario era ofrecer un espacio a los inves-
tigadores en educacién matemadtica del pafs, para darse a conocer y dialogar
con los dos invitados sobre temas de actualidad en la investigacién en educa-
cién matematica.

Las memorias del seminario se dividen en cinco partes. Las dos primeras
hacen referencia a los datos biogréficos de los dos expositores. En la tercera
parte, el Dr. Luis Rico y el Dr. Jeremy Kilpatrick presentan algunos aspectos
de la resolucién de problemas y contestan preguntas del ptblico referente a
este tema. La cuarta parte hace referencia al tema de evaluacién en educacién
matemadtica y estd compuesta de las charlas de los dos expositores y preguntas
del publico. Por tltimo, se agrupan las preguntas del ptblico sobre diferentes
temadticas de resolucién de problemas y evaluacién.

J. Kilpatrick, L. Rico y P. Gémez (eds.), Educacién Matemética, 51-67.
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Biografia del Dr. Luis Rico
La siguiente es la presentacién que el Dr. Luis Rico hizo de su carrera académi-
ca e investigativa.

Soy licenciado en matemadticas y profesor de matematicas. Obtuve un
doctorado en matematicas, centrado en el drea del andlisis. Actualmente soy
profesor de la Universidad de Granada (Esparia) en la Facultad de Ciencias de
la Educacién y en la Facultad de Matematicas. Allf dicto cursos en la licencia-
tura de matematicas y en el doctorado de didactica de las matematicas.

La linea investigativa que he seguido, desde los afios setenta hasta finales
de los ochenta, ha estado regida por los cambios en el curriculo de matematicas
de la educacién obligatoria. En los afios setenta tuve la oportunidad de dirigir
un equipo de investigacion dedicado a la implantacién curricular de las mate-
maticas modernas en la educacién obligatoria. Més tarde, en la década de los
ochenta, desapareci6 de los programas la matemdtica moderna; la modifica-
cién consecuente permitié recuperar el sentido de las matemadticas como herra-
mienta, siendo iniciado entonces un programa de “matemadticas para todos”
enfocado principalmente hacia la resolucién de problemas. El grupo se disol-
vié més adelante, dando lugar a un nuevo grupo de investigacién sobre la en-
seflanza primaria que plante6 la necesidad de estudiar las posibilidades que
tendrfa un desarrollo curricular basado en la resolucién de problemas. Los tra-
bajos que realizamos dieron lugar a diversas publicaciones en los afios 86, 87 y
88. Este grupo contintia trabajando actualmente sobre competencias seminales
en resolucién de problemas aritméticos en alumnos de primaria del sistema es-
pafol.

En los afios 88 y 89 se cre6 el programa de doctorado en la Universidad
de Granada, dando impulso a nuevos proyectos de investigacién. En este mo-
mento existen seis trabajos de investigacién en curso, cuyos temas son los si-
guientes:

e Estimacion de cantidades discretas en una estructura lineal, trabajo

en el cual se distinguen dos variables: tamario (ntimero de ele-
mentos de la cantidad) y formato (formato segmento, formato li-
nea quebrada, formato poligono, formato linea ondulada). El
estudio se realiza con alumnos de 6 a 14 afios.

® Resolucion de series aritméticas. Estudio realizado con alumnos de

la escuela primaria. Sobre tareas de continuar cinco términos en
progresion aritmética o geométrica.

e Estudio sobre la solucién de problemas de comparacion y estructura en

aritmética. Esta investigacion serd descrita mds adelante, en la
parte de resolucién de problemas.

* Niimeros relativos y errores en la traduccion entre distintos sistemas

de representacion.
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e Estudio de representaciones puntuales para secuencias numéricas li-
neales o cuadrdticas.

* [niciacién o concepto de niimero real con alumnos de 15 afios.

Biografia del Dr. Jeremy Kilpatrick

El Dr. Jeremy Kilpatrick hizo la siguiente presentacién de su carrera académi-
ca e investigativa.

Soy matemadtico con un mdster en matemadticas y otro en educacién. Me
gradué en la Universidad de Stanford, con una tesis doctoral en el campo de
la educacién matemadtica, donde tuve la oportunidad de estudiar con dos
grandes matematicos: el Dr. George Polya y el Dr. Begle. Este tltimo fue mi
director de tesis. Mis temas de interés fueron entonces la resolucién de proble-
mas, el curriculo y la evaluacion.

Mi experiencia como investigador es larga. Desde 1955, afio en el cual
inicié mi mdster, me he preocupado por mejorar la educacién matemadtica.
Desde hace 25 arios estoy dedicado al estudio de métodos de investigacién,
pues he tenido la oportunidad de trabajar en diferentes planteles universita-
rios. Primero trabajé en la Universidad de Columbia en el Teachers College
(Universidad de profesores) y desde hace 18 afios trabajo en la Universidad de
Georgia, como profesor de la Facultad de Educacién en el Departamento de
Educacién Matematica. En esta facultad estoy encargado de dar cursos de pre-
grado (matemdtica para profesores) y de posgrado (investigacién para mdster
y doctorado).

Cuando estuve en la Universidad de Stanford, inicié una serie de traduc-
ciones al inglés de trabajos soviéticos. En esta época, el método de investiga-
cién de los americanos diferia del de los soviéticos. En Estados Unidos se
tendia habitualmente a trabajar en dos grupos con diferente metodologia de
enseflanza, comparando los resultados en el aprendizaje de los estudiantes,
imitando de alguna manera el proceder de la psicologia experimental. En la
Unién Soviética la metodologia de trabajo era muy diferente. Se dedicaban a
observar cuidadosamente el aprendizaje de los estudiantes bajo condiciones
bastante tipicas (clases normales de matematicas), con un enfoque algo expe-
rimental. Este hecho es importante de mencionar, pues la investigacién sovié-
tica tuvo en los Estados Unidos una influencia profunda en la forma de
investigar.

Un trabajo importante, que he podido hacer durante todos estos afios, ha
sido el de realizar una sintesis de investigacién alrededor de la resolucién de
problemas. En el primer trabajo, adelantado con Begle, me interesé por el es-
tudio del proceso de razonamiento de los estudiantes en la resolucién de pro-
blemas matematicos. Esto lo efectué con los métodos heuristicos de Polya para
analizar el proceso de raciocinio de los estudiantes y con una forma que yo
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mismo desarrollé para analizar los procesos que desarrollaban los alumnos al
resolver los problemas matematicos. Esta modalidad de trabajo, hoy en dia no
muy popular, influy6é en varias personas que se interesaron por el tipo de
heuristica utilizado por los estudiantes y por la manera de mejorarla. El libro
de Krutetskii, psic6logo soviético, que tuve la oportunidad de traducir, en don-
de se presenta un estudio sobre la capacidad matematica de los nifios en dis-
tintas edades, y en el cual utiliza una variedad de técnicas para tratar de
entender como los estudiantes resuelven distintos tipos de problemas mate-
maticos, aportd elementos valiosos a las lineas investigativas que se desarro-
llaron en los afios sesenta.

Actualmente me encuentro vinculado a varios proyectos de investiga-
cién. Formo parte de un grupo de estudio sobre matematicas y ciencia, estoy
en el Comité Nacional de los Estados Unidos para la ayuda de “Third Interna-
tional Mathematics and Science Study (TIMSS)”, soy miembro del Comité de
Asesorias Internacionales sobre Materias, y trabajo en un proyecto de pre-cél-
culo para el final de la escuela secundaria. Dirijo igualmente en la actualidad
varios trabajos de investigacién de estudiantes de doctorado de la Universidad
de Georgia:

e Sistema de prueba computarizada (exdmenes por computador).

¢ Transformaciones que sufre el conocimiento matematico al pre-

sentarlo a los estudiantes.

e Utilizacién de contra-ejemplos en las pruebas de geometria.

¢ Imdgenes que tienen los estudiantes de las pruebas y su racioci-

nio sobre la prueba misma.

En el Departamento de la Universidad se adelantan igualmente varios proyec-
tos, entre los cuales estdn el del Profesor Steffe, quien realiza un trabajo sobre
el conteo en los nifios, y el de el Profesor Cooney quien se ha interesado por el
estudio de las creencias de los profesores de matematicas.

Pregunta del publico
Quisiera pedir al Dr. Jeremy Kilpatrick, que contara un poco mds de su nuevo curso de
pre-cdlculo.

Respuesta de Jeremy Kilpatrick

Este curso, establecido por el College Board, estd disefiado para facilitar la
transicién entre la secundaria y la universidad. Se estd desarrollando con va-
rios propésitos. En primer lugar, para preparar a los estudiantes que van a es-
tudiar cdlculo en la universidad; en segundo lugar, para estudiantes que van a
otro tipo de carreras en las que no necesitan el cdlculo y por tltimo, se quiere
preparar a los estudiantes que no entrardn a la Universidad sino que irdn di-
rectamente al mundo del trabajo. Ha sido muy dificil para nosotros organizar
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este curso; pero en este momento tenemos un bosquejo del curso, y en sep-
tiembre ensayaremos los materiales. Desde el punto de vista de contenido, el
curso presenta caracteristicas tradicionales (funciones trigonométricas, creci-
miento exponencial, matrices, vectores), pero la forma en que estos temas van
a ser tratados es muy diferente. Muchas de las instrucciones se van a dar a tra-
vés de trabajos de investigacion que hacen los estudiantes. Se espera ademds
que cada uno de los estudiantes que toma el curso tenga una calculadora gra-
fica, de manera que pueda explorar las propiedades de las funciones y mos-
trar como los datos del mundo real se pueden analizar. Cada salén debera
tener un computador. Los dos temas centrales del curso serdn funciones y mo-
delos matematicos de situaciones reales. El gran problema que se presenta al
cambiar el curriculo por un curriculo aplicado es que los profesores no cono-
cen las aplicaciones. La mayoria de los profesores de matemadticas no han es-
tudiado fisica, no han estudiado cursos de matemadticas en los cuales se hace
investigacion. Es asf como se impone preparar a los profesores mediante un
curso que realizan en el verano. La experimentacién de este curso se llevard a
cabo en varios lugares gracias a los aportes de una fundacién.

Resolucion de problemas

Presentacion del Dr. Jeremy Kilpatrick
El Dr. Kilpatrick presenta en su charla un aspecto global de la investigacién y
la ensefianza de resolucién de problemas.

Un trabajo muy importante en este campo es el de George Polya. Dos de
sus libros mds sobresalientes son Cémo plantear y resolver problemas (Polya,
1979) y El descubrimiento matemdtico (Polya, 1981). La idea de Polya era analizar
los procesos de quienes resuelven bien los problemas matematicos, con el fin
de mejorar la resolucién de problemas en la clase de matemaéticas. Normal-
mente se le da crédito a este autor por la atencién moderna que otorga a laidea
griega de heuristica. Se puede pensar en la heuristica en contraste con los al-
goritmos. Los algoritmos son procesos bien definidos, que determinan o son
determinantes, y garantizan una solucién. Por el contrario, en la heuristica, la
solucién no estd garantizada (es posible o probable). Esto, naturalmente, ge-
nera muchos problemas en los estudiantes, quienes prefieren los algoritmos.

Me interesa presentar algunos ejemplos de la heuristica de Polya. Una
primera heuristica seria cuando tratando de resolver un problema, surge en
algtin momento la pregunta sobre aquello que se estd buscando: lo desconoci-
do. Polya lleg6 a esta idea cuando estaba trabajando con uno de sus estudian-
tes. Para ayudar al alumno, Polya le presenta la metafora del puente: el
problema consiste en encontrar la ruta que lleva de donde uno se encuentra
hasta donde uno quiere llegar, es decir, a lo desconocido. Un segundo ejemplo
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de heuristica es el de dibujar una figura del problema que uno estd tratando de
resolver. En los Estados Unidos, a los estudiantes en clase de matematicas no
les gusta hacer dibujos para representar el problema que estan tratando de re-
solver aunque, habitualmente, es una herramienta muy ttil. La dificultad que
encuentran los alumnos radica en que no se les ocurre lo que hay que pintar.
Una de las heuristicas mds poderosas que puede utilizar una persona en mate-
maticas, es pensar en un problema mads sencillo que tenga las mismas caracte-
risticas y brinde las pautas para poder solucionar el problema mds complejo.

Los trabajos de investigacién que continuaron la idea de Polya, y en los
cuales yo participé, intentaron descubrir, a partir de observaciones, el proceso
que realiza un estudiante para resolver un problema. Esta descripcién tenfa
como finalidad la de mejorar dicho proceso, para luego ensefiarlo en los cole-
gios. Esta linea de investigacién fracasé por una parte porque no era facil en-
sefiar tales procesos en tan poco tiempo y, por otro lado, porque los profesores
convirtieron la heuristica en un algoritmo que los estudiantes debian aplicar.
Lo que el Profesor Polya hacia en sus clases era resolver un problema en voz
alta, pudiendo de esta manera ver los estudiantes el tipo de heuristica que él
estaba utilizando. Esta técnica da muy buenos resultados.

Una obra importante y que complementa el trabajo de Polya, es el libro
llamado Pensar matemdticamente de los autores John Mason, Leone Burton y
Kaye Stacey (Mason et. al., 1979). En éste se ofrecen ejemplos concretos sobre
el coémo pensar, cémo hacer cuando uno se queda atascado y cémo proceder
en la resolucién de problemas; incluye ademads toda una serie de problemas
matemadticos muy interesantes. Uno de los procedimientos que los autores uti-
lizan es el de “THAGA, HABLE Y REGISTRE.” En primer lugar, los estudiantes
trabajan el problema; luego se habla, se discute y se explican las soluciones en-
tre las personas de un grupo para, finalmente, escribir lo que se ha hecho para
llegar a la solucién. Este es un procedimiento disefiado para mejorar no sola-
mente su capacidad de resolver problemas sino también sus posibilidades de
reflexionar sobre el cémo resolver problemas.

Esta linea de investigacién desalent6 mucho a las personas, dadas las di-
ficultades encontradas al ensefar este tipo de heuristicas. El problema bésico
consiste en la cantidad de tiempo que se requiere para lograr una mejoria en
los estudiantes. Schoenfeld, en su libro “Mathematical Problem Solving”, ha-
bla sobre sus esfuerzos en la ensefianza de resolucién de problemas a nivel uni-
versitario. Concluye que no vale la pena ensefiar heuristicas generales.
Propone en cambio trabajar con procedimientos mas especificos para clases es-
pecificas de problemas (por ejemplo, en una clase de geometria se ensefiaria
ciertas heuristicas caracteristicas para esta drea del conocimiento). El investiga-
dor Lesh lleg6 a una conclusién similar, tomando un camino diferente. A partir
del estudio de problemas de la vida diaria o de situaciones abiertas, llegé a la
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conclusién de que los estudiantes mejorarian su capacidad para resolver pro-
blemas si se les dieran mds oportunidades para formular y resolver problemas
de investigaciones abiertas.

En los tltimos afios la investigacion se ha centrado en el estudio del pro-
fesor. Se ha querido mirar de cerca lo que el profesor hace para mejorar el ren-
dimiento de sus alumnos en la resolucién de problemas. Los investigadores
han observado que el contexto en el cual se desarrolla la clase, es importante.
En efecto, se ha visto que los programas juegan un papel muy importante, y
también el tipo de actividades que se realicen con los estudiantes.

En general, las tendencias en la ensefianza e investigacién de resolucién
de problemas, se han desplazado de la ensefianza e investigacion de la heuris-
tica hacia la investigacién de problemas situados, en donde los estudiantes
pueden mejorar su rendimiento porque el problema tiene algtn significado
para ellos. Existe una cierta tendencia en las clases de matematicas a plantear
a los estudiantes problemas artificiales. Este hecho ha llamado la atencién de
los investigadores, quienes han llegado a la conclusién de que el profesor debe
dar a sus alumnos problemas mds reales para que el estudiante se sienta com-
prometido de alguna forma.

Un ejemplo de esto es un problema planteado en una evaluacién nacio-
nal de tipo selecciéon multiple en los Estados Unidos. Se tienen 130 soldados y
son distribuidos en grupos de 21 soldados por bus; la pregunta era “;cudntos
buses se necesitan para transportar a estos soldados?” Muchos de los estu-
diantes escogieron la respuesta en la cudl se decia son tantos buses y tantas
fracciones de bus. No pensaron en una situacién que resultarfa absurda en la
vida real. No siendo la fracciéon de bus una solucién a ese problema, no pen-
saron sin embargo en dar como respuesta el siguiente ndmero entero. Varios
tipos de interpretacién fueron dados a esta situacién. Para algunas personas
ilustraba el hecho de que la matematica en los colegios no tiene un sentido
real: para los estudiantes es un juego. Para otros, el problema radicaba en el
tipo de evaluaciones donde el estudiante no tiene nada que perder, no hay no-
ta, no le dan dinero y por lo tanto contesta cualquier cosa: no hay razén para
tomarlo en serio. Otra manera de ver el problema es que los estudiantes esta-
ban tratando de adivinar lo que tenfa en la cabeza la persona que planteaba el
problema: “tal vez quiere como respuesta una fraccién”. Ahora, si pensamos
en el estudiante que respondié una fraccién de bus y lo sacamos del contexto
de clase y le planteamos el problema en una situacién real en la que él se sienta
implicado de alguna manera, se puede estar seguro de que no dispondré de
una fraccién de bus para meter personas en ésta; jcualquiera se dard cuenta de
que uno no puede contratar medio bus! En conclusién, los estudiantes saben
mucho mds sobre problemas de este tipo, que lo que se encuentra cuando se
les dan pruebas tontas y ellos responden tontamente.
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Presentacion del Dr. Luis Rico

El Dr. Luis Rico da a conocer en su presentacién, una investigacién que se lleva
a cabo actualmente en la Universidad de Granada, sobre resolucién de proble-
mas aritméticos.

Existe en la actualidad una buena cantidad de literatura sobre resolucién
de problemas y concretamente sobre resolucién de problemas aritméticos; sin
embargo, sigue siendo un campo abierto a la investigacién. En este tipo de es-
tudio, se mantiene un cierto grado de complejidad. Es decir, planteada o dada
una situacién experimental, lo que se estd dando es simplemente un ejemplo.
La situacién experimental se vuelve de pronto muy compleja y son demasia-
das las posibilidades que se tienen para estudiar. Esto puede presentar dificul-
tades ala hora de detectar un problema. Una vez detectado el problema, ;cémo
controlar dicha complejidad?

Los problemas aritméticos escolares se han clasificado en dos grandes
grupos: los de estructura aditiva (suma, resta) y los de estructura multiplicati-
va (multiplicacién, divisién). Una de las variables fundamentales en el estudio
de problemas en la estructura aditiva de una sola operacién es lo que se llama
la variable semdntica. La investigacion sobre resolucién de problemas aditivos
se ha consolidado recientemente como campo de trabajo con identidad propia.
Tienen especial relevancia para los niveles terminales de ensefianza primaria
obligatoria los problemas de estructura aditiva de dos etapas, con operaciones
iguales o distintas. La investigacion que adelantamos se centra en el estudio de
las simetrias con respecto a la estructura seméntica y el tipo de operaciones que
se derivan de las 64 posibilidades obtenidas con la combinacién de estas dos
variables.

Uno de los enfoques de investigacién mds productivos es el enfoque es-
tructural basado en las categorias semanticas de los problemas. Las categorias
semadnticas universalmente aceptadas son las denominadas:

* Cambio, que se refiere a los problemas en los que se produce al-

gln evento que cambia el valor de una cantidad inicial.

e Combinacion, problemas basados en una relacién estdtica exis-

tente entre un conjunto total y una particién del mismo en dos
subconjuntos.

e Comparacién, que son problemas que implican una relacién

comparativa entre dos cantidades.

e Iqualacion, que son aquellos problemas en los que se plantea una

accién para lograr que una cantidad sea igual a otra.

El interés de la investigacién reside en su cardcter exploratorio, intentando

descifrar la idoneidad de estas estructuras y su contraste de rendimiento en un
grupo de 51 alumnos granadinos de 5° nivel de primaria. La prueba recoge
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ocho problemas posibles que resultan de las combinaciones directas estableci-
das entre estructuras semdnticas idénticas y tipo de operaciéon duplicada.
Manteniendo constantes las estructuras semdnticas de los problemas, se han
encontrado diferencias significativas con respecto a la variable operacién du-
plicada solamente en los problemas de Cambio-Cambio y Combinacién-Com-
binacién, colocdndose la suma por delante de la resta. Estos resultados se han
invertido en el caso Comparacién-Comparacién, puntuando la resta por enci-
ma de la suma. La restante combinacién ha mantenido un idéntico rendimien-
to para sumas y restas, abriéndose nuevas vias de indagacién sobre estos dos
tultimos casos.

Pregunta del ptblico

Planteamiento de problemas

En las dos intervenciones se ha hablado del planteamiento de problemas. Este es un
tema que trasciende las matemdticas. En informdtica tenemos mucho éxito al ensefiar
a resolver problemas bien definidos, pero no cuando se ensefia a resolver problemas mal
definidos o a plantearlos. Cuando el Dr. Kilpatrick dijo que el nuevo método de ense-
fiar pre-cdlculo tenia mucho trabajo por parte del profesor en términos de la biisqueda
de problemas de situaciones concretas y de situaciones de la vida real, la pregunta que
surge es: ;qué se esta haciendo para traspasar la barrera del problema y llegar al plan-
teamiento del problema?

Respuesta del Dr. Jeremy Kilpatrick

En los Estados Unidos, se estd tratando de llegar a unos conceptos de desarro-
llo curricular con los cuales se pueda tratar de mejorar la capacidad de los es-
tudiantes para formular problemas. Actualmente en el curriculo hay
oportunidades para hacerlo, pero no se les han dado situaciones privilegiadas
que permitan el desarrollo de tal capacidad. Los estudiantes tienen la capaci-
dad para formular problemas, lo que sucede es que el curriculo actual no les
ofrece situaciones que puedan fomentar esto.

Las reglas de juego establecidas en clase hacen que los problemas que los
estudiantes deben resolver vengan de los libros de texto o del profesor. El pro-
fesor da un problema, el estudiante lo resuelve. Estas reglas de juego hay que
cambiarlas. Se puede proponer, por ejemplo, que los estudiantes busquen
ellos mismos los problemas, o que planteen problemas en grupo para que sus
comparieros los resuelvan.

Respuesta del Dr. Luis Rico

Dentro de la tradicién americana de resolucién de problemas, se encuentra el
trabajo hecho por Bransford y Stein, sobre el método IDEAL de resolucién de
problemas (Bransford y Stein, 1986). Este establece cinco etapas en la resolu-
cién de problemas. La primera es la Identificaciéon del problema, la segunda
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consiste en la Definicién y Representacién del problema, la tercera etapa con-
siste en Elegir un método, la cuarta en Aplicar un método y finalmente la quin-
ta etapa se refiere a los Logros (Observacién y evaluacién de los efectos de las
actividades). Si se les sustrae a los alumnos las dos primeras etapas, dificilmen-
te se podrd obtener un buen resultado en la resolucién del problema. Lo que si
se llega a formar es un buen aplicador de férmulas, un buen resolutor de ejer-
cicios pero no de problemas. La Identificacién y Definicién de problemas de-
ben ser elementos constitutivos de cualquier programa que se quiera vincular
al programa de ensefianza sobre resolucién de problemas.

Yo he trabajado particularmente sobre estas dos etapas en los primeros
cursos de secundaria espafiola, con nifios de 12 y 13 afios. Con estos alumnos
tenemos la experiencia en invencién de enunciados en problemas de situacio-
nes abiertas. En aritmética, estos alumnos han inventado enunciados dentro de
un contexto significativo, como por ejemplo, levantar el plano del colegio o le-
vantar el plano de un centro, o actividades de otro tipo. Los estudiantes selec-
cionan los datos y, a partir de estos, la pregunta que se les propone es
“¢cudntas preguntas son capaces de plantear a sus compafieros?”. Una vez
planteada la pregunta, los comparieros deben solucionar el problema. Es im-
portante sefialar que alumnos entrenados en plantear problemas y en ver rela-
ciones cuantitativas significativas, dentro de contextos significativos, son
capaces de llegar mads lejos de lo que el profesor estd dispuesto a conceder. Di-
cho en otras palabras, éste no quiere perder el control de la clase, el dominio
debe estar de su lado. Hay que aprender a manejar situaciones de este estilo, el
profesor debe adquirir seguridad y entrenarse. Ensefiar a los alumnos a plan-
tear problemas es un campo en el que no se ha trabajado mucho, es un 4rea
abierta para la investigacién.

Pregunta del publico

Légica comiin y elementos culturales

¢Las investigaciones hechas en formulacién y resolucion de problemas, hacen énfasis
sobre todo en el manejo que los alumnos hacen de las operaciones vistas como algorit-
mos de sumas y restas, o también se ha mirado algo del desempeiio de los muchachos
en acciones que tienen que ver mds con su l6gica comiin, con sus elementos culturales
o con sus actividades cotidianas?

Respuesta del Dr. J. Kilpatrick

Hay que entender que la mayoria de los problemas que se encuentran en el co-
legio, se utilizan no para ensefiarles a resolver problemas sino para que apli-
quen lo que han aprendido en clase de operaciones aritméticas. Es por esto que
existen muchos problemas. El tipo de problemas que se dan en la escuela, en
la mayoria de los casos, no le dan a los estudiantes las oportunidades genuinas
de razonar. Es un problema pedagdgico y por esto se les llama problemas es-
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tereotipados. Se vuelven problemas rutinarios porque son parte de la cotidia-
nidad del colegio, son problemas que no se encuentran en la vida real. Los
estudiantes aprenden a utilizar las operaciones pero no aprenden el cémo re-
solver problemas.

Evaluacion

Intervencién del Dr. Jeremy Kilpatrick

En los Estados Unidos, actualmente, se estd reaccionando fuertemente contra
el tipo de evaluacién que se hace en las clases de matematicas. El tipo de prue-
bas que se realizan son de seleccién muiltiple y esto hace que los profesores de-
diquen su tiempo en preparar a los estudiantes para que contesten este tipo de
pruebas. En este momento se estd haciendo un gran esfuerzo para que exista
otro tipo de evaluacién, en la que los estudiantes hagan proyectos y, por ejem-
plo, trabajen en grupo. El Consejo Nacional de Profesores de Mateméticas
(NCTM) acaba de comenzar un proyecto para establecer normas para la eva-
luacién. Particularmente nos hemos interesado por el sistema que tiene el Rei-
no Unido, donde, ademds de los exdmenes que se toman durante el curso, el
profesor hace una evaluacién del alumno durante su trabajo en clase. El pro-
blema que existe en los Estados Unidos es que tenemos una larga tradicién en
psicometria y el tipo de pruebas que se hacen son muy objetivas y sencillas.
Algunas investigaciones han mostrado c6mo estas pruebas han afectado el
desarrollo de las clases. Por ejemplo, muchas de las evaluaciones no permiten
al estudiante la utilizacién de la calculadora, entonces los profesores piensan
que no es necesario usar las calculadoras en clase. A la conclusién que se ha
llegado es que el tipo de evaluacién por seleccion multiple ha llevado a un tipo
de educacién en la que los estudiantes reconocen las matematicas pero no sa-
ben producirlas.

En la Academia Nacional de Ciencia, la junta sobre educacién matema-
tica, de la cual formo parte, estd produciendo un documento sobre evaluacion,
en el cual se presentan tres principios. El primer principio es que la matema-
tica debe tener que ver con contenido matemdtico importante. El segundo
principio importante es que la evaluacién que se haga debe ayudar al estu-
diante a aprender matemadticas. En efecto, muchas de las evaluaciones que se
hacen en los Estados Unidos se apartan del aprendizaje, y, por el contrario, no
son una ayuda para el aprendizaje. El tercer principio es que la evaluacién se
debe utilizar para ayudarle a todos los estudiantes a que tengan acceso a la
matematica. En todas partes del mundo se utiliza la matemética como una ba-
rrera para que el estudiante no siga su educacion.
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Intervencién del Dr. Luis Rico

Las investigaciones en educacién matemdtica sobre evaluacién son muy re-
cientes, y esto hace que sea un poco dificil trabajar en este campo. El gobierno
espafiol estd financiando actualmente un proyecto sobre evaluacién en mate-
maticas del cual yo soy director. Seran publicados unos 320 trabajos que se or-
ganizaran de acuerdo a unos descriptores o categorias generadas. El primer
descriptor hace referencia a la teoria; son trabajos sobre evaluacién que la es-
tudian desde el punto de vista teérico como un problema educativo general. El
segundo descriptor, recibe el nombre de curricular, en donde hay que ver la
manera de integrar el tema de la evaluacién con los contenidos, los objetivos,
la metodologfa, el papel del alumno, el papel de la escuela, el papel del cono-
cimiento; etcétera; métodos y criterios que suponen un nivel mds alto de con-
crecién. Yéndose hacia otra dimensién, aparece otro descriptor mads, el
problema de validez y el problema del modelo (qué tipo de control estadistico
o no, qué validez y habilidad se pueden aplicar a su instrumento, a su método
y criterio). El sexto campo es el de valoracién. Estos seis campos no son disyun-
tos, hay trabajos que abarcan dos o tres de estas categorias, pero nos han per-
mitido tener una visién global y una clasificacién, todavia no muy finas, sobre
la produccién actual y reciente en evaluacién sobre matemdticas. Tampoco las
categorias son uniformes. La mayor parte de los trabajos se encuentran clasifi-
cados en las categorias de métodos, criterios e instrumentos.

Pregunta del ptblico

La evaluacion como negociacion

La escuela cumple con una funcion histérica de socializacion del saber. Bajo esta pers-
pectiva, la evaluacion tiene ciertas caracteristicas que hacen que el estudiante conteste
a unas preguntas para mostrarle al profesor que sabe repetir lo que él dijo en clase. Es
decir, que el estudiante estd obligado a tomar el punto de vista del profesor. Esto real-
mente se aleja un poco de la realidad, pues estos estudiantes hardn, después, lo que ellos
realmente piensan. Bajo esta perspectiva, la evaluacion debe plantearse de otra manera,
como una negociacion entre el profesor y el alumno. América Latina es un continente
que necesita cambios y tal vez éste es uno de ellos. ;Hasta donde se han hecho plantea-
mientos de este tipo en las investigaciones que se estdn realizando?

Respuesta Dr. Jeremy Kilpatrick

Es cierto que la evaluacién es un proceso de negociacién, pero es importante
decir que la ensefianza también lo es, y no se puede separar la ensefianza de la
evaluacién. Tal vez el problema en América Latina no sea epistemoldgico, sino
un problema de curriculo. En Estados Unidos se ha encontrado que si el curri-
culo cambia, la evaluacién también lo hace. Por esto es imposible hablar de
cambiar la evaluacién sin cambiar también el curriculo, para lograr una pre-
sentacion menos formal de las matemadticas. Muchos paises estdn cambiando
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su curriculo de tal forma que las matemadticas sean mds aplicadas, que se pre-
ocupen mds por los problemas de la vida real de los estudiantes y por la ma-
temadtica de la cultura de donde vienen sus estudiantes. Hay que situar las
matematicas dentro de un contexto histérico y cultural, y por lo tanto la eva-
luacién también tiene que evolucionar en ese sentido.

La evaluacién en Estados Unidos es utilizada para diferentes propésitos,
actualmente se estd tratando de unificar todo esto, de acuerdo a los principios
que se mencionan arriba. Para hacer la evaluacién mds cercana al curriculo y
para que no se llegue a la situaciéon de que el profesor diga: “esta es mi mate-
matica”, hay que cambiar el curriculo. Si esto ocurre, se puede volver la mate-
matica de todos, del profesor y del alumno, y es asf como se podrd realmente
evaluar.

Pregunta del puablico

Diddctica de la matemidtica y educacion matemdtica

Es muy importante asistir a un seminario donde se plantea la existencia de la diddctica
de las matemdticas como un campo especifico del conocimiento y se plantea desde el
punto de vista epistemoldgico. En Colombia no ha sido fdcil hablar de diddctica de las
matemdticas, sino mds bien del problema de la pedagogia de las matemdticas y en esto
se ha iniciado una discusion sobre las diferencias o posibles relaciones entre estos dos
enunciados. ; El Doctor Luis Rico establece una relacion especifica entre diddctica de
las matemdticas y educacién matemdtica o las identifica como una sola?

Respuesta del Dr. Luis Rico

El hecho de que haya dos denominaciones para el campo de trabajo docente,
didéctica de las matemadticas y educacién matematica, responde en principio,
a dos tradiciones distintas. En la tradicién anglosajona se habla de educacién
matemadtica y en la tradicién continental europea (Francia, Alemania, Esparia,
Italia) se habla de did4ctica de las matematicas, y si no es necesario hacer mds
precisiones, todo el mundo identifica diddctica de las matemadticas con educa-
cién matematica. Pero en Espafia, el uso diario no los hace equivalentes. Edu-
cacién matemadtica es un término mads general, mads comprensivo, que abarca
una comunidad mds amplia, una problemadtica mds compleja, menos técnica
y menos académica y que incluye todo el sistema escolar, mientras que diddc-
tica de las matemaéticas se toma como el término académico formal universi-
tario de trabajo de investigaciéon y que toma la educacién matemadtica como
una de sus posibilidades.

Pregunta del ptablico

Constructivismo y métodos de investigacion
¢Hacia dénde van evolucionando los focos de interés en los Estados Unidos? ;Hasta
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dénde el enfoque constructivista estd llegando a Esparia y a Colombia, pero estd pasan-
do de moda en los Estados Unidos?

Respuesta Dr. Jeremy Kilpatrick

El enfoque constructivista estd de moda en los Estados Unidos. Esto ha presen-
tado algunos problemas. Es asi como los cursos en los que se ensefian métodos
cualitativos estdn llenos, y los cursos de estadistica tradicional précticamente
no tienen estudiantes. Se ha pasado de un extremo al otro.

Yo pienso que este extremismo no ha dado buenos resultados. Los tipos
de investigacion que se estdn realizando en los Estados Unidos y, en algunos
casos, en Francia y Alemania, tienden a volverse muy cualitativos, estdn orien-
tados hacia estudio de casos y estudian el aprendizaje de las matemadticas en
ambientes naturales. Se han dejado a un lado los experimentos. Para que la
educacién matemadtica pueda avanzar, necesita tener varios tipos de investiga-
cién, diferentes posiciones frente a los problemas. Se necesitan tanto métodos
cuantitativos como cualitativos; ambos dan informacién necesaria.

Sin embargo, creo que los métodos de investigacién evolucionaran hacia
una integracién de los dos métodos, el cualitativo y el cuantitativo. Lo que es
dificil saber es cudnto se demorard este proceso. Por ejemplo, el conductismo
duré mucho tiempo en los Estados Unidos. Sin embargo, la experiencia mostré
que los educadores matematicos, aun cuando hacian investigaciones que pare-
cfan conductistas porque eran cuantitativas y experimentales, su corazén nun-
ca fue conductista. Los matemadticos entendian la diferencia entre la realidad y
el modelo matematico.

Respuesta Dr. Luis Rico

La situacién actual en Espafia es la de un pais que se estd abriendo a la comu-
nidad internacional de educadores matemadticos. La descripcion que hizo el Dr.
Carlos Vasco sobre el estado actual de la comunidad de investigadores en edu-
cacién matemadtica, corresponde a la situacién en la que se encontraba Espafa
hace unos diez o doce afios. La educacién matemadtica comienza a integrarse a
un mundo de trabajo, que existia, pero no tan sistemdticamente ni con la ter-
minologia, la metodologia y el soporte tedrico con la que existia en otros paises.
Se hacian muchas experiencias con entusiasmo y dedicacién.

La tendencia constructivista en investigacién es muy fuerte, pero no es la
Unica posicién existente. Los elementos de la psicologia cognitiva, del procesa-
miento de informacién constituyen un aporte a la idea constructivista que tie-
ne gran peso en la comunidad de educadores matemadticos. Yo pienso que
afectivamente se es constructivista pero que dificilmente en el aula, dia a dia,
uno lo es. Muchas veces, nominalmente o intelectualmente se adopta una po-
sicién pero en la practica es diferente.
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Pregunta del ptablico

Investigacion en errores

¢Qué se ha hecho en investigacion referente al tipo de errores que cometen los estu-
diantes con determinada escolaridad y cudles pueden ser sus posibles causas? ;Han
aprovechado ustedes sus resultados de investigaciones para planear, de alguna forma
elementos concretos, que permitan, por ejemplo, evitar que los estudiantes elaboren
sus conceptos con estos errores y para ayudar a que las dificultades se aminoren?

Respuesta Dr. Luis Rico.

El tema central en relacién con los errores y las dificultades es el andlisis con-
ceptual. ;Cudntas piezas intervienen en cada concepto? Cuando hablo de raiz
cuadrada, jcudntas cosas hay en la nocién de raiz cuadrada? Hay un signo,
hay una equivalencia, es una simplificacién de la notacién de la funcién expo-
nencial, pero también es una funcién, ademads es un algoritmo, son los valores
que toma una funcién y al mismo tiempo es una representacion (puedo repre-
sentar un cuadrado cuya superficie conozco y preguntar cudnto mide la lon-
gitud del lado). El hacer un andlisis conceptual de todos los elementos que
intervienen en cada una de las nociones fundamentales del curriculo de mate-
maticas, me parece que es el mejor modo de aproximarnos al estudio de los
errores y las dificultades.

En la escuela francesa, se ha trabajado la nocién de obstéculo epistemo-
16gico, idea que tomaron de Bachelard (1923). Brousseau trabaja esta nocién
en matematicas y la utiliza para hacer un andlisis de la evolucién histérica del
concepto. El trabajo consiste en detectar cudles son los errores y las concepcio-
nes inadecuadas que han aparecido histéricamente del andlisis de la evolu-
cién de un concepto matemadtico. A partir de este andlisis, se fabrica una rejilla
con base en los errores y dificultades que se encontraron en el anélisis, y se ob-
servan si estos mismos elementos se encuentran en el aprendizaje de los estu-
diantes. Esta nocién ha tenido ciertas dificultades. Efectivamente no es fdcil
identificar el tipo de errores y dificultades de los estudiantes con los errores y
dificultades encontrados en el andlisis histérico.

Este tema del andlisis conceptual es muy importante, no sélo en la bus-
queda de errores y dificultades sino en el tema de la evaluacién. En el Hand-
book (Grouws, 1992) sobre investigacién en ensefianza y aprendizaje de las
matemadticas, hay un capitulo de Norman Webb (1992), en donde dice que lo
especifico y distinto de lo que es evaluacién en matemadticas, es que el andlisis
del contenido, el andlisis conceptual, es lo que le da su propia dimensién, su
propia autenticidad. Es asi como la escolaridad puede enfatizar unos elemen-
tos u otros, favorecer una u otra construccién de los conceptos por parte de los
alumnos.
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Es importante sefialar que el error no es un virus o una enfermedad que
se puede evitar, el error forma parte del proceso del conocimiento de las per-
sonas, es algo a lo que nos tenemos que habituar para detectar, controlar, va-
lorar y corregir. Hay que enfrentar a los alumnos con los potenciales errores y,
a partir del conflicto cognitivo, tratar de lograr la superacién del alumno.

Pregunta del publico

Investigacion en demostracion y argumentacion.

¢ Qué se ha hecho en investigacion sobre el tema de demostracion y argumentacion en
clase?

Respuesta Dr. Jeremy Kilpatrick

Esta es un drea abierta en investigaciéon. Actualmente se estdn llevando a cabo
algunos proyectos. En los dos tiltimos congresos de Budapest y Quebec se pre-
sentaron trabajos realizados en secundaria y en universidad, sobre cémo se
realizan las demostraciones en clase. En un estudio que realiz6 uno de mis es-
tudiantes, sobre la utilizacién de contra ejemplos en la clase de geometria, en-
contré que los profesores recurren a varias formas para refutar un argumento
y que los contra ejemplos son una parte muy pequefia de estos. Otras personas
han trabajado sobre el tipo de demostraciones formales que se presentan en las
clases de matematicas. En lo que no se ha investigado mucho, es sobre el tipo
de demostracién informal que se hace en clase, en la cual los estudiantes estdn
tratando de convencer a su profesor o a sus compafieros de algo, y en este mo-
mento se establece un tipo de negociacién, que termina en una formalizacién
de la demostracién.

En los Estados Unidos, se tienen unos formularios especiales para que los
alumnos hagan las demostraciones. Estos formularios estdn compuestos de
dos columnas, la una con frases o declaraciones, y la otra con las razones. Para
muchos de los profesores de matematicas, este tipo de presentacién se ha con-
vertido en lo que es una demostracién. Esto es un buen ejemplo de lo que los
franceses llaman la transposicién diddctica, en la que se utiliza un método para
que los estudiantes comprendan lo que es una demostracién, pero nadie, en
matemadticas, ha dicho que las demostraciones deben presentarse en dos co-
lumnas. Hemos tenido que trabajar mucho en este sentido, pues ha sido muy
dificil convencer a los profesores de que esto es simplemente un dispositivo
pedagégico. Existen varios estudios que muestran que lo que los estudiantes
hacen es utilizar una técnica, que se vuelve un procedimiento en donde se pier-
de la parte conceptual. En definitiva, lo que se hace es voltear un proceso de
extremo abierto y heuristico, en un proceso algoritmico.
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Pregunta del ptablico

Relacion con otras dreas del conocimiento

¢ Se ha mirado la manera como los estudiantes transfieren las estrategias cognitivas
que desarrollan con el aprendizaje de las matemdticas a la comprension y el manejo de
cuerpos conceptuales que pertenecen a otras dreas del conocimiento? ;Se ha mirado si
el hecho de mejorar la calidad del aprendizaje de las matemdticas tiene ingerencia o no
en el aprendizaje de otras ciencias como las sociales, la lingiiistica y las ciencias natu-
rales?

Respuesta Dr. Jeremy Kilpatrick

En los Estados Unidos, desde el trabajo de Thorndike, a comienzos del siglo,
en donde supuestamente mostré que esa idea que tenemos todos —yo no co-
nozco a ningtin profesor de matematicas que no piense lo mismo— de que el
estudio de las matemadticas mejora la forma de raciocinio y de pensar no tiene
esa calidad, o mejor dicho, que no se puede mostrar bajo las condiciones ex-
perimentales que él utilizé. El efecto que ha producido este trabajo es el de dis-
minuir las investigaciones en este sentido.

A pesar de que pienso que los profesores creen esto, nosotros estamos
empezando a estudiar algunas de las formas en que los estudiantes razonan
en general por su trabajo en matematicas. Pero hasta ahora no conozco ningan
estudio en los Estados Unidos que examine la pregunta sobre si el estudio de
las matemadticas mejora el desempefio en la fisica o en la quimica o en cual-
quier otra drea o disciplina. Pienso que la experiencia que tuvimos al comien-
zo del siglo realmente convencié a la mayoria de las personas que no valia la
pena estudiar esto, y yo pienso que si.

Otra de las razones por la cual no se ha desarrollado la investigacién en
este sentido, es la aparicién de las matemdticas modernas. En la época en que
se instaurd esta moda, no existia entonces el interés en combinar la ensefianza
de las matematicas y la de las ciencias. Se hicieron algunos esfuerzos pero fue-
ron muy pequefios. Hoy en dia en los Estados Unidos, como en la mayoria de
otros paises, el péndulo estd yendo de las matemdticas puras a las matemati-
cas aplicadas. Pienso que, a medida que aparezcan las matemadticas aplicadas
en el curriculo, surgirdn nuevos trabajos de investigacién sobre los efectos del
estudio de las matemadticas en otras disciplinas.
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Errores
en el aprendizaje de
las matemadticas

Dr. Luis Rico

Universidad de Granada

Presentacion

Objetivos del curso

* Realizar una revisién y estudio sobre uno de los focos principa-
les de problemas en Educacién Matematica.

* Presentar un estado de la cuestién —survey—sobre un campo de
trabajo en el que se ha realizado investigacién previa suficiente
y sobre el que se dispone de esquemas tedricos para interpretar
resultados.

e Conocer un tépico en el que hay cuestiones importantes atin no
resueltas y en el que la interaccién entre reflexién tedrica y ob-
tencién de nuevos datos empiricos es necesaria y productiva.

* Ofrecer a los profesores de matemadticas en ejercicio la organi-
zacién de un campo de estudio e investigacién cercano a la
préctica escolar y a los fines de la Educacién Matemadtica, sus-
ceptible de ser abordado desde la propia practica escolar.

Motivacién
¢ La presencia permanente de errores en la adquisicién y conso-
lidacién del conocimiento humano es una cuestién compleja y
delicada.
* El error es conocimiento deficiente e incompleto. El error es
una posibilidad, y una realidad, permanente en el conocimien-
to cientifico.

J. Kilpatrick, L. Rico y P. G6mez (eds.), Educacién Matemadtica, 69-108.
© 1998 “una empresa docente”. Impreso en Colombia
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* La ciencia es conocimiento verdadero. El desarrollo del conoci-
miento cientifico estd plagado de errores.

¢ Objetivo del aprendizaje es la adquisicién de conocimiento ver-
dadero. Los procesos de aprendizaje incluyen errores sistemati-
cos.

e El error es un objeto de estudio para la Educacién Matematica.

Fundamentos epistemoldgicos

La falibilidaddel conocimiento humano, es decir, la capacidad de considerar
como verdaderos conceptos y procedimientos que estdn deficientemente desa-
rrollados, que incluyen ideas contradictorias o interpretaciones y justificacio-
nes falsas, ha sido una preocupacién constante en filésofos y pensadores que
se han ocupado de estudiar la capacidad del hombre por conocer y compren-
der. El error es una posibilidad permanente en la adquisicién y consolidacién
del conocimiento y puede llegar a formar parte del conocimiento cientifico que
emplean las personas o los colectivos. Esta posibilidad no es una mera hipéte-
sis, basta con observar lo que ha ocurrido a lo largo de la historia de diversas
disciplinas en las que se han aceptado como conocimiento valido multitud de
conceptos que, hoy dia, sabemos que son erréneos.

La preocupacién por el conocimiento erréneo, por las condiciones que lo
hacen posible y por las funciones que puede desempefiar en el dominio y avan-
ce de la ciencia, ha ocupado parte importante de las reflexiones de fil6sofos de
la ciencia y epistemoélogos, entre los que queremos destacar a Popper; Bache-
lard; Russell y Lakatos. En lo que sigue vamos a seleccionar algunas ideas de
los autores mencionados, que sirven de fundamentacién a este trabajo.

Popper

En Conjeturas y refutaciones, Popper pone a examen la siguiente cuestion: ;cudl

es la fuente tiltima del conocimiento?; a partir de ella deriva el papel destacable

que tienen los errores en la adquisicién del conocimiento cientifico. Para ello
desarrolla la siguiente linea argumental:

1. Considera que hay, bdsicamente, dos respuestas cldsicas a la cuestién ante-
riormente planteada, la proporcionada por el empirismo, que sefiala la ob-
servacién como fundamento tltimo del conocimiento; la proporcionada por
el racionalismo o intelectualismo cldsico, que considera como fundamento la
intuicién intelectual de ideas claras y distintas.

Destaca en estas dos posiciones el optimismo epistemoldgico sobre las
posibilidades humanas de conocimiento: todo hombre lleva en si mismo las
fuentes del conocimiento, bien en su facultad de percepcién sensorial o en su
facultad de intuicién intelectual. El hombre es capaz de conocer; por lo tanto,
puede ser libre.
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Contrapone estas posiciones con la creencia segtin la cual, en ausencia de
una verdad objetiva y discernible, hay que optar entre aceptar la autoridad
de la tradicién o el caos, posicién a la que llama tradicionalista. El raciona-
lismo epistemoldgico ha defendido el derecho de la razén y de la ciencia a
criticar y rechazar toda autoridad cuando se encuentra basada en la sin ra-
z6n, el prejuicio o el accidente. El rechazo del autoritarismo lleva a someter
las propias teorfas y conocimientos a un examen critico minucioso.

2. Las posiciones clasicas se sustentan en lo que Popper denomina “teoria de
la verdad manifiesta”. La verdad es siempre reconocible como verdad; si no
es asi, slo es necesario desvelar esa verdad o descubrirla. Esta doctrina de
que la verdad es manifiesta plantea la necesidad de explicar la falsedad. El
conocimiento no necesita ser explicado, pero ;como podemos caer en el
error si la verdad es manifiesta?

Una respuesta posible considera que la ignorancia es obra de poderes
que conspiran para mantenernos en ella, que fomentan nuestros prejuicios
para que no podamos ver la verdad manifiesta.

Popper sostiene que esta explicacién conspiracional es, basicamente, un
mito. La realidad es que la verdad es dificil de alcanzar y, una vez encontra-
da, se puede volver a perder facilmente. Las creencias erréneas pueden te-
ner un poder asombroso de supervivencia, en franca oposicién a la
experiencia y sin ayuda de ninguna conspiracion.

La teorfa de la verdad manifiesta puede conducir también al autoritaris-
mo. Esto puede deberse a que la verdad, simplemente, no es manifiesta y
por tanto necesita de modo constante de re-interpretacién y re-afirmacion,
es decir, de una autoridad que proclame y establezca cudl es la verdad.

3. Aunque las epistemologias de Bacon y Descartes eran claramente antiauto-
ritarias tienen una fundamentacién de carécter religioso y no fueron capaces
de renunciar a pensar en términos de autoridad; uno a la autoridad de los
sentidos, el otro a la autoridad del intelecto.

La disyuntiva de tener que admitir que nuestro conocimiento es humano
sin tener que aceptar que es mero capricho o arbitrariedad intelectual, no
queda resuelta ni con el empirismo ni con el racionalismo.

Sécrates adelant6 una solucién con la doctrina de la falibilidad: todos no-
sotros podemos errar, y con frecuencia erramos individual y colectivamen-
te; pero la idea del error y la falibilidad implica que podemos buscar la
verdad, la verdad objetiva, aun cuando por lo general nos equivoquemos
por amplio margen. También implica que, si respetamos la verdad, debe-
mos aspirar a ella examinando persistentemente nuestros errores: mediante
la infatigable critica racional y mediante la autocritica.
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4. Popper propone reemplazar la pregunta acerca de las fuentes de nuestro co-
nocimiento como pregunta fundamental, por la pregunta totalmente dife-
rente: ;Como podemos detectar y eliminar el error?

Una respuesta adecuada a la cuestién anterior es la siguiente: criticando
las teorias y presunciones de otros y —si somos capaces de hacerlo- criticando
nuestras propias teorfas y presunciones. A esta posicién la denomina racio-
nalismo critico.

5. Popper resume en nueve tesis los resultados epistemolégicos de su re-
flexién:

1. No hay fuentes ultimas del conocimiento. Debe aceptarse toda
fuente y toda sugerencia y, en primer lugar, deben ser sometidas a
un examen critico.

2. La cuestién epistemoldgica adecuada no es la relativa a las fuen-
tes; mds bien preguntaremos si la afirmacion hecha es verdadera, si
concuerda con los hechos. Esto se determina examinando o some-
tiendo a prueba la afirmacién misma, de modo directo, o bien some-
tiendo a prueba sus consecuencias.

3. En conexién con el examen y revisién criticas tienen importancia
todo tipo de argumentos.

4. La fuente mds importante de nuestro conocimiento es la tradicion.
La mayor parte de las cosas que sabemos las hemos aprendido por el
ejemplo o porque las hemos leido u oido previamente.

5. Toda parte de nuestro conocimiento por tradicion es susceptible
de examen critico y puede ser abandonado.

6. El conocimiento no puede partir de la nada. El avance del conoci-
miento consiste, principalmente, en la modificacion del conocimien-
to anterior.

7. No hay ningiin criterio que permita reconocer la verdad. Pero st
poseemos criterios que, con suerte, permiten conocer el error y la fal-
sedad. La claridad y distincién no son criterios de verdad, pero la os-
curidad y la confusion indican el error. Andlogamente, la coherencia
no basta para establecer la verdad pero la incoherencia y la inconsis-
tencia permiten establecer la falsedad.

8. La funcién mds importante de la observacién y el razonamiento,
y aun de la intuicion y la imaginacion, consiste en contribuir al exa-
men critico de las conjeturas con las que se sondea lo desconocido.

9. La solucién de un problema plantea nuevos problemas sin resol-
ver, y ello es tanto mds asi cuanto mds profundo era el problema ori-
ginal y mds audaz su solucion.
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Aunque la reflexién de Popper se refiere al conocimiento en general, y de un
modo més explicito al conocimiento en las ciencias experimentales, lo que ha-
ria necesarias algunas matizaciones al referirnos a las matematicas, hay algu-
nas conclusiones importantes que queremos destacar. En primer lugar,
sefialar que no hay fuentes tltimas del conocimiento, admitir que todo cono-
cimiento es humano, que estd mezclado con nuestros errores y nuestros pre-
juicios.

Esto lleva a admitir el error como parte constituyente de nuestra ad-
quisicién del conocimiento. Las organizaciones insuficientes o claramente
deficientes, las hipétesis tentativas, las conceptualizaciones incompletas son
parte legitima de nuestro acceso al conocimiento, forman parte de nuestro
modo de conocer. Aun asi, no es vélida cualquier conclusion, ya que hay una
verdad objetiva a la que hemos de tratar de ajustarnos.

Idea complementaria de la presencia del error es la necesidad de un
ejercicio constante de la critica, sometiendo a prueba nuestros conocimientos
y aproximaciones a la verdad. La btisqueda critica del error para modificar
nuestros conocimientos deficientes es un corolario inevitable de las conside-
raciones anteriores.

Bachelard

En otro orden de ideas, Bachelard plante6 la nocién de obstadculo epistemolé-
gico como explicacién para esa aparicién inevitable de errores que, hemos vis-
to, constituye parte importante de nuestro avance en el conocimiento. Asf, al
comienzo de su obra La formacion del espiritu cientifico glosa las siguientes
ideas:

* Cuando se investigan las condiciones psicolégicas del progreso de
la ciencia hay que plantear el problema del conocimiento cientifico
en términos de obstdculos; en el acto mismo de conocer, intimamen-
te, es donde aparecen, por una especie de necesidad funcional, los
entorpecimientos y las confusiones; es ahi donde mostraremos cau-
sas de estancamiento y hasta de retroceso, es aht, donde discernire-
mos causas de inercia que llamaremos obstdculos epistemoldgicos.

* El conocimiento de lo real es una luz que siempre proyecta alguna
sombra; jamds es inmediata y plena. Al volver sobre un pasado de
errores se encuentra la verdad. En efecto, se conoce en contra de un
conocimiento anterior, destruyendo conocimientos mal adquiridos
o superando aquello que, en el espiritu mismo, obstaculiza.

* La nocion de obstdculo epistemolégico puede ser estudiada en el
desarrollo histérico del pensamiento cientifico y en la prdctica de la
educacion.
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e El epistemdlogo tendrd que esforzarse en captar los conceptos cien-
tificos en sintesis psicoldgicas efectivas; vale decir, en sintesis psico-
l6gicas progresivas, estableciendo respecto de cada nocién una escala
de conceptos, mostrando cémo un concepto produce otro, cémo se
vincula con otro.

® En educacion, la nocién de obstdculo epistemoldgico es iqualmente
desconocida; son poco numerosos los que han sondeado la psicologia
del error, de la ignorancia y de la irreflexion.

En otra obra, La filosofia del no, al tratar de diferenciar las funciones del fil6sofo
de la ciencia de las del cientifico profesional, desarrolla algunas de las ideas an-
teriores:

Para el cientifico el conocimiento surge de la ignorancia, como la luz
surge de las tinieblas. El cientifico no ve que la ignorancia es una
trama de errores positivos, tenaces, solidarios. No advierte que las ti-
nieblas espirituales poseen una estructura y que, en esas condicio-
nes, toda experiencia objetiva correcta debe siempre determinar la
correccion de un error subjetivo. Pero los errores no se destruyen
uno por uno con facilidad. Estdn coordinados. El espiritu cientifico
sélo puede constituirse destruyendo el espiritu no cientifico. A me-
nudo, el hombre de ciencia se confin a una pedagogia fraccionada,
mientras que el espiritu cientifico debiera tender a una reforma sub-
jetiva total. Todo progreso real en el pensamiento cientifico necesita
una conversion.

Con esta nocién de obstdculo epistemoldgico, retomada posteriormente por
Brousseau para la Didéctica de la Matematica, Bachelard realiza una aproxi-
macién sistemdtica a los procesos de creacion y constitucién del conocimiento
dentro de la comunidad cientifica y, al mismo tiempo, a los procesos de trans-
misién y asimilaciéon del conocimiento en el sistema educativo. La nocién de
obstdculo epistemoldgico, y las sucesivas tipificaciones y caracterizaciones de
la misma, se ha utilizado como clave para el estudio, sistematizacién, andlisis
y explicacién de los errores que se presentan en el pensamiento cientifico.

Constructivismo

Las ideas anteriores pueden completarse con los planteamientos constructivis-
tas. Recordamos que hay un acuerdo general entre los constructivistas sobre
los siguientes puntos:

e Todo conocimiento es construido. El conocimiento matemaético
es construido, al menos en parte, a través de un proceso de abs-
traccion reflexiva.
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* Existen estructuras cognitivas que se activan en los procesos de
construccion.

* Las estructuras cognitivas estdn en desarrollo continuo. La ac-
tividad con propdsito induce la transformacién de las estructu-
ras existentes.

* Reconocer el constructivismo como una posicién cognitiva
conduce a adoptar el constructivismo metodolégico.

Si, por otra parte, los errores son elementos usuales en nuestro camino hacia
el conocimiento verdadero, hemos de concluir que en el proceso usual de
construccion de los conocimientos matemadticos van a aparecer de forma sis-
temadtica errores y por tanto el proceso mencionado de construccién deberd in-
cluir su diagnéstico, deteccién, correccién y superacién mediante actividades
que promuevan el ejercicio de la critica sobre las propias producciones.

Lakatos

En un plano diferente, este planteamiento es basicamente coincidente con el
estudio realizado por Lakatos en Pruebas y refutaciones relativo a la légica del
descubrimiento y la elaboracién de conceptos en matemadticas. Mediante la
dialéctica de plantear conjeturas que aproximen una respuesta a un problema
o cuestién abierta; critica de las conjeturas mediante contraejemplos globales
y locales; y superacién mediante un aumento del contenido y una limitacién
en la extensién de los conceptos, Lakatos ofrece una metodologia basada en
los principios de la falsabilidad para la construccién del conocimiento mate-
matico.

Uno de los denominadores comunes entre Popper y Lakatos es la idea
de que hay que considerar como posible la retransmisién de la falsedad en un
sistema deductivo, en oposicién a la idea cldsica de la retransmisién de la ver-
dad como tnica opcién. Se trata de un cuestién clave, que tuvo importancia
en la segunda crisis de fundamentos (Godel, 1930). En esencia, se cambia el es-
tatuto positivo (epistemologia positivista), que toma la verdad como patrén,
por el vaciado en negativo de la verdad, la falsedad. Asf, la verdad objetiva
pasa a ser una verdad relativa a unos conocimientos, unos esquemas de inter-
pretacién y unas reglas metodolégicas que permiten acceder a esos conoci-
mientos.

Conclusiones
De toda esta reflexién concluimos haciendo referencia explicita a algunas con-
secuencias, importantes para nosotros, relativas a los procesos de ensefianza-
aprendizaje de las Matemadticas.

En primer lugar, sefialar que los errores pueden contribuir positiva-
mente en el proceso de aprendizaje; en segundo término, indicar que los
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errores No aparecen por azar sino que surgen en un marco conceptual consis-
tente, basado sobre conocimientos adquiridos previamente; en tercer lugar, ar-
gumentar la necesidad de que cualquier teoria de instruccién modifique la
tendencia a condenar los errores culpabilizando a los estudiantes de los mis-
mos, reemplazdndola por la prevision de errores y su consideracién en el pro-
ceso de aprendizaje; y, finalmente, sefialar que todo proceso de instruccion es
potencialmente generador de errores, debidos a diferentes causas, algunos de
los cuales se presentan inevitablemente.

Hay que admitir como consecuencia de las reflexiones anteriores que, a
partir de sus errores, un joven o un nifio puede aprender distintas propiedades
de un concepto de las que no era previamente consciente. Al cometer un error,
el alumno expresa el cardcter incompleto de su conocimiento y permite a los
compafieros o al profesor ayudarle a completar el conocimiento adicional o lle-
varlo a comprender por s{ mismo aquello que estaba mal.

Antecedentes en el estudio de errores

Una caracteristica diferenciadora de las matemadticas escolares consiste en el
cardcter bien definido de las cuestiones y problemas que se plantean a los nifios
y jévenes, independientemente del tépico tratado o del nivel de los escolares.
Incluso cuando se incorporan tépicos relativos a estimacién de medidas, célcu-
lo aproximado o nociones de probabilidad, todas las cuestiones planteadas tie-
nen una respuesta, o0 un rango de respuestas, adecuada(s); cualquier otra
respuesta se considera inadecuada o incorrecta.

Por ello, siempre resulta posible clasificar las contestaciones de los alum-
nos a cuestiones y problemas matemdticos en correctas o incorrectas; también
hay una tercera opcién que consiste en dejar sin respuesta la cuestién plantea-
da. El grado de complejidad de una cuestién determinada nos puede permitir,
en ocasiones, subdividirla en apartados o cuestiones parciales, cada una de las
cuales a su vez puede ser correcta o incorrecta.

Cuando un alumno proporciona una respuesta incorrecta a una cuestién
matemadtica que se le plantea se puede decir que su respuesta es errénea, y la
solucién proporcionada es un error en relacién con la cuestién propuesta.

Los errores forman parte de las producciones de los alumnos durante su
aprendizaje de las matematicas. Los errores son datos objetivos que encontra-
mos permanentemente en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las ma-
temdticas; constituyen un elemento estable de dichos procesos. Por otra parte,
siendo un objetivo permanente de la ensefianza de las matematicas en el siste-
ma escolar lograr un correcto aprendizaje de las mismas por parte de todos los
alumnos, es claro que las producciones o respuestas incorrectas a las cuestio-
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nes que se plantean se consideran como sefiales de serias deficiencias e incluso
fracaso en el logro de dicho objetivo.

Por ello el estudio de los errores en el aprendizaje de las matemadticas ha
sido una cuestién de permanente interés en Educacién Matematica, que tiene
una larga historia y se ha caracterizado por aproximaciones e intereses muy
diferentes. En cada época el andlisis de errores en Educacion Matemdtica se ha
visto orientado por las corrientes predominantes en pedagogia y psicologia;
también ha estado condicionado por los objetivos y formas de organizacién
del curriculo de matematicas en los correspondientes sistemas educativos.

En un trabajo ya cldsico, Radatz (1980) sefialaba tres rasgos caracteristi-
cos de los estudios aparecidos hasta la fecha:

1. La aritmética, el conocimiento numérico, constituye el drea de contenidos
dominante en la mayor parte de los estudios sobre errores en matemadticas
escolares.

2. En USA ha habido un desarrollo teérico continuo desde comienzos de siglo
para analizar los errores en educacién matematica; en los paises europeos el
desarrollo ha sido mds esporddico y carece de continuidad hasta fechas muy
recientes.

3. Hay una pluralidad de aproximaciones tedricas y de intentos de explicacién
acerca de las causas de los errores de los estudiantes en el proceso de apren-
dizaje de las matemadticas.

Siguiendo a este mismo autor, destacamos algunas de las contribuciones
realizadas al andlisis de errores desde comienzos de este siglo hasta finales de
los 70, agrupando los autores por paises.

Estudios en Alemania

El interés por el estudio de errores en Alemania en el periodo comprendido
entre las dos guerras mundiales puede atribuirse a la importancia creciente de
la pedagogia empirica, que empleaba técnicas de introspeccién propias de la
psicologia experimental. Se pueden reconocer en estos trabajos la influencia
de las tres escuelas predominantes en psicologia: la psicoanalitica, la teorfa de
la Gestalt, y la denominada psicologia del pensamiento.

Se considera que Weiner (1922) es el fundador de la investigacién didé4c-
tica orientada al estudio de los errores; traté de establecer patrones de errores
que explicasen las equivocaciones individuales en todas las materias y para
todos los grupos de edades escolares. Dentro del concepto general de “inco-
rrecto”, establecié la distincién entre equivocado, falsificacién y error; tam-
bién agrupé los errores en cinco categorfas: errores familiares, errores
persistentes, errores por similitud, errores mixtos y errores debidos a situacio-
nes emocionales.
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Seseman (1931) se preocup6 por proporcionar una fundamentacién psi-
colégica adecuada para una metodologia didactica en la ensefianza de las ma-
temadticas. Consideraba los errores como fenémenos que surgian de leyes que se
habian formado mediante una incorrecta combinacién de tendencias. Distin-
guio tres tipos de errores en aritmética: mecanicos, asociativos y funcionales.

Kiessling (1925) se ocup6 principalmente de la denominada tendencia al
error, especie de predisposicion especial de algunas personas para equivocar-
se; también trabaj6 en el tratamiento tedrico de la evaluacién y tratamiento del
erTor.

Rose (1928) traté de establecer una clasificacion de las causas del error en
educacién matemadtica: inatencién, ignorancia de las reglas, confusién de con-
ceptos e incapacidad para reconocer los rasgos caracteristicos de un problema
matematico.

Este interés en el estudio de los errores por parte de los educadores ale-
manes continda a partir de los 60 con nuevas aportaciones, de las que recoge-
mos algunas de las més destacables.

Schlaak (1968) ha observado algunos focos puntuales de error mediante
el andlisis de las producciones en la resolucién de problemas en una prueba;
entre ellos destaca la comprensién inadecuada de los enunciados, determina-
cién incorrecta de los nimeros, etc.

Gliick (1971) ha trabajado sobre los errores de célculo, llegando a dife-
renciar cinco tipos de errores: cambios de operacién, aproximacién aditiva o
multiplicativa, resultados parciales, sélo el primer digito correcto y errores de
transcripcién.

Pippig (1977) ha estudiado las deficiencias en el célculo aritmético y ha
tratado de interpretarlas desde una perspectiva psicolégica, en especial los
errores y dificultades que surgen cuando se trabaja en problemas aritméticos;
logra describir causas de error en las diferentes etapas del proceso de solucién.

Estudios en la Unién Soviética

A comienzos de los sesenta se consolid6é un campo de investigaciéon sobre edu-
cacién matemadtica en la URSS, entre cuyos estudios se encontraba el anélisis de
los errores de los estudiantes y las dificultades individuales del aprendizaje es-
colar. De este modo se lograron nuevos conocimientos relativos a habilidades
matemadticas especificas y sobre aspectos del proceso de ensefianza/aprendiza-
je de las matematicas. Estos trabajos de la escuela soviética recibieron una difu-
sién considerable debido a la traduccién realizada por Kilpatrick y Wiszurp,
que fue editada en 1967 por el NCTM. Entre las contribuciones realizadas al es-
tudio de errores en el aprendizaje de las matematicas se destacan dos autores.
Kuzmitskaya determiné cuatro causas de error en el estudio de las difi-
cultades: insuficiencia de la memoria a corto plazo; comprensién insuficiente
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de las condiciones del problema; errores debidos a la ausencia de reglas ver-
bales para la realizacién de célculos; errores por uso incorrecto de las cuatro
operaciones bésicas.

Menchinskaya destacé la regularidad de los errores de los estudiantes en
educacién matematica y enfatizé la complejidad de los procesos que estdn en-
tre las causas potenciales de error. Sefiala cuatro dreas de causas, no totalmen-
te diferenciadas: errores debidos a una realizacién incorrecta en una
operacién; errores por una comprensién conceptual cualitativamente insufi-
ciente; errores mecdnicos por distraccién o pérdida de interés; errores debidos
a la aplicacién de reglas o algoritmos inadecuados.

Estudios en los Estados Unidos

La tradicién investigadora sobre andlisis de errores en educaciéon matematica
en los Estados Unidos se pone de manifiesto en el trabajo de Buswell y Judd
(1925) donde se recogen 31 estudios, realizados hasta ese momento, que tra-
tan explicitamente de errores en matematicas. Thorndike (1917) con su Psico-
logta de la aritmética realiza uno de los primeros trabajos méds completos sobre
determinacién de errores.

Buswell (1925) logré identificar una multitud de errores tipo en las cua-
tro operaciones aritméticas, ampliando un método de andlisis méds complejo,
en el que inclufa no sélo los ejercicios escritos sino también observaciones en
el aula y entrevistas para el diagndstico.

Los planteamientos hacia enfoques mds constructivos para la ensefianza
de la aritmética recibieron un fuerte impulso del estudio sobre errores realiza-
dos hasta la fecha y de las deficiencias encontradas para clasificar e interpretar
los errores detectados.

Brueckner (1935) y otros investigadores encauzaron sus trabajos en este
campo sobre cinco objetivos:

¢ Listar todas las técnicas potencialmente erréneas.

® Determinar la distribucién de frecuencias de estas técnicas
erréneas en los agrupamientos por edades.

* Analizar las dificultades especiales, en particular las relativas a
la divisién y a las operaciones con el cero.

¢ Determinar la persistencia de técnicas erréneas individuales.
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e Tratar de clasificar y agrupar los errores.

La udltima publicacién de Brueckner (1984), traducida al castellano, nos presen-
ta un tratamiento y desarrollo sistemadticos de los objetivos anteriores, que ha
tenido influencia en la investigacién hecha en Espania.

Esta corriente de investigacion ha continuado en afios recientes con los
trabajos de Engelhard (1975), Lankford (1972 y Cox (1975).

Nuevas corrientes han surgido en los ultimos afios, asi el andlisis de erro-
res ha recibido un impulso considerable por parte de los investigadores que
han trabajado el disefio de actividades, tratamiento metodoldgico y organiza-
cién curricular dirigidos a disminuir las frecuencias en los errores drdstica-
mente. La ensefianza por diagndstico en matemadticas, desarrollada por
Ashlock (1975), Reisman (1972), Robitaille (1976) y el inglés Bell (1986), entre
otros, tiene también en el andlisis de errores uno de sus instrumentos mds im-
portantes. Los trabajos de investigacién sobre las estructuras bdsicas en los
procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, desarrollados por
Ginsburg (1977) Erlwanger (1975) y otros, han empleado el andlisis de errores
como método de investigacién, conjuntamente con entrevistas clinicas y estu-
dio de casos. Para estos autores la mayor parte de los errores no tienen un ca-
rdcter accidental sino que surgen por las estrategias y reglas personales
empleadas en la resolucién de problemas basados en experiencias particulares
e interpretaciones realizadas en base a los conocimientos matemdticos iniciales.

Estudios en Espaiia

Por lo que se refiere a Espafia, encontramos que el trabajo realizado en la Re-
vista Bordén (1953) por diversos autores Villarejo A. y Ferndndez Huerta J. en
1953, dedica una reflexion considerable a determinar los errores més usuales
en aritmética escolar, asi como a presentar unas bases para la ensefianza co-
rrectiva en aritmética basada en métodos diagndsticos derivados de los errores
detectados.

El interés por el estudio e investigacién sobre los errores cometidos por
los escolares se recupera en nuestro pais en los tltimos afios, con el despegue
producido en la didéctica de la matemadtica. La mayor parte de los trabajos pu-
blicados en la Editorial Sintesis se ocupan de los errores principales detectados
en cada uno de los topicos que integran el drea temadtica correspondiente. Entre
estos trabajos destaca el de Centeno (1988) en el que se plantea la necesidad de
interpretar los errores para orientar el proceso de ensefianza.

Caracteristicas de los estudios revisados
Haciendo un resumen de la revisién bibliografica realizada encontramos que
la mayor parte de los estudios sobre errores realizados con anterioridad a 1960
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han consistido prioritariamente en recuentos del nimero de soluciones inco-
rrectas a una variedad de problemas y en un anadlisis de los tipos de errores
detectados para, en algunos casos, proceder a una clasificacién que permita
examinar como surgen los errores a partir de la solucién correcta y hacer infe-
rencias sobre qué factores pueden haber conducido al error.

Una de las metas usuales de estos estudios ha consistido en preparar lis-
tados de ejercicios en los que la cantidad de préctica propuesta para cada he-
cho o algoritmo numérico reflejase su dificultad intrinseca, medida por el
rendimiento obtenido en poblaciones estdndar. Para ello, los investigadores
trabajaban con un gran nimero de nifios a los que se pasaban pruebas; con
posterioridad a su correccién se ordenaban los ejercicios de acuerdo con el
porcentaje de alumnos que los realizaban mal; se trataba de intentos empiricos
para descubrir simplemente qué problemas aritméticos eran intrinsecamente
sencillos y cuales intrinsecamente dificiles. La influencia de la metodologia
psicométrica y de las evaluaciones con relacién a norma estdn muy presentes
en todos estos trabajos iniciales sobre el estudio de errores.

Brownell (1941) criticé ampliamente la técnica de ordenar combinacio-
nes numéricas y ejercicios con base en los porcentajes de éxitos obtenidos y di-
sefi6 nuevos métodos para describir la naturaleza de los errores.

Los trabajos de Tyler en primer lugar, y los de Bloom posteriormente en-
tre muchos otros, produjeron un cambio sustancial en la concepcién del curri-
culo y, en particular, en la evaluacién de los alumnos. Surgen asf las pruebas
con relacién a criterio en donde son los objetivos marcados para cada discipli-
na los que establecen inicialmente el estindar adecuado. Las necesidades de
expansion de los sistemas educativos a toda la poblacién escolar impulsan la
democratizacién en las aulas, enfatizando la necesidad de abandonar los fuer-
tes criterios selectivos que habian predominado hasta el momento. Los objeti-
vos planteados para cada clase de conocimiento se diversifican en cognitivos,
procedimentales y actitudinales y, lo que es més importante, cada uno de los
objetivos empiezan a cualificarse como adecuados o inadecuados, para un de-
terminado nivel, en funcién del rendimiento logrado por los correspondientes
alumnos, completando asf la tendencia general de evaluar a los alumnos por
sus éxitos con una vision alternativa de valorar los objetivos por el porcentaje
de éxitos que los alumnos de un determinado nivel logran sobre el mismo.

Esta nueva conceptualizacién obliga a un andlisis mds fino de las pro-
ducciones de los alumnos. ;Cudles son las causas por las que determinados
aspectos de un objetivo logran éxitos considerables mientras que otros presen-
tan dificultades insuperables para los mismos alumnos?

;Son las tareas propuestas las que producen los errores? ;son los concep-
tos subyacentes? ;por qué esos saltos bruscos y esas profundas diferencias en-
tre tareas aparentemente muy similares?
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La investigacion sobre errores

Planteamiento y cuestiones generales

La reflexién actual sobre los errores en los estudios sobre aprendizaje de las
matematicas los considera como parte normal en los procesos de aprendizaje,
Brousseau, Davis y Werner (1986) expresan claramente esta idea:

Observaciones hechas en el aula ponen de manifiesto que:

Los estudiantes piensan frecuentemente acerca de sus tareas mate-
mdticas de un modo muy original, bastante diferente de lo que espe-
ran sus profesores.

Cuando esta via de pensamiento original se muestra inesperada-
mente titil, admiramos su poder y decimos que el estudiante ha teni-
do una comprension inusual; pero cuando, por el contrario, este
modo personal de pensamiento omite algo que es esencial, decimos
usualmente que el estudiante ha cometido un error. De hecho, ambos
casos tienen mucho en comiin, en particular el dato de que las ideas
en la mente del alumno no son las que el profesor espera.

Dentro de la pedagogia actual una dimensién importante consiste en conside-
rar los procesos de ensefianza/aprendizaje como procesos de comunicacion,
pero esta comunicacién debe fluir en ambas direcciones: desde los estudiantes
hacia el profesor igual que desde el profesor hacia los estudiantes.

Tarea principal del trabajo del profesor consiste en dirigir y guiar el de-
sarrollo de ideas en las mentes de sus estudiantes, por ello es importante para
el profesor conocer qué es lo que sus estudiantes se encuentran pensando, y no
limitarse a hacer suposiciones sobre esas ideas.

Al comenzar una observacién cuidadosa del trabajo de los alumnos, los
profesores se encuentran con una serie de sorpresas que, de nuevo, Brousseau,
Davis y Werner describen del siguiente modo:

1. Se hace evidente rdpidamente que los errores de los alumnos son,
con frecuencia, el resultado de un procedimiento sistemdtico que tie-
ne alguna imperfeccién; pero el procedimiento imperfecto lo utiliza
el alumno de modo consistente y con confianza. En estos casos, los
errores muestran un patrén consistente.

2. Los alumnos tienen con frecuencia grandes concepciones inade-
cuadas (“misconceptions”) acerca de aspectos fundamentales de las
matemdticas.

3. Cuando es posible observar a los alumnos y también intercambiar
informacion con sus profesores usuales, se ve que los alumnos em-
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plean con frecuencia procedimientos imperfectos y tienen concep-
ciones inadecuadas que no son reconocidas por sus profesores.

4. También se hace evidente que los estudiantes son con frecuencia
mds inteligentes para inventar sus propios métodos originales de lo
que se espera de ellos. Incluso cuando un método ha sido presentado
por el profesor, un alumno puede desarrollar su propio método ori-
ginal, llegando hasta ignorar el método del profesor.

Esta serie de fenémenos se vienen observando desde hace muchos afios, como
hemos puesto de manifiesto en el apartado anterior, pero no es hasta fechas
recientes cuando se tiene en cuenta la complejidad en la que se encuadran. Al
estudiar los errores, de acuerdo con las dificultades encontradas por los alum-
nos, se debiera reconocer que los errores también son funcién de otras varia-
bles del proceso educativo: el profesor, el curriculo, el entorno social en el que
se enmarca la escuela, el medio cultural y sus relaciones, asf como las posibles
interacciones entre estas variables. Los errores en el aprendizaje de las mate-
maticas son, en nuestra consideracién, el resultado de procesos muy comple-
jos. Una delimitacién clara de las causas posibles de un error dado o una
explicacién de cada error con la posibilidad de actuar sobre €él, es con frecuen-
cia bastante dificil debido a que hay una fuerte interaccién entre las variables
del proceso educativo y, a menudo, es muy dificil aislar relaciones.

Sin embargo, desde fechas recientes, se ha producido un avance consi-
derable en la investigacién sobre educacién matemadtica y se aprecia un interés
creciente por lograr un esquema claro de interpretacion y previsién de errores
y concepciones inadecuadas.

Ya en 1979 Radatz sefialé varias razones por las que el estudio de errores
y la necesidad de un marco tedrico de explicacién, eran importantes:

1. El desacuerdo y escepticismo tanto respecto de los tests con rela-
cién a norma como con los tests con relacion a criterio para medir
los logros en matemdticas han aumentado la atencién por los aspec-
tos diagndsticos de la ensefianza.

2. Las reformas sucesivas del curriculo de matemdticas probable-
mente no han conducido a nuevos errores y dificultades, pero con
seguridad han surgido nuevos errores, debido a los contenidos espe-
cificos.

3. La individualizacion y diferenciacion de la instruccion matemd-
tica requirid, como posteriormente la socializacion y las relaciones
de comunicacion en el aula, de una gran destreza en el diagndstico
de dificultades especificas; los profesores necesitan de modelos de
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actuacion para diagnosticar la ensefianza en los que los aspectos del
contenido matemdtico estén integrados con ayuda de la psicologia
educativa y la psicologia social.

4. La critica sobre los paradigmas tradicionales de la investigacion
educativa han estimulado otros métodos de investigacion en educa-
cién matemdtica: investigacion clinica, estudio de casos y fenomeno-
logta diddctica.

En el momento actual, la mayor parte de los investigadores y especialistas
(Mulhern G., 1989) coinciden en considerar como caracteristicas generales de
los errores cometidos por los alumnos los siguientes:

¢ Los errores son sorprendentes. Con frecuencia los errores come-
tidos por los alumnos surgen de manera sorprendente, ya que
por lo general se han mantenido ocultos para el profesor duran-
te algtn tiempo.

* Loserrores son a menudo extremadamente persistentes, debido
a que pueden reflejar el conocimiento de los alumnos sobre un
concepto o un uso particular de reglas nemotécnicas. Son resis-
tentes a cambiar por sf mismos ya que la correccién de errores
puede necesitar de una reorganizacién fundamental del conoci-
miento de los alumnos.

¢ Los errores pueden ser o bien sistemdticos o por azar. Los pri-
meros son muchos mds frecuentes y, por lo general, mds efecti-
vos para revelar los procesos mentales subyacentes; estos
errores se toman como sintomas que sefialan hacia un método
o comprensién equivocada subyacente, que el estudiante consi-
dera y utiliza como correcto. Los errores por azar reflejan falta
de cuidado y lapsus ocasionales, y tienen relativamente poca
importancia.

* Los errores ignoran el significado; de este modo, respuestas que
son obviamente incorrectas, no se ponen en cuestién. Los alum-
nos que cometen un error no consideran el significado de los
simbolos y conceptos con los que trabajan.

Es claro que no pueden ignorarse las capacidades de los estudiantes; tampoco
pueden olvidarse los errores que cometen. Brousseau, Davis y Werner! sefia-
lan cuatro vias mediante las que el error puede presentarse:

L. Obra citada.
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1. Los errores son a menudo el resultado de grandes concepciones
inadecuadas acerca de aspectos fundamentales de las matemdticas.

2. Frecuentemente los errores se presentan como resultado de la
aplicacion correcta y crédula de un procedimiento imperfecto siste-
matizado, que se puede identificar con facilidad por el profesor.

3. También los errores pueden presentarse cuando el alumno utiliza
procedimientos imperfectos y posee concepciones inadecuadas que
1o son reconocidas por el profesor.

4. Los alumnos con frecuencia inventan sus propios métodos, no
formales pero altamente originales, para la realizacion de las tareas
que se les proponen y la resolucion de problemas.

Estudiar y analizar los errores cometidos por los estudiantes ha emergido re-
cientemente como una gran linea de estudio e investigacién en Educacién Ma-
temadtica, con implicaciones considerables en gran parte de los campos de
estudio en nuestra drea.

Principales lineas de investigacién

Cuatro son los polos en torno a los cuales se articulan los estudios e investiga-
ciones recientes relativos a errores en el aprendizaje de las matematicas:

Primero: Estudios relativos al andlisis de errores, causas que los produ-
cen o elementos que los explican, y taxonomias y clasificaciones de errores de-
tectados. Estos trabajos proceden o conectan con alguna teorfa psicoldgica o
psicopedagoégica que proporciona un marco explicativo y a la que el andlisis
de errores ofrece una metodologia adecuada para aumentar su contenido em-
pirico. También incluimos aqui las aproximaciones teéricas hechas desde un
planteamiento epistemolégico o estrictamente matematico, que tratan de es-
tablecer causas estructurales para los errores debidas a la propia naturaleza
del conocimiento matemadtico, con exclusividad sobre cualquier otro argu-
mento; los trabajos sobre obstdculos son un ejemplo potente de esta opcién.

Segundo: Estudios dedicados al tratamiento curricular de los errores del
aprendizaje en matemadticas. Se incluyen aqui los trabajos dedicados a la orga-
nizacién diddctica de la ensefianza de las matemaéticas que contempla la con-
sideracién de los errores como un dato destacable. Una linea de trabajo es la
denominada ensefianza diagnéstica o por diagndstico, que trata de prever los
errores, detectarlos y proponer los medios para su correccién. También inclui-
mos en estos estudios las propuestas realizadas por otros autores que contem-
plan los errores como plataformas para incentivar el estudio e investigacién de
los contenidos matematicos. Igualmente quedan comprendidos en este apar-
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tado los estudios sobre evaluacién y el papel que desempeifian los errores en las
valoraciones que se deben realizar sobre las producciones de los alumnos.

Tercero: Se consideran aqui los estudios dedicados a determinar qué con-
viene que aprendan los profesores en formacién en relacién con los errores que
cometen los alumnos. Se trata de estudios relativos a la formacién del profeso-
rado y al papel que la observacién, andlisis, interpretacién y tratamiento de los
errores de los alumnos tienen en este proceso de formacién. Aunque con un ca-
récter mas restringido que los apartados anteriores se trata de un campo de tra-
bajo delimitado que ha tenido cierto desarrollo recientemente.

Cuarto: incluimos en este apartado aquellos trabajos de caracter técnico
que implementan y sostienen una determinada clase de andlisis sobre errores.
El carécter dicotémico de la valoracién correcto/incorrecto para las produccio-
nes de los alumnos han permitido una utilizacién considerable de procedi-
mientos estadisticos; gran parte de los trabajos de orientacién psicométrica van
dirigidos al estudio de errores en el aprendizaje. Los programas de ordenador
elaborados para sustentar la interpretacién de los errores como “bugs” y el de-
sarrollo posterior que se ha hecho de los mismos, aunque tienen una funda-
mentacién tedrica clara en el procesamiento humano de la informacién, tienen
igualmente un desarrollo técnico propio por lo que los consideramos en este
apartado.

Finalmente, incluimos en este apartado técnicas de andlisis puestas a
punto por algunos equipos investigadores para contrastar hipétesis alternati-
vas que justifican el origen o causa de un determinado error.

Aunque estas cuatro categorias no son excluyentes, las vamos a utilizar
para organizar la presentacion y realizar una breve descripcién de los trabajos
e investigaciones relativos a errores del aprendizaje en matemadticas mds signi-
ficativos para nosotros en estos tltimos afios.

Andlisis, causas y clasificacion de errores

Caracteristica diferenciadora de la aproximaciéon cognitiva al estudio del
aprendizaje con respecto a los estudios conductistas es la necesaria postulacién
de procesos mentales en la realizacién de tareas. Sin embargo, los procesos
mentales no son visibles; por ello, los investigadores deben recurrir a una va-
riedad de métodos indirectos de observacién que permitan hacer inferencias
sobre los procesos mentales considerados.

El surgimiento de la teoria del procesamiento de la informacién ha resul-
tado valioso para el estudio del pensamiento y, en particular, el trabajo de un
numero creciente de investigadores ha puesto de manifiesto que el pensamien-
to matemadtico es especialmente indicado para representarlo mediante mode-
los de procesamiento de la informacién.
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El método de procesamiento de la informacién estd basado en la suposi-
cién de que los problemas matemdticos pueden descomponerse en varios
componentes de procesamiento. Sin embargo, estos subcomponentes son, por
su naturaleza, internos y, por tanto, hay que utilizar métodos indirectos de ob-
servacion. Entre estos métodos indirectos se encuentra el andlisis de los erro-
res de los sujetos en sus producciones matematicas.

Algunos de los resultados e interpretaciones més valiosos mediante el
procesamiento humano de la informacién se han encontrado estudiando los
errores; la utilidad de esta aproximacién se incrementa con el hecho de que
hay patrones consistentes en los errores. La consistencia puede considerarse a
dos niveles, por un lado, a nivel individual, ya que los sujetos muestran una
regularidad considerable en su modo de realizar tareas y resolver problemas
matemadticos similares, con poca variabilidad en periodos cortos de tiempo.
Por otro lado, también hay consistencias en los grupos humanos, de cardcter
colectivo; se trata de ciertos errores que personas diferentes cometen en ciertas
etapas de su desarrollo educativo.

Mediante combinacién de resultados empiricos con algunos supuestos
acerca de estructuras mentales y ciertas leyes generales del procesamiento hu-
mano de la informacién, es posible predecir algunos patrones comunes de
error.

Davis (1984) elaboré una teoria de esquemas o constructos personales,
que se presentan de forma similar en distintos individuos que comparten las
mismas experiencias, y cuya combinacién mediante los principios generales
que regulan el procesamiento humano de la informacién le permiten tipificar
e interpretar algunos de los errores mds usuales de los escolares en el apren-
dizaje de las matemadticas. Los esquemas postulados por Davis tienen las si-
guientes caracteristicas:

1. Deben considerarse como esquemas para asimilar informacién, es decir,
para organizar los datos de entrada.

2. Cada estructura de representacién puede identificarse por los errores que
presenta, con lo que revela parte de su modo interno de trabajo.

3. Cada estructura de representacién tiene un origen legitimo, en un aprendi-
zaje inicialmente correcto.

4. Cada estructura de representacion necesita un tipo de informacién inicial y
no funcionard correctamente si no se le proporciona toda la informacién ini-
cial.

5. Los esquemas son persistentes. Es precisamente esta propiedad la que los
hace reconocibles como entidades internas de procesamiento de la informa-
cién: que pueden ponerse en correspondencia con ciertos comportamientos
externos observables. Esto se observa porque funcionan de modo idéntico
en una variedad de situaciones; producen alteraciones en los datos de entra-
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da cuando no parecen encajar con el esquema; cuando se pretende ensefiar
contra un esquema interiorizado el aprendizaje apenas se produce.

6. La creacién y el modo de operacién de los esquemas sigue ciertas reglas or-
denadas. Una de estas reglas es la denominada de sobregeneralizacién ini-
cial; un segunda expresa que no se discrimina cuando no es necesario; una
tercera dice que el procesamiento tiende a producirse segtin el esquema asu-
mido y cuando encuentra algtin inconveniente se producen modificaciones
o adaptaciones que permiten continuar.

7. La recuperacién en memoria de un esquema puede realizarse mediante tér-
minos clave breves y explicitos.

8. Un alumno que realiza una tarea matemdtica con éxito encuentra gran parte
de la informacién necesaria en los esquemas que utiliza, que no suelen estar
presentes en los enunciados de los problemas o tareas propuestas.

Al postular la representacién interna de informacion, las estructuras de
su procesamiento y algunas caracteristicas de los componentes estructurales
propuestos, Davis plantea un mecanismo mediante el que analiza el pensa-
miento matematico humano y algunos de sus errores.

Algunos de los errores cldsicos explicados por el modelo de Davis son:

1. Reversiones binarias. Ej. 4 x4 =8; 2° = 6.
2. Errores inducidos por el lenguaje o la notacién. Ej. 2 x - x = 2.

3. Errores por recuperacion de un esquema previo. Entre los ejem-
plos que propone se encuentran los errores usuales de la suma y la
resta, justificados por esquemas tales como el de adicién con dos en-
tradas, el simétrico de la sustraccion y la comparacién de unidades
en una relacion de proporcionalidad.

4. Errores producidos por una representacion inadecuada.

5. Reglas que producen reglas. Ast, de la implicacion: (x-2)(x-3) =
0 —x=2 6 x=3, se pasa a: (x-2)(x-3) = 2 — x=4 6 x=5.

Radatz? realiza una clasificacién de errores a partir del procesamiento de la in-
formacion y establece cinco categorias generales.

1. Errores debidos a dificultades de lenguaje. Sefiala que el aprendi-
zaje de los conceptos, simbolos y vocabulario matemdticos es para
muchos alumnos un problema similar al aprendizaje de una lengua

2. Obra citada.
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extrajera. Una falta de comprension semdntica de los textos mate-
mdticos es fuente de errores; por ello, la resolucién de problemas
verbales estd especialmente abierta a errores de traduccion desde un
esquema semdntico en el lenguaje natural a un esquema mds formal
en el lenguaje matemdtico.

2. Errores debidos a dificultades para obtener informacién espacial.
Aunque se trata de un campo de estudio cuyo desarrollo se estd ini-
ciando, es cierto que las diferencias individuales en la capacidad
para pensar mediante imdgenes espaciales o visuales es una fuente
de dificultades para muchos jovenes y nifios en la realizacion de ta-
reas matemdticas.

Algunas representaciones iconicas de situaciones matemdticas pue-
den suponer dificultades en el procesamiento de la informacion; el
andlisis y sintesis perceptivos implican una demanda considerable
para algunos alumnos, presentando dificultades y produciendo
errores.

3. Errores debidos a un aprendizaje deficiente de hechos, destrezas
y conceptos previos. En este tipo de errores se incluyen todas las de-
ficiencias de conocimiento sobre contenidos y procedimientos espe-
cificos para la realizacion de una tarea matemdtica. Estas
deficiencias incluyen la ignorancia de los algoritmos, conocimiento
inadecuado de hechos bdsicos, procedimientos incorrectos en la apli-
cacion de técnicas y dominio insuficiente de simbolos y conceptos
necesarios.

4. Errores debidos a asociaciones incorrectas o a rigidez del pensa-
miento.

La experiencia sobre problemas similares anteriores puede producir
una rigidez en el modo habitual de pensamiento y una falta de fle-
xibilidad para codificar y decodificar nueva informacién. En estos
casos los alumnos desarrollan operaciones cognitivas, que conti-
niian empleando atin cuando las condiciones fundamentales de la
tarea matemdtica en cuestion se hayan modificado. Persisten en la
mente algunos aspectos del contenido o del proceso de solucién, in-
hibiendo el procesamiento de nueva informacion. Dentro de esta
clase de errores se encuentran los siguientes:

- Errores por perseveracion, en los que predominan elementos singu-
lares de una tarea o problema.

- Errores de asociacion, que incluyen interacciones incorrectas entre
elementos singulares.

- Errores de interferencia, en los que operaciones o conceptos diferen-
tes interfieren con otros.
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- Errores de asimilacién, en los que una audicion incorrecta produce
faltas en la lectura o escritura.

- Errores de transferencia negativa a partir de tareas previas, en las
que se puede identificar el efecto de una impresion erroénea obtenida
de un conjunto de ejercicios o problemas verbales.

5. Errores debidos a la aplicacién de reglas o estrategias irrelevan-
tes. Este tipo de errores surgen con frecuencia por aplicar con éxito
reglas o estrategias similares en dreas de contenidos diferentes.

En una investigaciéon mas reciente sobre errores cometidos por alumnos de se-
cundaria en matemadticas, Movshovitz-Hadar, Zaslavksy e Inbar (1987) hacen
una clasificacién empirica de los errores, sobre la base de un andlisis construc-
tivo de las soluciones de los alumnos realizada por expertos.

De acuerdo con la metodologia propuesta determinan seis categorias
descriptivas para clasificar los errores encontrados. Estas categorias son:

1. Datos mal utilizados. Se incluyen aqui aquellos errores que se han
producido por alguna discrepancia entre los datos que aparecen en
una cuestion y el tratamiento que le ha dado el alumno. Dentro de
este apartado se encuentran los casos en los que: se afiaden datos ex-
trafios; se olvida algiin dato necesario para la solucion; se contesta a
algo que no es necesario; se asigna a una parte de la informacién un
significado inconsistente con el enunciado; se utilizan los valores
numéricos de una variable para otra distinta; o bien, se hace un lec-
tura incorrecta del enunciado.

2. Interpretacion incorrecta del lenguaje. Se incluyen en este caso
los errores debidos a una traduccién incorrecta de hechos matemti-
cos descritos en un lenguaje simbdlico a otro lenguaje simbdlico dis-
tinto. Esto ocurre al poner un problema en ecuaciones expresando
una relacion diferente de la enunciada; también cuando se designa
un concepto matemdtico mediante un simbolo distinto del usual y
operando con él segiin las reglas usuales; a veces se produce también
una interpretacién incorrecta de simbolos grdficos como términos
matemdticos y viceversa.

3. Inferencias no vdlidas l6gicamente. Esta categoria incluye aque-
llos errores que se producen por falacias de razonamiento, y no se de-
ben al contenido especifico. Encontramos dentro de esta categoria
aquellos errores producidos por: derivar de un enunciado condicio-
nal su reciproco o su contrario; derivar de un enunciado condicional
y de su consecuente, el antecedente; concluir un enunciado en el que
el consecuente no se deriva del antecedente, necesariamente; utilizar
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incorrectamente los cuantificadores; o también, realizar saltos in-
justificados en una inferencia l6gica.

4. Teoremas o definiciones deformados. Se incluyen aqui aquellos
errores que se producen por deformacion de un principio, regla o de-
finicién identificable. Tenemos en este caso la aplicacion de un teo-
rema sin las condiciones mnecesarias; aplicar la propiedad
distributiva a una funcién no lineal; realizar una valoracién o de-
sarrollo inadecuado de una definicién, teorema o formula reconoci-
bles.

5. Falta de verificacion en la solucién. Se incluyen aqui los errores
que se presentan cuando cada paso en la realizacion de la tarea es
correcto, pero el resultado final no es la solucion de la pregunta
planteada; si el resolutor hubiese contrastado la solucién con el
enunciado el ervor habria podido evitarse.

6. Errores técnicos. Se incluyen en esta categoria los errores de cdl-
culo, errores al tomar datos de una tabla, errores en la manipulacion
de stmbolos algebraicos y otros derivados de la ejecucion de algorit-
mos bdsicos.

La categorizacién de estos autores estd fundamentada mds en el conocimiento
matemadtico que en el procesamiento de la informacién. Cuando se intenta
avanzar desde la descripcion de los patrones de error y las técnicas falsas has-
ta llegar a un anadlisis de las causas de los errores en las cogniciones de los
alumnos, parece claro que la interpretacién en base al procesamiento de la in-
formacién ofrece una base teérica mds completa para la clasificacién de erro-
res.

Otra aproximacioén diferente es la realizada por algunos investigadores
desde un punto de vista epistemoldgico, que pasamos a comentar brevemen-
te. Las ideas generales que sustentan este planteamiento son como sigue:

La reconstruccion y apropiacion de conocimiento matemdtico exige
una labor depurativa constante en la que se ponga en cuestion el co-
nocimiento vulgar, empirico, parcial, falso en unos casos o superfi-
cial en otros, que tienen los individuos en cada momento educativo,
para que se produzcan rupturas con los conceptos y representacio-
nes necesariamente limitados, y que aparezcan en su lugar nuevas
concepciones, teorias y procedimientos, como alternativas mds am-
plias, profundas e integradoras.
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Este punto de vista caracteriza el proceso de aprendizaje como resul-
tado de modificaciones cualitativas del conocimiento en la direccion
del conocimiento cientifico y por tanto de un pensamiento mds evo-
lucionado. A grandes rasgos, el conocimiento matemdtico se cons-
truye paulatinamente mediante actos sucesivos de abstraccién, a
partir de la realidad, para desembocar en un nivel en el que el trabajo
se realiza con entes y relaciones matemdticas con poca o nula co-
nexion con la realidad en la mayoria de los casos. Se trata de un pro-
ceso en cadena con sucesivas rupturas y ampliaciones, en el que
aparecen dificultades inherentes al salto cualitativo que supone el
paso de la realidad concreta cotidiana a la realidad matemadtica for-
mal. En este proceso, el individuo debe ir abandonando y sustitu-
yendo progresivamente ciertos tipos de conocimiento por otros mds
evolucionados, venciendo las resistencias naturales que suelen pre-
sentarse ante modificaciones. Los conocimientos antiguos que fun-
cionan no son desechados completamente sino que quedan
integrados y valorados dentro de la nueva y mds completa vision que
surge del aprendizaje. En esta dindmica, los errores que cometen los
individuos de forma persistente son manifestaciones de la presencia
de un fenémeno mds amplio, que algunos autores denominan in-
adaptacion del conocimiento, provocada por obstdculo. El error den-
tro de esta interpretacion es un hecho constatable que tiene su origen
0 es debido a la presencia de uno o varios obstdculos como fenémenos
mds generales y arraigados en el individuo (Gonzdlez, 1992).

Aungque se han hecho serios intentos por desarrollar un sistema de categoriza-
cién de errores en base a una tipificacién de obstadculos y del analisis derivado
correspondiente, el hecho real es que, hasta el momento, no se han superado
los niveles generales, meramente descriptivos, y no existe un desarrollo teérico
sistemdtico que permita clasificar, interpretar y predecir los errores en térmi-
nos de obstdculos, es decir, en funcién de argumentos fundamentalmente epis-
temolégicos y con exclusién de categorias cognitivas.

Tratamiento curricular de los errores
Siguiendo a Bell (1986) consideramos que la ensefianza diagndstica surge a
partir de los estudios actuales sobre comprensién de la matematica, que pre-
senta dos rasgos principales.

En primer lugar, la ensefianza se basa en tareas criticas que exponen las
ideas, correctas y equivocadas, de los alumnos. Proporcionan material para
lecciones basadas en el conflicto cognitivo y la discusién. En segundo lugar, se
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esfuerza en basar la ensefianza directamente en tareas lo més cercanas posible
a aquellas en las que se espera que los alumnos apliquen los principios que
aprenden. Si se combinan estas dos ideas tenemos que, en su comienzo, hay
que elegir una tarea realista que incorpore los conceptos erréneos y provocar
asf un conflicto cognitivo que desemboque en una discusién dirigida a resol-
ver ese conflicto.

Los trabajos realizados o dirigidos por el profesor Bell orientan su inves-
tigacién a descubrir y poner de manifiesto un ntimero de dreas susceptibles de
errores y equivocaciones graves y ampliamente desconocidas. El comienzo se
ha hecho observando los errores de los alumnos al realizar tareas prescritas,
aunque luego ha sondeado mds profundamente en los errores de concepcién
que los sostienen y gobiernan. Una vez que se ha puesto de manifiesto que
muchos errores no son simples fallos de memoria, sino que tienen raices mas
profundas, se hace evidente que la ensefianza necesaria para remediarlos o
evitar su aparicién tiene que operar a un nivel profundo. El énfasis de la ense-
fianza se aparta de la adquisicién de procedimientos algoritmicos y se dirige
hacia el desarrollo de estructuras conceptuales correctas. Los estudios sobre
estructuras multiplicativas y comprension por los alumnos de las mismas, en-
tran dentro de los ejemplos mds conocidos de investigacién sobre errores para
producir un tratamiento curricular.

El material desarrollado se articula en torno a un modelo de leccién
diagndstica a la que se incorporan algunos tipos de tareas. La leccién diagnos-
tica tipica utiliza uno o unos cuantos problemas criticos (casi siempre desarro-
llados originalmente como items de tests) para descubrir concepciones
erréneas y asi provocar discusiones conducentes a una resolucién; a continua-
cién siguen problemas similares que se dan con algtin tipo de retroalimenta-
cién inmediato en cuanto a la correccién, para consolidar la conciencia recién

adquirida.

Se han desarrollado varios tipos de tareas que proporcionan diversas
maneras de descubrir conocimientos erréneos, provocar la reflexién o activar
los conceptos pertinentes. Estas tareas son: empleo de diagramas, sustitucién
de ntimeros ficiles, juegos, invencién de preguntas, calificaciéon de deberes y
tareas colectivas. El desarrollo alcanzado en la ejemplificacion de estas tareas
con el material elaborado y editado por Shell Center de la Universidad de No-
ttingham (U.K.), que ha alcanzado un alto grado de difusién y una ejemplari-
dad didéctica sobresalientes, nos eximen de entrar en mds detalles sobre estos
aspectos.

Con posterioridad a las investigaciones del profesor Bell han sido mu-
chos los especialistas que se han dedicado a estudiar, clarificar y tratar de eli-
minar los conceptos erréneos de los alumnos, abordando las dificultades de
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transferencia a aplicaciones realistas, incorporandolas desde el comienzo a la
ensefanza.

Otra orientacién curricular surgida en estos tiltimos afios es la que vienen
desarrollando Borassi (1987) y otros autores sobre la utilizacién de los errores
como plataformas para explorar nuevos conocimientos matemaéticos, en vez de
un uso exclusivamente diagndstico y preventivo.

Sobre la base de algunos errores usuales que se presentan en el estudio
de las fracciones tales como:

3/4+6/7=9/11;2/3+5/7=7/10

se plantean cuestiones como las siguientes:

(Cudl es la regla alternativa que el estudiante estd aplicando aqui?, ;por
qué estd haciendo eso?, la regla de adicién utilizada ;puede tener significado
en algunos casos? ;bajo qué condiciones ocurre esto?

(Hay un sistema matematico en el que opere esta nueva regla de adicion?
(qué propiedades tendrfa un tal sistema?

Escalonadamente, y mediante una serie de cuestiones con sentido, nos
llega a mostrar que, aunque la operacién 2/3 +5/7 =7/10 puede considerarse
como una equivocacion, hay algunos contextos en los que esta regla puede re-
sultar razonable. De este modo llegan a plantearse cuestiones més de fondo,
como las siguientes:

¢Puede haber algo que sea cierto y falso a la vez en matemdticas?

¢Cémo se puede decidir si una regla es cierta o falsa en matematicas?

¢Es siempre posible hacer esa determinacién?

Llegando a un nivel de andlisis como el que plantean estas otras cuestio-
nes: ;Cémo escoger reglas y definiciones para establecer un nuevo sistema en
matemadticas?, ;Cuadl es el efecto de la simbolizacién sobre el aprendizaje de las
matematicas?, ;Cudl es el efecto de elegir diferentes simbolizaciones sobre el
desarrollo de un tépico matematico?

Estas y otras reflexiones dan pie a plantear los errores como punto de par-
tida para una nueva orientacién de las clases de matemadticas, que superen el
nivel simplemente diagnéstico. La linea argumental es como sigue.

La interpretacién exclusiva de los errores como instrumentos de diagnés-
tico y correccién explota sélo parcialmente el potencial educativo del error dis-
cutido. En primer lugar, con tal suposicién solamente profesores e
investigadores podrian estar implicados en el proceso de analizar el error. Los
propios estudiantes quedarfan privados de la oportunidad de implicarse en la
actividad de explicar y dotar de sentido a sus propios errores, una actividad
que puede resultar altamente motivadora y provocadora. Ademads, la propia
creatividad de los investigadores al analizar el error se puede ver constrefiida
por el enfoque limitado a buscar las causas del error del estudiante de forma
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que se pueda eliminar. Esto sucede porque consideran el error necesariamente
como una desviacién de un cuerpo de conocimiento establecido al que no de-
ben conceder la consideracién de un reto para los resultados estdndar.

Pero a la vista del ejemplo anterior, incluso los errores matemdticos mas
simples pueden proponer tales retos, sin necesidad de un conocimiento mate-
matico sofisticado, ni tampoco un alto nivel de capacidad matemadtica.

Hay al menos dos direcciones principales que pueden seguirse en el uso
de los errores para motivar la reflexién e interrogarse acerca de la naturaleza
de nociones matematicas: los errores pueden usarse para investigar la natura-
leza de nociones matematicas fundamentales tales como “prueba”, “algorit-
mo” o “definicién”. Debido a que utilizamos continuamente algoritmos,
pruebas y definiciones cuando estudiamos matemaéticas podria suponerse
que sabemos muy bien lo que son esas nociones y si estamos cometiendo erro-
res al trabajar con ellas. Por el contrario, es muy dificil explicar qué es lo que
caracteriza una prueba matemdticamente buena (o un algoritmo, o una defi-
nicién) e incluso es mds dificil llegar a ser consciente de sus funciones o sus
limites. Puede ser mucho mds sencillo sefialar por qué una cierta prueba no
parece correcta, intentar arreglarla y a partir de este proceso concreto intentar
abstraer qué propiedades deseamos que tenga una prueba matematica.

Los errores pueden ayudarnos a investigar cuestiones abstractas relati-
vas a la naturaleza de las matematicas a las que es dificil acercarse por otra via.
De nuevo esto implica utilizar el contraste destacado por el error, al igual que
de su contenido informativo, aunque con un enfoque distinto a un nivel supe-
rior de abstraccién.

Utilizar los errores como motivacién y medio para interrogar sobre la
naturaleza de las matemadticas puede mejorar la comprensién de las matema-
ticas como disciplina por parte de los estudiantes. Comprender una materia
implica mucho mds que simplemente “aprender con comprensién” su conte-
nido bdsico. También incluye comprender su filosofia, la metodologia em-
pleada, el alcance y las limitaciones de la disciplina; debe incluir el desarrollo
de actitudes positivas hacia la disciplina. Este tipo de comprension, por des-
gracia, no es muy comun en especial en matemadticas, y tratar de mejorarlo de-
biera ser extremadamente importante tanto para los estudiantes como para
los profesores de cada nivel y materia.

Para poder apreciar completamente el potencial educativo de los errores
como plataformas para interrogar, en los dos niveles identificados, también es
importante comprender la variedad de cuestiones y exploraciones que pue-
den motivarse por diferentes clases de errores matemadticos. De hecho, aunque
la mayor parte de la gente parece identificar los errores con el uso o la com-
prension deficientes de una regla, los errores matemadticos pueden presentar
caracteristicas bastante diferentes, al menos con respecto a:
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¢ Grado de incorreccién: ademds de resultados falsos, se pueden
tener de hecho resultados parciales o aproximados, resultados
correctos obtenidos mediante procedimientos ineficientes o in-
aceptables, resultados que se pueden tomar como correctos en
un contexto determinado pero no en otro, problemas para los
que no se ha llegado a una solucién, etc.

¢ Contexto matematico: es decir, si estamos trabajando con pro-
blemas, algoritmos, teoremas, definiciones, modelos, etc.

El punto de vista elegido por estos autores puede resumirse diciendo que los
errores pueden emplearse como instrumento de motivacién y como punto de
partida para exploraciones matemadticas creativas, que implican actividades
valiosas de planteamiento y resolucién de problemas. También los errores
pueden proporcionar una comprensién mas completa y profunda del conteni-
do matematico y de la propia naturaleza de las matemadticas.

Esta linea de estudio e investigacién sobre el uso de errores en el desarro-
llo curricular estd sélo en sus comienzos y necesita atin de esfuerzo investiga-
dor para llegar a propuestas més sistemadticas y completas.

Para concluir este apartado realizaremos algunas reflexiones en torno a
las conexiones entre el estudio de errores y la evaluacion.

Son muchos los investigadores que han cuestionado estos tltimos afios
la naturaleza estrictamente psicométrica de la evaluacion escolar. Los aspectos
cuantitativos predominantes en los tests y otros métodos similares para medir
el rendimiento no proporcionan criterios suficientes para procedimientos ins-
tructivos eficientes®.

En los dltimos afios venimos asistiendo al desarrollo de nuevos modelos
de evaluacién que requieren de nuevos procedimientos de valoracién; pero tan
importante o mds que la valoracién que reciben los alumnos, estd el hecho de
que esas valoraciones sirvan para reorientar su comprensién ayuddndoles en
la superacion de sus concepciones deficientes y en la supresion de los errores.
La evaluacién no debe reducirse a los aspectos puramente externos y formales
sino que debe lograrse una interiorizacion de los juicios alcanzados para pro-
ceder a una modificacién y avance en los conocimientos. Nesher (1987) nos
aporta algunas consideraciones claves para una actualizacién del papel de la
evaluacién, diferenciando las pruebas de evaluacién de los ejercicios o instru-
mentos para la investigacién.

Las recomendaciones de Nesher, resumidamente, dicen:

1. El aprendiz deberd ser capaz, durante el proceso de aprendizaje de
valorar las limitaciones e incomodidades de una pieza dada de cono-

3-Radatz H. Obra citada.
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cimiento. Esto puede ser enfatizado desarrollando entornos de
aprendizaje que funcionen como sistemas de retroalimentacion den-
tro de los cuales el aprendiz sea libre para explorar sus creencias y
obtener respuesta especifica a sus acciones.

2. Enlos casos en que el aprendiz reciba retroalimentacion inespe-
rada, si no queda bloqueado por ella, deberd ser estimulado y moti-
vado para continuar e interrogar respecto a su tarea.

3. El profesor no puede predecir completamente el efecto del siste-
ma de conocimiento previo del estudiante en un nuevo entorno.
Mds aun, antes de que complete su instruccion, debiera proporcio-
nar oportunidades al estudiante para manifestar sus concepciones
deficientes y ast relacionar la instruccion subsiguiente a estas con-
cepciones.

4. Las concepciones deficientes son, por lo general, una excrecencia
de un sistema de conceptos y creencias ya adquiridos aplicados
equivocadamente a un dominio. No debieran tratarse como cosas te-
rribles que deben desarraigarse ya que ello puede confundir a los
aprendices y destruir su confianza en el conocimiento previo. En
vez de ello, el nuevo conocimiento debiera conectarse con el esque-
ma conceptual previo del estudiante y situarlo en la perspectiva co-
rrecta.

5. Las concepciones deficientes no sélo se encuentran tras las rea-
lizaciones errdneas, sino que también se ocultan tras muchos casos
de ejecucion correcta. Una teoria de la instruccion deberd cambiar
su enfoque de las realizaciones erréneas hacia la comprension del
sistema de conocimiento completo de los estudiantes, del cual se de-
rivan sus reglas de actuacion.

6. Los items diagndstico que discriminan entre concepciones ade-
cuadas y deficientes no son necesariamente los mismos que se em-
plean en los ejercicios y pruebas escolares. Un esfuerzo especial de
investigacion debiera hacerse para construir items diagndstico que
establezcan la naturaleza especifica de las concepciones deficientes.

También Romberg (1989), insiste en la complejidad de las tareas de evalua-
cién y en la necesidad de superar un tratamiento exclusivamente penalizador
de las producciones erréneas o incorrectas de los alumnos.

Los errores y la formacién del profesorado

Al comienzo de este apartado ya se hizo referencia a la funcién prioritaria de
los profesores en dirigir y guiar el desarrollo de ideas matematicas en las men-
tes de los escolares, razén por la cual era de importancia destacable el entre-
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namiento en pautas de observacion cuidadosa sobre el trabajo de los alumnos
con el fin de conocer en profundidad lo que los estudiantes estdn pensando.
Este aprendizaje debe iniciarse durante el periodo de formacién inicial. A la
pregunta “;qué conviene que aprendan los profesores en formacion al realizar la ob-
servacion de los alumnos en su trabajo matemdtico?”, Brousseau, Davis y Werner?,
contestan sefialando algunas ideas directrices a tener en cuenta para esa obser-

vaciéon:

1. Proporcionar a los estudiantes una oportunidad para ver lo que
conocen y lo que pueden inventar o descubrir con antelacién a ense-
fiarles un método, técnica o concepto supuestamente novedoso.

2. No dejar a la casualidad la creacion de las representaciones men-
tales de los alumnos. Se pueden proporcionar experiencias para los
alumnos que influirdn considerablemente en las representaciones
mentales que ellos construyan mentalmente.

3. Mediante las relaciones de comunicacion con los alumnos, el pro-
fesor puede conocer las representaciones mentales que los alumnos
estdn empleando.

Ademads del entrenamiento en la observacién de las actuaciones de los alum-
nos y en una guia efectiva para ayudarles a superar las concepciones inadecua-
das y los errores, los profesores en formacién inicial y permanente deben tener
un conocimiento general de las consideraciones tedricas y de fundamentacién
que hemos hecho en los apartados anteriores relativas a la clasificacién de erro-
res, determinacién de causas, esquemas tedricos de interpretacién y desarrollo
curricular derivado del diagnostico, tratamiento y superacion de los errores en
el aprendizaje. Todas estas cuestiones tienen interés intrinseco para la forma-
cién de profesores y deben ser objeto de estudio, reflexién y practica explicitas.

Hay, finalmente, otras dos cuestiones de interés en relacién con la forma-
cién de profesorado y el estudio de los errores. Por un lado, el andlisis de los
errores cometidos por los alumnos y la discusién en seminario de vias posibles
para su correccién ponen de manifiesto las propias concepciones que tiene
cada profesor en formacién respecto del conocimiento matematico y la natura-
leza de su aprendizaje. Esta comprensién sobre las propias creencias permite
asumir criticamente los planteamientos profesionales de cada profesor en for-
macién, observando las incoherencias y aspectos olvidados y promoviendo
una concepcién més completa de las tareas docentes.

4. Obra citada.
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Introducir en el aula una consideracion sistemdtica de los errores va mas
alld de introducir un nuevo tépico en el curriculo, y hace necesario la ensefian-
za de estrategias adecuadas. Esto es debido a que tanto los profesores como
los alumnos tienen fuertes concepciones previas sobre los errores y, por tanto,
estas consideraciones influirdn sus comportamientos en relacién con las acti-
vidades que impliquen errores. Serd pues importante que los profesores clari-
fiquen sus concepciones sobre las matematicas, su aprendizaje y los errores
para que puedan ayudar a sus alumnos a superar el sentimiento negativo que
las personas tienen hacia los errores.

Por otro lado, también los profesores en formacién cometen errores en la
realizaciéon de tareas matemadticas, muchas de ellas similares o debidas a las
mismas causas que las que cometen los escolares. Poner de manifiesto las con-
cepciones deficientes y los errores cometidos es una tarea formativa ineludible
para el profesor en formacion; conviene aprovechar este tipo de actividades
para proponer esquemas de trabajo correctivos y situaciones en las que el con-
flicto cognitivo entre las concepciones inadecuadas y las adecuadas se ponga
fuertemente de manifiesto y obliguen a una reestructuracién positiva de los
esquemas previos.

Algunas investigaciones recientes han trabajado en esta linea (Tirosh y
Graeber, 1989).

Técnicas de analisis

A lo largo de los estudios e investigaciones en educacién matemaética pode-
mos encontrar una gran variedad de métodos para el estudio de los errores en
mateméticas. Mulhern® los agrupa en cuatro amplias categorias:

1. Contar simplemente el niimero de soluciones incorrectas a una
variedad de problemas. Este método, que tiene un valor diagndstico
limitado es cercano al método psicométrico, y ha dominado la edu-
cacion estatal hasta hace poco.

2. Andlisis de los tipos de errores cometidos. Esta técnica implica
usualmente clasificar diferentes tipos de error, examinar como se
desvian de la solucion correcta y hacer inferencias sobre qué facto-
res pueden haber conducido al error.

3. Andlisis de patrones de error. Tales andlisis pueden revelar erro-
res sistemdticos que sean sintoma de concepciones inadecuadas, o
bien al variar aspectos de las tareas los patrones de error que resul-
tan pueden proporcionar claves sobre qué estrategias se han utiliza-
do.

5 Obra citada.
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4. Construir problemas de tal modo que puedan provocar errores en
los individuos. Aqui el investigador observa los patrones de error
realizados por los individuos; especula sobre las posibles causas de
estos errores; y, sistemdticamente, construye nuevos problemas de
los que puede predecirse que inducirdn a errores similares.

Ya hemos indicado, al considerar los antecedentes en el estudio de errores, que
la mayor parte de los estudios hasta fechas recientes eran de la primera de las
clases mencionadas, con una fuerte influencia de la metodologia psicométrica.
También hemos considerado en detalle diversas aproximaciones a la clasifica-
cién de errores. Vamos a presentar el planteamiento que estédn siguiendo algu-
nos autores como Nesher® al realizar el anélisis de patrones de errores como
sintomas de concepciones deficientes o inadecuadas (“missconceptions”).

La nocién de concepcién deficiente sefiala una linea de pensamiento que
causa una serie de errores, todos ellos procedentes de una premisa incorrecta
subyacente, en vez de errores esporddicos, desconectados y no sisteméticos.
No siempre resulta sencillo seguir la linea de pensamiento de los nifios y poner
de manifiesto cémo es de consistente y sistemadtico. La mayor parte de los es-
tudios, sin embargo, informan sobre la clasificacién de errores y su frecuencia,
aunque ésto no explica su origen y por tanto no pueden tratarse sistematica-
mente.

Parece que esta carencia de generalidad en los andlisis podria evitarse si
se mira en los niveles de representacién mds profundos en los que evoluciona
un sistema de significado que controla las realizaciones superficiales. Cuando
se detecta un principio erréneo en este nivel mds profundo, es posible explicar
no un caso sino toda una clase de errores. Denominamos a una tal regla para
la gufa de errores una concepcién deficiente.

La aplicacién de estos principios al estudio de dos tipos de errores detec-
tados en la comparaciéon de niimeros decimales (Resnick et al., 1989), sirve para
poner de manifiesto los esfuerzos de los alumnos por proporcionar sentido
conceptual a nuevos conocimientos matemadticos recibidos mediante instruc-
cién en términos de conocimientos previamente dominados; ésto es lo que ex-
plica la aparicién de los errores. En este estudio, el disefio de una prueba en la
que se tienen en cuenta todas las posibles actuaciones de los alumnos en térmi-
nos de las concepciones deficientes que se hipotetizan, proporciona un modelo
para analizar los patrones de error como categorias consistentes, de un modo
mads detallado y directo que en trabajos anteriores.

Las dificultades que se presentan usualmente para detectar estos errores,
debido a que los alumnos pueden obtener buenas calificaciones en pruebas de

6-'Obra citada.
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comparacién de decimales (que es el contenido que se estudia), atin cuando se
encuentren afectados por algunas de las concepciones deficientes subyacen-
tes, llevan a realizar las siguientes consideraciones de cardcter general:

1. Para hacer el disefio sobre la instruccién relativa a un nuevo co-
nocimiento, no es suficiente con analizar los procedimientos y sus
requisitos previos, que es lo que se hace en muchos casos. Debemos
conocer cOmo este nuevo conocimiento se integra en un gran siste-
ma de significados, que el nifio ya posee, y del cual va a derivar sus
directrices.

2. Es crucial conocer espectficamente cémo los procedimientos ya
conocidos pueden interferir con el material que se estd aprendiendo.

3. Todos los nuevos elementos que se asemejan, pero son distintos
de los antiguos, debieran discriminarse claramente en el proceso de
instruccion, y el profesor debiera esperar encontrar errores en estos
elementos. Es innecesario decir que, aunque produzcan mayor ni-
mero de respuestas erroneas, tales elementos deben presentarse a los
nifios, y no tratar de evitarlos.

Otro desarrollo técnico avanzado en el estudio de errores, ya comentado, es el
realizado en el campo de la sustraccién al aplicar el modelo de los bugs, con-
siderando la metéfora de la mente humana como un ordenador. Maurer’ nos
explica los resultados mds importantes de esta técnica de andlisis. El conoci-
miento de los tipos de errores de sustraccion que cometen los estudiantes es
ahora tan detallado que se han escrito programas de inteligencia artificial que
cometen los mismos errores que los estudiantes, proporcionando al programa
s6lo unos cuantos principios basicos. Otros programas sirven para diagnosti-
car rdpidamente qué bugs tiene un estudiante determinado. Otros ayudan a
diagnosticar los bugs de los demds mediante un entrenamiento en esta tarea.
Practicando las destrezas de bisqueda de bugs, los estudiantes llegan a reco-
nocer que sus propios razonamientos pueden tener bugs. También la teoria
sobre la generacién de bugs ha empezado a proporcionar ideas sobre las me-
jores y peores elecciones de ejemplos y sobre los métodos mejores y peores
para seleccionar material. Esto era algo que no podia hacer el antiguo conoci-
miento sobre errores sistemaéticos.

En cualquier caso, la investigacién actual indica que muchas respuestas
a problemas que han sido considerados descuidos son, de hecho, el resultado
de concepciones inadecuadas sistemadticas sobre sustraccién.

La figura muestra el trabajo de un estudiante con un bug. El bug se re-
fiere a “llevarse” o “pedir prestado”, en este caso “llevarse” de 0:

7- Obra citada.
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al0b
-Xyz donde z es mayor que b

El estudiante transforma la sustraccién en:

(a-1) 0 (b+10) (a-1) 9 (b+10)
- Xy z en vez de: -_ Xy z

Procedimiento que conduce a su vez a una segunda dificultad:
0-y=y (unaversi6n) 0-y=0 (otraversién).

No hay nada aleatorio o chapucero en el trabajo del estudiante con bugs como
estos. Estd trabajando cuidadosamente, siguiendo un procedimiento preciso,
aunque incorrecto.

(Qué explican tales bugs? Imaginemos que el estudiante comprende el
algoritmo de la sustraccién de una manera muy mecénica. Lo ve como una
mera manipulacién columna por columna, excepto si el digito de arriba de una
columna es mds pequefio que el de abajo, en cuyo caso se disminuye el digito
c de su izquierda en 1y se sustituye d por 10 + d. Imaginemos ademads que el
profesor nunca ha presentado el caso en que c es cero, o que el estudiante esta-
ba distraido cuando el profesor lo hizo. ;Qué hace el estudiante en un ejemplo
en el que c vale cero? No se evade, sabe que debe dar una respuesta. Asf, gene-
raliza imaginando alguna versién del procedimiento que incluye todos los ca-
sos previos y también este. En este ejemplo, la idea del estudiante es que el
digito del que se pide prestado no necesita ser el que estd inmediatamente a la
izquierda, sino que puede ser el digito no nulo mds cercano a la izquierda. De
este modo, ante una laguna en el algoritmo, el estudiante hace un “remiendo”
incorrectamente, creando un bug. El estudio de tales correcciones se llama “Re-
pair theory”.

Si bien los criticos a la Repair theory han puesto de manifiesto las limita-
ciones de los andlisis hechos sobre esta fundamentacion, en especial por las ca-
racteristicas tan especificas que tienen los conocimientos a los que se puede
aplicar, que le dan un cardcter limitado y restrictivo, no cabe duda que, en su
campo, la potencialidad del andlisis logrado es bastante completo.

Conclusién

Hemos visto que el campo de estudio sobre errores en el aprendizaje de las ma-
tematicas escolares se viene desarrollando y definiendo de manera creciente-
mente productiva durante los tltimos afios. Su interés para la mejora en la
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comprensién y conocimiento de los alumnos, asi como para una realizacién
eficaz de las tareas docentes, es indudable. Creemos que, en los préximos
afios, asistiremos a un mayor desarrollo de estos estudios al avanzar en la
comprension tedrica y en sus implementaciones précticas. Para nosotros cons-
tituye un campo de interés permanente en el que pensamos continuar desa-
rrollando una parte considerable de nuestras investigaciones en el drea.
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Técnicas
de evaluacion para profesores
de secundaria

Dr. Jeremy Kilpatrick

Universidad de Granada

Presentacion

El material que se expone a continuacién tiene por objeto presentar algunos
de los puntos més relevantes del desarrollo del curso, “Técnicas de evaluacién
para profesores de secundaria” dictado por el Dr. Jeremy Kilpatrick. Estos
puntos fueron seleccionados conjuntamente por el profesor Kilpatrick y por el
personal de “una empresa docente”.

Se escogid una presentacién muy particular: corresponde a las notas que
un asistente pudo tomar durante el curso, aunque se mencionard de manera
explicita el objetivo de cada sesién. Ocasionalmente se incluirdn ejemplos con-
cretos o descripciones de los procesos, asi como didlogos en los que puede
descubrirse la intencién del profesor, para hacer énfasis en algtin objetivo de
la sesién. Somos conscientes de que esta forma de presentacién tiene limita-
ciones; sin embargo, consideramos que, dada la metodologia que se desarro-
116, es la mds adecuada. A lo largo del texto se dardn referencias bibliograficas,
las cuales se presentan al final de este documento.

Se ha organizado el material en las siguientes secciones:

¢ Introduccién.

¢ Primera sesion a quinta sesién

* Muestra de trabajos entregados por los asistentes.
¢ Referencias bibliogréficas.

J. Kilpatrick, L. Rico y P. Gémez (eds.), Educacién Matematica, 109-131.
© 1998 “una empresa docente”. Impreso en Colombia
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Introduccion

El curso tuvo como propésito familiarizar a los profesores de secundaria con
varias técnicas de evaluacién en clase e invitarlos a reflexionar acerca de la eva-
luacién que ellos realizan. Durante el curso se revisaron tépicos de medicién
originados por pruebas que se usan actualmente y se presentaron técnicas que
no son usadas con frecuencia en la ensefianza de las matemadticas.

El curso iba dirigido a profesores de matematicas de secundaria, aunque
se conté con practicantes y con profesores universitarios. Se realizaron activi-
dades en grupo e individuales; hubo exposicién por parte del profesor y pues-
tas en comun sobre trabajos concretos. Los profesores, como conclusién del
trabajo, aplicaron una evaluacion en sus clases y produjeron un documento co-
mentando qué habia sucedido.

Primera sesion
Objetivo
Dar la oportunidad al profesor para que haga explicito lo que sabe sobre aspec-

tos generales relacionados con el tema y que exprese qué hace en la préctica
con esos puntos.

Notas de clase

Durante mucho tiempo en Estados Unidos se utiliz6 la palabra “Evaluation”
para cualquier proceso de evaluacién. Ultimamente se estd utilizando exclusi-
vamente para los procesos globales de evaluacién de proyectos. Para la evalua-
cién que el maestro realiza en clase, se utiliza el término “Assessment”, el cual
ha sido frecuentemente traducido como “valoracién”. Durante el curso se tra-
bajard en “assessment”, y se utilizard la palabra “evaluacion” para referirse a
él.

Tarea: hacer una lista para responder a la siguiente pregunta: ;Cémo realiza us-
ted la evaluacién de sus estudiantes? (How do you assess your students?)

Se produjo una lista por consenso general; sin embargo, en algunos casos
en vez de decir como evaluamos, decfamos qué evaluamos: atencién, organi-
zacion, grados de asimilacion, etc. El profesor Kilpatrick hizo énfasis en que di-
ferencidramos estos puntos. La lista que resulté fue la siguiente:

¢ Evaluacién de la clase.
® Autoevaluacién oral.

Talleres (nuevos contenidos) en clase.

* Exdmenes escritos: Falso-Verdadero con justificacién, proble-
mas y algoritmos.
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Talleres para la casa.

Observacién del desemperio en clase: preguntas y reflexiones que hacen los estu-
diantes; cuando hay errores, volver a preguntar; uso del lenguaje oral, escrito
y gréfico; razones para justificar; formulacién de conjeturas e hipétesis.

Trabajos en grupo: participacion, persistencia.
Participacion en clase.

Actividades para mirar rapidez.

Problemas desafios: como se aborda.

Tablero.

Pruebas de manejo de representacién espacial.
Problemas planteados por ellos.

Entrevistas con estudiantes, en casos especiales.

¢ Qué significa “evaluacion”? (What does assessment mean?). en esta ocasién se ob-
serva mucha claridad en las respuestas que dimos:

Instrumento que permite medir el cambio de un individuo so-
metido a un proceso de educacién.

Anadlisis de un proceso de actividad cotidiana.

Determinacién del logro de objetivos, deteccién de fallas del
proceso de ensefianza-aprendizaje a nivel de alumnos-profe-
sor-grupo.

Proceso que juzga, valora y controla el desarrollo del conoci-
miento matemdtico. Proceso y resultados.

Proceso que permite seguir el desarrollo del pensamiento ma-
tematico.

Un “momento” para parar, mirar atrds y decidir sobre el logro
de objetivos.

Diagndstico del estado alumno-clase con relacién a los objeti-
VOs.

¢Porqué realiza usted evaluaciones? (Why do you assess?): también hubo mucha
claridad en este punto. La lista resultante fue la siguiente:

Seleccionar, promover y estimular a los alumnos.

Observar los logros.

Validar socialmente el saber matemadtico.

Condicionar la continuacién del curso o tomar nuevas decisio-
nes sobre la modificacién de la ensefianza.

Verificar desarrollo de comprensién, aplicacién del conoci-
miento, desarrollo de actitudes de comprension, capacidad de
compromiso, relacién afectiva con el maestro.

Verificar si los instrumentos son apropiados.

Cumplir con normas administrativas.

Informar a los padres del desempefio de los hijos.
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Mostrarle al estudiante lo que sabe.

¢ Corregir errores.

Valorar el trabajo profesor-estudiante.
* Hacer seguimiento del estudiante.

Como conclusién, el profesor Kilpatrick plante6 una cuestién acerca de la for-
ma en que se relacionan el por qué y el cémo. Nos invité a llenar una matriz
que tuviese como filas las respuestas al porqué, y por columnas las respuestas
al como. Tenemos que ver si todos los porqué tienen una evaluacién y vicever-
sa.

Autoevaluacion Talleres Exdmenes Tablero
oral en clase escritos
Seleccionar X
Promover X
Estimular X
Observar logros
Validar el saber
Condicionar la X
continuacién

En este ejemplo no se utilizan todos los cdmo y los exdmenes escritos préctica-
mente se usan para todo. El profesor Kilpatrick nos invité a estudiar la posibi-
lidad de que cada evaluacién pueda utilizarse en cada uno de los por qué y a
revisar la propiedad de su utilizacién actual en cada por qué.

Finalmente, nos asigno una tarea que debfamos entregar el dltimo dia de
clase. Debfamos escoger de la lista uno de los como y aplicarla en nuestra clase.
A continuacién debiamos escribir un reporte sobre lo que pudimos observar,
con respecto al proceso.

Pidi6 igualmente leer para la siguiente sesién “Mathematics Assessment:
Myths, Models, Good Questions, and Practical Suggestions.” (NCTM 91).

Segunda sesion
Objetivos

¢ Confrontar lo que el profesor sabe y cree con lo que especialistas
o tedricos han dicho con relacién al proceso de evaluacién.

* Presentar situaciones tipicas de valoracién de rendimiento.
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e Hacer vivir al profesor situaciones de alumno de manera que
pueda confrontar la teorfa con lo que sucede en la realidad en
dos niveles: el nivel del estudiante y los procesos que vive y el
nivel del maestro que debe evaluar esos procesos y no sélo pro-
ductos.

Con base en el texto “Concepto de evaluacién”, (Rico, 90) se vio que hay otros
por qué para los cuales se puede utilizar la evaluacién. Este grupo reconocié
que no la usa con esos propésitos. La lista de puntos es la siguiente:

e Valorar la adecuacién de un texto para adquirir determinados
conocimientos.

* Valorar, en el desarrollo de una investigaciéon sobre cognicio-
nes iniciales, la habilidad de los nifios de pre-escolar para cap-
tar determinadas relaciones matematicas.

* Conocer la capacidad matemadtica de la persona o personas a
las que se les va a ofrecer un empleo.

* Hacer una valoracién global sobre el grado de madurez conse-
guido en el dominio de unos cuantos hechos, destrezas, con-
ceptos o estrategias de una parcela de las matemadticas, al
concluir un periodo de formacién.

Los siguientes son los mitos que se tienen en Estados Unidos:

* Aprender matemadticas significa manejar un conjunto determi-
nado de destrezas bdsicas. Por lo tanto las pruebas de matema-
ticas se deben centrar en qué tanto maneja el estudiante esas
destrezas.

* Los problemas y las aplicaciones s6lo pueden venir después
del manejo de las destrezas basicas.

* Primero ensefiamos y luego evaluamos.

¢ Los estudiantes aprenden tinicamente por imitacién y memori-
zacion.

e Casi siempre hay una sola respuesta correcta a un problema de
matemadticas.

* Las pruebas objetivas de seleccién mltiple son los tinicos indi-
cadores vélidos y confiables de la calidad del rendimiento ma-
tematico.

¢ El propésito de la evaluacion es determinar cudles estudiantes
saben y cudles no, para asi poder dar notas y establecer un or-
den de puestos de acuerdo a ellas.

¢ Las pruebas objetivas de seleccién miiltiple son las que miden
mejor las ideas mds importantes de matematicas.

* La asignacion de notas debe hacerse usando una distribucién
acampanada.

113



Educacion Matemdtica

¢ Dentro del salén de clase el profesor es la tinica persona capaz
de evaluar el progreso de los estudiantes.

¢ Las formas alternativas de evaluacién son menos objetivas que
las pruebas tradicionales y sélo éstas tltimas dan la informa-
cién para la “contabilidad educacional” (Educational Accoun-
tability).

Los siguientes son los mitos colombianos:

* Los estudiantes aprenden por memorizacién e imitacion.

¢ En la educacién primaria: memorizacién, imitacién, repeticion.

* En la educacién secundaria: primero ensefiamos y luego eva-
luamos; no hay un diagndstico de la situacién de los estudiantes
cuando entran a la secundaria.

¢ El profesor de matemadticas no es accesible. El profesor de mate-
madticas es un monstruo.

¢ Las formas alternativas son menos objetivas que las tradiciona-
les.

® Sélo el profesor es quien ensefia.

¢ Los genes matematicos existen.

® Se debe cubrir todo el programa de matematicas.

¢ Cudles estudiantes saben y cudles no, y con base en eso dar no-
tas para clasificarlos.

* Saber matematicas es manejar las destrezas bdsicas.

¢ Las notas representan el saber matematico, el promedio es sufi-
ciente.

El profesor Kilpatrick presenté los principios que estdn rigiendo en este mo-
mento el proceso de evaluacién en los Estados Unidos:
® Principio de contenido: cualquier evaluacién del aprendizaje ma-
tematico del alumno debe reflejar lo que es mds importante que
él aprenda.
® Principio de aprendizaje: cualquier evaluacién del aprendizaje
debe aportar a las practicas de ensefianza y aprendizaje de ma-
tematicas.
e Principio de acceso: cualquier evaluacién de matemadticas debe
permitir que todos los estudiantes tengan acceso al aprendizaje
de las matematicas.
A continuacién se empez6 a trabajar en ‘evaluacion de rendimiento’ (perfor-
mance assessment). En este proceso, se le da al estudiante algo para hacer; el
profesor observa qué hace; realiza entrevistas para determinar la calidad de al-
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gunos procesos y ve qué produce. Esto tltimo puede ser mediante un proyec-
to, un reporte o una discusion.

Esta evaluacién permite averiguar qué saben y qué hacen realmente los

estudiantes. No se asigna el ejercicio en que se escoge una respuesta de un
conjunto posible; por lo general es un ejercicio que toma mucho tiempo para
su solucién; es el tipo de ejercicios en el que el estudiante puede realmente ha-
cer matematicas. Normalmente se impone una resolucién en grupos. Algunos
ejemplos son los siguientes:
Tridngulo numérico. Observe la Figura. La resta de los nimeros de los vértices
de la base del tridngulo exterior es el nimero que esta en el vértice superior.
Al tridqngulo se le asigna un valor, que es la suma de todos los niimeros de los
vértices. Los ndmeros que estdn sobre las aristas son la diferencia de los ni-
meros de los extremos. Es posible crear un nuevo tridngulo tomando como
vértices los ndmeros de las aristas. Sucesivamente se van construyendo tridn-
gulos mediante estas reglas. Se formulan las siguientes preguntas:

* ;Qué valor se le asigna al tridngulo luego del paso 1500?

* ;Qué sucede cuando se empieza con nimeros diferentes?

Patrones de recubrimiento. Producir un patrén para recubrir un drea utilizando
un conjunto de tridngulos azules y blancos.
Doblajes. Doblar una hoja de papel por la mitad y luego volver a doblarla por
la mitad. Realizar un corte en un extremo. Dibujar cémo se vera el papel cuan-
do se desdoble.

Trabajamos en el problema del tridngulo. Paralelamente debfamos ver
cémo ibamos a evaluar la actividad.

Tercera sesion
Objetivos
* Dar pautas para el proceso de evaluacién de rendimiento.
* Distinguir aquellos puntos que son relevantes para realizar el
proceso de evaluacion.

115



Educacion Matemdtica

e Crear la conciencia de que se requiere mds que tener la respues-

ta correcta para tener una valoracién del rendimiento de los es-
tudiantes.
Iniciamos revisando nuestro trabajo en el ejercicio del tridngulo. La res-
puesta a la primera pregunta fue 2. Es decir, cuando se empieza con los niime-
ros 4, 5y 13, el valor del tridngulo en el ‘limite’ es 2. Alguien encontré un valor
mayor a 2; con 3, 6 y 9 se obtiene 6. Alguien dijo: “Con n, 1, 0 se obtienen 2n”.
Esto hacia parte de la respuesta a la segunda pregunta. Lo que se hizo a conti-
nuacién fue ver cémo habiamos evaluado nuestro trabajo y cémo evaluaria-
mos el rendimiento observado. Esto fue lo que respondimos:
1.Con un ejercicio andlogo, es decir no evaluaria el ejercicio en sf sino que eva-
luaria el rendimiento a través de otro ejercicio similar.

2.Autoevaluacion: los estudiantes califican su trabajo y se dan una nota; ade-
mads justifican la nota que se asignaron.

3.Calidad de las preguntas, creatividad, organizacién-generalizacién, preci-
sion.

4 Participacién, cooperacién, argumentacién-justificaciéon, comparacién entre
dos grupos con diferente rendimiento, entrevista.

Grado de generalizacién, estrategias empleadas, solucién de problemas, va-

riantes y generalizacion.

Sin embargo el profesor Kilpatrick nos hizo las siguientes observaciones:

No siempre es posible conseguir ejercicios similares. Es més facil evaluar
organizacion y precision. Pero, ;cémo se evaluia la creatividad?

Por otra parte, ;qué es lo que esperamos que haga el estudiante cuando
se le pide que “evalde su trabajo”? Esto se ve en el siguiente didlogo entre el
profesor Kilpatrick y uno de nosotros:

JK: ;Cémo espera usted que el estudiante evaliie su propio trabajo?
Prof: Con una escala.

JK: ;Qué significa un 10?

Prof: Una respuesta correcta.

JK: ;Qué es en este caso una respuesta correcta? La respuesta: “con
13, 9, 4 se obtiene 2” es correcta.

Prof: Esperaria una respuesta perfectamente correcta. Al que gene-
raliza le pondria 10.

JK: ;Sin importar qué haya hecho?
En la lista y en el didlogo sostenido atin no es claro cémo es que se va a asignar
la calificacion; hubo otro didlogo interesante:

JK: ;Qué pasa si la generalizacion no es correcta?

Prof: Haria que la verificara con niimeros.

JK: 51, pero, ;como la evaluaria?

Prof: Le pido que explique.
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JK: Y si explica mal, ;qué le pondria?

Prof: Invitaria a participar a todo el grupo para que llegdramos a un
resultado.

JK: ;Le daria diferentes pesos a buenas y a malas explicaciones?
Prof: No; el mismo, porque el estudiante estd trabajando.

Para zanjar esta dificultad nos sugiri6 establecer de antemano qué es un
rendimiento alto, qué es un rendimiento medio y qué es un rendimiento bajo.
Adicionalmente existen tres formas de asignacién de puntajes:

* Analiticamente. Aqui se determina un conjunto de aspectos que
se van a observar. A cada uno se le da un valor segtin el desem-
pefio del estudiante. La nota final estd directamente relaciona-
da con cada uno de los puntajes de las partes (es la
sugerencia 4).

® Enfocadamente. En este caso se mira tinicamente un aspecto y
con base en el desempefio observado en él, se da la nota del es-
tudiante (es la sugerencia 5, que enfatiza en la generalizacién).

o Globalmente (Holisticamente). En esta forma se ha observado

todo el trabajo, sin discriminar algtin aspecto y se da una nota
global.
Independientemente de cudl tipo de evaluacién escojamos, debemos tener
una idea de al menos tres niveles diferentes de rendimiento.

Con el fin de aplicar esto dltimo, se nos asigné un nuevo ejercicio. Pod{a-
mos trabajar en grupos; parte de nosotros actuaba como profesores con el fin
de evaluar lo que los estudiantes hacfamos. El ejercicio trabajaba con hexarrec-
tos. Un hexarrecto es un poligono de 6 lados cuyos dngulos son rectos. Se nos
pidi6 lo siguiente:

e Dibujar un hexarrecto cuyo perimetro sea 24 unidades.

e Dibujar el hexarrecto de 24 unidades de perimetro de mayo

drea posible.

* ;Qué se puede decir de los hexarrectos de 24 unidades?

Los profesores relataron lo que sucedid en los grupos; los aspectos positivos
del trabajo desarrollado: exploracion, generalizacion, persistencia, organiza-
cién, uso o biisqueda de estrategias. Con respecto a la evaluacién del trabajo,
si es holistica, analitica o enfocada, no se hizo ninguna mencién, aunque es
claro que ésta, en todos los casos, fue holistica.

Este ejercicio tenia otra intencién. Ninguno de los asistentes tenfamos co-
nocimiento acerca del ejercicio. Esto nos colocé a “alumnos” y “profesores” en
el mismo nivel. Naturalmente surgié la reflexién en torno a si es posible para
el profesor evaluar el proceso que un estudiante sigue para resolver el proble-
ma cuando el profesor no conoce la “respuesta”. Se suscité el siguiente dialo-
go que planteé el interrogante:
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JK: No sé si la ensefianza puede ser sélo protagonizada por el profe-
sor.;Es posible usar, en sus clases, un problema de matemdticas del
cual ustedes desconocen la solucién? ;Es posible evaluar a los estu-
diantes que trabajan en un problema del cual no conocemos la solu-
cién? ;Qué podemos evaluar? En el ejercicio anterior, ustedes
hicieron una evaluacion, sin conocer la respuesta del ejercicio.

¢ Tenemos que conocer la respuesta antes?

Prof: Yo asigno un ejercicio solo si tengo la sospecha de que puedo
resolverlo. Si trabajo en un tema de matemdticas avanzadas, topolo-
gta o dlgebra abstracta, no.

JK: Estoy hablando de utilizar un problema de palabras, del que us-
tedes no conocen la respuesta.

Y para reflexionar en ese interrogante, intercambiamos roles y trabajamos en
el siguiente ejercicio:
"Dado un poligono de n lados, quiero saber cuél es el nimero
maximo de dngulos rectos que puede tener."

K: ;Quiénes de ustedes conocin la respuesta de este ejercicio?
¢
¢ Quién no pudo evaluar el trabajo de los estudiantes? ;Por qué?

Prof A: Porque estaba teniendo las mismas dudas y me hice las mis-
mas preguntas; yo ya no estaba en la posicion de evaluador.

JK: ;Qué vio usted? ;Lo podria valorar?

Prof A: Vi como se hacia pregquntas y como se las respondia él mismo.
JK: A usted, ;le gusté eso?

Prof A: Si.

Prof B: Surgieron muchas dudas acerca de si el poligono era concavo,
o convexo; si los dngulos externos se contaban o no.

JK: ;A ustedes les interesa el proceso que se sigue cuando se hace y
se ensefia matemdticas? (; Do you care about processes in doing and
teaching mathematics?) ;Es o no es posible evaluar el proceso que
usted sigue para resolver un problema, aiin sin conocer cudl es su
respuesta?

Cuarta sesion
Objetivos
* Proporcionar pautas y sugerencias précticas para tener en cuen-
ta en el momento de preparar preguntas para hacer evaluacio-
nes.
® Presentar otras alternativas para la formulacién de preguntas
abiertas.
* Presentar pautas de evaluacién de otros aspectos de desempefio
de los estudiantes.
* Presentar otra alternativa de evaluacién del trabajo de los estu-
diantes: portafolios.
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Criterios para la realizacion de actividades

de evaluacion (NTCM, 90)

A continuacién se presenta una adaptacion de una lista elaborada por Steve
Leinwand y Grant Wiggins, sobre algunas de las caracteristicas importantes
que deben tener nuestros ejercicios de evaluacién. Encontraremos titil volver
con alguna frecuencia a esta lista, para revisar la calidad del curriculo y de las
actividades de evaluacién que damos a los estudiantes.

Esencial e La actividad se adapta al propdsito del curriculo
Vs * Contiene la “idea principal”
Tangencial
Auténtica ¢ La actividad requiere procedimientos apropiados con
Vs respecto a la disciplina
Controlada * Los estudiantes valoran los resultados del ejercicio
Rica ¢ La actividad origina nuevos problemas
\E ¢ Origina nuevas preguntas
Superficial * Tiene muchas posibilidades
Motivadora ¢ La actividad invita a pensar
Vs * Fomenta la persistencia

No interesante

¢ El estudiante es quien “opera” y quien “decide”

Activa . . . ~
vs * Los estud.lantes interacttian con sus companeros
Pasiva * Los estudlantes construyen conocimiento significativo
y profundizan en su entendimiento
* Puede hacerse en la escuela o en casa durante el tiem-
Realizable po destinado a las tareas
Vs * Su proceso de desarrollo es adecuado para los estu-

No realizable diantes
¢ Es confiable

Equilibrada e La actividad desarrolla el pensamiento en diferentes
vs formas
No equilibrada | ¢ Contribuye a crear actitudes positivas

Abierta ¢ La actividad tiene mds de una respuesta correcta
Vs * Tiene multiples vias de aproximacion, para hacerla ac-
Cerrada cesible a todos los estudiantes
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Desarrollo de un ejercicio para evaluacién

He aqui un plan (adaptado del trabajo del Departamento de Educacién del Es-
tado de Conneticut) que se puede utilizar para desarrollar un ejercicio de ren-
dimiento, una indagacién o un cuestionario de preguntas abiertas para hacer
una evaluacién. Aunque aqui el plan se usa para el proceso de evaluacién, tam-
bién puede usarse para el proceso de construccién del curriculo de la clase.

El plan no tiene que seguirse de manera lineal. Por ejemplo, querriamos
tener en mente desde el principio, tanto el contenido como los comportamien-
tos que queremos evaluar.

Lea todo el plan y modifiquelo para que se adapte a sus necesidades.

Empiece con una idea:
¢ De un libro de texto o de otros libros.
* De un periédico, una revista, un almanaque o un catalogo.
¢ De una conversacion.

De la vida.

¢ De pensamiento aleatorio.

¢ De inspiracién divina.

Pruebe la idea:
e ;Cumple con los criterios de la seccién anterior?
¢ ;Esimportante en su entorno?
¢ ;Tiene un contexto que sus estudiantes entiendan?

Empiece a materializar la idea:
¢ Defina sus objetivos.
(En dénde se ubica dentro del curriculo?
¢Qué le puede decir acerca de sus estudiantes?
;Qué tendrian que saber sus estudiantes?
¢ Disefie un plan.
Describa el ejercicio.
Establezca el propésito y los objetivos.
Escriba las instrucciones para los estudiantes.
Incluya preguntas “no dirigidas” que puedan incitar a los estu-
diantes a encontrar las estrategias que necesiten.
* Dé informacién a los estudiantes sobre los criterios de evalua-
cion.
Tenga en cuenta los formatos de respuesta:
* Ejercicios o reportes escritos.
® Reportes orales o rendimiento.
¢ Discusiones y actividades en grupo.
e Carteleras.
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Desarrolle sus anotaciones:
¢ ;En dénde se ubica el ejercicio dentro del curriculo?
* ;Qué deben saber los estudiantes previamente?
¢ ;Qué materiales y equipos se necesitan?
* ;Qué problemas pueden presentarse?
* ;Qué cantidad y qué tipo de guias y ayudas debe dar o no dar
el profesor, y cudl es su relacién con la calificacién?

Diseriar un enfoque de la evaluacion:

e ;Es preferible evaluar globalmente (incluyendo un reporte de
experiencias) o un sistema de evaluacién en el que se analiza
punto a punto cada aspecto?

* ;Se van a evaluar procesos? ;productos? ;ambos?

* Tenga presentes las actitudes y atributos que espera observar:
cooperacién, persistencia y recursividad.

¢ Identifique qué es lo mds importante que se debe evaluar y la
relacién de esa importancia con los puntajes que se deben asig-
nar.

* Defina los niveles de rendimiento (logros).

e Esté preparado para hacer cambios o ajustes luego de ver el tra-
bajo de los estudiantes. jPueden sorprenderlo!

Pruebe el ejercicio:
¢ Pida a uno o mds colegas que revisen y critiquen su propuesta.
¢ Administre el ejercicio en algunas clases.
Pida la opinién de los estudiantes.
Tome notas detalladas de lo que observa y de lo que dicen los
estudiantes.
Decida si debe hacer cambios o proponer nuevos ejercicios.

Revise lo que sea necesario:
* La actividad misma.
¢ Las notas del profesor.
* El sistema de evaluacion.

Alternativas de formulacion de preguntas abiertas

Jorge recolect6 ruedas de bicicleta y de triciclo. Cuando ya habia encontrado
6 ruedas, encontré 3 mas. Haga un dibujo que muestre cudntas bicicletas y tri-
ciclos puede tener Jorge. Explique por qué podria haber mds de una respuesta.
Usted quiere ensefiarle a su primo cémo restar niimeros de 2 digitos. Escriba-
qué le dirfa y dé ejemplos de problemas.

Escriba todo lo que ha aprendido sobre fraccionarios hasta ahora.

Si usted mide un objeto con 5 reglas distintas y encuentra 5 respuestas distin-
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tas, ;como decidirfa cudl es la respuesta correcta?

Con su grupo disefie una actividad que le ayude a la clase a comprender cudn
grande es un millén.

Kim no cree que sumando una constante (el mismo ntimero) a la calificacién
del examen de cada uno de los estudiantes, el puntaje promedio de la clase
cambiard s6lo en esa cantidad. Escriba una explicacién que convenza a Kim de
que esto es 0 no es cierto. (En vez del tradicional: “es la afirmacidn, cierta? ;Es
falsa? ;Por qué?”; en la nueva forma, se estd invitando a hacer una reflexién
acerca de la mejor manera de expresarse; de lo que se estd o no se estd enten-
diendo; se estd haciendo una reflexién sobre el proceso mismo de pensamien-
to)

Haga una lista de todo lo que pueda descubrir acerca de este tridngulo:

_J
450
90° 0
0 SN

Para el siguiente problema, explique en palabras cémo lo irfa resolviendo. Re-
suélvalo siguiendo sus propias indicaciones para estar seguro de que ha inclui-
do cada paso necesario. Revise su lista si es preciso: “Juan compré 6 dlbumes
dobles y 12 sencillos por $210. Los dlbumes sencillos cuestan $9 cada uno. Los
dobles cuestan, cada uno, lo mismo. ;Cuaél es el precio de un dlbum doble?”
Haga un ensayo acerca de lo que aprendi6 esta semana.

Usted estd hablando por teléfono a uno de sus compaiieros. Usted quiere que
dibuje una figura que él no puede ver. Escriba un conjunto de instrucciones
para que €l lo realice.

Hay 30 cubitos de igual tamafio en una mesa. ;Cudl es el cuadrado de mayor
drea que se puede construir con ellos? ;Cudl es el cubo de mayor volumen?
Cuando hay N cubitos, ;cudl es el volumen del cubo resultante?
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Descripcién general de estandares de evaluacion

para preguntas abiertas

Cada pregunta de respuesta abierta contiene algunos factores particulares que
deben evaluarse. Esta descripcién general da ejemplos del tipo de factores que
se pueden considerar. Los detalles varian segtin el nivel del problema.

Para asignar una calificacion holistica, clasifique primero los papeles en
diferentes montones representando tres niveles: alto, medio y bajo. Incluya
mads niveles si lo desea. Los niveles se interpretan como evaluaciones de las re-
puestas a un problema particular, no como categorizacién de los estudiantes.
Esto ayudard a los estudiantes a reconsiderar las cualidades de las respuestas
de nivel alto.

Nivel alto
* Contiene explicaciones elegantes y sin ambigtiedades.
¢ Incluye diagramas claros y sencillos.
¢ Indica comprensién de ideas y procesos matemadticos de las
preguntas.
¢ Identifica todos los elementos importantes de la pregunta.
¢ Incluye ejemplos y contraejemplos.
¢ Vamas alléd de los requerimientos del problema.

Sequndo nivel
¢ Contienen una buena y sélida respuesta con alguna de las ca-
racteristicas anteriores, probablemente no todas.
* Explica con menos elegancia y menos calidad.
* No va mads alld de los requerimientos del problema.

Tercer nivel
* Contienen la respuesta correcta pero la explicacién es confusa.
* Presenta argumentos pero incompletos.
Incluye diagramas pero son inapropiados o poco claros.
¢ Indica comprensién de ideas matematicas pero estas no se ex-
presan claramente.

Cuarto nivel
* Omite partes importantes de la pregunta o de la respuesta
¢ Tiene errores graves.
¢ Utiliza estrategias inapropiadas.

Aspectos relevantes adicionales
Ademds del manejo de los conceptos involucrados en el ejercicio (por ejemplo
rotacién, medidas, cuadrado, circulo) se puede evaluar:

* Capacidad de seguir instrucciones.
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* Capacidades de comunicacién: riqueza del lenguaje; compren-
sién de lectura y habilidades de escritura.

¢ (Calidad del proceso de asimilacién.

* Manejo de lateralidad.
En uno de los ejercicios, era posible tener dos respuestas correctas. (Torneo de
damas. Dos personas con igual desempefio y puntaje, van a jugar. Se pregunta
quién ganard el torneo). Cuando se hace este tipo de preguntas, es fundamen-
tal la calidad del razonamiento. Atin asi, es posible contar con dos razonamien-
tos igualmente validos y aceptables. No se intentard por tanto dar a alguno
mayor puntaje que al otro.

Portafolios

Es un félder o una caja que contiene los mejores trabajos de una persona; estos
trabajos los escoge la persona misma que los hace. Representa una muestra de
su trabajo. Se dieron pautas para su manejo:

® Hacer una recoleccién de trabajos cada 2 o 3 semanas: pueden
ser tareas de la casa, dibujos, un reporte, un proyecto.

¢ Revisarlo periédicamente y usar tres de ellos para dar una cali-
ficacién.

* Entrevistar a los duefios, con el fin de conocer las razones por
las que eligi6 los trabajos. En este proceso, ademds de evaluar
sus conocimientos, se le da la oportunidad de expresar sus sen-
timientos acerca de la calidad de su trabajo.

e Al mirar el portafolio de un afio, puede conocerse cudnto ha
evolucionado el estudiante. Es importante hacer énfasis en que
se coloca s6lo lo mejor.

e Se debe hacer explicito con los estudiantes este método de eva-
luacién y los criterios que se seguirdn. El estudiante va a ser par-
ticipe de esa evaluacién.

Este sistema tiene otras ventajas:

* Le permite al estudiante ser consciente de su propio progreso.

* Le da el espacio para comunicarse con su profesor.

* Le permite al profesor descubrir qué ha aprendido el estudiante
y qué es lo que él considera que es importante de ello.

* Muestra a los padres la evolucién de sus hijos.

Descripcién de estandares de evaluacion de portafolios

He aqui un ejemplo de una descripcién de estindares de evaluacién integral
para la evaluacién con base en un grupo de portafolios (archivo de trabajos de
los estudiantes, recolectado por el profesor). Al igual que con las preguntas de
respuesta abierta, muchos portafolios deben ser revisados antes de que sus
propias descripciones de estdndares de evaluacién sean finalmente desarrolla-
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das y aplicadas. Recolecte el trabajo del estudiante por un tiempo, luego tome
un grupo de portafolios de la clase y clasifiquelos en varias pilas.

Una de las grandes ventajas de los portafolios es la oportunidad para los
estudiantes y profesores de presentar sus mejores ideas y sus trabajos mas
creativos en lugar de las ideas o trabajos de otros. Se aconseja que esta descrip-
cién de estdndares de evaluacién sea usada sélo para comenzar a desarrollar
su propia descripcién de estdndares de evaluacion.

Nivel 4 (nivel alto)

Es interesante revisar el portafolio del nivel 4. Este nivel incluye una gran va-
riedad de trabajos matematicos escritos y gréficos, indicando trabajo indivi-
dual y de grupo. Proyectos, investigaciones, diagramas, graficas, tablas,
fotografias, audiovisuales y otros trabajos, son prueba de un curriculo amplio
y creativo que lleva a los estudiantes a pensar por ellos mismos. Hay también
evidencia del uso que hacen los estudiantes de varias fuentes como calculado-
ras, computadores, bibliotecas de referencia y conversaciones con adultos y
estudiantes. Estos papeles son muestra de la organizacién y el andlisis de la
informacién por parte de los estudiantes. Aunque la pulcritud puede no ser
un requisito primordial, la claridad en la comunicacién es muy importante. La
auto-evaluacion del estudiante se muestra en la revision de borradores, cartas
que explican por qué el estudiante escogi6 ciertos informes, listas o reportes
de evaluacién generados por el mismo. El mejoramiento de la comunicacién
después de cierto tiempo se refleja a través de muestras tomadas al comienzo,
mitad y final del periodo. El trabajo estudiantil refleja el entusiasmo hacia las
matematicas.

Nivel 3

El portafolio del nivel 3 muestra un sélido programa matemadtico y encontra-
mos una gran variedad de trabajos similares al del nivel 4. Los estudiantes
pueden explicar sin mucho problema sus estrategias y sus problemas en el
proceso. Es evidente el uso de trabajos de investigacién y de grupo. Los estu-
diantes muestran una buena comprensién especialmente de los conceptos ma-
tematicos, se incluye también el trabajo realizado durante cierto tiempo. Por
lo general lo que estd ausente es el entusiasmo y la auto-confianza del estu-
diante, la investigacion extensiva y el andlisis de la informacién.

Nivel 2

El portafolios del nivel 2 contiene un programa de matematicas apropiado, en
cierta forma delimitado por los requisitos del texto gufa. Hay poca evidencia
de la originalidad del estudiante, lo que se refleja en los proyectos, investiga-
ciones, diagramas y demds. Son minimas las explicaciones que el estudiante
puede dar acerca de los procesos utilizados para la solucién de los problemas;
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se puede ver una sobre concentracién de aritmética o de temas similares y por
lo tanto se refleja también una falta de trabajo en otras dreas de contenido.

Nivel 1

El portafolios del nivel 1 incluye poco trabajo creativo, consistente en fotoco-
pias o textos copiados de libros; casi no existe reflexién del estudiante. Los tra-
bajos son de preguntas con respuestas multiples y no hay evidencia de la
discusién en clase de ideas matematicas. Los estudiantes no explican lo que

piensan de las ideas matematicas.

Quinta sesion
Objetivo

Presentar sugerencias de nuevas formas de inducir a los estu-
diantes a redactar.

Presentar pautas de evaluacién del trabajo en grupos.
Presentacién de las tendencias actuales en los Estados Unidos.
Presentacién de una forma alternativa de evaluacién de un cur-
S0.

Sugerencias para hacer que los estudiantes redacten

A continuacion se dan sugerencias para ayudar a los estudiantes a escribir para

ensayos, portafolios u otras formas de valoracién.

Explique en sus propias palabras el significado de ...

Piense en su participacién en clase hoy y complete la siguiente
frase: (El profesor o el estudiante elige una) “Aprendi que yo
..."”; “Estaba sorprendido de que ...”; “Descubri que yo...”; “Me
agradé que yo ...”

Explique qué es lo més importante de entender acerca de ...
Escriba una carta a una compafiera que no pudo venir a clase
hoy, de tal manera que ella entienda tanto como usted lo que hi-
cimos y aprendimos. Sea tan especifico como sea posible.
Describa cualquiera de los lugares donde se quedé “varado”;
explique como se desvard cuando resolvié el problema.
Escriba una “Mategrafia” en la que describa sus sentimientos y
experiencias respecto a las matematicas, dentro y fuera del co-
legio. (Esto es de gran ayuda para revelar los sentimientos y ac-
titudes de los estudiantes que pueden estar afectando su
trabajo).

Lo que mds (menos) me gusta de las matematicas es ...

Escriba una carta para un estudiante que va a tomar este curso
el préximo afio...
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Disefie calcomanias serias y chistosas sobre matemaéticas. Ima-
gine que las va a colocar en el carro.

Algo que realmente me gustaria saber de las matematicases ...
Lo mds importante que aprendi hoy en matematicas es...

Si las matemadticas fuesen un sonido (una forma o un animal)
serfa ..., porque ...

¢Cémo explicaria ... a un estudiante que no entiende?

¢Cbémo sabe que su respuesta es correcta?

Describa las imdgenes que vienen a su mente cuando usted
piensaen ....

Describa algunos patrones o partes que son semejantes en esta
investigacion.

Escriba un plan corto de lo que va a hacer mafiana en su pro-
yecto.

Trabajo en grupos
Cuando los estudiantes trabajan en grupos, se evaltian aspectos tales como:

Liderazgo.

Participacion.

Trabajo cooperativo: cada cual aporta las habilidades que po-
see.

Diferenciacién de habilidades.
Organizacién del trabajo.

Discusién.

Exposicién.

Tolerancia con el ritmo de trabajo del grupo.
Diferentes formas de agrupar.

Evaluacién individual del trabajo en grupo.
Uso de estrategias.

Argumentacion.

Interés en el trabajo.

Cordialidad.

Calidad de la comunicacién.

Capacidad de sintesis.

Uso de método inductivo.

El profesor Kilpatrick nos asigna nuevamente un ejercicio. Es un problema di-
ficil; ninguno de nosotros conoce la respuesta. Sin embargo, todos pudimos
realizar la evaluacién del desempefio de los estudiantes y del grupo. Un asis-
tente explico el proceso que €l sigue en su colegio para la evaluacién de trabajo
en grupos:

Empiezo clasificando la clase segtin el rendimiento.
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* Hago los grupos con estudiantes de distintos rendimientos.

¢ Cada vez que asigno un trabajo, hago una valoracién individual
del rendimiento de cada estudiante (esta valoracién no la cono-
cen los estudiantes) y asigno una nota para el grupo, segtn el
avance del trabajo realizado.

¢ El grupo debe ser responsable de que a medida que avanza el
tiempo, la nota del grupo vaya mejorando.

¢ Alfinal del periodo, asigno una sola nota, con base en el progre-
so que ha tenido todo el grupo y tengo en cuenta la evolucién
que ha tenido cada integrante. Lo que importa es que todos los
integrantes hayan logrado todos los objetivos.

Tendencias en los Estados Unidos
Una evaluacién de rendimiento en matematicas implica proponer a los estu-
diantes ejercicios, proyectos o investigaciones relacionados con temas mate-
maticos para luego observar, entrevistar y revisar los productos, con el fin de
determinar lo que ellos realmente saben y pueden hacer.

Actualmente se tienen las siguientes practicas de evaluacién:

¢ El contenido es poco extenso.

® Se busca reconocimiento (sin memorizacién demostraciones,

explicaciones, interpretaciones, creaciones).

* Hay presién de tiempo.

¢ Hay presién por eficiencia.

® Las pruebas estandarizadas se usan como modelos.

* Las pruebas se usan como simbolos.
Esto tiene dos efectos en la practica de ensefianza, que se conocen como
WYTIWYG(What You Teach Is What You Get): 1o que usted ensefia es lo que
usted obtiene) y WYGIWICT(What You Get Is What I Can Teach): lo que usted
obtiene es lo que yo puedo ensefiar.
Se estd empezando a contar con los siguientes patrones de evaluacion:

® Uso de calculadoras y otros materiales.

* Trabajo en grupos.

e Ejercicios de respuesta libre (abierta).

¢ Ejercicios de rendimiento.

* Portafolios.

* Proyectos (con seguimiento y reportes).

¢ Entrevistas.

¢ Exdmenes orales.

* Observaciones.
Las razones que han conducido a ello son las siguientes:
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e El aprendizaje escolar enfatiza el conocimiento individual,
mientras que el contexto cotidiano tiende a proponer tareas
cooperativas.

* El aprendizaje escolar obliga a usar “razonamientos puros”, en
tanto que el mundo exterior requiere de un aprendizaje fuerte-
mente apoyado en otras herramientas.

e El aprendizaje escolar enfatiza la manipulaciéon de simbolos
abstractos mientras que el razonamiento no escolar estd fuerte-
mente relacionado con objetos y eventos.

* El aprendizaje escolar tiende a ser generalizado, mientras que
el aprendizaje que se requiere para un trabajo implica una si-
tuacién concreta y especifica.

Esto nos sugiere las siguientes pautas de trabajo en evaluacién:
e Moverse més alld de las jerarquias de habilidades bésicas.
* Colocar los ejercicios dentro de un contexto.

Visualizar la evaluacién como un proceso de comunicacién.
* Hacer corresponder la evaluacién con el curriculo.

“De la misma forma que necesitamos estdndares para el curri-
culo, necesitamos estandares para la evaluacién. Debemos ase-
gurar que las pruebas midan aquello que es valioso, no sélo lo
que es facil evaluar. Si queremos que nuestros estudiantes in-
vestiguen, que exploren y que descubran, la evaluacién no
puede medir tinicamente un remedo de matemdticas". (NRC,
1989)

Modelo de formato para una evaluacion con preguntas

de respuesta abierta

Una de las quejas que se tienen de las pruebas que tienen preguntas con res-
puesta abierta es la dificultad de corregir.El siguiente modelo presenta una
posibilidad para obviar esta desventaja.

Muestra de un examen de admision de matemdticas para ingreso a la universidad en
Japon (UECE: University Entrance Center Examination) 1990

Instrucciones: cada problema tiene varios espacios en blanco. Estos se repre-
sentan con numeros subrayados encerrados entre corchetes. Cada blanco
debe llenarse con un tinico digito o signo. Observe el método que se muestra
en los dos ejemplos siguientes y responda en el espacio correspondiente en la
hoja de respuestas:

1.{1},{2}, {3}, {4}, ... representa cada uno un valor entre 0 y 9 o uno de los
signos + 6 -. Por ejemplo, si se quiere indicar que -8 es la respuesta para
{1}{ 2}, hay que marcar
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{é}-+0123456789
_}-+01234ﬁ789

2. 5i la respuesta es una fraccién, reddzcala a su minima expresién e indique el
signo en el numerador. Por ejemplo, para indicar -2/9 como la respuesta
para {3 }{4}/{5}, marque:

{31-+0123456789
é}-+ 123456789
{5}-+ 12345689

1. Sea a una constante. Considérese la pardbola:
Cpy=-x2+ax +a2

Dado que las coordenadas del vértice de C; son:

(L/Qaf)
1} {3}

El vértice estd sobre la curvay={4} x2

2.1,1/2,1/2,1/4,1/4,1/4,1/4, ... es una sucesion en la que 1/(2) k-1
k-1
aparece 2 veces sucesivamente (k=1,2, 3, ...)

(1) Entonces, la suma de los 1000 primeros términos es:
{19} +({20}{21}{22})/2{23}

(2) Sila suma de los 1 primeros términos es 100, entonces, como
n=21241{25}{26} -{27}

n es un nimero de { 28 } { 29 } digitos, teniendo en cuenta que
log 10 2 = 0.3010.

Modelo de evaluacién global de una actividad

Como parte final del curso, se hizo la evaluacion. Este proceso es tal que podria
aplicarse en cualquier momento. Se toma una hoja y se dobla en cuatro partes.
En cada una de las cuatro casillas que se forman se coloca un titulo: empezar
(Start); Parar (Stop); (No empezar) Don’t Start y (No parar) Don’t Stop. Los
asistentes al evento colocan en cada casilla actividades segtin opinen que ellas

130



Técnicas de evaluacion para profesores de secundaria

deben iniciarse, dejar de hacerse, no iniciarse o no dejar de hacerse. Puede uti-
lizarse la parte posterior para anotar alli otras sugerencias alrededor del tra-
bajo. Esta fue la evaluacién que el profesor Kilpatrick aplicé para su curso.
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