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PRESENTACION

“A los profesores de mateméticas nos
cuesta escribir sobre nuestra préctica de
ensefianza porque sol o estamos acostumbra-
dos aescribir y leer mateméticas’.

Laanterior es una muestradel tipo de aserciones que hemos escuchado rei-
teradamente en los diferentes programas adelantados por “una empresa
docente” paralaformacion de profesores cuando, con respecto alos prime-
ros textos escritos por ellos como tarea, los participantes reciben nuestros
comentarios criticos y sugerencias. En general, son comentarios tanto de
forma como de fondo. Los textos, por una parte, suelen carecer de una
estructura suficientemente claray, ligado con tal hecho, no se puede reco-
nocer su mensgje central; por otra parte, con frecuencia son conformados
por oraciones cortas cuya secuenciacion y articulacion no contribuyen
necesariamente a configurar parrafos bien delimitados y, en consonancia
con esto, no se puede reconocer con precision cudles son las ideas que se
pretende presentar y cudles los argumentos con los que se desarrollan,
explican y sustentan dichas ideas.

Teniendo como referenciala situacion esbozada en las lineas anteriores,
€S para Nosotros grato presentar esta publicacion, resultado del “Programa
de desarrollo profesional de profesores de mateméticas de Escuelas Norma-
les Superiores’. El libro consta de dos partes: |a primera, incluye dos articu-
los de los tutores del Programa y la segunda, incluye once articulos de
grupos de profesores que participaron en el Programa en representacion de
sendas Escuelas Normales Superiores.

El Programa, dirigido por “unaempresa docente” —centro deinvestiga-
cion en Educacion Matematica de la Facultad de Ciencias de laUniversidad
delosAndes—, se desarroll 6 entre octubre de 2001 y mayo de 2003, con la
participacion de profesores de matemati cas de Escuel as Normal es de cuatro
entidades territoriales: Bogotd, Cundinamarca, Boyacay Antioquia. Fue fi-
nanciado por € Ministerio de Educacién Nacional atravésdel Fondo MEN-
ICETEX paralaformacién, profesionalizaciony actualizacion delos docen-
tesal servicio del Estado, en el marco del convenio nimero 111 de 1996.

A grandes rasgos se puede decir que los profesores participantes en €l
Programa se involucraron en un proceso que les exigio: realizar el disefio y
desarrollo curricular de unasecuenciadetareas paradoso treshorasde clase
sobre un topico relativo ala proporcionalidad, llevar cabo un andlisisdelos
resultados de laimplementacién de tal secuenciay finalmente reportar, de
manera oral y escrita, la experienciavivida

Los articulos que componen €l libro concretan y concluyen la tarea de
reportar por escrito detalles de las experiencias vividas en el seno del Pro-
grama. Asi, el primer articulo contiene un relato y una mirada critica, desde
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la perspectiva de los tutores, sobre lo sucedido en la implementacion del
Programay sobrelaestrategiade desarrollo profesional empleada; el segun-
do presentalarespuesta que los tutores dieron alamismatarea que hicieron
los profesores y, en ese sentido, expone detalles del disefio y desarrollo cu-
rricular realizado en torno a una situacién-problema relativa a la construc-
cién defiguras geométricas semejantes, situacion que se disefio paragenerar
reflexionesy aprendizajes acercadelasemejanzageométricay fue abordada
por un grupo de profesores de mateméticas no vinculados a Programa. De
igual manera, los articulos de | os profesores dan cuenta de aspectos'y resul-
tados de los respectivos proyectos de indagacion en el aula que realizaron
para abordar |a ensefianza de asuntos muy puntuales como por gemplo: la
nocion de razén como indice de comparacion y operador; €l caracter cons-
tante del cociente de val ores correspondientes de dos magnitudes rel aciona-
das, como criterio para determinar si son o no directamente proporcionales;
el reconocimiento de magnitudes directamente proporcionales, usando lare-
presentacion tabular; € reconocimiento de larelacion de variacion inversa
entre dos magnitudes, la monotonia de dichavariacién y laexistenciade la
constante de proporcionalidad inversa como criterio para determinar si dos
magnitudes son inversamente proporcionales; las formas de representacion
verbal del orden relativo de magnitudes que varian de manera dependiente
en dos eventos.

Cabe aclarar que, aunque los articul os de los profesores tuvieron un pro-
ceso detallado de edicion acargo delostutores del Programa, |os contenidos
y resultados que alli se presentan son de autoria de |os profesores. Con res-
pecto a la escritura de dichos articulos, una vez se tuvo la version primera,
serealizd un proceso de interaccidn con los autores que si bien en principio
presento algunas dificultades en lainterpretacion y respuesta alos comenta
rios hechos, permitio aclarar cuestiones que eran confusas; posteriormente
esta interaccion se llevd a cabo con base en preguntas muy puntual es, me-
diante las cuales fue posible agregar o suprimir detalles acerca de la expe-
riencia. Al final de dichainteraccion sellegd aunaversion definitivaque fue
aprobada por los profesores. No obstante |as deficiencias que se puedan de-
tectar en estos textos, ya sean relativas alarealizacion del proyecto mismo
o0 alareflexion posterior para llegar a concluir los articulos, consideramos
gue en ellos se puede evidenciar un trabajo serio y comprometido de parte
de sus autores que puede marcar €l primer paso en el camino de los profeso-
res haciala necesidad sentida de escribir acerca de experiencias de su prac-
ticaen la ensefianza de las mateméticas y que en alguna medida desmitifica
latesis que subyace a enunciado con el que seinici6 esta presentacion.

Al terminar de leer esta publicacion, sin duda, €l lector podra reconocer
lagran cantidad de trabajo que hubo detras de cada uno delos proyectosrea
lizados y tendra elementos que le permitan explicar y justificar por qué el
titulo de la obra ha sido bien elegido.
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UN CICLO DE TAREAS CLAVES PARA EL
DESARROLLO PROFESIONAL
DEL PROFESOR DE MATEMATICAS

PATRICIA PERRY, EDGAR GUACANEME,
FELIPE FERNANDEZ Y LUISA ANDRADE

Se presentan detalles de la tercera version de una estrategia de desa-
rrollo profesional, utilizada para involucrar a profesores de matemati-
cas en una experiencia de aprendizajey accion sobre su préactica que se
aleja delo que es habitual en el quehacer docentey en la formacion de
maestros. Tal estrategia compromete a los profesores en acciones tales
como disefiar, planear, observar, analizar, reportar, socializar, acciones
estas que le permiten comprender mejor su practica y reconceptualizar
su conocimiento matematico y didactico. Haber enfocado €l trabajo en
un mismo tema matematico para todos los participantes ayudo a sacar
mejor provecho de la experiencia.

INTRODUCCION

La calidad de la formacion matematica que se logra como resultado de la
escolaridad depende de maneradirectay principal isima—aunque no exclu-
siva— de lo que sucede en €l aula de clase y esto, a su vez, depende del
conocimiento, creencias y visiones del profesor con respecto a diversos
asuntos relacionados tanto con la naturaleza de las mateméticas como con
su aprendizagje y ensefianza. En consecuencia, mejorar la calidad de la for-
macién matemética de los estudiantes —asunto que preocupa a diversas
instancias del sistema educativo— requiere de parte del profesor de mate-
maticas, conocimientos especializados y competencias bien desarrolladas
gue le permitan hacerse cargo, de manera auténoma y responsable, de la
ensefianzay del aprendizaje de sus estudiantes. En lo que sigue setratara de
precisar eilustrar lo dicho mediante un g emplo.

Ser capaz de resolver problemas de manera auténoma, reflexivay critica,
aplicando € conocimiento matematico conceptual y procedimental tratado
en la escuela, puede verse, sin mayor discusion, como uno de los aspectos
que definen la calidad de la formacién matematica lograda. Aceptando que
tal capacidad existe en potencia en los estudiantes, que es posible desarro-
Ilarlaen mayor o menor grado y quetal desarrollo depende en algunamedida
de las oportunidades que |os estudiantes tengan de involucrarse en el gjerci-
cio de resolver problemasy de reflexionar sobre sus acciones al respecto, se

PERRY, P., GUACANEME, E., ANDRADE, L. Y FERNANDEZ, F. (EDS.) (2003). TRANSFORMAR LA
ENSENANZA DE LA PROPORCIONALIDAD EN LA ESCUELA: UN HUESO DURO DE ROER (PP. 3-54).
BOGOTA: UNA EMPRESA DOCENTE.
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colige que es responsabilidad directay propia del profesor generar oportu-
nidades que propicien e desarrollo de la mencionada capacidad.

Generar tales oportunidades le demanda al profesor acciones diversasy
compleas, entre las que cabe mencionar: plantear situaciones en las que sea
posible explorar, conjeturar, poner apruebalas conjeturas hechas, particula-
rizar y generalizar; generar espacios donde los estudiantes puedan estable-
cer conexiones entre los procedimientos y conceptos tratados, con otros ya
estudiados; involucrar alos estudiantes en un discurso matemético acercade
laresolucion de problemas, 1o queincluye considerar estrategias de solucion
y soluciones diferentes para un problema dado, posibilidades y maneras de
extender y generalizar una solucion, y tipos de problemas que se pueden
crear a partir de una situacién dada; identificar las dificultades que se pre-
sentan y aprovecharlas para proponer situaciones alternas que cuestionen y
propicien en los estudiantes el reconocimiento de su error; hacer un segui-
miento o méas cercano y continuo posible alo que los estudiantes hacen, de
manera que esta informacion pueda servir para tomar decisiones, tanto a
ellos como al profesor, sobre el trabajo areadlizar.

Llevar a cabo tales acciones de manera pertinente, coherente y oportuna
para gque en efecto propicien para los estudiantes las oportunidades preten-
didas, requiere de parte del profesor, entre otras cosas: e dominio de una
gran cantidad de elementos (relativos tanto a contenido matemético como
a su didactica) que ha de articular para concretar una propuesta particular;
la capacidad de implementarla de acuerdo con las intenciones y caracteris-
ticas esenciales con las que fue concebida; la capacidad de observar de ma-
nera critica los resultados y efectos de la propuesta implementada; y la
capacidad para analizar dichos resultados e inferir de ellos los cambios que
se requieren paramejorar la propuesta o incluso parareemplazarla por otra.

De maneramuy general, el anterior g emplo permite vislumbrar, por una
parte, lagran exigenciay responsabilidad que recaen sobre €l profesor enlo
que concierne alaformacion matemética de | os estudiantes, y por otra parte,
que €l profesor no puede enfrentar aquéllas de manera apropiada sin un co-
nocimiento especializado, sin una actitud de blsqueda de soluciones, y sin
una disposicion positiva hacia su propio desarrollo profesional como medio
paralograr unamejor comprension de su practicay un control mayor sobre
los resultados de lamisma.

Con la conviccién de que la problemética de |a deficiente calidad de la
formacion matemética de los estudiantes debe ser abordada a través de la
formacién de profesores en gercicio —aunque de maneraindirecta—, des-
de hace varios afios “ una empresa docente” ha dedicado esfuerzoscon €l fin
de definir, poner apruebay afinar una estrategia parainvolucrar alos profe-
sores en una experienciade aprendizaje y de accion sobre su préactica que se
algje sustancialmente de lo que les es habitual y, en consecuencia, puedare-
presentarles el primer paso de su inmersién en un proceso de desarrollo pro-
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fesional que sdlo deberia concluir cuando se retiren del gercicio de su
profesion.

En términos generales, |a estrategia apunta a crear un ambiente de traba-
jo en el que cobran gran importancia actividades tales como:

« colaborar con pares en la redizacién de proyectos especificos
relacionados con la préctica docente,

« someter alacritica de colegas el trabajo realizado,

e mirar criticamente el trabajo de colegas con e proposito de
comentarlo, criticarlo y/o hacer sugerencias,

« reportar oralmente y por escrito €l trabgjo realizado y sus resul-
tados,

« autocuestionar el conocimiento y la propia practica como conse-
cuenciade involucrarse en larealizacion de tareas que propician
e notar algo inadvertido, el llevar a cabo acciones que aunque
propias de un profesor le son gjenas, € reflexionar sobre € tra-
bajo realizado con base en los comentarios hechos por os tuto-
resy/o los colegas.

Asi, el “Programade desarrollo profesional de profesores de mateméticasde
Escuelas Normales Superiores’ a que se refiere este articulo es la tercera
version de dicha estrategial.

EL PROGRAMA

DESCRIPCION GENERAL

Iniciaron su participacién en € Programa entre dosy cuatro profesores pro-
venientes de veinte Escuelas Normales ubicadas en cuatro entidades terri-
toriales (Bogotd, Cundinamarca, Boyaca y Antioquia), siendo esta la
primera vez que trabajamos con profesores que no residen en e mismo
lugar de nuestra sede. El Programa se implemento, de manera simulténea,
en Medellin? y Bogota con dos grupos de profesores, uno que reunié a
docentes de Antioquia y otro, a docentes de las otras tres entidades territo-
riales. Los cuatro tutores, dos para cada grupo, trabajamos de manera cola-
borativa en el disefio curricular del Programay aunque, con frecuencia, los
dos tutores de cada grupo también trabajamos conjuntamente para atender

1. Paraconocer detalles de las dos versiones anteriores de la estrategia de desarrollo profe-
sional que hemos implementado, véase Perry, Valero y Gémez (1996) y Valero, Perry,
Castro, Gdmez y Agudelo (1998).

2. LaEscuelaNormal Superior de Medellin prest6 su sede paralarealizacion de las diferen-
tes reuniones que se hicieron como parte del Programa.
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la interaccion con los profesores, en algunos momentos distribuimos res-
ponsabilidades.

En lagecucidn del Programa se pueden considerar dos fases, contiguas
en el tiempo, claramente diferenciadas por las actividades que llevaron a
cabo los participantes. En la primera fase, cuya duracion fue de un afio, los
profesores de una misma institucién realizaron un proyecto de aula. En la
segunda fase, cuya duracion fue de seis meses, |os profesores tuvieron, por
un lado, latareade escribir un articulo sobrelaexperienciavividay, por otro
lado, latarea de elaborar una propuesta para un nuevo proyecto de indaga-
Cidn en sus instituciones.

La expresion “proyecto de auld” hace referencia al complejo de activi-
dades conformado por: el disefio de una secuencia de tareas que se pudiera
implementar en dos o tres horas de clase con una intencién de aprendizaje
determinada, la elaboracion de sendos planes para la implementacion y la
observacion de las producciones de los alumnos, laimplementacion del di-
sefio curricular, €l andlisis de las producciones de | os estudiantes, |a escritu-
rade un reporte acercade laexperiencia, y lasocializacién delamisma. Con
respecto alas versiones anteriores, €l Programa introdujo una modificacién
a la estrategia: todos los profesores debian trabajar en torno a un mismo
tema matematico, con € fin de propiciar una profundizacion y cuestiona-
miento acerca de él y de su didéctica, lo que era posible por tener un foco
comun para consultar, discutir, compartir y comparar. Los tutores seleccio-
namos entonces el tema de la proporcionalidad.

Paraapoyar larealizacién delos proyectos de aulasellevaron acabo tres
seminarios presenciales de tres dias consecutivos cada uno; con el primero
deellosseinicio el Programay los otros dos estuvieron espaciados entre si
por un lapso de cinco meses. En |os seminarios se trabajaron distintos talle-
res (ver Apéndices) disefiados con fines especificos relativos, en primer lu-
gar, a tema matematico escogido para abordar en € Programay a su
didacticay, en segundo lugar, relacionados con €l desarrollo delas diversas
tareas que propusimos a los profesores para que llevaran a cabo después de
cada seminario. El desarrollo de las tareas propuestas en los talleres abrio
oportunidades paratrabajar en diversos esquemas: de maneraindividual, en
grupos pequefios formados por 1os profesores de unamismainstitucion o de
varias, y con todo el grupo; solo en este Ultimo caso no pedimos alos profe-
sores que registraran por escrito su trabajo. Siempre se dio espacio paraque
en el grupo grande, se sociaizara €l trabajo de los grupos pequefios. En po-
cas acasiones hubo una exposicion de parte de los tutores.

Para apoyar la escritura del articulo y la elaboracion de una propuesta
pararealizar otro proyecto de aula, ademas de dedicar un tiempo del tercer
seminario atareas relativas a tales asuntos, hubo una serie de asesorias pre-
senciales de los tutores con los profesores de cada Escuela Normal en las
que siempre se trabajé con base en un documento escrito sobre €l que los
tutores teniamos comentariosy sugerencias; también aprovechamos esas re-
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uniones para ayudar areconstruir detalles de la experienciavividay a cues-
tionar ideas y conocimientos de |os profesores, rel acionados con | os tépicos
sobre los que versaron sus proyectos de aula.

En el transcurso del Programa estuvo abiertala posibilidad de hacer una
interaccion escrita entre profesores y tutores, via el correo electrénico o €l
fax. En particular, esperdbamos que |os documentos de | os profesores pasa-
ran por un proceso de revisién y mejoramiento de dos o tres versiones apo-
yados por |os comentariosy sugerencias que lostutores pudiéramos hacerles
también por escrito, y alos que ellos deberian atender ya fuera pidiendo ex-
plicaciones, objetando, o introduciendo modificaciones en la version preli-
minar.

Con base en la descripcion general que hemos presentado, es probable
que €l lector haya podido entrever que la participacion en el Programacons-
tituy una oportunidad real para involucrarse en una experiencia de apren-
dizaje y accion sobre la propia préctica, distante de lo que es habitual para
los docentes de mateméticas, dado que tal experiencia estuvo caracterizada
por rasgos tales como:

« €l papel de los alumnos (en este caso, |os profesores participan-
tes) no esrecibir informacion acercadel contenido matemético y
su didéctica, y €l papel de los tutores no es presentar informa-
ciony decidir lavalidez de las producciones de sus alumnos;

cada una de lastareas y actividades planteadas en €l Programa o
son novedosas para los profesores (por gemplo, la escritura de
un articulo, la elaboracién de una propuesta) o su realizacién se
hace de manera novedosa (por gjemplo, € disefio de una secuen-
cia de tareas siguiendo pautas que contribuyen a que su imple-
mentacion en la clase no sea un asunto improvisado, la
observacion detallada de las producciones de | os estudiantes);

L]

la ensefianzay el aprendizaje tanto en el contexto escolar como
en el de la educacion de profesores, son précticas sociaes en la
medida en que dan cabida a trabajo colaborativo entre pares,
propician la comunicacion oral y escrita como medio para avan-
zar en la construccion del saber y para dar cuenta del saber
mismo, y promueven la mirada critica hacia las propias produc-
cionesy hacialas delos colegas.

PARTICIPACION EN EL PROGRAMA

“La participacion en el programa es ingtitucional” es uno de los lemas que
ha caracterizado la estrategia de desarrollo profesional implementada. Ello
quiere decir que la institucion (directivos, profesores y estudiantes)
entiende y acepta como asunto suyo la participacién de algunos de sus
miembros en € programa y, en consecuencia, asume la responsabilidad
tanto de buscar y concertar mecanismos para que tal participacién pueda
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ocurrir sin ocasionar traumatismos en la marcha de la institucién, como de
hacer el correspondiente seguimiento a desarrollo del proyecto que por
razén de su participacion en € programa realizan las personas implicadas.

En estaversion de laestrategia, la participacion institucional se concreto
en términos un poco diferentes a como se hizo en las dos anteriores, quizés
por la conjuncion de dos hechos. Por una parte, la convocatoria no la hizo
“una empresa docente” como habia sucedido en los dos casos anteriores;
estavez, sehizo através delas Secretarias de Educaci 6n de cuatro entidades
territoriales y no hubo un proceso para informar detalles de lo que seria €
Programa, no hubo entrevistas ni tampoco algun proceso de seleccion delos
participantes; en realidad, a primer seminario varios de los profesores asis-
tentes legaron sin tener mayor ideadel tipo de actividad que iban arealizar
o de lo que podian esperar del Programa. Por otra parte, en esta ocasién no
se extendi6 € Programa alos directivos por considerar que podria ser rela-
tivamente dificil para ellos su participacion.

Asi que, antes de iniciar el Programa no hubo oportunidad de generar
compromiso institucional alguno. Para suplir esta falta, dos integrantes del
equipo de tutores, en calidad de coordinadores, buscamos —sobre la mar-
cha— formas de mantener comunicacion con los rectores; paraello a ter-
minar cada seminario les enviamos un documento de informe sobre lo
realizado y sobre la tarea planteada para el siguiente; también hubo comu-
nicacion telefénica frecuente para indagar sobre lainformacion que al res-
pecto del desarrollo de los proyectos iban teniendo los rectores y para
solicitarles que estimularan y apoyaran alos profesores en el cumplimiento
oportuno de las tareas asignadas.

En estaversién delaestrategia, la participacion institucional se concretd
en que: (i) lainstitucion concedioé permiso a un grupo de sus profesores de
mateméti cas para que pudieran asistir durante su jornadalaboral alos semi-
nariosy reuniones de asesoria organizados por el Programa; (ii) algunasins-
tituciones apoyaron econdmicamente a los profesores en € cubrimiento de
los costos de desplazamiento y estadia durante la realizacién de los semina-
rios; (iii) lainstitucion concedid, en momentos determinados del proceso,
algun tiempo de lajornadalaboral para que los profesores pudieran adelan-
tar sus proyectos de forma colaborativa; (iv) hubo comunicacion frecuente
entrelosrectoresy los coordinadores del Programa, entorno alarealizacion
de los proyectos de los profesores; (v) en determinados momentos, hubo un
acercamiento de parte del rector de la institucién hacia los profesores para
informarse de la marcha de su proyecto.

En repetidas ocasiones, |os profesores no pudieron cumplir con los pla-
zos acordados en €l cronograma del Programa, aduciendo como razones la
prioridad que para ellos tienen las diversas tareas institucionales que se les
va encomendando sobre la marcha (por ejemplo, entregar informe para la
acreditacién de laEscuela, preparar y participar en actividades culturales de
lainstitucion) y la gran cargalaboral generada por razén de los cursos que
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atienden. Con respecto al asunto del tiempo requerido para hacer un trabajo
de disefio y desarrollo curricular enmarcado en un proceso reflexivo y fun-
damentado —como el que se pretende impul sar— creemos que es impres-
cindible que los profesores, atitulo persona y lasinstituciones, paralas que
ellostrabajan, tengan una disposicion generosa para buscar condiciones que
dependan de cada quien y posibiliten y propicien tal trabajo.

EXPECTATIVAS DE LOS PARTICIPANTES

Aun sin tener expectativas claras con respecto alo que podria ser su partici-
pacion en el Programa o de lo que éste les podria aportar, dada la poca
informacién que a respecto tenian inicialmente, cuando en € primer semi-
nario expusimos detalles de las actividades que esperdbamos que hicieran,
percibimos en varios de los profesores descontento o asombro pues les
habria gustado “recibir informacion sobre nuevas metodologias de ense-
fianza’, no podian encontrarle sentido a*“dedicar tanto tiempo a disefiar una
secuencia de tareas para dos o tres horas de clase” y no podian desarrollar
el proyecto puesto que “ no hemos ensefiado nuncala proporcionalidad”. En
realidad, esta situacion no nos sorprendié pues habiamos vivido algo simi-
lar en las versiones anteriores y, mas bien, nos mostro la necesidad de
alguna accion encaminada a lograr de parte de los profesores un compro-
miso serio con la experiencia para que ella pudiera representar un aporte
valioso en sus vidas profesionales. Por ello, nos esforzamos en disuadir a
los profesores que estaban dispuestos a abandonar su participacion en €l
Programa, enfatizando el caracter novedoso de nuestra propuesta de desa-
rrollo profesional; en este empefio, no tuvimos éxito con profesores de pri-
maria quienes consideraron que el nivel del conocimiento matemético
tratado era superior al de ellos.

LA COMUNICACION ENTRE TUTORES Y PROFESORES

VIA EL CORREO ELECTRONICO

Para hacer posible, por fuera de los seminarios y las reuniones de asesoria
presenciales, lainteraccidn entre profesores y tutores en torno a desarrollo
del proyecto de aula, se previd establecer comunicacion através del correo
electrénico con base en archivos de computador que contuvieran los docu-
mentos de trabajo de los profesores y 1os documentos de comentarios de los
tutores. No obstante haber hecho tal prevision con base en la informacion
de que las Escuelas Normales participantes contaban con la tecnologia
correspondiente, la realidad de los profesores y las instituciones a ese res-
pecto nos mostré condiciones algo adversas para lograr la comunicacion
pretendida: en algunas instituciones, la instalacion del servicio de Internet
ocurrio tres meses después de iniciado € Programa, en varias de las institu-
ciones € servicio de Internet se interrumpi en los periodos de receso esco-
lar; en dos Escuelas de Antioquia, €l servicio telefénico e Internet dejaron
de funcionar por o menos durante dos meses debido a problemas de orden
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publico. Por otra parte, una buena cantidad de profesores tenian poca expe-
riencia tanto en el manegjo de editores de texto como del correo electronico,
eincluso, percibimos en algunos de ell os reticencia para usar el correo, qui-
zé&s por temor a explicitar que no se conocia latecnologia.

Aunque en ciertos momentos del Programa tomamos a gunas medidas
para propiciar € uso sistemético del correo electrénico, sélo con algunos
grupos de profesores tuvimos éxito en este aspecto, siendo conscientes de
gue incluso en tales grupos, era siempre el mismo profesor quien utilizaba
el correo.

DETALLESDE LA ESTRATEGIA Y
DE SU IMPLEMENTACION

REALIZACION DEL PROYECTO DE AULA

Se esperaba que cada grupo de profesores realizara un proyecto de aula,
para la ensefianza de un tépico muy puntual relacionado con la proporcio-
nalidad, através de cinco grandes actividades: la elaboracion del disefio de
una secuencia de tareas cuyaimplementacion se pudiera hacer en dos o tres
horas de clase, la elaboracion de planes de implementacién y de observa
cién, laimplementacién de la secuenciay la observacion, € andlisis de los
resultados encontrados, el reporte oral y escrito de la experiencia.

Elaboracion del disefio de una secuencia de tareas

Hace referencia a la actividad requerida para llegar a tener por escrito una
serie de tareas y preguntas secuenciadas y articuladas para proponer a los
estudiantes con una determinada intencion relativa al aprendizaje.

Como parte de estaactividad (ver partefinal del Apéndice 1) se esperaba
gue, antetodo, |os profesores determinaran el tépico sobre el que versariasu
disefio y, mas especificamente, un error o dificultad de los estudiantes, que
quisieran abordar con la secuencia. Ademas, que establ ecieran | os conceptos
y/o procedimientos asociados al tépico, € proposito de las tareas de la se-
cuenciacon respecto alacomprension delos estudiantes, lasecuenciadeta
reasy las tareas mismas que le plantearian a los estudiantes junto con las
consideraciones que sustentaban la pertinenciade dichas tareas, las solucio-
nes posibles a las tareas que propondrian a los estudiantes y los conceptos
y/o procedimientos matemati cos implicados en esas sol uciones, las solucio-
nes que podian prever de parte de sus estudiantes a las tareas propuestas, y
los errores que podian prever en tales soluciones.

Para apoyar alos profesores en larealizacién de esta actividad, €l primer
seminario del Programa estuvo dedicado a crear un contexto rico en consi-
deraciones relativas ala proporcionalidad, su aprendizaje y ensefianza (ver
Apéndice 1). Con respecto al significado de magnitudes directa e inversa-
mente proporcionales, através detrestalleres se pretendia: explorar y expli-
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citar las concepciones de los profesores a respecto, cuestionar dichas
concepciones y finalmente estudiar unas definiciones formales, teoremas y
propiedades y luego compararlas con las definiciones que habian explicita-
do los profesores (ver Taleres 2, 3y 4 del Apéndice 1). Con otros dostalle-
res pretendimos generar una discusion y reflexion sobre aspectos relativos
a desempefio de los estudiantes frente a problemas de proporcionalidad;
uno de ellos enfocaba las diferencias en demandas cognitivas impuestas por
diferentes formas de solucién de un mismo problemade proporcionalidad y
también enfocaba ladiferencia de complejidad de diferentes problemas (ver
Taller 6 del Apéndice 1); el otro, pretendia promover lareflexion acercade
laforma de solucionar distintas situaciones de proporcionalidad (ver Taller
5 del Apéndice 1). Dos talleres més tenian como propdsito motivar la re-
flexién y discusion en torno a asuntos rel ativos a la ensefianza de la propor-
cionalidad; uno de €llos, indagaba por la ruta pedagogica usua para la
ensefianza del tema en la institucién y la identificacion de agun problema
especifico de los profesores al recorrer dicharuta (ver Taller 1 del Apéndice
1); € otro, pretendia despertar la consciencia con respecto a los resultados
deficientes de |os estudiantes colombianos en la prueba del Tercer Estudio
Internacional de Mateméticasy Ciencias —TIMSS— aplicada en 1997, en
lo concerniente alaresolucidn de problemas de proporcionalidad, y al limi-
tado conocimiento del profesor sobre el desempefio y saber de los estudian-
tes acercadel tema (ver Taller 7 del Apéndice 1).

Durante el seminario se evidenciaron indirectamente dificultades de los
profesores relativas ala ensefianza de la proporcionalidad; en particular, fue
manifiesta la poca precision con la que ellos esbozaron la ruta pedagégica
gue siguen o conviene seguir paralaensefianzadel tema, limitdndose a hacer
listas de nombres de topicos (e.g., razdn, regla de tres, proporcidn, propie-
dades de las proporciones, repartos proporcionales) sin que las conexiones
y la organizacion pareciera ser un asunto importante. Con respecto a la so-
lucion de problemas de proporcionalidad, fue posible reconocer en varios
profesores dificultades similares alas reportadas en lapruebadel TIMSS. Al
comparar sus hipotesis, acerca del desempefio de los estudiantes colombia-
nos en la solucion de problemas de proporcionalidad planteados en e Tl-
MSS, con los resultados reales, los profesores quedaron sorprendidos pues
en lamayoria de los casos habian sobreestimado |os verdaderos resultados.
Haber advertido estas cuestiones, llevé alos profesores a hacer afirmaciones
con respecto alanecesidad de atender de manera mas cuidadosa la ensefian-
zay €l aprendizaje de los conceptos y procedimientos propios del temay a
la pertinencia del mismo como objeto de estudio de sus proyectos de aula.

Consideramos que, en buenamedida, €l trabajo enlostalleres planteados
logré generar cuestionamiento acercadel conocimiento mateméticoy didéac-
tico de los participantes y propicio €l inicio de una reconstruccion de algu-
nos conceptos y procedimientos centrales a tema de la proporcionalidad,
tales como: las condiciones que determinan si dos magnitudes son directao
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inversamente proporcionales; la diferencia entre magnitud, cantidad y me-
dida; el papel quejuegalaregladetresen lasolucion de un problemade pro-
porcionalidad; las consideraciones inicial es que se requieren para establ ecer
si un problemaes o no de proporcionalidad. No obstante |os logros mencio-
nados, se requeririaque los profesores sigan profundizando en asuntos con-
ceptuales como por ejemplo larelacion entre proporcionalidad y razén; que
utilicen y nombren las nociones de magnitud, cantidad y medida, de manera
mas acorde con las diferencias inherentes a sus significados; que exploren la
proporcionalidad en contextos cuantitativos no numéricos.

En laeleccion del foco temético paralos proyectos de aula reconocimos
lainfluencia de las diferentes definiciones de proporcionalidad discutidas:
en varios casos vimos laintencién de aproximarse alaidea de proporciona
lidad directa, a partir de alguna de tales definiciones o haciendo incluso una
mezcladeellas. Al terminar €l seminario, €l problema de estudio de los pro-
yectos de aula se concretd, paravarios de |os grupos, en una primeraaproxi-
macién a tépicos puntuales tales como la nocién de razén como objeto
matemético diferente alafraccion, ladiferencia entre cantidad de magnitud
y medida de la misma, significado para magnitudes directa e inversamente
proporcionales, nocién de correlacion directa e inversa entre magnitudes.

En e segundo seminario se abrié espacio pararevisar aspectos implica-
dos en €l disefio de las secuencias de tareas paralos estudiantes, producidas
por los profesores; en particular, se centré la atencién en los enunciados de
las tareas y preguntas propuestas, en las respuestas hipotéticas de |os estu-
diantes a las tareas propuestas y en laintencionalidad de las tareas (ver Ta-
ller 1 del Apéndice 2); con €llo, se pretendia, por un lado, aportar €l ementos
alos profesores para que modificaran sus disefios y, por otro lado, propiciar
oportunidades para que advirtieran la necesidad e importancia de considerar
con maés cuidado la elaboracién de tareas para | os estudiantes.

Para la revisién, cada grupo desarroll6 la secuencia disefiada por otro
grupoy luego se compararon las previsiones hechas por |os disefiadores con
las respuestas dadas por el otro grupo. Al hacer tal gercicio, alos docentes
les sorprendié que sus colegas hubieran dado respuestas no previstas a ha
cer €l disefio y encontrar que desde la perspectiva de los disefiadoresy lade
los resolutores, |a tarea tuviera intenciones claramente diferentes.

Hubo unarevisién y afinamiento de las secuencias de tareas antesde im-
plementarlas; en las versiones iniciales de dichas secuencias fue frecuente
encontrar fallas en la coherencia (por ejemplo, |as tareas planteadas no eran
acordes con | os objetivos propuestos) y en laorganizacion y articulacion de
las preguntas formuladas. Por otro lado, en algunas secuencias fue notoriala
dificultad de varios profesores para concretar cud era el proposito de una
pregunta; en este sentido, algunos docentes reconocieron que latarea de ex-
plicitar apriori algunas de las posibles respuestas que podrian dar sus estu-
diantes—que fue una de lastareas que | os profesores o no respondieron o le
prestaron poca atencion en sus primeras versiones de propuestas de andli-
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sis— lesayudo areformular las preguntas que habian propuesto inicialmen-
tey aencontrarles un propésito mas definido. El proceso de refinamiento fue
apoyado por lostutores, por fueradelos seminarios, através del intercambio
de documentosy, en algunos casos, en asesorias presenciales; en ambas cir-
cunstancias, les hicimos preguntas tales como: ¢qué esperan como respuesta
aestatarea?, ¢es posible esa respuesta para la pregunta tal como esta plan-
teada?, ¢qué lesindicaesarespuesta acercadel propdsito quetienelatarea?,
¢como se puede cambiar |atarea o pregunta para que la respuesta que dé el
estudiante indique algo con respecto alo que se quiere.

Elaboracion de planes de implementacion y de observacion

Hace referencia a la actividad de explicitar cudles son las acciones que
esperan realizar durante €l desarrollo delaclase (en calidad de profesores o
de observadores) con €l fin de lograr los propésitos que se han planteado,
paralo cual esimprescindible imaginar circunstancias de actuacion relati-
vas a un grupo especifico de alumnos.

Como parte de esta actividad, en lo concerniente alaimplementacion de
la secuencia de tareas, se esperaba que |os profesores precisaran detallesre-
lativos a: € papel que asumiria cada uno de los profesores; el papel que de-
jarian tener alos estudiantes; si habria actividades adicionales a desarrollo
del taller por parte delos estudiantesy en tal caso, qué contenido setrataria,
como se llevarian a cabo, con qué propdsito; como organizarian y manegja-
rian las discusiones.

En lo concerniente ala observacion (ver Taller 3 del Apéndice 2), sees
peraba que los profesores precisaran detalles relativos a: como y quién ob-
servarialaimplementacion de la secuencia de tareas con los estudiantes; 1os
aspectosrelevantes aobservar del trabgjo y respuestas delos estudiantes que
podrian indicar algo con respecto a cumplimiento o no de las intenciones
del taller o delas tareas; la interpretacion que podrian hacer del trabagjo de
los estudiantes en el desarrollo del taller, basada en |as respuestas previstas
y con relacion alasintenciones del taller y las evidencias que fundamentan
dichainterpretacion.

En el inicio del proceso paraconstruir € plan de observacion, pocos pro-
fesores consideraron y concretaron elementos paralaobservacion, y quienes
lo hicieron, se centraron principalmente en el carécter correcto o no de las
respuestas hipotéticas y no tuvieron en cuenta otros aspectos de dichas so-
luciones ni de los procesos que podrian estar implicados detras de ellas.

Para apoyar a los profesores en la elaboracion de los planes para la ob-
servacion, en el segundo seminario del Programasevivid un gercicio deim-
plementacion de una secuencia de tareas'y de observacion de lamisma (ver
Taller 2 del Apéndice 2)3. Los profesores de cada institucion formaron un
grupo y uno de ellos asumio €l papel de observador del trabajo de sus cole-
gas mientras desarrollaban un taller preparado por hosotros. L os tutores nos
habiamos reunido previamente con los observadores para sugerirles una se-
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rie de indicios sobre €l desarrollo, que probablemente nos permitirian decir
algo con respecto a logro delos objetivos del taller implementado. Unavez
hechala observacién, se hizo una puesta en comiin con el propésito de con-
trastar las anotaciones de los distintos observadores y conocer y comentar
las dificultades surgidas en el proceso de observacién y considerar posibles
recomendaciones para cuando los profesores hicieran la observacion en sus
clases.

L os profesores que participaron en calidad de observadores, en la puesta
en comun afirmaron haberse dado cuenta de maneramas consciente deladi-
versidad de aspectos en los que es posible enfocar laatencion durante la ob-
servacion, hecho que les permitia ver la importancia de establecer
previamente los focos mas relevantes; también serefirieron ala probleméti-
ca que experimentaron con respecto a s debian o no intervenir durante el
trabajo delos miembrosdel grupoy, ademas, cualesy como debian ser tales
intervenciones. Ademés, todos los profesores estaban sorprendidos por la
diversidad de aspectos que conformaban la lista de indicios que les presen-
tamos (ver Taller 2 del Apéndice 2).

Al planear la agenda para el segundo seminario, creimos que con € tra-
bajo que serealizaradurante el mismo quedarian definidosy escritoslos pla-
nes correspondientes a cada proyecto de aula; aunque esto no ocurrié asi,
cada grupo logré avanzar en la comprension de lo que se les pedia hacer €,
incluso, avanzaron en €l desarrollo de las tareas que debian hacer. En parti-
cular, avanzaron en la produccion de una lista de indicios que fue revisada
y comentada por los tutoresy que debian seguir afinando —indicios que les
debian servir de fundamento pararevisar eventualmente las tareas que con-
formaban |as secuencias de tareas paralos estudiantes—. Algunos de los co-
mentarios que les hicimos al respecto de lalistade indicios, sereferian ala
relevancia de los mismos para los propositos de aprendizaje planteados en
sus secuencias, y alaposibilidad real de observarlos teniendo en cuenta el
tipo de preguntas y tareas formuladas en tales secuencias.

Consideramos que € trabajo en torno a las intenciones de las tareas y
preguntas que conformaban sus secuencias, les pudo dejar unaideamas pre-
cisa con respecto a sentido que puede tener la formulacion de objetivos de
aprendizaje concisos y viables para tratar de alcanzarlos en espacios de
tiempo determinados; la discusién con respecto a los indicios o evidencias
de lo que hace €l estudiante, pudo mostrarles el caracter tan general de sus
acciones habituales relativas ala evaluacion del trabajo de los estudiantes y
confrontarlos con el hecho de que es usual que no se detengan a mirar qué
eslo que comprenden o aprenden |os estudiantes sino que se centran princi-
palmente en ver si larespuesta es correcta o incorrecta.

3. Una secuencia de tareas muy similar fue el centro de un proyecto de aula realizado por
nosotros con un grupo de profesores no participantes en el Programa; damos cuenta del
respectivo disefio y desarrollo curricular en el siguiente articulo.
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I mplementacion de la secuencia de tareas y observacion
Hace referencia ala actividad de poner en accién los planes establecidos al
utilizar con los alumnos la secuencia disefiada.

Laimplementacién debia hacerse a cabo de seis meses de haber comen-
zado el Programa, tras un proceso de mejoramiento del disefio inicialmente
presentado. Se les recomendd alos profesores estar en alerta durante laim-
plementacion con el propdsito de que pudieran dar cuenta, entre otras cosas,
del papel real de los diferentes actores, del contenido de las conversaciones
delos estudiantes a resolver la secuencia de tareas, de la concrecion de los
indicios particulares previstos, de |as decisiones que hubieran tomado sobre
la marcha en laimplementacion.

En la mayoria de los casos, para la implementacion de la secuencia de
tareas se pidi6 alos alumnos trabajar en grupos de tres o cuatro, uno de los
profesores estuvo coordinando €l trabajo durantelaclasey los demés profe-
sores hicieron observacion directa en diferentes grupos de aumnos.

Andlisis de los resultados encontrados

Hace referencia ala actividad de concretar, por un lado, detalles relativos a
laimplementacién y observacion de la secuenciay, por otro, los resultados
relacionados con las producciones de los alumnos, para lo cual 1os planes
€elaborados aportan e ementos de andlisis.

Después de la implementacién de la secuencia de tareas, se daban dos
meses para preparar un informe escrito, en €l que serelataran detalesdelo
sucedido y se presentara un analisis de las producciones de los alumnos de
acuerdo con los planes de observacion elaborados previamente. Con excep-
cion de tres grupos de profesores, |os demés se tomaron mucho mas tiempo
del previsto para entregar el informe, argumentando varios de ellos que ha-
bian tenido que retrasar la implementacién y que habian contado con poco
tiempo paratrabajar colaborativamente en el proyecto de aula.

En general, en la primera version de los informes, |os profesores repor-
taron pocos detalles con respecto a la implementacion y a la observacion.
Algunos, apenas dieron cuenta de |a manera como se organizaron los profe-
sores para la observacion y mencionaron de manera vaga cuestiones gene-
rades en las que se fijaron durante la implementacion; otros, aunque
precisaron més las condiciones de la implementacidn, no concretaron sufi-
cientemente losindi cios de actuacion de | os estudiantes con base en | os cua-
les se podian dar cuenta del cumplimiento de los objetivos de la tarea
propuesta. Sin duda, €l trabajo de asesoriapresencial y no presencial que con
respecto a este asunto de la observacion se realizd posteriormente, fue nece-
sario y contribuyd amejorar |os reportes de los profesores en este sentido.
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Reporte de la experiencia

Hace referencia a la actividad de revisar toda la experiencia con miras a
precisar detalles que den cuenta de las acciones realizadas, de los resulta-
dos obtenidos, y también de |as decisiones tomadas y |as razones que deter-
minaron dichas decisiones.

Como parte de la actividad de reportar oralmente detalles del proyecto
de aularealizado, se esperaba que | os profesores sel eccionaran, organizaran
y expusieran informacion relevante que permitiera al auditorio hacerse una
ideaclaradelo que serelataba; paraello eraimportante considerar el tiempo
del que se disponia y planear cdmo se distribuiria la exposicion entre los
miembros del grupo.

Paraapoyar alos profesores en larealizacion del reporte oral que debian
hacer ante sus compafieros del Programa, en el tercer seminario se les sugi-
rid tener en cuenta una serie de pautas para preparar las transparencias que
debian utilizar al hacer la exposicion (ver Taller 1 del Apéndice 3). En tér-
minos generales, el balance delasocializacion realizada fue positivo. Por un
lado, varias de las presentaciones tuvieron un buen nivel de calidad: fueron
claras y su organizacion contribuy6 a dar una idea completa del proyecto,
naturalmente con el nivel de generalidad impuesto por €l tiempo disponible;
por otro lado, las preguntas y comentarios formulados por el auditorio con
respecto a cada proyecto, proporcionaron cuestionamientosy criticas cons-
tructivas alostrabajos. Cabe agregar que cuatro de los proyectos desarrolla-
dos en el grupo de profesores de Escuelas de Cundinamarca y Boyaca
fueron expuestos en la séptima Reunién Anual del Club de Educacion Ma-
temaética, evento organizado por “una empresa docente” y que convoca a
profesores de mateméticas del pais.

ESCRITURA DEL ARTICULO
Ademas del informe final escrito por cada grupo de profesores en €l que se
report6 toda la experiencia vivida en torno al proyecto de aula, se esperaba
que enseguida los grupos elaboraran un articulo con base en dicho reporte,
que pudiera ser publicado. Es decir, un articulo que cumpliera con ciertas
normas de calidad compartidas en la comunidad de educadores matemati-
cos, tanto relativas a contenido como alaforma

Mediante estaactividad, el Programa pretendiaque laexperienciade de-
sarrollo profesional quelos profesores vivenciaban les permitieraentre otras
cosas, acercarse apracticasy formas de relacion einteraccion propias de una
comunidad profesional, como lo son: construir y compartir formas de comu-
nicar que, en lo esencial, fueran acordes con las formas que aceptay utiliza
lacomunidad internacional; comunicar y socializar el trabgjo realizado y sus
resultados; y someter tal trabajo alacriticade lacomunidad y de esamanera
validarlo.

Esusual quelaculturaenlaqueseinscribe el trabajo del docente de ma-
tematicas de nuestro medio apunte primordia mente a la expresion oral; no
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es frecuente que los profesores de matematicas lean o escriban acerca de
asuntos relativos a quehacer profesional; por lo tanto, es natural encontrar
que no han desarrollado su habilidad para expresar por escrito sus ideas,
paraargumentar unatesis, para sostener su posicion frente a asuntos especi-
ficos. Ademés, la produccion de un articulo publicable, asi seaa partir de un
reporte que documenta lo sucedido en unaexperienciainscritaen un progra-
ma de formacion de docentes, implica grandes esfuerzos y habilidades de
parte de los autores, donde se ha visto que concurren tanto problemas rela
tivos a la experiencia misma como ala comunicacién escrita.

Dado lo anterior setenialaexpectativade que laactividad de escribir un
articulo fuera una oportunidad para contribuir en aspectos puntuales de la
formacion profesional y personal de los profesores participantes, especial-
mente para quienes se estan iniciando en el proceso de elaborar escritos aca
démicos. Se intentaba asi que la obligacion de revisar y repasar la
experienciavividaen el proyecto de aula les posibilitara avanzar en: el au-
tocuestionamiento critico y su reflexion en torno aasuntos de la practica do-
cente; la clarificacion de laexperiencia objeto del relato y su conscienciade
otros puntosrelativosa€lla; lainteraccion y colaboracion con los profesores
de su grupoy de otros grupos participantes en el Programa; la aceptacion de
comentarios criticos a su trabajo por parte de comparierosy colegas; la con-
sideracién critica del trabajo de los demés grupos con el animo de aportar-
les; y lareconceptualizacion de su conocimiento matematico y didactico en
torno al tépico que enfocara la atencidn de su proyecto de aula.

Los profesores participantes se debian involucrar en esta actividad du-
rante los tres meses siguientes a la terminacion del proyecto de aulay ala
entrega del reporte final. Para comenzar el proceso, iniciar alos profesores
en la actividad de escribir un articulo académico y suministrar una guia de
lo que se esperaba como producto, en el tercer seminario se discutieron al-
gunasideasacercadel sentido deelaborar unarticuloy publicarlo (ver Taller
2 del Apéndice 3). En general, todos |os profesores manifestaron ver laim-
portanciade escribir y, aun mas, de poder publicar un documento. Surgieron
comentarios en los que se destact la satisfaccion de |los autores por €l logro
personal, lareflexién que suscitaen el autor, €l aporte alacomunidad en tér-
minos de transmitir tanto fortalezas como debilidades, el enriquecimiento
gue puedesignificarlea lector parasu actuar pedagogico, y laconsideracion
del trabajo realizado como marco de referencia para trabajos futuros.

Asi mismo, en este seminario se presentd un texto con pautasy recomen-
daciones, paraayudar a definir la estructuray el contenido del articulo, que
fueron discutidas entre todos. A continuacion se propuso alos profesores la
tarea de leer un articulo (ver Taller 2 del Apéndice 3) —elaborado por pro-
fesores que participaron en la segunda version de la estrategia y asociada a
lacual hay un libro publicado—, con €l prop6sito de proporcionar un gjem-
plo del tipo de documento que se esperabay, sobretal texto, hicieran el ger-
cicio de determinar laestructuray el contenido.
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En la parte fina de este seminario, los profesores desarrollaron la tarea
de elaborar un esquemainicial de su articulo, en el que debian identificar la
idea principal y la estructura, y los asuntos primordiales de cada una de las
secciones establecidas. Dela experienciavivida, los autores podian escoger
cual ibaaser e centro del articulo y dar cuenta de diferentes aspectos, asu
eleccion. Estatarea se les dificultd alos profesores posiblemente porque la
estructura que definieron no se gjustaba alaidea principal sobre la que que-
rian trabajar, o porque €l nivel de elaboracion del trabajo realizado no les
permitia precisar tales ideas, o porque €l articulo que se leyd, motivé alos
profesores a proponer para sus articul os estructuras similares que no nece-
sariamente se gjustaban alas caracteristicas del trabajo o lasideasy resulta
dos que querian presentar.

Aunque, en principio, algunos plantearon como idea principal asuntos
gue durante el trabajo se habian destacado por lacantidad de tiempo dedica-
do o por su efecto en ellos mismos—como por gjemplo, su cuestionamiento
acerca del conocimiento matemético con respecto a la proporcionalidad, o
ladiferencia del andlisis realizado para |as respuestas de los estudiantes—,
alahorade concretar las seccionesy su contenido, casi todoslos gruposter-
minaron por proponer articul os que dieran cuenta de la experiencia comple-
ta. A pesar de todo, |os esquemas elaborados en el seminario fueron el punto
de partida para €l trabajo que los profesores desarrollaron en los siguientes
meses.

Para continuar apoyando la elaboraci6n delos articul os, lostutores sere-
unieron en dos 0 méas ocasiones con cada uno de los grupos de profesores de
cada institucién pararealizar asesorias personales. Cabe sefialar que su rea
lizacién se facilitd mucho més en el caso de las Escuelas Normales de Bo-
gotd, Cundinamarcay Boyaca dada la mayor cercania de los profesores de
estas Normal es alasede permanente delostutores. En este caso, se pudieron
realizar a menos dosy en algunas ocasiones hasta cuatro reuniones de ase-
soria presencial con cada grupo de profesores. En cambio, en el caso delas
Escuelas Normales de Antioquia, solo fue posible la realizacion de unare-
unién presencial con cada grupo de profesores, dado que, pararealizar lare-
unién, los tutores tenian que desplazarse a la ciudad de Medellin. Ademas,
también para contribuir a esta actividad de escritura del articulo, seredliza
ron en varias ocasiones asesorias no presenciales de los tutores a los profe-
sores, por medio del correo electrénico y el intercambio de documentos
digitales.

Lainteraccion de los tutores con los autores arededor de laedicion aca
démica de los articul os no fue tan efectiva como en principio esperdbamos;
por ejemplo, con respecto alos comentarios que les envidbamos por €l co-
rreo electronico o por fax, con frecuencia tuvimos la sensacion de que no
eran bien entendidos dado que eran parcialmente respondidos o que los res-
pondian en un sentido diferente al que sugeriamos los tutores para mejorar
e articulo. Tal situacion puede estar relacionada con la diferencia entre las
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visionesy las habilidades delostutoresy delos profesores. Visiones respec-
to alo que esimportante del trabajo, alo que pueda significar un determina-
do hecho en laensefianza o € aprendizaje de un tema, alainformacién que
pueda proporcionar un resultado obtenido, etc. Habilidades relativasalaes-
critura de documentos académicos y ala definicion de lo que puede ser im-
portante resaltar en éstos. Hacia €l fina del proceso de interaccion parala
edicion, los tutores adoptamos la estrategia de hacer pocos comentarios en
cada interaccién y muy puntuales, consistentes en preguntas concretas que
audian alos puntos del articulo que se percibian como deficientes; el escrito
se modificaba entonces con las respuestas. Se subsanaron asi algunos de los
problemas de interpretacién sobre las objeciones que haciamos los tutores a
|lostextos. Fue unaléstimaque ladecision de poner dichaestrategiaen prac-
tica hubiera surgido tan tarde.

Lasversiones delos articulos que se lograron en conjunto con |os profe-
sores fueron posteriormente revisadas por los tutores con el propdsito de dar
|os Ultimos toques para alcanzar € nivel de calidad exigido en una publica-
cién académica. Se hicieron en consecuencia modificaciones en cuanto ala
redaccion, presentacion y organizacion de la informacion, conservando las
ideas de los profesores, asi como |os énfasis destacados por ellos. En algu-
nos casos se adicionaron consideraciones que fueron discutidas con los pro-
fesores por el correo electrénico. Aun asi, vale la pena aclarar que no
necesariamente las versiones finales de los articul os estan libres de proble-
mas, en especia, de aquellas dificultades que se relacionan con € trabajo
mismo de indagacién que se llevd a cabo.

En general, en las distintas versiones de los articul os se presentaron di-
ficultades con respecto alo que esimportante presentar en el texto; alassin-
tesis hechas que se quedan en la generalidad; alaexpresién de informacion
poco relevante como las sensaciones personales y de gusto acercade la ex-
periencia; alaestructurapobrey confusa, con pocas o demasi adas secciones
no relacionadas entre si y cuyos titulos muchas veces no corresponden a su
contenido; a laforma poco claray coherente de exponer la informacion; a
uso dispar de los tiempos de los verbos; ala utilizacién de maltiples adjeti-
V0s sinénimos para calificar un mismo sustantivo; alarepeticién de una pa-
labra en una frase; a empleo de frases retdricas y esterectipadas y de
aseveraciones gque no se explican o justifican. No obstante, cabe anotar que
los tutores consideramos que una diferencia entre estos documentos y los
elaborados por profesores participantes en las versiones anteriores, serefiere
a andlisis de las respuestas de | os estudiantes. Definitivamente esta labor se
percibe como més cuidadosay profunda en este libro.

Al revisar tanto las notas tomadas sobre |as interacciones hechas como
el producto final del proceso de edicién, materializado en las versiones fina-
les de los articulos que se publican en este libro, se ve que la oportunidad
que se abri6 para que los profesores pudieran reflexionar sobre € proceso
vivido, reelaborar a posteriori su experienciay losresultados de ella, y cla-
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rificarla, fuefructiferaen algunos casos més que en otros; infortunadamente,
incluso algunos grupos no produjeron el articulo requerido y, en consecuen-
cia, no participaron del proceso completo de desarrollo profesional que se
proponiaen e Programa.

ELABORACION DE UNA PROPUESTA PARA REALIZAR OTRO
PROYECTO DE AULA

En las dos versiones anteriores de la implementacién de la estrategia, al
concluir con laescrituray publicacion del articulo sobre el proyecto de aula
realizado, muchos de los participantes manifestaron su interés de continuar
avanzando en su desarrollo profesional por laruta abiertaen el programa,
lo cual no siempre fue posible por no poder satsfacer |a necesidad de seguir
contando con un apoyo similar a que habian recibido de parte de los tuto-
res —situacion supeditada a involucrarse en otro programa O proyecto
especifico—.

Como era entonces probable que algo similar sucediera con los partici-
pantes del Programay dado que | os tutores también consideramos indispen-
sable que reciban un apoyo externo para continuar avanzando en este
proceso, vimos la pertinenciade incluir como tarea parala segundafase del
Programa, la elaboracion de una propuesta para llevar a cabo otro proyecto
de aula con nuestro apoyo.

En el tercer seminario, tras haber abierto e espacio para que los profe-
sores expusieran sus opiniones a respecto de la experiencia vividay men-
cionaran los aportes que les habia proporcionado su participacion en €
Programa, planteamos como tareala elaboracién de la propuesta antes nom-
brada e invitamos a desarrollarla, sefialando que era opciona® y que en su
realizacion podrian tomar parte no solo los profesores que habian participa
do en el Programa sino otros profesores de matematicas de la institucion.
Para apoyar la elaboracion de tal propuesta, los tutores ofrecimos llevar a
cabo una reunién de horay media en dos 0 més ocasiones con cada uno de
los grupos de profesores de cada institucion pararealizar una asesoria.

El inicio del desarrollo de estatarea se formalizo también en €l tercer se-
minario con larealizacion de dostalleres que tuvieron lugar €l Ultimo diadel
mismo. Uno de los talleres pretendia sugerir temas mateméticos puntuales
que podrian ser objeto de proyectos de aula similares alos realizados; para
ello, los tutores presentamos una coleccién de situaciones y problemas’ y

4. Los profesores de ocho Escuelas se involucraron en la realizacion de esta tarea. Al con-
cluir el Programa, “una empresa docente” presentd a Ministerio de Educacion Nacional
un documento que recoge las propuestas de |os profesores e incluye una propuesta parala
respectiva asesoria.

5. Algunos de estos problemas y situaciones fueron tomados de fuentes tales como larevista
Mathematics Teacher, publicada en los Estados Unidos por el National Council of Tea-
chers of Mathematics y las pruebas del TIMSS de 1997; otros, fueron elaborados por 1os
tutores.
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luego propusimos que el grupo de profesores de cadainstitucion respondiera
auna serie de preguntas con las cuales queriamos generar una discusion y
definicién en torno a algunos aspectos que se pudieran utilizar para esbozar
un primer borrador de la nueva propuesta de proyecto de aula. El otro taller
pretendia centrar la atencion de los profesores en €l tipo de informacién que
es necesario incluir en una propuesta que pretende buscar que alguna enti-
dad seinterese en financiar el respectivo trabgo.

CONSIDERACIONES FINALES

En esta Ultima seccién exponemos consideraciones con respecto a tres
asuntos implicados en la experiencia de formacién que hemos llevado a
cabo. En primer lugar, nos referimos a algunas caracteristicas de la estrate-
gia que alienta las acciones realizadas en € Programa; en segundo lugar,
reportamos algunos hechos o planteami entos importantes con respecto ala
proporcionalidad, reconocidos en la implementacion del Programa; y para
terminar, damos cuenta de los logros del Programa en los profesores que
participaron en la experiencia 'y en los estudiantes con quienes se imple-
mentaron los disefios; de los logros ocurridos en nosotros como tutores,
creemos que da cuenta indirectamente el contenido de esta seccién en
donde hemos tratado de plasmar la conscienciay el conocimiento logrado
con respecto a las posibilidades y limitaciones, debilidades y fortalezas de
la estrategia que hemos venido afinando.

SOBRE ALGUNAS CARACTERISTICAS DE LA ESTRATEGIA DE
DESARROLLO PROFESIONAL

La participacion en € programa es un asunto institucional

La vivencia que hemos tenido a implementar esta version de la estrategia
nos permite ratificarnos en la importancia y pertinencia que hemos dado
siempre a la participacion institucional en un programa como este y, sobre
todo, @ compromiso que pueda generar €l rector con sus profesores. Consi-
deramos que de no haber tenido el apoyo de lasinstituciones, la cantidad de
proyectos que habrian Ilegado a su final seria notablemente inferior. Sin
embargo, creemos que en general, €l apoyo institucional deberia ser més
decidido en términos tanto del tiempo que se da a los profesores dentro de
su jornada laboral para que puedan trabajar en el desarrollo del proyecto,
como de la presencia, seguimiento y realimentacion que dalainstitucion a
proyecto de los profesores. En particular, creemos que los directivos-
docentes debieran jugar un papel importante en la resolucion de conflictos
gue a veces se presentan entre profesores, ocasionados por lafalta de expe-
rienciaen el trabajo colaborativo. Por otro lado, aunque con seguridad hay
diferentes formas de lograr el compromiso institucional para la participa-
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cién en un programa como este, creemos que en lamedidadelo posible tal
compromiso debe comenzarse a buscar desde la convocatoria misma.

¢ Tiene sentido pedir a los profesores el disefio de actividades para
los estudiantes?

Aunque con algunas variantes, en las tres versiones de la estrategia hemos
formulado la tarea de construir por escrito una secuencia de tareas que se
pueda implementar en unas pocas sesiones de clase. En términos generales,
laredlizacién de esta tarea demanda de parte de los profesores un esfuerzo
arduo y las producciones a las que Ilegan no necesariamente representan
propuestas con la calidad éptima requerida para la ensefianza. Asi que nos
hemos preguntado por la pertinencia de latareay hemos imaginado por lo
menos una aternativaaella: ¢no serd mas adecuado presentarlesy estudiar
con €llos una secuencia que cumpla las condiciones sobre las que quisiéra-
mos insistir?

En las discusiones que |os tutores hemos adel antado para debatir tal in-
quietud, ha sido evidente lanecesidad de mirar €l asunto alaluz delainten-
cionalidad del programa; éste, de alguna manera, tiene un caracter remedial
y su objetivo primordial consiste en generar oportunidades para que |os par-
ticipantes vivan una experiencia que les permita cuestionar su précticay su
conocimiento; bajo ninguna circunstancia pretendemos darles laimpresion
de que hay recetas para hacer disefio curricular, ni tampoco esperamos que
laexperiencia de desarrollo profesional que viven incida significativamente
de manerainmediata sobre el aprendizaje de |os estudiantes. Mas bien, nos
interesatratar y discutir con los profesores, en torno aalguna produccién de
ellos —que muy probablemente reflgja caracteristicas importantes de su
préctica en el aula—, sobre aspectos claves para la ensefianza como por
gjemplo, larelevanciadel logro de aprendizaje que pretenden con la secuen-
cia, la pertinencia de las tareas y actividades propuestas para €l logro que
pretenden, la claridad e intencidn de las preguntas y tareas formuladas, las
previsiones que hacen con relacion alas respuestas y reacciones de los estu-
diantes. Suponemos que involucrarse en un proceso de refinamiento de sus
producciones, que atienda alos comentarios criticos de | os tutores puede ser
maés efectivo paralo que se pretende que destacar 0s aciertos de un disefio
ya hecho.

Por tanto, vemos que latarea es (til paralo que nos proponemos aunque
probablemente haya detalles que convengarevisar y modificar. De hecho, en
esta version de la estrategia hicimos modificaciones que consideramos fue-
ron acertadas; unade ellas se refiere al tema matemético sobre el que se cen-
traron los proyectos de aula y otra tiene que ver con las actividades
realizadas en €l Programa paraapoyar las accionesde observar y analizar re-
sultados de parte de los profesores.
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Todos | os proyectos abordan € mismo tema matematico

Tratando de &finar detalles de la estrategia paralograr con més éxito quelos
participantes vivieran una experiencia que les impactara fuertemente en su
conocimiento y consciencia acerca de aspectos especificos de las mateméti-
cas escolares y de su didéactica, en estaversion, tal como se sefial 6 antes, se
impuso la condicion de que todos los proyectos de aula abordaran algun
tépico de un mismo tema matematico, determinado por nosotros. Tal como
lo habiamos previsto, este cambio enriquecié las oportunidades de aportar
de maneradirecta al proyecto de cada grupo de profesores en lamedida en
gue todas las actividades realizadas en | os seminarios tuvieron como centro
alguin aspecto del tema en cuestion.

Somos conscientes de que restringir asi €l tema para los proyectos de
aula puede tener consecuencias no del todo favorables con respecto a inte-
rés genuino de los participantes y a sus posibilidades de sacar adelante €l
proyecto. Tal como sucedié con los docentes de primaria que inicialmente
quisieron participar en el Programa, larestriccion impuesta se constituy6 en
un problema para profesores que consideraron muy abstracto el contenido
de los seminarios por razén de que ali se estudiaron algunas definiciones
formales dela proporcionalidad directa e inversa; también vimos que lares-
triccion puede ser una limitante fuerte para profesores que no han tenido la
experiencia de ensefiar el tema en cuestion pues carecen del respectivo co-
nocimiento practico. No obstante ver estas posibles consecuencias que po-
drian incidir negativamente en la permanencia de los profesores en €l
Programa, consideramos que es €l costo que se debe pagar para que quienes
decidan permanecer puedan sacar un mayor provecho de la experiencia por
razén de los aportes que hace €l Programa.

SOBRE EL TEMA DE LA PROPORCIONALIDAD

La naturaleza escolar de larazony la proporcion

Sin duda alguna, los conceptos de razén y proporcidn se muestran como
unos de los mas elusivos a la comprension en la teoria de la proporcionali-
dad; con la intencién de hacerlos comprensibles se recurre a la idea de
medida (o cociente) para referirse alarazon y alaidea de igualdad entre
medidas parala proporcion. Al parecer, como lo sefiala Freudenthal (1983),
la naturaleza misma de dichos conceptos generatal caréacter elusivo; él sos-
tiene, por giemplo, que hacer un tratamiento de la razén en términos de un
cociente, un nimero o una medida (lo que se logra a identificar la razén
“tres es a cuatro” con el fraccionario “tres cuartos’) desvirtliay desconoce
la naturaleza misma del concepto. Para no desatender su naturaleza, la
razon deberia ser tratada como una relacién y no como € resultado de una
operacién; asi mismo, la proporcion deberia ser tratada como una relacion
entre relaciones y no como una igualdad entre resultados de operaciones
(Guacaneme, 2001).
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En la matemética escolar, en general, la razon se presenta como una di-
visién indicada, como un cociente exacto 0 como un operador multiplicati-
vo. En cualquiera de los tres casos, € tratamiento que se hace de larazon
termina por identificarla con un nimero: en el primer caso, por € emplo, no
se hace un trabajo que permita establecer cuando dos razones son iguales o
cuando una es mayor gque otra sin recurrir a resultado de la division; en el
segundo, €l cociente exacto es un nimero resultado de la division “implici-
ta’ enlarazon; y, en €l tercer caso, €l operador multiplicativo termina por
asimilarse a un nimero que a ser multiplicado por €l consecuente genera
como resultado el antecedente. Tanto por laformade simbolizacién dedicho

nimero (es decir, mediante €l simbolo g) como por la manera de trabajo

matemético con el mismo (por ejemplo, através de la aplicacién de los al-
goritmos de las operaciones o de propiedades de las relaciones), dicho ni-
mero termina siendo un fraccionario. En este sentido, en la escuela las
razones terminan trabajandose como los niimeros fraccionarios, la propor-
cion terminasiendo unaigualdad entre fraccionariosy el calculo delacuarta
proporcional termina reduciéndose a problema de resolver 1a ecuacion del
estilo ax b = cx x; de esta manera se hace desaparecer € problema del
caracter elusivo de larazon y laproporcion, y con ello la naturaleza misma
de tales conceptos. Quiza en un intento de reconocer la diferencia entre la
naturaleza de los nUmerosy la naturaleza de las razones, y entre laigualdad
entre nimerosy la proporcion como relacién entre relaciones, al estructurar
€l marco curricular del TIMSS se vio la necesidad de definir un area tema-
tica especifica para la proporcionalidad, diferente de la que se referiaala
aritmética.

Desde nuestra perspectiva, la naturaleza de estos conceptos reside en el
hecho de ser relaciones. Consideramos que una razén es unarelacion entre
dos niimeros, entre dos cantidadesS, o entre un nlimero y una cantidad; en
este sentido una razén no es un nimero y por tanto, no es un nimero frac-
cionario. En general, larazén —en tanto relacion— no parece tener utilidad
algunasi paraellano se pueden definir operacionesy relaciones; para veri-
ficar la anterior afirmacion, piénsese en la utilidad que tendrian las razones
“tres nifios es a cuatro nifias’ o “50km/h” sin que exista la posibilidad de
compararlas u operarlas con otras razones. Consideramos que, por gjemplo,
definir unarelacion entre razones le daviday utilidad alarazén; aeste res-
pecto vale la pena pensar en que la proporcion es una de tales relaciones y

6. Usamos el término “cantidades” en el sentido de Schwartz (1988). Desde esta perspectiva
el resultado de un conteo (e.g., 3 l&pices), o € resultado de una medicion (e.g., 5 libras)
son cantidades extensivas; por su parte |as cantidades intensivas definen una cualidad y no

una cantidad extensiva, como es el caso de “1000 pesos por libra’ (§1Tc|)89 0 $1000/1b).
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gue ésta permite establecer cuando dos elementos que conforman unarazon
guardan la misma relacion que otros dos que configuran otra razon.

No obstante esta consideracién acerca de la naturaleza de larazén y la
proporcion, aln falta por explorar las posibilidades reales de concretar dise-
fios curriculares que propicien e aprendizaje escolar de tales conceptosy la
utilidad especificade los mismos pararesolver problemas especificosy para
promover el desarrollo de habilidades y competencias. Esta tarea compro-
mete preguntas para las cuales alin no tenemos una respuesta contundente,
tales como: ¢cOmo es posible establecer si dos razones son equivalentes sin
recurrir aigualar las medidas asociadas a aquéllas?, ¢qué tipo de problemas
podrian resolverse con las razones y proporciones (en tanto relaciones) que
no se puedan resolver con los nimeros racionales, o con los cocientes o frac-
ciones dereales?

Proporcionalidad en lo cuantitativo no numérico: un objeto extrafio
en la escuela

En la mayoria de los tratamientos escolares sobre la proporcionalidad apa-
rece un trabajo con nimeros y con cantidades adjetivadas que representan
los vaores de las magnitudes relacionadas. Con estos objetos es relativa-
mente fécil elaborar tablas, hacer razones, calcular cocientes exactos o pro-
ductos, establecer el resultado de aplicar una relacion de orden, elaborar
gréficas cartesianas de la funcion descrita entre las magnitudes, etc. Sin
embargo, consideramos que estos tratamientos solo atienden a caracter
cuantitativo numérico de la proporcionaidad y, de este modo, dejan delado
su carécter cuantitativo no numérico.

Paraexpresar |0 que es este carécter nada mejor que recurrir alageome-
triano métrica. Alli es posible trabajar con segmentos (0 més precisamente
con lalongitud del segmento’), con superficies, con volimenes, con ampli-
tudes, sin tener que recurrir alos nimeros (es decir, alaexpresion numeérica
de la cantidad de magnitud geométrica). Alli, por ggemplo, es posible reali-
zar sumas de longitudes de segmentos, de amplitudes de dngulosy de super-
ficies de regiones de manera geométricano métrica, como se puede observar
enlaFiguraN° 1. En ésta se han sumado las longitudes de los segmentos a
y b, ubicando de manera colineal, segmentos respectivamente congruentes
con €llos, uno a continuacion del otro. Para sumar las amplitudes de los an-
gulos se ha hecho corresponder uno de los lados de un angulo congruente
con el dngulo ¢ con uno delos de un angulo congruente con €l angulo d. Para
sumar las superficies de las regiones cuadradas ey f se han dispuesto conve-
nientemente | as regiones para formar con dos de sus lados | os catetos de un
tridngul o, se ha construido su hipotenusay sobre ésta un cuadrado que defi-

7. Lalongitud del segmento es diferente de la cantidad de longitud del segmento; esta Ultima
es sencillamente la medida (por ejemplo, 3 centimetros). De manera similar, la amplitud
del angulo es diferente de lamedida, o la superficie de unaregion es diferente del area.
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ne laregion cuadrada sumade las dosiniciales, es decir se ha hecho uso del
teorema de Pitégoras.

a}&h«

/
c+d

e+ f

]

Figura N° 1. Sumas de longitudes de segmentos, amplitudes de angulosy
superficies de regiones cuadradas

Entre estas longitudes, amplitudes y superficies se pueden definir razones,
establecer proporcionesy verificar la existencia de proporcionalidad sin re-
currir a sus medidas. Por ejemplo, se podria desarrollar un trabajo de pro-
porcionalidad geométrica con los segmentos de tal suerte que sea posible
establecer razones entre las longitudes de | os segmentos, se puedan verificar
si dos razones entre las longitudes de |os segmentos forman una proporcion,
si dos conjuntos de longitudes de segmentos son proporcionales, etc. Para
ilustrar 1o anterior se podria representar una razén entre dos longitudes de
segmentos ubicando uno de los segmentos horizontalmente y el otro verti-
camente de tal suerte que el extremo derecho del primero coincida con el
inferior del segundo. Paraverificar que dos razones entre longitudes de seg-
mentos son iguales se podria hacer coincidir los extremos izquierdos de los
segmentos horizontales y verificar si 10s extremos superiores son colineales
con aquéllos. Estamanera de establecer la proporcion permitiria construir la
cuarta proporciona a tres segmentos dados en un orden. En la Figura N° 2
hemos representado cuatro segmentos, dos razones entre las longitudes de
éstosy la proporcion de las dos razones.

Figura N° 2. Razones entre longitudes de segmentos y proporcién entre ellas
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LoslibrosV y VI de Los Elementos de Euclides presentan esta mirada cuan-
titativa no numérica. Creemos que su estudio permitiriainiciar un proceso
gue puedaculminar en laelaboracién de propuestas de aulaparaabordar con
|os estudiantes un aspecto normalmente no estudiado en la escuela.

La correlacion: ¢una tematica protagonista en la proporcionalidad?
A comienzos de la década de | os afios noventa, con la propuesta de reforma
curricular promovida por € Ministerio de Educacion Nacional, se le reco-
nocié un lugar importante al estudio de la correlacion en la proporcionali-
dad. Antes de tal propuesta, |os libros de texto apenas hacian una alusion al
“aumento” (o disminucién) simultaneo de las dos magnitudes como condi-
cion para establecer que las magnitudes son directamente proporcionales
(ver, por giemplo, Londofio y Bedoya, 1988). Después de la divulgacion de
los documentos que concretaban pedagdgicamente tal propuesta (MEN,
1989), los libros de texto incorporan definiciones de correlacion directa e
inversay proponen laidentificacion del tipo de correlacion como unadelas
dos condiciones para establecer € tipo de proporcionalidad; por gjemplo,
Londofio, Guarin y Bedoya (1993) presentan las siguientes definiciones:

Dos magnitudes estan correlacionadas directamente s a aumentar o
disminuir una de €llas, la otra también aumenta o disminuye. (p. 245)

Dos magnitudes estan correlacionadas inversamente si al aumentar
(o disminuir) unade €ellas, la otra disminuye (o aumenta). (p. 256)

Consideramos que este nuevo lugar de la correlacion en la teoria de la pro-
porcionalidad hace que persistay se acentlie un error conceptual que pre-
existe a la propuesta de reforma curricular mencionada. Ademés, creemos
que €l tratamiento didactico de la correlacién parece dejar de lado aspectos
interesantes. Abordemos, de manera breve, cada uno de estos hechos.

Unerror conceptual enlaimplicacién entre correlacion y proporcionalidad.
Al establecer que la proporcionalidad directa entre dos magnitudes relacio-
nadas se garantiza a través de verificar que las magnitudes estén directa-
mente correlacionadas y que es constante el cociente entre los valores
correspondientes, se dejan de lado relaciones que siendo de proporcionali-
dad directa no implican, ni son implicadas por, una correlacién directa.
Para explicar lo anterior nos apoyamos en la siguiente definicion de propor-
cionalidad directa recapitulada de un texto de andlisis algebraico que pre-
senta unateoria de la proporcionalidad (De Troconiz y Belda, 1959):

Dos magnitudes son proporcionales o directamente proporcionales,
si sus cantidades se corresponden biunivocamente, ordenadamente,
enlaigualdad y en lasuma

Designemospor &, b, c, ... lascantidades de laprimera magnitud y
por &, b, c, ... las cantidades homdlogas o correspondientes en la
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segunda magnitud. Entonces:

i. Al decir quelas cantidades a, b, c, ... se corresponden ordenada-
mente queremos indicar que si las cantidades se suceden en cierto
sentido (por gemplo a<c<b<...), lo mismo debe ocurrir a las
cantidades a,b,c,... (0 sea a<c<b<.. o0 bien
a>c>b>..).

ii. La correspondenciaen laigualdad exige quesi a = b entonces
tambiéna' = b'.

iii. Por dltimo la correspondencia en la suma exige que s
c = a+b,seatambiénc' = a' +b'.

Al interpretar esta definicidn, sabiendo que los autores previamente han es-
tablecido que se estan refiriendo a magnitudes continuas no necesariamente
absolutas (es decir, que pueden ser rel ativas)s, se deduce que se podrian te-
ner dos magnitudes relacionadas a través de una funcidn lineal decreciente
gue sean directamente proporcionaes. EnlaFiguraN°® 3 se muestraunagréa-
fica de una funcion que satisface las condiciones de la definicion.

Q)
o
x

Figura N° 3. Gréfica de una funcion de proporcionalidad directa decreciente

Desde nuestra perspectiva, en las mateméticas escolares se ha difundido la
idea de que la proporcionalidad directaimplicay esimplicada por la corre-
lacion directa, pues se han considerado, de manera exclusiva, magnitudes
absolutas, es decir magnitudes para las cuales, los valores son exclusiva
mente positivos o cero. Para este tipo de magnitudes es imposible tener una
funcién que sea ala vez decreciente y satisfaga las demés condiciones que
impone la proporcionalidad directa. Sin embargo, a ampliar €l dominio de
las magnitudes y considerar magnitudes relativas, como se mostro antes, si
es posible encontrar funciones decrecientes directamente proporcionales.

El problema que alin esta por resolver es que no parece ser facil encon-
trar magnitudes rel ativas que puedan ser trabaj adas escolarmente paraiden-

8. Las magnitudes absolutas no admiten valores negativos en tanto que las relativas si. De
esta manera un conjunto de segmentos tiene asociada, a través de considerar su longitud,
una magnitud absoluta; pero un conjunto de segmentos orientados tiene asociada, a través
de considerar su longitud y su sentido, una magnitud relativa. Un ejemplo similar se
podria plantear si se contrasta un conjunto de angulos con uno de angul os orientados.
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tificar y estudiar ali relaciones de proporcionalidad directa que sean
decrecientes. Estamos a la busgueda de tales magnitudes y por ahora solo
hemos podido imaginarnos que la relacion que existe entre la amplitud de
los éngulos centrales dirigidos y lalongitud de arco de la circunferencia de-
terminada por estos angulos (tomando un radio fijo) comportaria unarela-
cion de proporcionalidad directa decreciente para los valores negativos de
la amplitud de los angulos y una relacion de proporcionalidad directa cre-
ciente paralos valores positivos de los angul os, pero que mirada en todo su
dominio de variacion no comportaria una proporcionalidad directa.

De manerasimilar alo comentado antes paralaproporcionalidad directa
podemos decir que unarelacion de proporcionalidad inversano esimplica
da, ni debeimplicar necesariamente, una correlacién inversa. Consideramos
gue en este caso, también, € trabajo exclusivo con magnitudes absol utas en
¢l estudio delaproporcionalidad ha generado que escolarmente se hayan di-
fundido talesimplicaciones entre correlacion inversay proporcionalidad in-
versa. Creemos que podrian darse situaciones en las que a incluir
magnitudes relativas se podriatener unarelacién de proporcionalidad inver-
sa en donde la funcion fuera creciente, como la mostrada en la Figura N° 4.
El problema consiste, entonces, en identificar magnitudes relativas que es-
tén relacionadas de tal maneray que puedan trabajarse escolarmente.

Figura N° 4. Gréfica de una funcion de proporcionalidad inversa creciente

Quiz4, si selogran determinar situaciones que relacionen magnitudes relati-
vasy que definan la existencia de rel aciones directa o inversamente propor-
cionales, adquiera un poco més de sentido estudiar la proporcionalidad
después de haber estudiado |os nimeros enteros y 10s nimeros racionales,
pues estos nimeros constituirian tanto un referente aritmético paratales si-
tuaciones, como una herramienta para abordarlas desde €l punto de vista
cuantitativo numérico. Por ahora, los enteros y |os racional es negativos no
seinvolucran en el estudio escolar de la proporcionalidad.

Un tratamiento didactico limitado de la correlacion Creemos que en la
escuela el tratamiento que se hace de la correlacién es bastante limitado.
Para el caso dela correlacion directa, en algunas ocasiones las tareas que se
les proponen a los estudiantes no van més ala de exigirles que adviertan
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gue en una situacion en la que se relacionan dos magnitudes, los valores de
la primera estan ordenados de menor a mayor, y afirmen que “la magnitud
crece”; que luego adviertan que los valores de la segunda magnitud también
estén ordenados de menor a mayor y que hagan la misma afirmacion; y que
afirmen, en consecuencia, que “las dos magnitudes crecen” o que “amedida
gue una magnitud crece, la otra también lo hace’, de lo que se concluiria
gue las magnitudes exhiben una correlacidn directa. Desde esta perspectiva,
la correlacion parece un asunto facil de ensefiar y aprender.

En contraste, consideramos que el reconocimiento y enunciacién del
tipo de correlacion es un asunto complejo, cuya complejidad puede haber
pasado desapercibidaen laescuela®. Parailustrar lo anterior, veamos o que
podriaestar involucrado en laidentificacion del tipo de correlacién, tanto en
unatabla de datos (que presente val ores correspondientes de | as dos magni-
tudes, no necesariamente ordenados) como en unagrafica(que utilizaun sis-
tema de representacion diferente al cartesiano).

Desde nuestra perspectiva, la identificacion del tipo de correlacion ex-
presada en unatabla que muestra algunos val ores correspondientes no orde-

nados de las cantidades de X y Y, puedeimplicar: establecer una compara-

cion entre parejas de datos de unadelas cantidades (v.g., X, luego comparar
ésta con la comparacion de la pareja de datos correspondientes de la otra
cantidad, y finalmente establecer s €l resultado de esta Ultima es el mismo
para cualquier pareja de parejas de valores considerados. Asi, € procedi-
miento para determinar que en una tabla se expresa una correlacion inversa
entre |os datos, podria ser:

(i) comparar, atravésdelarelacion “<”, los dos primeros valores
de las cantidades de X para establecer que X; < X, ;

(if) comparar, entre si y con la misma relacion, los dos valores de
las cantidades de Y correspondientes para establecer que
Yo<Vi;

(iii) comparar estos dos resultados para determinar que € orden
establecido paralosvaloresde X esdiferente u “opuesto” a de
losvaoresde Y;

(iv) redizar la comparacion descrita en € numeral (i) para la
siguiente pareja de datos de la tabla (x5 < X, ), la comparacion
descritaen (i) para sus valores correspondientes (y, < y,), y la
comparacién enunciada en (iii) paralos resultados de estas dos;

9. Ademés, esta complejidad tiene otra faceta que no consideramos aqui y que se refiere al
significado de la correlacién en el contexto de la estadistica.
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(v) comparar los resultados obtenidos al aplicar las comparaciones
enunciadas en € numeral (iii), para determinar que en ambos
casos el orden establecido paralos valores de X es diferente u
“opuesto” a delosvaloresde Y;

(vi) redlizar los pasos (iv) y (v) paralas demas pargjas y compara-
ciones obtenidas, para verificar que en todas €l orden estable-

cido para los valores de X es diferente u “opuesto” a de los
valoresde Y.

En laFigura N° 5 se esquematiza, para el caso de una tabla compuesta por
tres pargjas de datos, € procedimiento descrito anteriormente, destacando
|as diferentes comparaciones implicadas.

o o

% X Xq Xo X3 %
=g 8~
, o Y Y1 2 Y3 o

S J<E
i C:J Y2<VY1 Y2<VYa | O: i
.. — .. resultados iguales para estas comparaciones — . . -

Figura N° 5. Procedimiento y comparaciones para determinar
una correlacién inversa entre dos magnitudes

En suma, una tablaen la cua ni los valores x; ni los'y; estan ordenados,

exhibe una correlacion directasi las comparaciones se corresponden, es de-

Crs X <X ,q entonces también Yi<Vit+1 08 X4 1<X entonces tam-

bién y,,,;<y;, en tanto que muestra una correlacion inversa si las
comparaciones son opuestas, es decir si X; < x; . ; entoncesy, , ; <y; 0

10
X, .1 <X entoncesy, <y, ;.

10. Desde esta perspectiva no hemos podido identificar diferencias sustanciales entre las defi-
niciones de correlacion directa e inversay las del carécter creciente o decreciente de una
funcioén, respectivamente.
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Ahora abordemos el reconocimiento del tipo de correlacion en larepre-
sentacion gréfica cartesiana de las funciones. Parala mayoria de los profe-
sores de mateméticas reconocer si la gréfica de una funcidn representa una
funcion creciente o decreci ente es unatarea que no reviste exigenciaintel ec-
tual alguna; consideramos que esto se debe aque ellos han adquirido destre-
zay dominio de larepresentacion gréfica, 1o que les hace competentes para
unatareatal. Sin embargo, los estudiantes pueden no haber desarrollado los
mismos conocimientos frente a la representacion gréficay tener serias difi-
cultades paraidentificar s una funcién es creciente o decreciente con sblo
mirar su gréfica. Parailustrar o queles puede suceder alos estudiantes, bas-
ta con observar las gréficas de dos funciones reportadas en laFiguraN° 6 e
intentar contestar, después de un golpe de vista, cudl de las funciones afines
representadas es creciente y cual decreciente.

>

Figura N° 6. ¢Funciones crecientes o decrecientes?

Esposible que el lector no hayareconocido quelaprimeragréficarepresenta
unafuncidn afin crecientey lasegundaunafuncion afin decreciente, aunque
de seguro si advirtio que €l sistema de representacion no es cartesiano. En
el sistemautilizado —sugerido por Arcavi y Nachmias (1989)— losdos gjes
son paraelosy cada pareja de datos de la funcidn se representa mediante un
segmento rectilineo definido por los puntos correspondientes a los valores
numéricos de las componentes de |a pareja ordenada.

Lareflexion sobre este gercicio de lectura de una informacion sobre la
funcién en su representacién gréfica puede llevar a reconocer que es nece-
sario aprender ainterpretar tal informacion y que €llo implica un proceso de
aprendizaje. Parael caso de las representaciones cartesianas, usualmente en
laescuela, dicho proceso no se realiza con la consciencia suficiente de parte
del profesor y del estudiante para que permitalograr un aprendizaje similar
al que exhibe el profesor ante un gjercicio como el anterior en el sistemaor-
togonal.
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SOBRE LOS LOGROS DEL PROGRAMA

En los profesores participantes

El propdsito principal del Programa estaba relacionado con € desarrollo
profesiona de los profesores de mateméticas participantes y no directa-
mente con € aprendizaje de los estudiantes; sin embargo, es claro que tal
intencion tiene sentido pensando en que la formacién que los profesores
alcancen, sereflgje en su ensefianzay por consiguiente se traduzca en avan-
ces en € aprendizaje de sus estudiantes.

Aunque se pudieron detectar algunos logros en los profesores, creemos
que esto es apenas € inicio de un proceso —que puede 0 no proseguir de-
pendiendo de los profesores mismosy de sus circunstancias laborales— cu-
yos efectos serian visibles a largo plazo. Percibimos asi, la diferencia que
hay entre unatransformacién temporal y puntual de la ensefianza, originada
por € requisito de introducir unainnovacion parauna o dos sesiones de cla-
se, en la que ademas se contd con el apoyo y presion de asesores externos,
y latransformacion permanente de la préctica para ensefiar cual quier tépico
mateméti co.

El trabajo matemético con foco en un mismo tema para todos los profe-
sores participantes, posibilitd que se hiciera un recuento de como se ensefia
éste en la escuelay los profesores se hicieran conscientes de esto, tuvieran
acceso adistintas perspectivas del mismo, estudiarany compararan diversas
definiciones de la proporcionalidad e identificaran con mas claridad sus pro-
piedades, y trabajaran con problemas variados | as distinciones entre |os pro-
cesos de solucion y el razonamiento implicado en éstos. Pero en particular,
dicho trabajo permitio que los profesores cuestionaran su conocimiento ma-
tematico al respecto y, de alguna manera, lo modificaran.

El planteamiento de tareas y formulacion de preguntas para configurar
lostalleres que seimplementarian con los alumnos fue motivo de frecuentes
discusionesy reflexiones entrelos profesores. El gjercicio previo de estable-
cer las posibles respuestas de |os estudiantes contribuy6 a ver la necesidad
de fijar intenciones concretas para cada pregunta, a mirar su coherencia y
pertinencia para lo que se queria, a determinar su interpretacion probable
por parte de los alumnos. En consecuencia, |os talleres fueron sometidos a
constantes modificaciones hasta producir la versién que se implemento, la
cual segin los mismos profesores todavia puede ser mejorada. Se generd de
este modo en | os profesores, una consciencia haciala manera en que formu-
lan las preguntas, y con respecto a sentido y propdsito de las mismas.

También hubo un reconocimiento de parte de los profesores con relacion
aladiferenciainvolucradaen el proceso de observacion, andlisis e interpre-
tacién delas respuestas de | os estudi antes que se llev6 a cabo. Paraempezar,
el intento de mirar en las respuestas evidencias distintas asi son correctas o
no, condujo a los profesores a ver cosas que antes pasaban por ato; por
gjemplo, detectaron diferencias sutiles en los procedimientos aditivos y
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multiplicativos usados por |os estudiantes, que les proporcionaron informa-
cién sobre el razonamiento matematico utilizado. De otro lado, laobligacion
de establecer qué tipo de respuestas pueden indicar si los estudiantes logra-
ron lo que se pretendia con las tareas, hizo que los profesores vieran lo que
esrelevante como indicio para esto y que muchas veces no es suficiente una
respuesta adecuada como muestra de aprendizaje y que se requiere recoger
muchay variada informacion.

La necesidad de escribir las diversas versiones de |os documentos soli-
citados en €l Programa (reporte del proyecto de indagacion, articulo, pro-
puesta), favorecié en los profesores un avance al respecto en varios sentidos.
Por un lado, se rompi6 laresistenciainicial aescribir que estainstalada en
la cultura de tantos docentes. Pero por otro lado, el proceso de elaborar un
documento académico les permitid conocer requisitos minimos para éste re-
lativos asu estructura, presentaciény redacci én de lainformacién, conexion
y pertinenciadelasideas, uso de ideas de otros autores, etc. Es asi como los
documentos finales de la mayoria de los grupos reflegjan cambios importan-
tes con respecto a las versiones previas y denotan €l esfuerzo por tener en
cuenta | os aspectos sefialados.

En muchos de los grupos de profesores se evidencié un trabajo colabo-
rativo fuerte. El Programa cred un espacio paracompartir labores que usual-
mente en lainstitucion se realizan de maneraindividual como la planeacion
y laevaluacion de clases, pero también para conocer las posiciones, visiones
y vivencias de cada profesor. Ademas, se establecieron relaciones persona-
les cercanas que no se tenian y varios de estos grupos se consolidaron como
un equipo donde se logro gran integracién y dedicacion, incluso en horarios
por fuera de la jornada laboral. De acuerdo a reconocimientos expresos de
estos mismos profesores han seguido trabajando de esta manera en otras ac-
tividades. No obstante, en dos de los grupos la situacion fue contraria. En
uno de ellos, los profesores no llegaron a entenderse y trabajaron siempre
por separado; en €l otro, aungue en principio se formé un grupo solido que
trabajo con empefio, a final las diferencias personaleslo disolvieron y esto
impidi6 que terminaran €l articulo y la propuesta.

El haber identificado en varios de los profesores estos indicios de cues-
tionamiento, consciencia y reconocimiento con relacion a aspectos de su
préctica, alientalaposibilidad de que sean el motor parallevarlosacontinuar
en este camino, tal y como se ha visto en el caso de muchos profesorest.

11. En particular, esta el caso de los profesores de mateméticas de la Escuela Normal Superior
Marfa Montessori de Bogota, quienes participaron en este Programa; ellos participaron
también en la primera version de la estrategiay han sido parte de otros programas de for-
macion permanente realizados por “una empresa docente”. Su asiduo involucramiento en
estos espacios muestra su interés en avanzar de manera constante en su desarrollo profe-
sional.
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En los estudiantes

No abstante que los resultados de los estudiantes al trabajar en los talleres
disefiados en |os proyectos de aula, muestran respuestas que coinciden con
las esperadas y pueden ser indicios de logros en ellos, no es posible asegu-
rar que haya habido un aprendizaje. Se necesitaria para esto por un lado,
que los profesores hubieran dedicado més tiempo con los estudiantes para
trabgjar los tdpicos tratados y les hubieran propuesto otras tareas distintas;
por otro lado, se requeriria que hubieran propiciado oportunidades adicio-
nales en las que | os estudiantes hubieran podido ampliar y explicar sus res-
puestas y los profesores hubieran podido explorar y evaluar més
detenidamente tales respuestas.

Ademés otro hecho que no contribuye a determinar €l aprendizajedelos
estudiantes, esladificultad comuin alos trabajos de | os profesores—no sblo
de este Programa sino de todos |os que hemos realizado— para observar de
forma sistemética aspectos relevantes de las respuestas, que proporcionen
informacién acerca del a cance de las intenciones buscadas. Como ya se di-
jo, y tal como se puede ver en los articulos de este libro, en este Programa
¢ trabajar con un Unico tema matemético que facilitara laidentificacion de
losindicios amirar en las respuestas, y €l acompafiamiento cercano que se
hizo alos profesores, posibilité que los profesores ahondaran en €l andlisis
y lainterpretacién de las respuestas de | os estudiantes, y en particular ayudo
aque su atencidn no se centraraen o correcto o incorrecto de las respuestas
o en el gusto delos estudiantes por las tareas. Sin embargo, este andlisislle-
v6 a establecer en muchos casos que las tareas y preguntas propuestas no
eran suficientes, pertinentes o adecuadas para las intenciones fijadas y por
tanto no era coherente esperar el aprendizaje previsto paraellas.
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APENDICE 1
TALLERES DEL PRIMER SEMINARIO

TALLER 1. RUTAS DE ENSENANZA DE LA PROPORCIONALIDAD

Intencionalidad. Con este taller se pretende establecer dificultades docentes en la
ensefianza de la proporcionalidad, en particular, en la ensefianza de laregla de tres.

Tareas de la primera parte. En grupos de profesores de una mismainstitucion reali-
cen por escrito las siguientes tareas, paralo cual disponen de 45 minutos.

1) Describan la ruta pedagdgica (orden temético, relaciones entre temas, tipos de
tareas propuestas, etc.) que utilizan en lainstitucién para ensefiar proporcionali-
dad a sus estudiantes.

2) Enlarutadescrita, identifiquen los lugares en los que como profesores han evi-
denciado problemas propios y den cuenta de tales problemas.

3) Para alguno de los problemas sefialados expliquen qué han hecho para intentar
solucionarlo y qué han logrado con ello.

Del grupo seleccionen una personaque presente los resultados del trabajo en unaple-
naria, paralaque se cuenta con 45 minutos.

Tareas de la segunda parte. En grupos de profesores de una misma institucion rea-
licen por escrito las siguientes tareas, paralo cua disponen de 45 minutos.

4) Describan la ruta pedag6gica (orden temético, relaciones entre temas, tipos de
tareas propuestas, €etc.) que usan en lainstitucion para ensefiar laregladetres.

5) En laruta descrita, identifiquen los lugares en los que como profesores han evi-
denciado problemas propios y den cuenta de tales problemas.

6) Para alguno de los problemas sefialados expliquen qué han hecho para intentar
solucionarlo y qué han logrado con €llo.

Del grupo seleccionen unapersonaque presente los resultados del trabajo en unaple-
naria, parala que se cuenta con 45 minutos.

TALLER 2. CONCEPCIONES SOBRE LA PROPORCIONALIDAD

Intencionalidad. Este taller pretende propiciar un ambiente de exploracién y expli-
citacion de las concepciones de los profesores acerca de la proporcionalidad.

Tareas. En grupos de cuatro personas realicen por escrito |as siguientes tareas, para
lo cua disponen de 45 minutos.

1) Formulen una situacién que involucre proporcionalidad directa.

2) Expliquen por qué consideran que es una situacion de proporcionalidad directa.
3) Formulen una situacion que involucre proporcionalidad inversa.

4) Expliquen por qué consideran que es una situacion de proporcionalidad inversa.
5) Describan por qué consideran que ambas situaciones son de proporcionalidad.

Del grupo seleccionen una persona que presente losresultados del trabajo en unaple-
naria, paralaque se cuenta con 45 minutos.
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TALLER 3. PUESTA A PRUEBA DE LAS DEFINICIONES

Intencionalidad. El taller pretende ofrecer un conjunto de situaciones através delas
cuales | os profesores puedan cuestionar sus “definiciones’ de proporcionalidad.

Tareas. En grupos de cuatro personas realicen por escrito las siguientes tareas, para
lo que disponen de 1 hora.

1) Describan un grupo de criterios que les permitan determinar cuando una situa-
cién es de proporcionalidad directa.

2) Describan un grupo de criterios que les permitan determinar cuando una situa-
cién es de proporcionalidad inversa.

3) Determinen cudles de las situaciones de proporcionalidad (ver situacionesA aE
al fina del taller) satisfacen uno u otro de los grupos de criterios establecidos
anteriormente.

4) Si existen situaciones que no satisfacen alguno de los grupos de criterios, expli-
citen cudles criterios no se cumplen. Justifiquen por qué siendo estas situaciones
de proporcionalidad no satisfacen ninguno de los grupos de criterios.

5) Si lo consideran necesario, replanteen los grupos de criterios para que todas las
situaciones anteriores puedan ser clasificadas como de proporcionalidad directa
o de proporcionalidad inversa.

Del grupo seleccionen una personaque presente los resultados del trabajo en unaple-
naria paralaque se cuenta con 75 minutos.

Situaciones de proporcionalidad

Stuacion A
Segmento Medida
/ ;
/
—_—
Stuaciéon B

La siguiente ventana aparece cuando en un editor de texto se quiere importar un archivo
gréfico; através de ésta se selecciona e tamafio del gréfico en e documento.
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Situacion C

La siguiente situacion representa una relacion entre el nimero de tijerasy € nimero de
sobres. Esta se observa al construir rectangulos horizontales o verticales que contengan
un nimero de iconos maltiplo de 7.

D= e I o I o i e e I g
b P DX DK P DR PO DK R P DR b B
g Ol i e I i e e e o i i s
P i e i v i e e U o o I e e v
i W DK P K P N DK P K P b
D T = e g I e o T B e g 4
M- NN NN NN AN NN P~ X
e - e -

Situaciéon D Situacion E

1 X

TALLER 4. ESTUDIO DE ALGUNAS DEFINICIONES FORMALES

Intencionalidad. A través del trabajo con definiciones formales de proporcionalidad
se pretende que | os profesores contrasten sus “ definiciones’.

Tareas. En grupos de cuatro personas realicen las siguientes tareas, paralo cua se
dispone de 1 horay media:

1) Lean las siguientes definiciones, teoremas y propiedades, relacionados con la
proporcionalidad directa.

Definicién 1 (PD). Dos magnitudes son proporcionales o directamente
proporcionales, s sus cantidades se corresponden biunivocamente,
ordenadamente, en laigualdad y en la suma.

Designemos por a, b, ¢, ... las cantidades de la primera magnitud y por
a, b, c,... las cantidades homologas o correspondientes en la segunda
magnitud. Entonces:

i Al decir quelas cantidades a, b, c, ... se corresponden ordenada-
mente queremos indicar que si |as cantidades se suceden en cierto
sentido (por ejemplo a<c<b<... ), lo mismo debe ocurrir alas
a,b,c,... (oseaa <c'<b<..ohiena>c>b>..).

ii  Lacorrespondencia en laigualdad exige que si a = b seatam-
biéna =b'.

i Por dltimo la correspondenciaen lasumaexigequesi ¢ = a+b,
seatambién ¢’ = a' +b'.
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Definicion 2 (PD). Una aplicacion f de E en F es una relacion de

proporcionalidad si existe un nimero k tal que f: ' E->F ,oenotras
X—Kk-Xx
palabras, si existe un nimero k, tal que la imagen mediante f de todo

elemento x del dominio Eesigua ak- x.

Definicién 3 (PD). Diremos que dos magnitudes absolutas M y N son
proporcionales si se puede establecer un isomorfismo f:M — N entre sus
cantidades tal que:

i S a<b implica f(a) <f(b),

i f(a+tb) = f(a)+f(b),y,

iii Sa=r-eentonces f(a) =f(r-e) =r-f(e).(e esla
unidad de M).

Teorema 1 (PD). Las cantidades de una magnitud y sus medidas, respecto
de la misma unidad, se corresponden en la suma como ademés la
correspondencia entre las cantidades y sus medidas es ordenada, podemos
afirmar que las cantidades de una magnitud son proporcionales a sus
medidas.

Teorema 2 (PD) (ligado ala definicién 1). Los siguientes resultados, todos
ellos equivalentes, se conocen como € teorema fundamental de la pro-
porcionalidad directa.

i Las medidas de cantidades correspondientes de dos magnitudes
proporcionales, con unidades correspondientes, son iguales. S

a=u-bentoncesa =pu-b'.

ii  En dos magnitudes proporcionales, la razon de dos cantidades de
la primera magnitud es igual a la razon de las dos cantidades
correspondientesen laotra. Asi: a:b = a':b'.

i Sa=p-bob= S,tambiénesa‘ =u-b6b = %",locual

se puede expresar asi: S dos magnitudes son proporcionales, al
producto o cociente de una cantidad de una de ellas por un
numero, corresponde el producto o cociente de la cantidad homo-
loga por € mismo niimero.
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Propiedades (PD) (ligadas ala definicién 2)
i Laimagen delaunidad esigual a coeficiente de proporcionalidad.

ii Sy eslaimagen de x, entonces el coeficiente de proporcionali-

dad esigual ai.
iii Si x esmultiplicado por a, suimagen es multiplicadapor a.
iv  Laimagen de unasumaesigua alasumade lasiméagenes.

v S Y1 es la imagen de Xy Y Yy es la imagen de X, , entonces

17 Y2 T Y%

2) En cadaunade las siguientes situaciones de proporcionalidad directa, interprete
las anteriores definiciones, teoremas y propiedades. Reporten por escrito las
interpretaciones logradas.

y
f:R Rtaquex— f(x) = m-x
X
donde me R - {0}
Stuacion 1 Stuacion 2

3) Determine las semejanzas y diferencias de las definiciones, teoremas y propie-
dades, con €l respectivo grupo de criterios definido en €l taller anterior.

4) Lean la siguiente definicién y teorema relacionados con la proporcionalidad
inversa

Definicién 1 (Pl). Dos magnitudes son inver samente proporcionales si
sus cantidades se corresponde biunivoca y ordenadamente, y ademés son
tales que a producto de una cantidad de ellas por un nimero entero, le
corresponde el cociente de la cantidad homdloga a aquélla por € mismo
ndmero.

Teorema (Pl). Los enunciados siguientes expresan, en dos formas
equivalentes, el teorema fundamental dela proporcionalidad inversa:
i Larazon de dos cantidades de la misma magnitud es igual a la
razon inversa de las cantidades correspondientes en la otra:
a:b = b:a'.

ii Al producto o cociente de una cantidad de una magnitud, por un
numero, corresponde el cociente o producto de la cantidad homo-

loga por el mismo nimero. Si a = u-b estambién a' = %
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5) En cada una de |as situaciones de proporcionalidad inversa siguientes, interpre-
ten la anterior definicion y teorema. Reporten por escrito las interpretaciones
logradas.

gRt R taquex—g(x) =

x13

donde me X - {0}

X
[

Stuacion 3 Stuacién 4

6) Determinen las semejanzas y diferencias de la definicion y teorema, con €
grupo de criterios definido en el taller anterior.

Del grupo seleccionen una personaque presente los resultados del trabajo en unaple-
naria, paralaque se cuentacon 1 horay 45 minutos.

TALLER 5. SOLUCION DE PROBLEMAS DE PROPORCIONALIDAD

Intencionalidad. Este taller tiene la intencién de involucrar a los participantes en
una reflexién acerca de la forma de solucionar distintas situaciones de proporciona-
lidad que pongan en juego su conocimiento a respecto.

Tareas. A continuacion se presenta un conjunto de enunciados de problemas. De
manera individual y por escrito deben dar solucion a dichos problemas. Para reali-
zar estatarea disponen de 60 minutos.

1) Si hay 300 calorias en 100 gramos de cierto alimento, ¢cuantas calorias hay en
30 gramos de ese alimento?

2) Alicia puede correr 4 vueltas alrededor de una pista en el mismo tiempo en que
Carolina puede correr 3 vueltas. Cuando Carolina haya recorrido 12 vueltas,
¢cuantas vueltas habra dado Alicia?

3) Pedro compro 70 articulosy Susana compré 90. Cada articulo cuestalo mismoy
todos costaron $800. ¢Cuanto pag6 Susana?

4) Un atleta corrié 3000 metros en 8 minutos exactamente. ¢Cud fue su velocidad
promedio en metros por segundo?

5) Tres quintos de los estudiantes en una clase son nifias. Si cinco nifias y cinco
nifios se adicionan a la clase, ¢es posible decir si hay mas nifios 6 mas nifias a
partir de lainformacién dada?

6) Una clase tiene 28 estudiantes. El nimero de nifias y nifios estén en la misma
razén que 4 a 3. ¢(Cuéntas nifias hay en la clase?

7) Hay 2 cajas de piezas cuadradas de cartén; cada pieza tiene cuatro cuadrados
pequerios. Todas |as piezas delacgja 1 tienen la siguiente apariencia:
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Todas |as piezas de la cgja 2 tienen la siguiente apariencia:

Se quiere hacer unafiguratal que por cada piezade lacaja 2 existan 2 piezas de
lacajal.

(i) Si seusan 60 piezasdelacaja2 paraelaborar lafigurarequerida, ¢cuantas pie-
Zas se necesitaron en total ?

(ii) ¢Qué razdn representa la relacion entre el nimero de cuadrados negrosy €
numero de cuadrados pequefios de la figura?

8) Los dos anuncios siguientes, aparecieron en un periédico de un pais donde la
divisaes €l zeds.

Construccién A Construccion B

Espacio de oficinadisponible Espacio de oficina disponible

85 - 95 metros cuadrados

35 - 260 metros cuadrados
475 zeds por mes

100 - 120 metros cuadrados

90 zeds por metro cuadrado por afio
800 zeds por mes

Si una compafiia esté interesada en aquilar una oficina de 110 metros cuadrados
en ese pais por un afio, ¢acud delas dos constructoras deberiaaquilar laoficina
para conseguir un precio mas bajo? Elabore su respuesta.

a Latablamuestravaoresdexy y, donde x es proporcional ay.

X 3 6 P
y 7 Q 35

¢Cudlesson losvaloresde Py Q?

TALLER 6. CONCEPTOS Y PROCEDIMIENTOS MATEMATICOS
IMPLICADOS EN LA SOLUCION DE PROBLEMAS DE PROPORCIONALIDAD

Intencionalidad. Este taller tiene como intencidn, involucrar a los participantes en
unadiscusion y reflexién en torno a

« las demandas cognitivas que hay detras de diferentes formas de solucio-
nar un mismo problema,

« lasdiferencias de la complgjidad entre los problemas tratados.

Tareas. La siguiente actividad se desarrollard en grupos de cuatro personas, no
todas del mismo colegio, y paraelladisponen de 1 horay media. A cada grupo sele
asignaran dos problemas sobre los cuales centrard su trabajo.

1) Paracada uno de los dos problemas asignados expongan por escrito tres formas
diferentes de solucionarlos.
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2) Paralas soluciones dadas a cada problema expliciten también por escrito cudles
son las diferencias encontradas en términos de los conceptos y procedimientos
mateméticos implicados.

Para compartir con todo €l grupo las diferentes soluciones a los problemas analiza-
dos se hara una puesta en comuan, paralo cua se dispondrade 1 horay media.

TALLER 7. LOSESTUDIANTESY LOSPROBLEMASDE PROPORCIONALIDAD

Intencionalidad. Este taller tiene entre sus intenciones, involucrar a los participan-
tes en unadiscusion y reflexion en torno a:

« ladiferenciaentre |los resultados esperados y |os resultados encontrados
en los alumnos frente a situaciones cuyas soluciones no exigen grandes
demandas cognitivas,

* posibles errores y dificultades de los estudiantes a responder los pro-
blemas tratados.

Esperamos que al finalizar €l taller de esta sesidn, los profesores de cada colegio ha-
yan hecho su primera aproximacién a lo que sera e error o dificultad que quieran
abordar en el proyecto que van aredlizar.

Tareas. Parala actividad siguiente disponemos de 1 horay mediay lallevaremos a
cabo como una discusion con todo el grupo. Se tendra en cuenta informacion reco-
gida a partir de los resultados del TIMSS con respecto a desempefio de los estu-
diantes frente a ciertas preguntas relativas al tépico proporcionalidad. Para cada
caso se haran las siguientes consideraciones:

Estimar €l porcentaje de sus alumnos que responderian correctamente
al problema.

Comparar el porcentaje estimado con el obtenido en el TIMSS.

Determinar laforma de solucién méas frecuente en sus alumnos.

Determinar los errores que cometerian mas frecuentemente sus alum-
nos.

Explicitar s hace actividades de ensefianza para que sus estudiantes
puedan resolver problemas similares.

Explicitar si consideran apropiado el problema para una evaluacion del
tema.

TALLER 8. PRIMERA APROXIMACION A LA DEFINICION DEL PROBLEMA

Intencionalidad. Este taller tiene laintencién de que los profesores de cada colegio
hagan su primera aproximacion alo que sera el error o dificultad que quieran abor-
dar en el proyecto que van aredizar.

Tareas. Con esta tarea se pretende que los cuatro profesores de cada colegio hagan
su primera aproximacion a la definicion del problema que quieren abordar en €
proyecto. Para ello disponen de una 1 horay mediay deben tener en cuentalo que
hemos discutido acerca de la proporcionalidad, de las tareas que usualmente se
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emplean en las clases para propiciar €l aprendizaje del topico, y deloserroresy difi-
cultades de los estudiantes frente al aprendizaje del topico.

1

2)

Explicitar por escrito € tipo de error y la posible dificultad que hay detras del
error, que seran objeto de estudio.

Presentar un esbozo de la estrategia de ensefianza que usarian para abordar €l
problema identificado.

LA TAREA PARA EL PROXIMO SEMINARIO

1

2)

Deberan hacer lalecturade los articulos:

Czarnocha, B. (1999). El maestro constructivista como investigador. Como
ensefiar razones y proporciones a adolescentes. Educacién Matematica, 11 (2),
52-63.

Llinares, S. y Sanchez, V. (1992). El aprendizaje desde la instruccion: la evolu-
cion de las estrategias personal es en tareas de proporcionalidad numérica. Ense-
flanza de las Ciencias, 10 (1), 37-48.

Guiadelecturaparaé articulode S. Llinaresy V. Sdnchez
Después de hacer una lectura cuidadosa del articulo, respondan por escrito las
siguientes preguntas:

a.  ¢Qué entienden cuando se habla del aprendizaje desde la instruccion? ¢Por
qué creen que en €l articulo se hace esta aclaracion? ¢Como es para ustedes
larelacion entre estos fendmenos de instruccion y aprendizaje?

b. S setiene en cuenta e propdsito de la investigacion, ¢cudl podria decir
usted que es el foco del articulo?

c. Enumeren y describan en sus palabras las estrategias usadas por 10s estu-
diantes para resolver los problemas de proporcionaidad numérica que se
plantean en e articulo. Expliquen las similitudes y diferencias que ven
entre la estrategias, en términos de la relacion que hay entre los valores de
lalongitud de lavarillay lalongitud de la sombra.

d. Describan la metodologia empleada por €l profesor en la clase. Destaquen
algun aspecto positivo de esta metodol ogia que sea diferente a lo que uste-
des hacen normalmente en clase.

e. Describan el proceso que el profesor redliza que le permite evidenciar y
confirmar sus interpretaciones acerca de |o que hacen los estudiantes.

f.  Reporten sus observaciones y/o comentarios adicional es surgidos durante la
lectura del articulo.

Recomendacion. Para poner a prueba o para contrastar lo que dicen los
autores del articulo acerca de las estrategias utilizadas por |os estudiantes
pararesolver los problemas de proporcionalidad que se plantean, les sugeri-
mos realizar unaexperienciasimilar con un grupo de dos o tres estudiantes.

Para el siguiente seminario que tendralugar en marzo de 2002, deberan entregar
un documento —producto de reflexiones y andlisis de su involucramiento en el
desarrollo de este programa— que concrete |0s siguientes puntos:
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« conceptos y/o procedimientos del topico sobre el que versarén las tareas
que propondran alos estudiantes,

* consideracionesy andlisis hechos para llegar a elegir las tareas que van
aproponer asus estudiantes,

* proposito o intencidn gque tienen esas tareas en relacion con lacompren-
sion de los estudiantes,

* la secuencia de tareas y las tareas mismas que le plantearan alos estu-
diantes,

» soluciones posibles a las tareas que propondran a los estudiantes y los
conceptos y/o procedimientos matematicos que estan implicados en
esas soluciones,

« soluciones que preven pueden dar sus estudiantes a las tareas propues-
tasy los errores que pueden prever en tales soluciones,

* aspectos relevantes acerca del mangjo de la clase que hara el profesor
del curso en e que se haralaimplementacion.

Esperamos que el documento que se describe arriba sea €l resultado de una serie
de actividades de lectura, reflexion y escritura tanto individual como del grupo
de profesores, proceso al cual esperamos aportar |os tutores. Ese aporte se hara
principalmente através del correo electrénico. En la Ultima semana de enero de-
ben enviarnos por correo la primera version del documento antes descrito. Al
cabo de dos semanas les estaremos devolviendo un documento con comentarios
que consideramos deben tener en cuenta para producir la segunda version que
sera presentada en el segundo seminario atodoslos miembrosdel grupo. Estase-
gundaversion ladeberan enviar por correo electrénico a su tutor una semanaan-
tes del segundo seminario de manera que podamos haberlaleido previamente.
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APENDICE 2
TALLERES DEL SEGUNDO SEMINARIO

TALLER 1. TRABAJO EN TORNO A LAS TAREAS DISENADAS PARA
IMPLEMENTAR CON LOS ALUMNOS

Intencionalidad. Este taler tiene entre sus intenciones, involucrar a los participan-
tes en unadiscusion y reflexion en torno a:

« los enunciados de |as tareas que los profesores |e van a proponer a sus
estudiantes,

« las respuestas hipotéticas que pueden dar los estudiantes a las tareas
propuestas,

« laintencionalidad de | as tareas propuestas.

Esperamos que al finalizar €l taller de esta sesion, |los profesores de cada colegio ha-
yan hecho su primera aproximacion (o hayan revisado su primeraversion) delo que
puede ser latarea a proponer a sus estudiantes.

Lastareas dela primera parte. Parainiciar €l trabajo en este taller los profesores de
cada colegio deben formar un grupo y redizar lo siguiente:

1) Elaborar el borrador de una primera version de enunciado de la tarea a proponer
al curso de estudiantes que han elegido como grupo en el que sellevaraacabo la
experiencia didactica de su proyecto de aula. Indicar a que nivel escolar esta
dirigidala propuesta.

2) Explicitar, en una hoja diferente a la hoja donde hayan escrito el enunciado de
la tarea, la intencion general de la mismay de las intenciones particulares de
cada una de las preguntas (o grupo de preguntas) planteadas.

Las tareas de la segunda parte. Para desarrollar |a segunda parte de este taller, cada
grupo debe pasarle o otro de los grupos el enunciado de la tarea propuesta, pero no
la hoja donde hayan explicitado las intenciones de la misma. Ahora el trabajo con-
Siste en:

g. Responder o darle una solucion formal ala tarea que recibieron de otro de
los grupos.

h. Explicitar respuestas hipotéticas o posibles de los estudiantes, tanto correc-
tas como erradas, alatarea propuesta.

i. Inferir, apartir del enunciado de latareay de las respuestas hipotéticas de
los estudiantes, cudles pueden ser las intenciones de aprendizaje a la tarea
gue han considerado.

Lastareas de la tercera parte. En esta parte del taller cada grupo de profesores,
presentara atodo el grupo lo que desarrollé en la segunda parte, con laintencién de
contrastar las intenciones definidas por el grupo de profesores que elaboraron €l
enunciado presentado con la de los profesores que o resolvieron.
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TALLER 2. TRABAJO EN TORNO A LA OBSERVACION DE LA
IMPLEMENTACION DE UNA SECUENCIA DE TAREAS

Intencionalidad. Este taller pretende aportar a los participantes elementos relativos
alaobservacion del desarrollo de una secuencia de tareas en € aula

Tareasde la primera parte. En esta actividad se agruparan por institucion; un
miembro de cada grupo seré observador del trabajo que sus comparieros realicen
para desarrollar una secuencia de tareas. Media hora antes de iniciar la actividad,
los tutores y los profesores observadores se reuniran para planear detalles de la
observacion, en particular, para acordar algunos aspectos que seria relevante aten-
der durante la observacion.

Latarea de los profesores observadores se concretard entonces en registrar por
escrito los aspectos considerados como relevantes para indicar algo con relacion al
cumplimiento de las intenciones previstas parala secuencia de tareas que realizaran
los demés profesores.

ASPECTOS PARA ATENDER DURANTE LA OBSERVACION

Con respecto ala construccion

Se trabaja numéricamente; se trabaja cuantitativamente; la nueva figura se
construye “sobre” la figura dada; la nueva figura se construye “aparte” de
lafigura dada; se traza una figura parecida sin considerar el tamafio de sus
elementos, sdlo la apariencia; se reducen o amplian |los lados en unamisma
cantidad de longitud; se identifica la razén entre los lados; se reducen o
amplian los lados en cantidades de longitud que guardan la misma razén
que entre las cantidades de longitud de los lados; los lados de la nueva
figura se construyen teniendo en cuentalarazon entre los lados de lafigura
original.

Con respecto al gjedela estrategia

El e de la estrategia contempla: la reduccion o prolongacion de la diago-
nal; el trazado de una paralela a uno de los lados; €l trazado de més de una
paralela alos lados, sin que necesariamente los lados de la figura se reduz-
can o amplien proporcionalmente; la identificacion de la amplitud de los
angulos; laidentificacion de un punto a partir del cua se unen los vértices
con segmentos que se reducen o prolongan y sobre |0s que se trazan parale-
lasaloslados de lafiguraoriginal; laidentificacion de un punto a partir del
cual sedilatalafiguraen unamismarazon.

Con respecto ala justificacion delarelacion de semejanza
Lajustificacion atiende a argumentos rel ativos: ala construccion realizada;
ala congruencia de los angulos homélogos; a hechos mateméticos conoci-
dos; ala proporcionalidad entre segmentos homdélogos que hacen parte de
la figura; a la proporcionalidad entre segmentos trazados en la construc-
cion.

Tareas de la segunda parte. Se hara una puesta en comun en la que sea posible con-
trastar las anotaciones de |os distintos observadores con e fin de conocer y comen-
tar las dificultades surgidas en el proceso de observacion y considerar posibles
recomendaciones para cuando |os profesores hagan la observacién en sus proyectos
de aula. También se pretende promover la comparacién del registro hecho por un
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observador con las respuestas escritas del respectivo grupo observado con €l fin de
destacar la complejidad del proceso de evaluacion de las producciones de los estu-
diantes.

TALLER CUYA IMPLEMENTACION SE OBSERVARA

Propésitos delastareasarealizar
Estas tareas tienen los siguientes propdsitos:

¢ Puntualizar diferentes procedimientos para construir figuras semejan-
tes apartir de unas dadas.

« Explorar qué tan generalizables son esos procedimientos.

¢ Destacar los elementos que determinan la semejanza de figuras
geométricas.

El siguiente trabajo es pararealizar en grupos de 3 o 4 profesores. Para ha-
cerlo disponen de 4 horas.

Parte 1
Para cada una de |as figuras® que se van air entregando,
a. Dibujen unafigura que no sea congruente pero si semejante.

b. Den cuenta de los pasos que siguieron para hacer la nueva figura,
dando detalles de | os aspectos geométricos involucrados.

c. Justifiquen por qué esas figuras son semejantes.

Parte 2

d. Expliciten todos los procedimientos diferentes que hayan sido utili-
zados en la construccion de figuras semejantes.

e. Pongan a prueba todos los procedimientos explicitados en € item
anterior para determinar para cada figura cudes sirven y cudes no.

f. Examinando las justificaciones dadas en €l item C, describan las con-
diciones para que dos figuras sean semejantes. Procuren que la des-
cripcion sea aplicable a la mayor cantidad de figuras abordadas. El
reto es que su descripcion pudiera aplicarse a todas las figuras abor-
dadas.

a. Las figuras presentadas fueron: un rectéangulo no cuadrado, un triangulo
rectangulo no isosceles, un cuadrilatero no paralelogramo, un sector circular,
unacircunferenciay unaelipse.

TALLER 3. TRABAJO EN TORNO AL PLAN DE OBSERVACION DE LAS
TAREAS QUE SE PLANTEARAN A LOS ESTUDIANTES

Intencionalidad . La intencion de este taller es que los profesores puedan avanzar
en la elaboracion del plan de observacion para €l taller o tareas que han definido
como parte del disefio curricular que estan construyendo.

Tareas de la primera parte. Los profesores de cada colegio deben formar un grupo
y trabgjar en torno a la elaboracién del plan de observacion, de manera que den
cuentade:
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1) Cuando, cdmo y quién va a redlizar la observacién de la implementacion del
taller o tareas con los estudiantes.

2) Las posibles respuestas de los estudiantes, incluyendo errores que podrian
cometer.

3) Los aspectos relevantes a observar del trabajo y respuestas de los estudiantes
que indiquen algo con respecto a cumplimiento o no de las intenciones del
taller o delastareas.

4) Lainterpretacion que podrian hacer del trabajo de los estudiantes en €l desarro-
Ilo del taller, basada en las respuestas que han mencionado y con relacion alas
intenciones del taller y las evidencias que fundamentan dicha interpretacion.

Tareas de la segunda parte. Se hara una puesta en comin donde cada grupo expon-
dré& los aspectos relevantes que ha planeado observar en la implementacion de su
disefio. Se discutira la coherencia de dichos aspectos con las intenciones estableci-
das para €l disefio curricular.
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APENDICE 3
TALLERES DEL TERCER SEMINARIO

TALLER 1. ORGANIZACION DE LA EXPOSICION DE
LOS PROYECTOS DE AULA

Intencionalidad. Organizar la socializacion de los resultados de | os disefios curricu-
lares implementados por |os profesores de cada institucion y proporcionar algunos
criterios para realizar una critica escrita a las presentaciones. En particular, € pro-
posito dela primera parte del taller es definir estructuray organizacion de la presen-
tacion de los trabajos realizados; € proposito de la segunda parte es socializar los
trabajos realizados y proporcionar algunas pautas para la elaboracion de preguntas
y comentarios que posibiliten una realimentacion al trabajo de cada grupo de pre-
sentadores de parte de |os colegas de las demas instituciones.

Primera parte. Estatarea es pararealizarse en el grupo de profesores de una misma
institucion. Se dispone de 90 minutos y se sugiere utilizar maximo tres transparen-
cias parala presentacion del trabajo realizado por cadainstitucion. Parala presenta
cién hay que tener en cuenta que no deben excederse de quince minutos (15 min.) y
que deben dar cuenta de los siguientes puntos:

1) Titulo del trabajo. Seleccionar un titulo que represente apropiadamente €l tra-
bajo realizado y escribir el nombre de los realizadores.

2) Objetivos. Enunciar los propdsitos de la propuesta en términos de lo que se que-
rialograr con los estudiantes.

3) Estrategia metodoldgica. Enunciar los aspectos generales que se tuvieron en
cuenta parala elaboracion de la propuesta (p.e. caracteristicas particulares de los
estudiantes como el nivel, la cantidad de alumnos alos que se dirigio € trabajo,
quienes observaron la implementacion, etc), el medio en que se materializoé la
propuesta (p.e. guia escrita que se entreg6 a cada estudiante o grupo de estudian-
tes, preguntas dadas oralmente, preguntas anotadas en el tablero, partes en que
se dividio la propuesta, papel que los profesores en cada una)

4) Ejemplo detareas propuestas. Presentar un giemplo de las preguntas o activi-
dades sugeridas a los estudiantes que consideren que son las més relevantes o
ilustrativas de lo que elaboraron.

5) Ejemplo derespuestas esperadas. Presentar un gjemplo del tipo de respuestas
que se habian imaginado que podrian responder |os estudiantes.

6) Ejemplo derespuestas de los estudiantes. Presentar un ejemplo de respuestas
de los estudiantes que les Ilame la atencion bien sea porque no la esperaban
encontrar o por que ilustra aspectos especificos que quieren resaltar en la pre-
sentacion.

7) Plan de observacion. Presentar un gjemplo del tipo de aspectos que determina-
ron observar y de como lo interpretarian

8) Conclusiones. Presentar una sintesis o resumen de lo que se logré con los estu-
diantes con respecto a los objetivos planteados y hacer un balance final de los
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logrosy las dificultades de la propuesta curricular. Taller 2. Pautas para comentar
las presentaciones.

Segunda parte (procedimiento). El orden de presentacion de los trabajos seré deter-
minado por los tutores. Para cada presentacion se seguira el siguiente procedi-
miento:
i Presentacion. No debe exceder de 15 minutos y se debe apoyar en las
transparencias que prepararon en la primera actividad.

ii Elaboracion de comentarios. Al findlizar la presentacion se dara un
tiempo de 5 minutos para elaborar por escrito una preguntay un comentario
acerca de lapresentacion. Las preguntas o los comentarios formulados debe
aludir a por lo menos dos de los criterios que se presentan en la siguiente
seccion.

iii Respuesta a preguntas y comentarios. Se entregard a los presentadores
las preguntas y comentarios de sus colegas. Ellos las leeran y elegiran a
cuales de las preguntas formuladas desean considerar y las responderan.
Para esta parte se dispondra de 10 minutos.

Segunda parte (criterios para elaborar comentarios y preguntas). Estos criterios se
deben leer antes de comenzar las presentaciones y serviran como referencia para
tener en cuenta acerca de qué tipo de preguntas formular o qué tipo de comentarios
hacer.

i Caracter innovador de la propuesta. Comentar si en la propuesta presen-
tada hay algo novedoso, bien sea por € tipo de tareas o preguntas que se
formularon, bien por que involucra aspectos de la proporcionalidad que
usualmente no se consideran, o bien por laintencion que persigue. Concre-
tar quées.

ii Claridad en la presentacién de resultados. Comentar si las evidencias
gue se presentaron parecen apoyar |o que se concluye. Justificar porqué.

iii Coherencia del contenido matematico. Comentar si percibio inconsisten-
cias o incoherencias con respecto a las mateméticas abordadas en la pro-
puesta curricular y concretar en qué radican éstas.

iv Coherencia didactica. Comentar si percibié inconsistencias o incoheren-
cias desde €l punto de vista didactico, como por gemplo a comparar las
tareas propuestas con la intencion perseguida, o porque las tareas no pare-
cen acordes a grado en que se proponen. Concretar en qué radican.

v Inquietudes o preguntas. Formule una pregunta alos presentadores acerca
de ago de lo que fue considerado en la presentacién y que para usted no
qued6 muy claro.

TALLER 2. TRABAJO EN TORNO A LA ELABORACION DE UN ARTICULO
PARA PUBLICAR

Intencionalidad. A través de las tareas que se plantean en este taller se pretende dar
inicio a gjercicio de elaborar un articulo académico que pueda ser publicado en una
revista, gercicio en €l que los participantes se deben involucrar durante los proxi-
mos meses. El propdésito de la primera parte de este taller es discutir algunas ideas
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acerca del sentido de elaborar un articulo y de publicarlo; la segunda parte tiene
como propésito conocer y discutir algunas pautas iniciales que ayudan a definir la
estructuray €l contenido de un articulo; la tercera parte tiene como intencion ade-
lantar la definicion de laestructuray €l contenido del articulo de cada grupo de pro-
fesores, asi como establecer laidea central del mismo, siguiendo las pautasiniciales
suministradas; la cuarta parte tiene como intencién identificar y escribir los asuntos
e ideas principales de cada una de las secciones establecidas, para € articulo de
cada grupo de participantes.

Tarea de la primera parte. Esta tarea es para realizarse de manera individual y res-
ponder por escrito. Se dispone de 10 minutos.

1) Explique en dos péarrafos cudl puede ser € sentido parala comunidad de profe-
sores 'y para usted personalmente, de publicar un articulo académico sobre un
trabajo realizado.

En grupos de cuatro profesores, no necesariamente de lamismainstitucion, discutan
sus respuestas ala pregunta anterior eidentifiquen los aspectos comunes y distintos.
Dd grupo seleccionen una persona que presente estos resultados en 3 minutos du-
rante una plenaria, parala que se cuenta con 20 minutos.

Tareas de la segunda parte. Estas tareas son para realizarse en el grupo de profeso-
res de una misma institucion. Se dispone de dos horas.

1) Si ustedes fueran a escribir un articulo con respecto al trabajo realizado en su
grupo, en qué aspectos centrarian el mensaje de o que desearian comunicar.

2) De la segunda parte del libro que se entregd en € primer seminario, titulado
Experiencias de desarrollo profesional en mateméticas considerar €l articulo
“Secuencia de ensefianza para solucionar ecuaciones de primer grado con una
incognita’ y leerlo.

3) Identificar laideaprincipal del trabajo que serelataen el articulo y la estructura
del mismo.

4) Leer con cuidado el documento que se adjunta acerca de algunas pautas parala
escritura de articulos. Comparar y comentar la estructura sugerida en el docu-
mento adjuntado, con ladel articulo leido y con la propuesta para el articulo de
Su grupo.

Tarea de la tercera parte. Estas tareas son para realizarse en el grupo de profesores
de una mismainstitucion. Se dispone una hora.

1) Con base en € trabajo realizado definir un esquema para el trabajo de escritura
del articulo entre los profesores del grupo. Justificar la definicion de la estruc-
tura de acuerdo a la informacién que se tiene en el trabagjo o a otra que podria
obtenerse.

Del grupo seleccionen una persona que presente los resultados del desarrollo de las
tareas anteriores en 3 minutos durante una plenaria, paralaque se cuenta con media
hora.

Tareas de la cuarta parte. Estas tareas son pararealizarse en el grupo de profesores
de una mismainstitucién. Disponen de dos horas.
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1) Modificar la estructura del articulo ya elaborada de acuerdo a los comentarios
recibidos en la discusion plenaria anterior.

2) Identificar y escribir para cada seccién los asuntos que se van tratar. Organizar
estos asuntos en €l orden en que se van a presentar.

3) ldentificar y escribir para cada seccion las ideas que se van tratar. Organizar
estas ideas en el orden en que se van a presentar.

4) Determinar las citastextualesy ey emplos que ayudan ailustrar y sustentar lo que
sevaadecir en cada seccion.

Del grupo seleccionen una persona que presente los resultados del trabajo en 5 mi-
nutos durante una plenaria, parala que se cuenta con media hora.



¢ CONFIA EN SUS CONOCIMIENTOS
GEOMETRICOS PARA CONSTRUIR
FIGURAS SEMEJANTES?

EDGAR GUACANEME, LUISA ANDRADE,
PATRICIA PERRY Y FELIPE FERNANDEZ

Presentamos aspectos sobre €l disefio, implementacion y observacion
de una situacion-problema relativa a la construcciéon de figuras
geométricas semegjantes. Esta situacion, disefiada para generar
reflexiones y aprendizajes en torno a la semgjanza geométrica, fue
abordada por profesores de mateméaticas de Educacion Bésica y
Media. Las estrategias por ellos utilizadas para la construccion de
figuras semejantes y las justificaciones expresadas, ademas de propor-
cionar informacion sobre su competencia en matematicas y sobre su
conocimiento geométrico, permitieron lograr aprendizajes respecto de
la semejanza geométrica.

El estudio de este articulo puede hacerse con la intencion general de
conocer aspectos sobre la semegjanza geométrica, aunque también
para disponer de un referente de lo que podria ser un reporte de una
actividad de indagacion/accion.

INTRODUCCION

A pesar de que la geometria no sea una de las éreas teméticas tradicional-
mente trabajadas en la escuela o no tenga el énfasis que suelen tener la arit-
mética 'y el dgebra, algunas instituciones y profesores se preocupan por
brindar a sus estudiantes, como parte de su conocimiento en mateméticas,
informacion y formacién en esta area. La semejanza geométrica, en tanto
tema matemaético propuesto para ser estudiado en la escuela, puede ser uno
de los temas sobre los que muy posiblemente los profesores de matemati-
cas hacen exposiciones y/o proponen tareas para procurar tal formacion.
Dichas exposicionesy tareas abordan diversos aspectos relativos alatema-
tica, entre los cuales estan: laidentificacion de figuras semejantes, la defini-
cion de la semejanza entre figuras planas, e establecimiento de las caracte-
risticas geométricas invariantes y variables de figuras semejantes, la
construccion de figuras semejantes, y la solucion de problemas utilizando
las propiedades de las figuras semejantes.

Estos aspectos, como la mayoria de los aspectos de cualquier tematica
de las matematicas escolares, al ser objeto de reflexion matematicay didac-
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tica revisten una complejidad que podria cuestionar fuertemente el conoci-
miento profesional de los profesores asi como la informacién contenida en
textos y propuestas curriculares de matematicas. Para ilustrar 1o anterior,
basta pensar en si la expresion “dos figuras son semejantes si tienen lamis-
ma forma aunque no necesariamente el mismo tamafio” —tradicionalmente
enunciada en textos y clases de mateméticas— recurre a nociones o concep-
tos matematicos explicitay claramente definidos o si, por €l contrario, recu-
rre a nociones que tan sdlo permiten una aproximacion intuitiva al
establecimiento de la semejanza en tanto relacién geométrica binaria.

En este articulo damos cuenta de una experiencia de disefio y desarrollo
curricular, relativa a la semejanza de figuras geomeétricas; inicialmente ex-
plicitamos a gunos asuntos implicados en la reflexion que se puede dar en
torno alaconstruccion defiguras semejantesy ladefinicion de criterios para
decidir sobre la semejanza de dos figuras. Luego, presentamos elementos
descriptivos sobre € disefio, la planeacion de la observacién, laimplemen-
tacion de un taller y unadiscusion de los resultados observados. Finalmente,
a modo de balance, planteamos algunas consideraciones generadas por la
experiencia vivida, que pueden servir como referencia para posteriores ex-
periencias de disefio curricular sobre la misma temética.

DOS ASPECTOS RELATIVOS A
LA SEMEJANZA GEOMETRICA

CONSTRUCCION DE FIGURAS SEMEJANTES
Mucho antes de que los profesores de mateméticas la propongan como una
tarea matemética, los estudiantes han desarrollado tareas que implican la
construccion de figuras semejantes; basta pensar, por ejemplo, en la activi-
dad de copiar en e cuaderno un dibujo hecho en € tablero o presentado en
una cartelera o en un libro, para reconocer que los estudiantes se enfrentan
a esta tarea sin que alguien les haya ensefiado coémo hacerlo y —aun asi—
logran desarrollarla de manera relativamente exitosa. A este respecto, Fiol
y Fortuny (1990, p. 20) sefialan que aprender a dibujar involucralograr que
el dibujo sea proporcionado en la relacion de sus partes (Iéase semejante)
con lo dibujado. Algunos profesores, incluso de disciplinas diferentes alas
matematicas, eventualmente proponen a sus estudiantes la reproduccion de
dibujos através del uso de cuadriculas, por medio de un pantografo, o utili-
zando unas reglas escaladas, para generar ampliaciones o reducciones de
los mismos; también los involucran en tareas que implican la construccién
de figuras semejantes, tales como € dibujo del plano delacasa o del salon,
o €l dibujo de objetos del entorno cuyo tamarfio supera el de la superficie
donde se vaareproducir.

No obstante las tareas que escolarmente pueden proponerse a los estu-
diantes, la construccion de figuras semejantes en el plano puede no ser una
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tarea habitualmente planteada por 10s profesores de matematicas a sus estu-
diantes como parte de las tareas que deben realizar para el aprendizaje dela
semejanza geomeétrica. Quizas es mas usual que los profesores trabajen, con
sus alumnos, los teoremasy propiedades de lasemejanza parael caso delos
tridngul os que la construcci6n de figuras geométricas semejantes (incluso la
detriangulos). Esto puede deberse aque hasido tradicional queen el estudio
escolar de lageometria se enfatice en los aspectos conceptual es més que en
los procedimentales (Andrade et al., 2002, p. 223); alaexiguaconfianzaque
€l profesor tengaen su informacién y conocimiento sobre aquell os teoremas
y propiedades; o, alapocapericia, conocimiento y reflexion del maestro so-
bre los procedimientos para construir figuras semejantes.

CRITERIOS PARA DECIDIR SOBRE LA SEMEJANZA
DE DOS FIGURAS

En el informe de los resultados del Tercer Estudio Internacional de Mate-
maticas y Ciencias (TIMSS) en Colombia, se afirma que “los estudiantes
colombianos reconocen con relativa facilidad figuras congruentes o seme-
jantes, pero presentan serias dificultades en e manejo de las propiedades
geométricas determinadas por estas relaciones’ (Diaz et a., 1997, p. 83).
En este sentido se puede suponer que € reconocimiento de la semejanza es
un conocimiento que no implica mayores exigencias y/o que se logra cons-
truir durante los primeros afios de la escol aridad. En efecto, suponemos que
una tarea como la presentada en la Figura N° 1 puede ser resuelta exitosa-
mente por |la mayoria de las personas, incluso por quienes no han tenido
una formacion escolar, salvo que la idea de semejanza que empleen en la
tarea esté relacionada con el significado vulgar del término “semejante” y
en consecuencia sea diferente a la idea y significado de la semejanza
geométrica.l

Determine cudles de | as siguientes figuras son semejantes.

D o L

Figura N° 1. Tarea de reconocimiento de figuras semejantes

1. Como loreportael Grupo Beta (1990, pp. 138-139) hay unadiferenciaentre el significado
de la palabra “semejante” en lengugje vulgar (usada como sinénimo de “parecido” o,
incluso, utilizada como “igual™) y su significado matemético.
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En lasolucion de estatarea seinvolucrafuertemente lapercepcion delapro-
porcionalidad o, mejor, de la desproporcionalidad, cuestion que segin algu-
nos investigadores (Fiol y Fortuny, 1990, p. 20) se adquiere o construye
desde muy temprana edad, al menos para contextos gréficos (v.g., fotogra-
fias, dibujos). Sin embargo, explicitar através de un enunciado los criterios
gue setienen en cuenta para resolver latareay/o dar unarespuestaalapre-
gunta ¢cuando dos figuras son semejantes? pueden ser problemas mayores.
Como respuesta a tal pregunta se podria enunciar la frase “son semejantes
cuando tienen la misma forma aunque no el mismo tamafio”, pero paraa-
gunos esta respuesta puede no ser suficientemente clara, pues en ese sentido
todas las figuras de la tarea presentada en la Figura N° 1 serian semejantes
entre ellas, de la mismamanera que |o serian todos | os rectangul os, o todos
los tridngul os isdsceles, pues “tienen lamismaforma’.

Si bien, en algin momento de la escolaridad, tal frase puede ser acepta
ble como definicidn de semejanza, la ambigiiedad de la misma exige hacer
un trabajo para cuestionar la potencia de tal definicion y construir una que
utilice criterios o0 nociones matemaéticas de significado preciso.

La construccién de una definicién de figuras semejantes puede ser un
proceso escolar y personal que tome bastante tiempo. Quiza, luego de haber
Ilegado a una aproximacion intuitiva a la definicion que calificamos como
ambigua, uno de los momentos de tal proceso pueda ser la construccién de
una definicion de triangul os semejantes, paralo cua |os criterios de seme-
janza entre triangulos? puedan constituir definiciones mateméticas adecua
das. En otro momento posterior, la semejanza podria entenderse como una
correspondencia en la que “(i) A puntos alineados en la figura original co-
rresponden puntos alineados en igual orden en lafigurahomotética. (ii) Los
segmentos homal ogos son proporcionales. (iii) Los angulos homélogos son
iguales.” (Grupo Beta, 1990, p. 77), a pesar de que esta definicion no sea
aplicable afiguras formadas por segmentos de lineas no rectas (v.g., un sec-
tor circular), o por curvas que no definan angulos (v.g., una circunferencia,
unaelipse). Incluso podriallegar a plantearse la semejanza como una rela-
cion que se define como la composicién de la homotecia con otras transfor-
maciones geomeétricas (v.g., rotacion, translacion, simetria).

L os profesores de mateméticas, en tanto personas que seguramente han
transitado por tal proceso, o por uno similar, ante unasituacion que les exija
explicitar o usar una definicién de semejanza podrian recurrir a una de las
definiciones presentadas en € péarrafo anterior. Sin embargo, para algunos
de ellos su proceso pudo haber quedado a medio camino y, en consecuencia,

2. “(i) Dostriangulos son semejantes si tienen un angulo igual y proporcionales los lados que
lo forman.
(ii) Si dos tridngulos tienen dos angul os igual es también son semejantes.
(iii) Dos triangulos son semejantes si tienen sus tres lados homologos proporcionales.”
Grupo Beta (1990, pp. 80-81). Nosotros preferimos hablar de dangulos correspondientes
congruentes, més que de angulos iguales.
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tanto su forma de solucionar problemas como €l trabajo escolar que propo-
nen a sus estudiantes, puede reducirse al uso y comprension de solo algunas
delas definiciones, incluso Unicamente alas mas elementales o restringidas
como aguella que calificamos de ambigua.

EL TALLER: PROPOSITOS E INTENCIONES

Con laintencidn de trabajar |a construccidn de figuras semejantes y la defi-
nicién de semejanza geomeétrica, con profesores de mateméticas, disefiamos
un taller (ver Apéndice) que tuvo como fuente de inspiracion una breve
indicacion realizada por Fiol y Fortuny (1990, pp. 129, 131).

L os propdsitos que planteamos para el taller fueron:

e Puntualizar diferentes procedimientos para construir figuras
semejantes a partir de unas dadas.

* Explorar qué tan generalizables son esos procedimientos.

 Destacar los elementos que determinan la semejanza de figuras
geomeétricas.

Con latareapropuestaen el literal a, mas que lograr unaverbalizacion de su
conocimiento geométrico sobre la semejanza, pretendiamos que los profe-
sores hicieran uso de tal conocimiento; en otras palabras, procurabamos que
los profesores exhibieran sus competencias geométri cas —entendidas como
la capacidad de usar un conocimiento geométrico— y no la informacion
geomeétrica que conocen y que posiblemente presentan en sus clases. Ade-
mas, queriamos disponer de un registro gréfico del resultado del trabajo de
construccion. Con latareadel literal b, pretendiamos disponer de un registro
escrito del procedimiento atravésdel cual seexplicitaralaestrategiageomé-
tricautilizada; esteregistro podiaservirle alos profesores paratrabajar lata-
readel literal d y anosotros parainterpretar el dibujo resultante en el literal
a. Al pedir unajustificacién con respecto ala semejanza entre lasfiguras da-
dasy construidas, en latareadel literal c, buscdbamos brindar la oportuni-
dad a los profesores de poner en juego sus definiciones sobre semejanza
geométricay su relacion con el procedimiento utilizado en la construccion,
alavez que tendriamos un registro de las mismas.

Como se sefialaen lainstruccion de laprimera parte del taler, lastareas
delosliterales a, b y ¢ se debian redlizar para cada unade las figuras que se
iban entregando en el orden en que se muestraen laFiguraN° 12 (ver Apén-
dice). Tal orden fue intencionalmente determinado y definido por la apari-
cion de nuevas condiciones (v.g., contemplar figuras con segmentos no
rectilineos o figuras sin angulos) para las cuales podrian no funcionar ade-
cuadamente |os criterios de semejanza y/o las estrategias utilizadas previa-
mente; estas condiciones pretendian entonces o bien generar conflictos y



60 E. GUACANEME, L. ANDRADE, P. PERRY Y F. FERNANDEZ

promover laaparicion de nuevas estrategias, 0 consolidar las estrategias em-
pleadas y definiciones propuestas.

En la segunda parte del taller se presentaban tareas ligadas a propdsito
de generalizar definiciones y procedimientos relativos a la semejanza
geométrica. Con latareadel literal d, esperabamos que cada grupo identifi-
carasi habia o no utilizado procedimientos diferentes en la construccién de
las figuras semejantes. Entre tanto, latarea del literal e, propiciabala opor-
tunidad para aproximarse a una estrategia tnica de construccion de las figu-
ras presentadas. Finalmente, con latareapropuestaen el literal f se pretendia
aproximar alos profesores ala construccién de una nueva definicién de se-
mejanza geométrica. Esperdbamos que los registros de la descripcion de ta-
les definiciones nos permitiera reconocer evidencias de algun aprendizaje
logrado por los profesores.

Justificdbamos la condicion de trabajo en grupo, en la posibilidad que
éste nos brindaba de registrar opiniones, acuerdos y desacuerdos, discusio-
nes, etc. en torno a desarrollo de cada una de las tareas del taller.

PLANEACION DE LA OBSERVACION

RESPUESTAS POSIBLES

Como parte de la planeacion de la observacién nos dimos alatarea de iden-
tificar y explicitar respuestas posibles aalgunas de |as tareas del taller. Para
lograr concretar algunas de tales respuestas, previamente a su implementa-
cién desarrollamos nosotros mismos una a unalas tareas, registramos nues-
tras respuestas y supusimos algunas potenciales respuestas. A continuacion
presentamos | os resultados de estas actividades.

Posibles respuestas a |a tarea del literal a®

Construccion de un triangulo semejante. Para construir figuras semejantes
alafigura a, eraposible que los profesores pusieran en juego alguno de los
criterios de semejanza presentados en la segunda nota a pie de pagina. Uti-
lizando €l primer criterio, era factible que la estrategia consistiera en cons-
truir un &ngulo congruente a alguno de los del triangulo dado y multiplicar,
por un mismo factor, lalongitud de cada uno de |os lados que o definen; o,
con una peguefia variacién de este procedimiento, se recurriera a prolongar
(o comprimir) dos de los lados —con |o cua “se calca’ € angulo definido
por éstos— y trazar una paralelaal tercer lado —con lo cua se dilatan (am-
plian o reducen) los lados por un mismo factor. Utilizando el segundo crite-
rio, eraposible proceder acopiar convenientemente dos delos angulos sobre

3. En las descripciones no incluimos una estrategia que implica la construccion “a ojo” de
figuras “parecidas’ (i.e., sin tomar medidas ni hacer construcciones geométricas). No obs-
tante creimos que podria ser empleada o sugerido su uso.
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un segmento de longitud diferente a del segmento comun alos angulos en
lafiguraoriginal y prolongar (o acortar) suslados hasta obtener untriangulo.
También era posible trazar una paralela a uno de los lados y prolongar (s
fueranecesario) los otros dos hastalarecta; o, trazar paralelas acadauno de
los tres lados a cualquier distancia de éstos. Construir tres segmentos que
sean dilataciones, por un mismo factor, de los tres que configuran €l trian-
gulo original y con aquéllos formar un triangulo, es una forma de emplear
el tercer criterio.

Estaba dentro de lo posible que los profesores emplearan otras estrate-
gias que no proceden delos criterios de semejanza entre triangulos ni sejus-
tifican de maneratan directa através de aquéll os. Unade tales estrategias es
laconstruccién de una cuadriculaquetraslape a triangulo y lareproduccion
de ésta con un tamafio mayor (o menor) del lado del cuadrado que la define,
para sobre ésta dibujar el triangulo semejante (ver FiguraN° 2).

N \‘

Figura N° 2. Uso de cuadricula para construir triangulos semejantes

Otra estrategia posible es ubicar un punto en el mismo plano de lafigura, a
partir de éste trazar semirrectas que contengan alos vértices del triangulo y
luego, por un punto de uno de losrayos, trazar segmentos paralelosalos dos
lados del tridngulo y convenientemente unir 1os extremos de éstos con un
segmento que resulta paralelo al tercer lado del tridngulo (ver FiguraN° 3).

~

Figura N° 3. Uso de haz de semirrectas
para construir triangul os semejantes

Una tercera estrategia, bastante similar a la anterior, incluye €l uso de una
banda eléstica ala que se le ha hecho un nudo y se hafijado uno de sus ex-
tremos en un punto cualquieradel plano donde estalafigura; paradibujar el
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tridngulo semgjante, o bien se hace corresponder € nudo con cada uno de
los vértices del triangulo y se ubican los tres puntos correspondientes defi-
nidos por el extremo no fijo del caucho que ala vez determinan e nuevo
tridngulo, o se hace corresponder el nudo con uno delos puntosdel triangulo
y desplazandolo sobre el triangulo se vatrazando el nuevo triangulo (ver Fi-
guraNe 4).4

Extremo fijo

FiguraN°4. Uso de banda de caucho para construir triangul os semejantes

Unacuarta estrategia, que no recurre alos reportados criterios de semejanza
detridngulos, implicacalcar en unatransparenciael tridngulo original y pro-
yectarlo empleando €l retroproyector.

Construccion de un cuadrilatero semejante. Es factible que los profesores
utilicen un procedimiento consistente en descomponer e cuadrilatero
(figura b o figura c) en dos tridngulos y hacer por separado la construccién
de cada triangulo semejante, utilizando alguna de las estrategias descritas
antes pero teniendo en cuenta que los dos triangul os resultantes deben tener
congruente el lado que es comun a juntarlos para armar € cuadrildtero
semejante.

Otra opcidn posible es que los profesores tracen y prolonguen unade las
diagonales del cuadrilatero y apartir de uno de los puntos de ésta tracen pa-
ralelas a dos de los lados adyacentes y luego prolonguen los lados no consi-
derados de lafigura original. Esta estrategia es relativamente equivalente a
una de las mencionadas antes para el caso del tridngulo en la que no sere-
curre alos criterios de semejanza entre triangul os; todas aquellas estrategias
(v.g., lacuadricula, la proyeccion, €l estiramiento de la banda de caucho, el
trazo de un haz de semirrectas) son aplicables para los casos de |os cuadri-
léteros.

Laconstruccion de segmentos paral €l os alos que componen lafigura, si
bien puede ser utilizada parael caso del triangulo, no esefectivaparaéel caso

4. Estaestrategia es denominada the variable tension proportional divider (VTDP) por Frie-
dlander y Lappan (1987).
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del cuadrilétero, incluso, si la distancia entre segmentos homologos es la
misma paralos cuatro lados de las figuras. En laFigura N° 5 se han trazado
un rectangulo exterior y uno interior a rectangulo dado, con lados paralelos
alos de éste y a una misma distancia; luego se han hecho coincidir en uno
de susveérticesy en dos de sus lados paramostrar que ladiagonal del rectan-
gulo dado no coincide con la de los construidos, siendo esto evidencia de
que no son semejantes.

Figura N° 5. Estrategia no efectiva
de construccion de rectangul os semejantes

Tampoco es efectivala estrategia de copiar los angulos de lafigura, sin con-
siderar la proporcionalidad entre los lados de unay otrafigura. S tal estra-
tegiafueraefectiva, se podria concluir que cualquier rectangulo es semejan-
teaun cuadrado. LaFiguraN° 6 muestraal lado izquierdo dos cuadril&teros
gue no son ni se perciben semejantes; el segundo de ellos se construy6 co-
piando los cuatro &ngulosinternos del primero (i.e., através de construir an-
gulos congruentes), lo cual se observaal solapar |os dos cuadrilateros, como
se muestra al lado derecho deta Figura

Figura N° 6. Estrategia no efectiva
de construccion de cuadril teros semejantes

Construccion de un sector circular semejante. Una estrategia posible es
comenzar por identificar que la figura d corresponde a un sector circular
contenido en un circulo cuyo centro es € extremo comdn de los dos seg-
mentos rectilineos, luego dilatar tales segmentos por un mismo factor y tra-
zar un arco de circunferencia cuyo radio esta determinado por la longitud
de los segmentos construidos y su centro por el extremo comin de éstos.
Para este caso, también funcionan bien las estrategias que hacen uso del
retroproyector, la banda de caucho, la cuadriculay el haz de semirrectas.
Sin embargo, para estas dos Ultimas, es necesario incluir, ademas de los tres
vértices, un conjunto finito de puntos del arco de circunferenciay efectuar,
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através de un trazo que los conecte, un proceso de interpolacién. Este pro-
ceso de interpolacién es necesario también en el caso de usar la banda de
caucho ubicando el nudo sélo sobre algunos de sus puntos, pero no, si se
usara desplazéndol o sobre lafigura.

Una posible estrategia que no genera una figura semejante consiste en
trazar sendos segmentos paralel 0s® a los tres que configuran el sector circu-
lar y que estén a una misma distancia, es decir, trazar un arco concéntrico
con €l original aunaciertadistanciay segmentos paralelos alos que forman
el dngulo del sector circular dado, a la misma distancia elegida; aunque la
figura que se obtiene esta formada por dos segmentos rectilineos que deter-
minan un angulo congruente con el de lafigurainicial y por un arco de cir-
cunferencia, no setrata de un sector circular yaque tal arco pertenece auna
circunferenciacuyo centro esel vértice del sector circular inicial y no €l vér-
tice del angulo construido.

Construccion de una circunferencia semegjante. Una vez que se reconozca
gue la figura es una circunferencia, para obtener una figura semejante a la
dada se puede proceder a trazar una circunferencia de radio diferente, ya
sea concéntrica o no alaoriginal. Cuando la circunferencia trazada es con-
céntricatambién esparalelaalaoriginal.

Si se emplea una estrategia como la de la cuadricula o la del haz de se-
mirrectas, se puede construir tan sélo un nimero finito de puntosy, en con-
secuencia, seria necesario hacer un proceso de interpolacion através de una
curva que pase sobre aquéllos. Si se empleala estrategia de la banda de cau-
cho no seriacompletamente necesario tal proceso, pues desplazando €l hudo
sobre la circunferencia se podria hacer un trazo continuo.

Construccion de una elipse semejante. Una de las estrategias posiblemente
usada para esta figura es €l trazado de una curva paraela ala origina; sin
embargo, ésta no es exitosa. Para comprobar que tales elipses no son seme-
jantes se puede proceder de varias formas; por ejemplo, con los segmentos
que definen los g es de cada €lipse se pueden construir sendos rectangulos y
verificar que éstos no son semejantes pues sus diagonales no coinciden (ver
FiguraN° 7).

Demaneramés general, se puede verificar que através delaconstruccién
de una curva paralela ala elipse original no se obtienen elipses semejantes,
al asumir como medida entre las curvas lamitad de lalongitud del eje menor
y trazar la“ elipse” en el interior deladlipse original; asi se obtendriaun seg-
mento colineal con el gje mayor. Evidentemente no tiene mucho sentido que

5. Como uno de los segmentos es una curva, consideramos necesario establecer condiciones
para el paralelismo entre curvas. Suponemos que dos curvas C; y C, son paralelas, si las
rectas tangentes a dos puntos correspondientes cualesquiera son paralelas. Consideramos
que un punto P’ de la curva C, es correspondiente a un punto P de la curva C, cuando P
es el corte delanormal alacurvaCy en el punto P, con lacurva C,.
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Figura N° 7. Estrategia no efectiva de construccién de elipses semejantes

una elipse sea semejante a un segmento, pues ni siquiera se conservaria su
caracter topoldgico de curva cerradasimple.

Las Unicas estrategias €ficientes que previmos se podrian llevar a cabo
son las que involucran ya sea la cuadricula, €l haz de semirrectas, la banda
de caucho o la proyeccién con € retroproyector; las dos primeras, como lo
sefialamos antes, involucran necesariamente un proceso de interpolacion
grafica

De otra parte, supusimos que la construccién de la elipse semejante seria
unatarea bastante exigente paralos profesores y que algunosde ellos no lo-
grarian redizarla.

Posible respuesta a la tarea del literal ¢

Con relacion alas respuestas que podrian expresar 10s profesores como jus-
tificacién de la semejanza de las figuras, 1as siguientes fueron nuestras pre-
visiones.

Muy probablemente, |os profesores formulan la afirmacion “son seme-
jantes porque tienen lamismaformaaunque no necesariamente el mismo ta-
mafio”, 0 una relativamente equivaente (i.e., que utiliza términos que
generan ambigledad). Frente atal situacion se espera que, por iniciativade
aguno delosintegrantes del grupo o del observador, se genere unaactividad
para clarificar €l significado de los términos empleados (v.g., “misma for-
ma’, “no necesariamente”, “tamafio”), pues como lo presenta Zaslavsky
(1991), los profesores pueden tener significados particulares para tales tér-
minosy tener ideas que no se corresponden, todo [o que debiera, con € dis-
curso matemdtico aceptado; por gemplo, se puede proponer que se
argumente por qué las dos figuras dibujadas tienen la misma forma.

Paralostres poligonos, algunos profesores presentan como justificacion
un conjunto de razonamientos, en los que involucran los criterios de seme-
janza entre tridngulos, que podria considerarse como una demostracion.
También, es posible que presenten como argumento uno de dichos criterios
ampliando el dominio de validez del mismo a otros poligonos; por gjemplo,
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para cada par de poligonos, expresan que son semejantes pues todos los an-
gulos de una figura son congruentes con |os respectivos angulos de la otra.
Como |o sefidlamos antes, esta extrapolacion del criterio de semejanza véli-
do para triangul os no es aplicable a poligonos cualesquiera®.

Justificaciones del estilo “ porque todas |as circunferencias son semejan-
tes entre si”, 0 “porque todos los sectores circulares definidos por angulos
congruentes son semejantes’, pueden hacer parte del repertorio de argumen-
tos esgrimidos por 10s profesores. Consideramos que este tipo de afirmacio-
nes requieren de una justificacion de su validez, asunto que deberia poder
proponerse en ladiscusion del grupo. De otra parte, se puede esperar quelos
profesores no den justificaciones parala semejanza de |l as elipses, incluso si
algunos de ellos han logrado construirla.

Posible respuesta a la tarea del literal dy e

A menos que los profesores utilicen ya sea la cuadricula, la proyeccién, la
banda de caucho, o € haz de semirrectas —procedimientos aplicables a
todas las figuras—, ellos disponen de procedimientos no aplicables a todas
las figuras. Por €llo, consideramos que la realizacion de estas tareas puede
permitir no solo identificar lo anterior, sino ademas ofrecer una oportuni-
dad para generar discusiones acercade lasjustificacionesrelativas ala apli-
cacion condicionada de agunos procedimientos; por eemplo, Si un grupo
utiliza como estrategia la construccion de paralelas a los contornos de las
figuras se espera que advierta que esta estrategia es vaida sélo para trian-
gulosy circunferencias, y que discuta las razones que sustentan la no apli-
cabilidad paralas demés figuras.

Laidentificacién o elaboracion de un procedimiento aplicable paratodas
lasfiguras puede ser unatareabastante dificil si no esamplialagamade pro-
cedimientos utilizados, o si ésta no incorpora alguno que pueda efectiva
mente ser aplicable a todas las figuras. Si €l grupo no logra enunciar y
realizar un procedimiento que respondaalas condiciones delatarea, se pue-
de sugerir alos profesores que piensen cOmo utilizar los materiales, instru-
mentos o equipos disponibles para construir figuras semejantes. Asi, quiza
puedan advertir que €l retroproyector permite la construccion de figuras se-
mejantes sin siquiera hacer construcciones geomeétricas.

Posible respuesta a la tarea del literal f

Como se explicita en la consigna de la tarea, se espera que las respuestas
estén conectadas con las formuladas en €l desarrollo de latareadel literal c.
Ademés, se espera que las respuestas estén condicionadas por € trabajo
realizado en torno al establecimiento de la generalidad de los procedimien-
tos y de un procedimiento Unico. En este sentido, s los profesores logran

6. David Slavit (1998) reporta algunas experiencias que ha tenido con estudiantes al explorar
lavalidez del criterio delos tres angulos (AAA) para otros poligonos.
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responder a latarea del literal e, se puede sugerir que intenten identificar
gué elementos geométricos subyacen y sustentan tal procedimiento, y a
partir de ello construir una definicion de semejanza. Por gjemplo, si se uti-
liza € retroproyector se puede intentar una aproximacion a teorema de
Tales en el espacio (ver Grupo Beta, 1990, pp. 84-85) como forma de justi-
ficar lasemeianza; si se utiliza el haz de semirrectas o la banda de caucho
se puede procurar €l reconocimiento de la homotecia como transformacién
subyacente a tales procedimientos; s se utiliza la cuadricula se puede
intentar un nexo con la dilatacién uniforme del plano.

El reconocimiento de laincapacidad de construir una definicién, aun ha-
biendo utilizado los conocimientos mateméticos que poseen, se considera
€OmMo una respuesta generada por la tarea en cuestion y para nosotros seria
un resultado positivo del taller.

ASUNTOS SOBRE LOS QUE SE HARIA LA OBSERVACION

Se determind que | os cuatro disefiadores del taller cumpliriamos el papel de
observadores de lo que sucediera en los grupos al implementarlo, aunque
tendriamos también la posibilidad de cuestionar las producciones.

En primer lugar, establecimos que |os observadores teniamos |a tarea de
registrar aspectos especificos para cada una de las partes del taller y para
cada tarea propuesta.

En latarea de la construccién de las figuras, ademas de identificar si los
profesores utilizaban alguna de las estrategias previstas, o si por el contrario
utilizaban estrategias que no habiamos considerado previamente, también
debiamos registrar las particul aridades de | as estrategias utilizadas que con-
siderdramos no se podrian recuperar através del registro escrito del trabajo
de los profesores, 0 que no estaban contempladas en la descripcién de res-
puestas posibles. Por gjemplo, debiamos estar atentos a detectar entre otros
aspectos: si laconstruccion incorporabaun trabajo con las cantidades de lon-
gitud y de amplitud de los segmentos y angul os, respectivamente, o si ade-
mas contemplaba un trabajo con sus medidas; si lanuevafigurase construia
sobrelafiguradadao aparte de ésta; si a identificar razones entre segmentos
éstos pertenecian a una mismafigura o ados, ladaday la que se construia;
Si se proponian varias estrategias y lamanera como se decidia acoger o des-
cartar alguna; €l papel que cumplia cada uno de los profesores del grupo.

Ademas de identificar si las respuestas dadas a las tareas de | os literales
c, dy e, segjustaban o no alas previstas, nos interesaba registrar: si los ar-
gumentos, definiciones o procedimientos escritos eran €l resultado deladis-
cusion o expresaban solo la posicién de uno de los integrantes; qué tipo de
accion se realizaba en caso de no poder dar una justificacion, definicién o
procedimiento; y los aspectos a los que se atendia para decidir que dos pro-
cedimientos eran diferentes.
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Paralatareafinal (literal f) nosinteresaba establecer |lamaneraen que e
procedimiento general (o los particulares) condicionabay guiaba la aproxi-
macion a una definicion de semejanza.

En segundo lugar, advertimos que teniamos una pregunta que nos movia
areadlizar la observacion. Nos interesaba saber si los profesores aprendian
algo através del desarrollo del taller, 0 si en el mejor de los casos, Unica
mente lograban cuestionar su conocimiento acerca de la semejanza geomé-
trica, 0 s desarrollaban €l taller sin que siquiera se lograra cuestionar su
conoci miento geométrico.

Esta pregunta tiene su origen en la reflexion sobre experiencias anterio-
res. En nuestro trabajo en torno al disefio y desarrollo curricular, ha sido
usua pedir alos profesores, con los que trabajamos, que disefien talleres (e
incluso nosotros mismos lo hemos hecho) a través de los cuales se pueda
aprender algo; con agunafrecuencia, después de su implementaci 6n nos da-
mos cuenta de que los talleres disefiados solo constituyen un elemento de
evaluacion del conocimiento de quieneslo desarrollan'y que, en realidad, no
promueven aprendizaje alguno o, por 1o menos, no hay evidenciade ello.

Nosinteresaba saber si €l taller propuesto tenia tales caracteristicas, por
lo cual debiamos estar muy atentos aobservar y registrar eventos que pudie-
ran constituir evidencias de que €l taller no habia sido una experienciasin
sentido para los profesores y que efectivamente habia promovido cambios
en ellos.

Para ello hicimos un brevisimo listado de eventos que podrian indicar-
nos que algo habia sucedido. En la lista ubicamos: los profesores exhiben
dudasy formulan preguntas que no son contestadas por ellosinmediatamen-
te 0 con aserciones contundentes; los enunciados de los profesores aluden a
conocimientos geométricos o a los procedimientos realizados; v, los profe-
sores expresan gque han aprendido y muestran qué han aprendido.

Ademés del anterior listado nos preguntamos qué cosas se pueden apren-
der del taller, alo que respondimos a través de cinco aserciones:

* Algunos procedimientos que son utilizados para dibujar figuras
semejantes no son Utiles para todo tipo de figuras en el plano.

» Existen procedimientos geométricos que permiten construir
figuras semejantes, cual quiera sea su forma.

* Los criterios de semejanza entre triangulos no son aplicables
como definicién para figuras que no sean triangulos o que no se
puedan descomponer en ellos.

e Laidea de “misma forma’ y particularmente de “forma’ no es
geométrica.

« La semejanza geométrica se relaciona con la idea de dilatacion
en el plano (homotecias) y se puede describir atravésde ella.
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En tercer lugar, para apoyar €l trabajo de observacion, decidimos hacer un
registro en video del trabajo en uno delos gruposy hacer grabaciones de au-
dio de los demas grupos.

IMPLEMENTACION

CONDICIONES DE IMPLEMENTACION

La primera parte ddl taller se realiz6 con la participacion de doce profeso-
res’ de mateméticas de la Educacion Béasicay Media, quienes emplearon
cerca de tres horas y media (repartidas en dos sesiones con un receso de
media hora) para construir algunas de las figuras semejantes. Los profeso-
res se organizaron en tres grupos, cada uno de los cuales estuvo acompa-
flado y observado por uno de los disefiadores del taller. En los tres grupos
se hizo un registro en audio y se tomaron directamente notas sobre € tra-
bajo delos profesores; ademas, la actividad de uno de los grupos se registro
en video.

El trabajo en los grupos se dio de manera diferente. En uno de ellos se
identifico la presencia de un profesor lider quien determinaba, sin mayor
cuestionamiento por parte de los demés profesores del grupo, tanto laforma
de proceder como lasideas mateméticas abordadas; ocasional mente, los de-
maés profesores sugerian maneras e ideas diferentes pararedizar el trabajo.
En algunas oportunidades |os integrantes de este grupo trabajaron indivi-
dualmente, paraluego exponer sus elaboraciones ante el grupo. No obstante
laexistencia de un lider, fue principalmente el observador —y no el lider—
guien através de preguntas suscitd un cuestionamiento sobre los resultados
del trabajo.

En otro grupo se observé que aunque hubo momentos de trabajo com-
partido por los cuatro integrantes, lamayor parte del desarrollo del taller fue
realizado en subgrupos de dos, en cada uno de los cuales hubo un lider que
eraquien proponiaqué hacer, llevabael hilo del desarrolloy haciael registro
escrito, mientras que €l otro profesor seguia €l desarrollo, lo apoyaba ha-
ciendo célculosy eventualmente interveniaparadar algunaidea. Lainterac-
cion en € grupo se dio principalmente entre los lideres de | os dos subgrupos
y fue coordinada por uno de ellos quien hacia preguntas, proponiaideas para
examinar, daba explicaciones y establecia conclusiones. El observador del
grupo sblo en contadas ocasiones intervino através de preguntas que procu-
raban que los profesores cuestionaran su trabajo o dirigieran su atencion a
unaformade proceder aternativa.

7. Utilizaremos los sustantivos genéricos “profesor” y “profesores’ parareferirnos alas per-
sonas (hombres y mujeres) que participaron del taller. De manera similar usaremos los
sustantivos “ observador” y “observadores’.
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En €l tercer grupo, desde el inicio del trabajo, los integrantes decidieron
abordar cada construccion de maneraindividual y compartir las produccio-
nes logradas. Cuando cada quien presentd su trabajo ante el grupo, los de-
més profesores eventualmente formularon preguntas, algunas de las cuales
fueron objeto de indagacion o discusion. La participacion del observador en
este grupo fue mas limitada que en |os dos anteriores; en al menos dos opor-
tunidades, consistié en hacer que el grupo avanzaraen el desarrollo del taller
(e.g., sugirié aplazar una discusion que bajo su épticaeraanodinay les en-
tregd una nueva figura para que desarrollaran el trabajo sobre ésta).

Ademés delas diferencias en laformade proceder en cadagrupoy enla
participacion de sus integrantes, hubo diferencias en cuanto ala cantidad de
figuras abordadas. En uno delos grupos sdlo serealiz6 el trabajo con tresde
las figuras, en tanto que en otro se abordaron cinco y en otro, las seis.

La segunda parte del taller se realizo, de manera diferente alo previsto,
en una sesion que se llevé a cabo ocho dias después de laimplementacion
delaprimeraparte, através de una plenaria de aproximadamente tres horas,
conducida por uno de los disefiadores. La plenaria se desarroll6 en torno a
la explicitacion de los procedimientos usados en los diferentes grupos para
la construccion de las figuras semejantes —aunque también se presentaron
algunos procedimientos previstos como respuestas posibles, pero no em-
pleados por los profesores— y en torno alajustificacion de lasemejanzaen-
tre las figuras obtenidas; sélo en algin momento se discutié brevemente
acerca de la diferencia entre algunos de tales procedimientos y sobre la po-
sibilidad de tener un procedimiento para construir figuras semejantes, apli-
cable a cualquier figura, pero no hubo discusion acerca de las condiciones
gue en general determinan la semejanza de cualquier par de figuras. En la
plenaria participaron siete de los doce profesores (los cinco restantes no
asistieron; cuatro de ell os habian conformado uno de los grupos observados)
y los observadores de la primera parte del taller; hubo intervenciones de la
mayoria de los profesores. La plenaria se registré através de una grabacion
de video.

RESULTADO DE LAS OBSERVACIONES DE LA PRIMERA
PARTE DEL TALLER

En este apartado hemos organizado la descripcién de algunas de las obser-
vaciones logradas durante la implementacion de la primera parte del taller
bajo diferentes titulos. La mayoria de ellos hacen referencia a los procedi-
mientos de construccién empleados para construir las figuras semejantes y
alasjustificaciones argliidas sobre tal semejanza.

Alusiones con respecto al significado de semejanza

En uno de los grupos, antes de abordar |a tarea de construccion del trian-
gulo, y como reaccion a la condicion del literal a, se expresaron varios
comentarios con respecto alasemejanzay alacongruencia; éstos aludian a
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laformay el tamafio de figuras. Asi se dijo, por g emplo, que dos manos,
una pequefia y otra grande son semejantes porque tienen la misma forma
pero no son congruentes porque tienen diferente tamafio. En otro de los
grupos simplemente se enfatizé en que lafigura pedida debia ser semejante
aladada, pero no congruente con ésta, sin hacer mayor referenciaalos ele-
mentos que definen la diferencia entre estas dos rel aciones geométricas. En
¢l otro grupo sélo se menciond que si lafiguraoriginal eraun triangulo rec-
tangulo, lafigura pedida también debia serlo, pero “un poco més pequefia o
mas grande que ladada’.

Pudimos registrar alusiones similares alaanterior en la construccion del
rectangulo. En el desarrollo de esta tarea reconocimos, en al menos dos gru-
pos, que la semejanza hacia referencia a la igualdad de las formas, enten-
diendo por esto que basta con que las dos figuras tengan € mismo nombre
(por ejemplo, que sean rectédngulos) para garantizar la semejanza

Construccién de un triangulo semejante al dado

L as estrategias usadas por los profesores para construir un triangulo seme-
jante @ dado fueron diversas; excepto dos, las habiamos previsto como
posibles respuestas. Una de | as no previstas —que no es efectiva— consiste
en medir las longitudes de los tres lados y las amplitudes de los dos angulos
agudos (bgjo € supuesto de que €l tercero es recto), aumentar una misma
medida a cada una de las medidas de los dos lados perpendicul ares entre si,
y con estas medidas construir los dos catetos del nuevo tridngulo cuyos
extremos determinan la hipotenusa. La otra estrategia no prevista implica
trazar un plano cartesiano, copiar €l tridngulo sobre el plano, determinar las
coordenadas de los vértices, multiplicar por un mismo nimero las coorde-
nadas para obtener unas nuevas, ubicar las nuevas coordenadas y trazar
segmentos entre éstas para formar un nuevo triangulo.

De las estrategias previstas, |os profesores no utilizaron la que consiste
en construir sobre un segmento (tomando como vértices, |os dos extremos
del segmento) dos angulos respectivamente congruentes con dos angulos
del triangulo dado y prolongar (o recortar) loslados de los angul os construi-
dos para formar un tridngulo; tampoco usaron la estrategia de las dos cua-
driculas, ni laqueimplicael uso delabandade caucho, ni laproyeccion con
€l retroproyector.

En uno de los grupos identificamos una fuerte tendencia al trabajo nu-
meérico, es decir, ala obtencién de las medidas de las amplitudes de los an-
gulos y de las longitudes de los segmentos, para con ellas readlizar
operaciones aritméticas. En los otros grupos, para realizar la construccién
no se recurrié a las medidas aungue para amplificar los lados por un factor
(asociado generalmente a doble o ala mitad) se tuvo en cuentalalongitud
de los segmentos.

Por otra parte, observamos que para cada estrategia usada en cadagrupo,
sblo después de su implementacién, se reprodujo o se comentd acerca de
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ella; esto ocasiond que en uno de los grupos solo hasta después de haber in-
vertido algiin tiempo en una estrategia que no generaba triangul os semejan-
tes, uno de los integrantes hubiera exhibido un argumento para verificar el
caracter fallido de la estrategia.

Justificacion de la semejanza entre los triangul os

Al comparar las maneras de justificar utilizadas por los grupos, identifica-
mos el ementos comunes, pero también elementos que las hacen diferentes.
En todos los grupos hay alusion ala congruencia entre |os pares de angulos
homdlogos. No obstante, en uno de los grupos ésta es la Unica condicién
gue se menciona como necesariay suficiente para verificar la semejanza, en
tanto que en los otros dos grupos ésta se acompafia de la necesidad de exis-
tencia de la proporcionalidad entre los segmentos homdlogos; incluso en
uno de los grupos se menciona que son estas dos condiciones las que hay
que verificar, es decir, que parece que no bastaria con una de ellas.

En laformade comprobar lacongruenciaangul ar, también identificamos
diferencia entre los grupos. En uno de €ellos se hizo una especie de demos-
traci6n basada en un hecho geométrico conocido: expresaron que enlacons-
truccién se podia verificar la congruencia para dos pares de angulos (y por
ende se tendria la congruencia del tercer par) pues se podia observar una
configuracion de dos rectas paralel as cortadas por dos secantes, |o que per-
mitia justificar que los angulos correspondientes (los alternos internos y
también los opuestos por €l vértice) eran congruentes. En los otros dos gru-
pos se manifesté la necesidad de medir las amplitudes y las longitudes para
establecer laigualdad y |os cocientes, respectivamente; sin embargo, en sélo
uno de ellos se procedi6 a hacer tales medicionesy atrabgjar con ellas.

Ademas de lareferencia ala congruenciay la proporcionalidad, identi-
ficamos alusiones a dos criterios diferentes. En uno de los grupos se inicié
lajustificacion afirmando que “laformadelas dosfiguras[es decir, laforma
ddl tridngulo dado y ladel triangulo construido] eslamisma’; sin embargo,
este argumento no se discutié y por tanto, en este momento no fue explicito
el significado del término “forma’. En otro grupo hubo una ausién alane-
cesidad de encontrar un punto (de fuga o centro de homotecia) paraverificar
gue las figuras eran semejantes.

Construccion de un rectangulo semejante al dado

En todos los grupos detectamos estrategias de solucién correctas e inco-
rrectas. De las utilizadas, que no generan rectangul os semejantes, habiamos
previsto una de ellas. En dos de los tres grupos, en algin momento del
desarrollo de latarea de construir un rectdngulo semejante al dado registra-
mos que algunos de los profesores consideraban que todos los rectangul os
eran semejantes. En ambos grupos, la construccion implicé trazar un seg-
mento paralelo a uno de los que conformaban el recténgulo, dentro del
mismo, con lo cua obtuvieron un rectdngulo con un lado compartido (y por
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tanto congruente) con €l original, dos lados més cortos que los del original
(pero solapando parte de estos) y un lado paralelo. En estos dos grupos
luego advirtieron que, a pesar de que las dos figuras tenian angulos homadlo-
gos congruentes, ésta era una solucion incorrecta, 1o cual les causd mucha
sorpresa, pues a parecer cuestionaba la suficiencia del criterio “conservar
la misma forma’ para garantizar la semejanza. En uno de estos grupos,
antes de ensayar con esta estrategia construyeron un rectangul o arbitrario.
Una estrategia incorrecta utilizada en dos de los grupos no la habiamos
previsto como respuesta posible, aunque si una similar. Esta consistio en
adicionar a dos segmentos contiguos del rectangulo, sendos segmentos de
una misma longitud (o0 aumentar a la medida de dos segmentos una misma
medida) y con los segmentos (o medidas) resultantes construir € otro rec-
téngulo. En laFiguraN° 8 se muestra el resultado de aplicar tal estrategiaa

rectangulo ABCD, es decir sumar BE (0 DF ) aloslados AB y AD . El
carécter incorrecto de la estrategia fue luego reconocido por ambos grupos.

G

BE = [DF

A B E

Figura N° 8. Estrategia no efectiva de construccion
de rectangul os semejantes

Dentro de las estrategias correctas, es decir aquellas que si generan rectan-
gulos semejantes, podemos citar €l uso de la homotecia (con factores como
2, 3, 1L.5) y ladilatacion de los segmentos por un factor (generalmente, €l
factor 1/2 0 2) sobre, 0 en ausenciade, un plano cartesiano.

Para la construccion de un rectangulo semejante a dado, en dos de los
grupos se empez6 con la verificacién de que lafigura era un rectéangulo.

Justificacion de la semejanza entre |os rectangul os

En todos los grupos, en algin momento del trabajo en torno a la justifica
cion de la semejanza entre | os rectangul os, se reconocio la necesidad de las
condiciones de congruencia angular y/o de proporcionalidad entre los seg-
mentos. En uno de los grupos, inicialmente se asumié la congruencia angu-
lar como condicion suficiente para garantizar |la semejanzay, en consecuen-
cia, la justificacion expresada se refiere sdlo a ésta; en este caso la
justificacion recurrié (como se hizo en el caso del tridngulo) alas relacio-
nes de congruencia que se expresan entre los angul os definidos por parale-
las cortadas por una secante.
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En todos |os grupos, se reconoci6 que para garantizar lasemejanzaen el
caso del rectangulo esnecesario y suficiente verificar las dos condiciones se-
fialadas. Para verificar la condicién sobre la congruencia de los angulos no
hay un trabajo que vaya mas all& de reconocer que aparentemente las ampli-
tudes de pares de angulos son iguales o de aludir aque la construccion hecha
permite verificar la congruencia angular. En contraste con €ello, la verifica-
cion de la condicion sobre la proporcionalidad entre segmentos, mostro re-
lativa diversidad entre los grupos y nos permite evidenciar que esta tarea
favorecio laidentificacion del carécter incorrecto de algunas estrategias.

En dos de los grupos, advertir que las razones que podian establecer en-
tre pargjas de las longitudes de |os lados de |os dos rectangulos (o entre las
medidas de |oslados) no generaban una proporcién, permitié que evidencia-
ran que tal es rectangul os no eran semejantes y que, en general, no todos los
rectangul os son semejantes entre si. En uno de |os grupos esto les permitié
reconocer que €l criterio de conservar laforma no era suficiente, aunque si
necesario, para determinar la semejanza de rectangul os.

Establecer las razones entre las |ongitudes de |os segmentos homdlogos
delosrectangul osles permitié ademés reconocer que laestrategiade adicio-
nar unamismalongitud aloslados del rectangul o no generaba un rectangulo
semejante, excepto que el rectangulo fuera un cuadrado. En esta direccién
en dos grupos se elaboraron sendos argumentos similares a siguiente:

Supongamos que a 'y b son laslongitudes de loslados del rectangulo
inicial, cona= b. Si acadalado |e sumamos un segmento delongitud
¢, obtenemos un rectangulo con lados de longitudesa+cy b + c.
Ahora bien, si los rectangulos son semejantes entonces debe cum-
plirsequelasrazones“aesaa+ ¢’y “besab + ¢’ forman unapro-
porcion. Suponiendo que asi es, agebraicamente se puede obtener
que“a(b+c) =b(a+c)” deloque sededuceque“a="b", loquecon-
tradice la condicion de que sea un rectangulo no cuadrado y deja
como Unica opcion que la figura deba ser un cuadrado, o dicho de
otramanera, que solo para€l cuadrado, laestrategia de adicionar un
mismo valor hace que se obtenga una figura semejante.

De otra parte, la condicién de proporcionalidad entre segmentos parece ha
ber sido lafuente paraque en ambos grupos se utilizarala estrategiade cons-
truccion en la que se dilatan (amplian o reducen proporcionalmente) los
lados del recténgulo; en estos casos, el factor que se selecciona procede o
bien de la eleccion de un nimero arbitrario o de la division de las medidas
de un segmento del rectangulo dado y otro construido arbitrariamente.

Algunas inferencias y preguntas surgidas a partir del trabajo con
los triangulos y rectangul os

Uno de los grupos, después de haber trabajado la construccion del tridngulo
y del recténgulo, centrd su atencion en tres asuntos. Uno de ellos se referia
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al nimero de paralelas que se requiere trazar S se pretende construir una
figura semejante a un poligono dado haciendo que las dos figuras tengan en
comn un angulo. A este respecto una de |las personas del grupo sefial o:

Parece ser que cuando es un tridngulo trazamos una paraelay ya;
cuando es un rectangulo (es decir, con un lado més que €l tridngulo)
tenemos que trazar dos paralelas. ¢Qué pasara en figuras que tengan
maés lados? Para un pentagono deberia trazar tres paralelas.

Un poco después, aeste respecto en el grupo se enuncid y registrd por escri-
to la siguiente consideracion:

[...] de todas maneras, como las figuras semejantes se pueden meter
una dentro de otra, se pueden hacer coincidir en uno de sus angulosy
siempre nos van adar paraelas, 0 sea nos van a quedar lados que son
paraelosentrelamasgrandey lamés pequefia. Entoncessi lafiguratie-
ne cuatro lados, resultaran dos paraelas; s tiene cinco, seran tres. [...]
S hay sais, entonces serén cuatro paraelas las que quedan, y asi suce-
sivamente. En € caso del tridngulo habia una, quedaba una paralela.

El segundo asunto fue planteado en términos de si existiria unarelacion en-
tre las medidas de longitud de los segmentos que representaban el aumento
(oladisminucién) delosladosdelafigurainicial parallegar atener lafigura
semejante. Asi, comparando el rectdngulo inicial de dimensiones 3.1 centi-
metros por 5.2 centimetros con el rectangulo semejante obtenido al reducir
¢l primero a 80%, generandose uno de dimensiones 2.5 centimetros por 4.1
centimetros® (ver FiguraN° 9), formularon lo siguiente:

¢Sera que hay alguna relacion aqui escondida? Esta medida tiene
0.6; 0.6 este pedacito 7g este pedacito tiene 1.1. ¢(Habrd agunarela
cion entre esto y esto?

l 4.1cm l‘ 1.lcm

T (fcm

3.1lcm
25cm

I 52em— |

Figura N° 9. Relacion entre las longitudes de |os aumentos

8. Estas medidas son las registradas por €l grupo; sin embargo, las medidas exactas son 2.48
centimetros por 4.16 centimetros.

9. Més adelante en el apartado titulado “ Discusion de resultados’ presentaremos unas consi-
deraciones a respecto de estas preguntas.
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A este respecto, luego de hacer algunos dibujos y célculos, dos profesores
manifestaron no haber encontrado larelacion buscada; también hablaron de
buscar algunarelacion entrelos perimetrosy las éreas delasfiguras en cues-
tion, pero no logramos precisar a qué se referian exactamentey como se es-
peraba que esto contribuyera a la identificacién de la relacion entre las
medidas de longitud de |os segmentos que representaban €l aumento.

El tercer asunto sereferiaalablsqueda de unarelacién entre el aumento
o disminucién y el factor de ampliacion o reduccién, o en términos de los
profesores, se proponian “mirar si puede haber proporcionalidad entre los
factoresy laslineas paralel as que quedan”; paraello tomaron varios factores
de conversion, los aplicaron alas medidas del rectangulo dado (5.2 cm por
3.1 cm) y buscaron las diferencias. En la siguiente tablarecogemos lainfor-
macién con laque trabajaron; al revisar los calcul os pudimos identificar que
a gunas resultados fueron redondeados, uno de ellos de manera incorrecta:

Factor | Largo | Ancho | Disminucién/aumento | Disminucidn/aumento
(cm) (cm) en ¢ largo en el ancho
0.32 16 1 3.6 21
0.8 4.2 25 1 0.6
15 7.8 4.7 2.6 16
2 104 6.2 5.2 31

Con esos datos, formularon preguntas como “ ¢se cumplira que el factor de
reduccién 0.8 es al factor de reduccion 0.32 como 1 esa 3.6, o como 0.6 es
a 2.1?7". Después de hacer calculos, la respuesta que dieron a respecto es
que no encontraron tal relacion.

Construccién de un cuadrilatero semejante al dado

De las estrategias empleadas por los profesores en la construccion del cua-
drilétero, tres no habian sido previstas como posibles respuestas; de €llas,
dos no generan cuadrildteros semejantes. Una de tales estrategias consiste
en prolongar dos de los segmentosy luego por un punto cualquiera de cada
una de las prolongaciones construir sendas paralelas alos lados no conside-
rados; la prolongacién de los segmentos se hace de tal suerte que la figura
construida no comparta angulos con ladada. Con esta estrategia, ya sea que
se comparta o no alguno de los angulos, se garantiza la congruencia angu-
lar, mas no la proporcionalidad de los lados.

Una estrategia similar a la anterior fue empleada de manera exitosa en
otro de los grupos; ali, laprolongacion de los lados se hizo sobre dos de los
lados contiguos de la figura dada, pero duplicando sus longitudes, paralue-
go trazar paralelas alos lados no considerados por |os extremos de los lados
construidos.
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La tercera estrategia no prevista, y a igual que la primera no efectiva,
consiste en alargar en una misma cantidad por cada extremo, cada lado del
cuadrilatero, y usar los extremos de |os nuevos segmentos para trazar rectas
cuyasintersecciones determinen los vértices del nuevo cuadrilatero, supues-
tamente semejante a original. Como |o pudimos corroborar através de aser-
ciones de los profesores que la gjecutaron, con esta estrategia creian estar
obteniendo segmentos paralelos alos del cuadrilétero dado.

En uno delos grupos se realizé una construccion —anticipada como res-
puesta posible— que en efecto si genera lados paralelos a los del cuadrilg&
tero dado, pero no laproporcionalidad entrelas|ongitudes; alli, en el interior
del cuadrilatero se trazaron rectas a una mismadistancia de cadalado y con
sus intersecciones se determinaron los vértices del nuevo cuadrilétero. Esta
estrategia pareciaresponder alainquietud planteada por €l observador acer-
cadesi eraposible hacer la construccién sin recurrir atomar medidas.

En éstey en otro grupo se planted también laidea de construir €l cuadri-
l&ero através de lahomotecia. Sin embargo, en ambos grupos reconocimos
gue solo tenian unaidea vaga de dicha transformacion geométrica, del pro-
cedimiento a efectuar y de la conceptualizacion que hay detrés de éste. Al
respecto, podemos comentar inicia mente que uno de los profesores sugirié
que el efecto delahomoteciaestransladar lafiguraen e plano. También po-
demos decir que en ambos grupos un procedimiento utilizado para realizar
la homotecia, consistié en: elegir un punto P del plano y “conectarlo” con
cada uno de los vértices del cuadrildtero mediante semirrectas de origen P;
sobre cada una de ellas, apartir del vértice y en sentido opuesto a determi-
nado por vértice-punto elegido, determinar sendos puntos alamismadistan-
cia de cada vértice de la figura inicia; y, conectar los puntos asi
determinados, en el mismo orden en que se conectan |os puntos de los que
son imagen, para obtener un cuadrilétero.

En uno de estos grupos, aunque no lo explicitaron de manera precisa, se
dieron cuenta de que, con la construccién hecha, obtenian unafigura pareci-
daaladada, en unaposicion similar, pero que no podiaser semejante porque
“no dan paralelas’. En el otro grupo, no advirtieron este hecho a pesar de
queel observador lesformul 6 preguntas al respecto del paralelismo entrelos
lados y/o de la congruencia angular; la ausenciade paralelismo entrelosla-
dos la atribuyeron aimprecisiones en el dibujo y no a cuestiones geomeétri-
cas. En el primer grupo en cuestion, después de examinar ideas que iban
teniendo y, en particular, después de explorar la situacion en el triangulo y
en el rectangulo, uno de los profesores encontré una estrategia apropiada
paralatareapropuesta: €ligié un punto (el defugao referencia), trazé semi-
rrectas conectando tal punto con cada uno de los vértices del cuadrilatero y
luego, a partir del punto elegido, sobre cadalinea trazada tomé dos vecesla
distanciadel punto al vértice con lo cual quedaron determinados cuatro pun-
tos, los vértices de lafigura construida. Al respecto, expreso:
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Se estd tomando un punto de referenciay lo que estamos haciendo
es ampliar una distancia con respecto al mismo punto de referencia.
El factor de ampliacion tendriaque ver con laubicacion del punto de
fuga; si 1o hubieratomado més|ejos, posiblemente me vaa cambiar
lafigura. Porque yo tomé con respecto a un punto fijo, entonces la
distancia se iria ampliando, 0 sea que ahi € hecho de que lafigura
sea mas grande 0 mas pequefia nos |o esta dando el punto de fuga.

En el grupo en que habian utilizado desde €l inicio las homotecias, para el
caso del cuadrildtero también usaron tal método y sefidlaron que con éste
siempre obtendrian figuras semejantes.

Justificacion de la semejanza entre |los cuadrilateros

Después del trabajo realizado con los rectangul os parecio ser claro paralos
profesores que la congruencia angular y la existencia de proporcionalidad
entre los lados serian las condiciones que determinan la semejanza para €l
caso de los cuadril teros.

Para determinar la congruencia de los angulos, los profesores audieron
nuevamente a la existencia de rectas paral el as cortadas por una secante. Con
respecto ala verificacion de esta condicion vale la pena mencionar que en €l
caso en que se usd la estrategia de aumentar la longitud de cada lado en una
misma mediday en uno de los casos en que se usd la homotecia de manera
errénea, la apariencia de las figuras no hizo dudar alos profesores de si en
efecto setrataban defiguras semejantesy en cierto sentido paraell os estaapa-
riencia era suficiente para dar por verificado que la condicion se satisfacia

Algo similar alo anterior evidenciamos en la justificacion asociadaala
estrategia de aumentar lalongitud de cadalado en una mismamedida, para
determinar la proporcionalidad entre los lados. Alli, los profesores realiza
ron los cocientes entre las medidas tomadas sobre los dibujos y a pesar de
obtener valores diferentes —que atribuyeron ala imprecisién del dibujo—
sostuvieron que si eran semejantes, hasta que reconocieron que uno de los
valores de los cocientes si era bastante diferente del valor de los otros. En
otro de los grupos también se uso la estrategia del cdlculo de los cocientes.
Parajustificar la existenciade proporcionalidad entreloslados, al gunos pro-
fesoresdividieron el cuadril&tero en dostridngul os para sobre éstos determi-
nar la proporcionalidad y por ende su semejanza. En ninguno de |os grupos
donde se trabaj 6 la construccién a través de la homotecia se establecié una
justificacion de la semejanza entre las figuras obtenidas.

Construccién de un sector circular semejante al dado

En sdlo dos grupos se acanzd a abordar la construccion del sector circular.
En uno de elos, algunos de los profesores no atendieron a la condicion de
gue la figura construida no debia ser congruente y procedieron de la
siguiente manera: dibujaron un segmento congruente a de la figura presen-
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tada, tomaron la amplitud del angulo original y la reprodujeron convenien-
temente y luego, con radio igual a la longitud del segmento congruente,
trazaron €l arco de circunferencia con €l compés.

Otro profesor del mismo grupo dibujo la cuerda correspondiente a arco,
determinando asi un triangulo isosceles, luego construyd un tridngul o isos-
celes semejante a aquél con el dngulo definido por los lados de igua longi-
tud comun, y trazo €l arco de la circunferencia con centro en €l vértice que
es centro del arco de lafigura dada.

Quienesen € caso del cuadrilétero trabajaron con la estrategia de homo-
tecia de manera errénea, también la aplicaron para el caso del sector circu-
lar; aqui, tomaron como centro de homotecia el vértice del sector circular y
prolongaron los segmentos rectilineos —y otros radios que trazaron— su-
mando un ndmero determinado de unidades a partir de los vértices de la fi-
gura origina. Entonces comenzaron una discusion acerca del “factor
multiplicativo” involucrado en la homotecia.

En &l otro grupo primero verificaron si realmente era un sector circular;
para ello midieron los segmentos para determinar si eran radiosy luego re-
dibujaron el arco. Hecho esto procedieron a construir el sector circular se-
mejante. Uno de los integrantes, a utilizar el método de la homotecia
encontrd que si bien podia construir, con relativa facilidad, 1os dos segmen-
tos rectilineos (y por supuesto €l angulo entre ellos) tenia dificultad para
construir latotalidad del sector circular, ya que “tocaria pasar muchos pun-
toso ... usar el compés’.

Justificacion de la semejanza entre | os sectores circulares

El profesor que realiz6 la construccidn através del uso de tridngulos seme-
jantes parajustificar que las figuras obtenidas son semejantes, luego de una
discusion aclaré que para establecer |a semejanza entre | os dos sectores cir-
culares se requiere la congruenciade los angulos y que las longitudes de los
lados de los triangulos inscritos en los sectores sean proporcionaes. No
obstante, luego dudaron sobre la necesidad de ambos criterios, a ser cues-
tionados por el observador. En agin momento de la discusion acerca de
sobre qué elementos de las figuras se podia establecer la proporcionalidad,
audieron a las longitudes de los radios y de las cuerdas de los sectores,
pero no alas longitudes de los arcos.

En el grupo donde se trabajé mediante |as homotecias, los profesores es-
tablecieron que “para que dos sectores circulares sean semejantes deben
cumplir que tengan €l mismo angulo y que haya proporcionalidad entre sus
lados’. Sin embargo, no realizaron procedimiento alguno para verificar que
las figuras construidas satisfacian tales condiciones. Por alguna razén que
no identificamos con claridad se ocuparon de estudiar la relacion entre los
perimetrosy areas de lasfiguras.
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Construccién de una circunferencia semejante a la dada

En ambos grupos que abordaron esta tarea reconocimos més una discusion
acerca de s todas las circunferencias son semejantes que un trabajo de
construccion. Sin embargo, como parte de las discusiones, los profesores
realizaron construcciones que los enfrentd al problemade identificar el cen-
tro delacircunferencia dada (para dibujar con el compés una concéntrica) o
a problemade realizar |lahomoteciaatodos|os puntos de lacircunferencia.

Esta tendencia a la discusién més que a la construccién hace que bajo
estetitulo no reportemos construccionesy que bajo el siguiente demos cuen-
ta de algunos aspectos de tales discusiones.

Justificacion de la semejanza entre las circunferencias

En uno de los grupos, la construccion de la circunferencia se dio mientras
abordaban la construccion del sector circular. En este grupo se partio de la
afirmacion de que dos circunferencias concéntricas son semejantes, pero no
se trazd una circunferencia concéntrica a la dada; dicha asercion fue cues-
tionada por el observador, generando una discusion en laque los profesores
alternaron su posicién afavor y en contrade que el caracter concéntrico de
las circunferencias sea una condicion necesaria para establecer la seme-
janza entre éstas; finalmente llegaron a coincidir en que no se requiere
dicha condicion. Luego, exploraron la posibilidad de obtener circunferen-
cias semejantes no concéntricas, por medio de una homotecia; a respecto
discutieron sobre la eficienciade tal proceso, pues fueron conscientes de la
necesidad de aplicar la homotecia a muchos puntos de la circunferencia.
Concluyeron que ese método no era eficiente y que podian dibujar unacir-
cunferencia con un centro y radio cualquiera para obtener una figura seme-
jante aladada.

En €l otro grupo, inicialmente se presentd la discusion sobre la semejan-
za de todas las circunferencias. Para determinar la validez de la afirmacion
sefialaron que era necesario verificar laexistenciade proporcionalidad y en-
tonces se centrd la atencién en sobre qué elementos se define tal proporcio-
nalidad. Uno de los integrantes menciono la necesidad de determinar si
existe proporcionalidad entre las longitudes de losradios y laslongitudes de
los arcos, pero otro adujo que “basta con verificar que los radios sean pro-
porcionales, porque la longitud del arco esta dada en términos del radio”.
Esto generé discusién acerca de la cantidad de elementos que se requieren
para establ ecer la proporcionalidad, situacion que si bien losllevé arecono-
cer que se requieren cuatro elementos para construir una proporcion, no
afectd laconclusién de que basta considerar radios diferentes para que haya
semejanza. Con este nivel de precisién decidieron construir dos circunferen-
ciasy verificar que con las medidas de las longitudes de los radios y de las
circunferencias si se puede formar una proporcion.
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Construccién de una €elipse semgjante a la dada
En s6lo uno de los grupos se registré algin trabajo en torno a la construc-
cion deladipse semejante ala dada. Alli, los profesores dibujaron triangu-
los recténgulos inscritos en la elipse dada (definidos por segmentos que
evocaban los gjes) y elaboraron tridngul os semejantes; algunos vértices de
estos triangulo constituian puntos de la elipse a construir y por ellos traza-
ron“aojo” ladipse.

Sobre la validez de este procedimiento no se hizo ninguna alusién pues
en ese momento la sesién se dio por concluida.

DiscusiON DE RESULTADOS

En esta seccion destacamos algunos de los resultados del trabajo de los pro-
fesores previamente expuesto, que a nuestro parecer evidencian que ellos si
advirtieron aspectos novedosos de la semejanza entre figuras geométricas o
gue se cuestionaron sobre éstos. La division que se explicita através de los
titulos responde més a unaintencién de organizacion de los resultados que
alaindependencia entre |os mismos.

SOBRE LA IDEA DE SEMEJANZA

En los tres grupos pudimos detectar enunciados explicitos o acciones que,
tomados en calidad de indicios, nos llevan a afirmar que inicialmente para
varios de los profesores “ser semeante” significaba “tener la misma
forma’. Entre tales indicios podemos mencionar:

« el enunciado “todos | os rectangul os son semejantes’,

« |a conjetura de que se puede obtener un rectangulo semejante a
uno dado, trazando en su interior un segmento paralelo auno de
sus lados y congruente con €,

« laconjeturade que un triangulo rectangul o no isosceles se puede
ampliar o reducir en su tamafio aumentando la misma cantidad
de longitud a sus catetos,

« |a conjetura de que se puede obtener un cuadrildtero semejante a
uno dado (no regular) trazando en su interior segmentos parale-
los alos lados, a unamisma distancia de ellos.

Consideramos que lanocién de semejanza basada en laideade formaesim-
precisapor cuanto se basa en una categoria conceptual que solo permite cla-
sificar las figuras geométricas de manera rel ativamente burda, por o menos
en muchos de los casos. Por gjemplo, laforma rectangular, como categoria
conceptual, permite distinguir los rectangul os de otros poligonos convexas;
sin embargo, no permite distinguir entre rectangul os semejantes y no seme-
jantes a uno dado. Para lograr esa distincion se requiere una categoria que
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hable, por giemplo, de laforma rectangular con lados contiguos en una de-
terminada razon.

| dentificamos ademés, que los profesores a traves del trabajo realizado
revaluaron €l criterio de que la semejanza se puede describir a partir de la
idea deigual forma. Especificamente reconocimos que en lajustificacion de
la semejanza de | os rectangulos construidos, |os profesores verificaron que
laformano es un criterio suficiente para garantizar la semejanza de figuras,
pero, alavez, vieron que dicho criterio es una consideracion necesaria para
empezar un andlisis acerca de la semejanza entre figuras, pues figuras con
distinta forma (v.g., un tridngulo y un rectangulo, una figura compuesta por
curvas y una compuesta por segmentos rectilineos) no pueden ser semejan-
tes. Sin embargo, afirmaciones tales como “todos |os cuadrados son seme-
jantes” o “todas las circunferencias son semejantes’, puestas en juego en
algunos momentos del desarrollo del taller, parecian cuestionar de nuevo la
relacion entre igualdad en formay semejanza.

De otra parte, reconocemos que si bien el taller tenialaintencion de ser
un medio para que los profesores reelaboraran su definicion de semejanza
geométricay que €l trabajo realizado logrd evidenciar que paraalgunos pro-
fesores tal definicidn era vaga, bastante intuitivay no valida para cua quier
par defiguras, no haber abordado el trabajo propuesto en el literal f hizo que
dicha reelaboracién fuera personal y quiza no muy consciente.

SOBRE LAS CONDICIONES PARA GARANTIZAR LA
SEMEJANZA

En contraste con la exigua referencia a la definicion de semejanza, recono-
cemos que €l taller —y particularmente la tarea de justificacién— genero
un intenso trabajo en torno alos criterios o condiciones a través de los cua-
les establecer la semejanza entre dos figuras. El potencia de este trabajo se
vio acentuado por €l orden en que se entregaron las figuras. De manera
especifica, creemos que fue bastante conveniente que € triangulo prece-
dieraa rectangulo; este hecho hizo que los profesores primero aludieran a
los criterios para determinar cuéndo dos triangulos son semejantes, lo que
condujo de manera efectiva a reflexionar sobre el caracter suficiente y
necesario de los criterios que se refieren ala congruenciaangular y alapro-
porcionalidad directa entre las longitudes de los segmentos. Consideramos
gue esta reflexion permitid alos profesores ganar consciencia acercade que
la congruenciaangular, lo mismo gque la proporcionalidad entre las longitu-
des de los lados son, cada una, condicion necesaria y suficiente para la
semejanza de triangulos; lo cual genera que la verificacion de una de €ellas
garantice laotra. A este respecto, en la plenaria realizada, uno de los profe-
sores sefiald como conclusién que “si se tiene la congruencia angular se
sigue la semejanza entre los triangulos y de ésta se deduce la proporcionali-
dad entre lalongitud de los lados homélogos, y viceversa'. Afirmamos que
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algunos profesores no tenian suficiente consciencia de ello, apoyados en €l
hecho de que para verificar si dos tridngulos son semejantes examinaron las
dos condiciones, y en que en una discusion se defendia una jerarquia entre
tales criterios, pues alguien sefialaba que “primero es la congruencia de los
angulos y es esto lo que implica la proporcionalidad de las longitudes de
losladosy no al contrario”.

Estos criterios fueron utilizados luego para algunas de las demésfiguras
lo cual permitio quelos profesores ganaran conscienciadelanecesidad y no
suficienciade cada uno. Por jemplo en el caso del rectangulo, algunos pro-
fesores pudieron verificar que a pesar de satisfacer €l criterio que alude ala
existencia de angulos congruentes, no se garantiza la semegjanza. También
pudieron identificar que para algunas figuras (v.g., € sector circular, lacir-
cunferenciay la elipse) los criterios no son aplicables directay facilmente,
yaseapor laausenciade angulos o por ladificultad de determinar |a propor-
cionalidad entre segmentos no rectilineos.

Por otraparte, paraverificar que |os criterios de semejanza se satisfacian
fue recurrente la mencion de teoremas y enunciados de la matemética (no
siempre completos) por parte de los profesores, sin que se explicitara siem-
pre, de manera clara, cudl era el enunciado del teorema, cudl el significado
del enunciado en cuestion ni cdmo era que éste se aplicaba a—o justifica-
ba— laideadiscutida. Por g emplo, en repetidas oportuni dades se mencioné
el Teorema de Tales', pero realmente se estaban refiriendo al teorema que
establece la congruencias entre algunos de | os angul os que se forman al cor-
tar dos paralelas con unarecta.

SOBRE LASESTRATEGIAS

No sdlo los criterios de semejanza se fueron aplicando a cada par defiguras;
también las estrategias de construccion se fueron usando como base para el
trabajo de elaboracién de figuras posteriores. Esto generd que los profeso-
res se encontraran con problemas suscitados por su propio trabgjo; por
gjemplo, en algin momento los profesores tuvieron que sustentar por qué el
recténgulo construido al trazar un segmento paralelo y congruente a uno de
los del rectangulo dado no era semejante a aquél, cuando € procedimiento
de trazar un segmento paralelo si les habia funcionado para el triangulo, o
por qué si lahomotecia se mostrabatan favorable parad caso de lasfiguras
de bordes rectilineos no lo parecia tanto para las figuras que contenian seg-
mentos curvos 0 eran una curva en si mismas. Ademés de enfrentarlos a
problemas —desde nuestra perspectiva importantisimos, deseables y muy
necesarios para reconceptualizar asuntos de la semejanza geométrica—,

10. Como se puede ver en los dos enunciados siguientes del teorema de Tales, ninguno hace
referencia a los angulos formados por |as rectas en cuestion: “Si se cortan varias rectas
paralelas por dos rectas transversales, la razén de dos segmentos cualesquiera de €ellas es
igual alarazdn de los correspondientes de la otra’ y “La proyeccién paralela preserva el
cociente entre las medidas de | as longitudes de segmentos homélogos”.



84 E. GUACANEME, L. ANDRADE, P. PERRY Y F. FERNANDEZ

mantenerse trabajando con una misma estrategiay avanzar en la aplicacion
y sustentacion de la misma, les dio cierta seguridad a los profesores, pues
probablemente sintieron que habian encontrado un procedimiento general,
es decir, aplicable a cualquier figura. Este fue el caso de un profesor que
siempre intentdé descomponer la figura en triangulos, incluso cuando tenia
segmentos no rectilineos o0 era una curva; por supuesto que en este caso
estas Ultimas figuras requerian de un nimero elevado de triangulos y de un
proceso de interpolacién geométrica. En consecuencia, este profesor siem-
pre incorporaba en sus explicaciones y justificaciones la congruencia de
angulosy laproporcionalidad entre las longitudes de los lados.

Aungue mantenerse y avanzar en una misma estrategia de construccién
de figuras semejantes no era unaintencion explicita del taller, los disefiado-
res si habiamos pensado en esta posibilidad. El hecho de que una persona
hayadesarrollado €l taller, o buena parte de éste, en formaprogresiva(esde-
cir, basdndose en €l trabajo previo) puede confirmar laidea de que € taller
promovio algun aprendizaje relativo a: |la manerade construir unafigura se-
mejante, |os criterios para sustentar la existencia de semejanza e incluso, la
ideamismadetal concepto. Por € emplo, en uno de los grupos evidenciamos
gue apesar de que lahomoteciafue mencionadainicialmente por uno delos
profesores sin una explicacion clara de su significado, |os profesores tuvie-
ron varias oportunidades, al elaborar lasdistintasfigurasy en lasdiscusiones
en el grupo, de ver: (i) e problemaimplicado en su concepcidén inicial con
respecto a factor multiplicativo y no aditivo que se debe emplear parala
ubicacién en las lineas de los puntos que determinan la nueva figura; (ii) la
posibilidad de aplicar unahomoteciaafiguras cuyoslados no son segmentos
rectilineos y por consiguiente no tienen vértices; (iii) la posibilidad de usar
lahomoteciay experimentar su utilidad para construir figuras semejantes; y,
(iv) la posibilidad de que a través de una homotecia podria plantearse una
definicion de semejanza entre figuras valida para cualquier figura.

No obstante los indicios de que | os profesores | ograron algiin aprendiza-
jefrente alos asuntos mencionados, consideramos que también hay indicios
de que €l aprendizaje logrado pudo no concretarse o afianzarse suficiente-
mente con €l taller. Por gemplo, como resultado de su trabajo en el caso del
rectangulo, en uno de los grupos reconocimos que: (i) advirtieron que trazar
una paralela a uno de los lados o0 sendas paralelas a dos de |os lados conti-
guos del recténgulo (cuando se quiere hacer la construccion de manera que
los dos recténgulos compartan un angulo) no constituyen estrategias exito-
sas para lo que se quiere; v, (ii) establecieron una estrategia que tiene en
cuenta las dos condiciones requeridas para la semejanza de poligonos (i.e.,
lacongruenciaangular de elementos homologosy laproporcionalidad delas
longitudes de lados homdlogos). Sin embargo, cuando trabajaron en el caso
del cuadrilatero se evidenci6 que las ideas desechadas y las establecidas en
relacion con las estrategias Utiles paralatareaen cuestion, no tuvieron el su-
ficiente peso y sustento como para utilizarlas con seguridad en este caso.
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En una direccion similar alo planteado inmediatamente antes, adverti-
mos que &l conocimiento de los criterios de semejanza para un determinado
tipo de figuras puede no necesariamente orientar su construccion. En efecto,
en uno de los grupos observamos la siguiente situacion que permite ilustrar
gue al parecer saber que dos rectangulos son semejantes si sus angulos ho-
mologos son congruentes y sus lados proporcionales no garantiza que la
construccion se haga teniendo en cuenta esas dos condiciones; para comen-
zar a abordar la tarea de construir una figura semejante a rectangulo dado,
|os profesores no explicitaron las condiciones requeridas, aungque durante el
trabajo con € tridngulo habian explicitado la necesidad de la congruencia
angular y la proporcionalidad entre lados homdl ogos para cualquier poligo-
no. Sin embargo, a hacer la construccion supusieron tacitamente que era su-
ficiente que la figura fuera un rectangulo. Una vez trazado el rectangulo
presuntamente semejante al dado, para verificar |la semejanza examinaron la
proporcionalidad entre lados homdlogos, 1o que los llevé a verificar que la
estrategia usada no era efectiva.

Esta observacion nos permite sefidlar que las acciones de construir rec-
téngulos semejantes y verificar semejanza entre rectangul os dados ponen en
juego y exigen conocimientos mateméticos conceptual esy procedimentales
diferentes. En efecto, lo realizado por los profesores para verificar la seme-
janza requiere, entre otras acciones, medir longitudes, medir amplitudes,
identificar el ementos homélogos, comparar medidas de amplitud de &ngulos
homol ogos para determinar si son o0 no iguales, comparar medidas de longi-
tud de lados homdlogos, dos a dos, para determinar si forman proporcion,
concluir con base en lainformacién recogida. Por su parte, construir un rec-
téngulo semejante auno dado podriarequerir, entre otras acciones, construir
un angulo congruente a uno dado, construir segmentos de longitudes pro-
porcionales alas de unos dados —I o que se puede hacer utilizando 0 no me-
didas— y realizar esas dos acciones en e orden adecuado para armar €l
rectangulo.

Si bien, como lo sefialamos antes, consideramos que el conocimiento de
los criterios de semejanza para un determinado tipo de figuras puede no ne-
cesariamente orientar su construccién, también creemos que a pesar de lo-
grar una construccién pueden no advertirse claramente los conocimientos
geométricos que la sustentan y que eventual mente podrian incorporarse ala
justificacion de la semejanza. Esto se evidencia a considerar como en un
grupo los profesores, luego de varios ensayos con un procedimiento que
emulaba de manera difusa elementos de la construccién através de lahomo-
tecia, consiguen construir un cuadrilatero semejante al dado a duplicar con-
venientemente sendos segmentos definidos por |os vértices del cuadrilatero
Y un punto P, pero —desde nuestra perspectiva— no consiguen relacionar
la accién de tomar dos veces la distancia del punto P a cada vértice, con €l
hecho de que larazdn de homoteciaes 2 y que, en consecuencia, lalongitud
deloslados del cuadrilétero construido son €l doble de lalongitud de losla-
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dos del cuadrilatero dado; mas bien, observamos que establecieron de ma-
nera errénea una relacién entre la ubicacién del punto P y € tamafio de la
figura semejante construida, como lo indican las afirmaciones “¢el factor de
ampliacion tendria que ver con la ubicacion del punto de fuga’, “el hecho
de que lafigura sea més grande o més pequefianos o estadando €l punto de
fuga’, “tocariacambiar el punto defuga[paraconstruir otrafigura semejan-
tealadada]”. Adicionalmente, no creemos que hayan visto que lajustifica-
cién de ese procedimiento se pueda hacer en términos de semejanza de
tridngul os, es decir, que hayan visto que al trazar dos semirrectas de origen
en un mismo punto P del plano, que contengan respectivamente los extre-
mos, Ay B, de un lado de lafigura, estén determinando el triangulo ABP y
gue luego, al tomar sobre tales semirrectas, dos veces la distanciadel punto
P acada uno de los puntos Ay B se estén determinando los puntos A’ y B',
tales que € triangulo A'B’ P es semgjante al tridngulo ABP 'y, en consecuen-
cia, quedo trazado el lado homélogo al lado de extremos A 'y B del cuadri-
|&tero dado, siendo 2 el factor de ampliacion (ver Figura N° 10).

/ A’
/ /
/ /

A A A
K\ ﬁ\/ -8
B //B B
5 5

Figura N° 10. Triangulos semejantes subyacentes en la homotecia

SOBRE UN INTERROGANTE PLANTEADO Y NO RESUELTO
POR LOS PROFESORES

Frente a interrogante que se plantean y no llegan a resolver (ver p. 75),
creemos que surgié vinculado a la estrategia establecida e indica que fue-
ron conscientes de que aumentar o disminuir la misma cantidad de longitud
a los lados del rectangulo no produce rectangulos semejantes. Quizés s
hubieran tenido una aproximacién general a asunto habrian podido encon-
trar facilmente la solucién. A continuacién se esboza una (ver Figura
N°11). Si @ rectangulo cuyos lados miden a+x y b+y es semegante a
rectangulo cuyos lados miden a y b, se cumple la proporcionalidad entre
las medidas de sus lados, es decir, (a+x)/a = (b+y)/b, de donde
resulta que x/y = a/b. Esto implica que el rectangulo cuyos lados miden
X Yy essemeante acada uno de los otros dos rectangul os mencionados.
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il |
|

| a+x

Figura N° 11. Aumentos o disminuciones proporcionales
para generar rectangul os semejantes

Al buscar si los factores de reduccion/ampliacion y las disminuciones/au-
mentosen €l largoy €l ancho de los rectangul osimplicados estan en propor-
cion (directa), larespuestafue negativa. Con respecto a este asunto, creemos
gue €l interrogante planteado de manera imprecisay su concrecion en una
cierta expresion numeérica indican una actuacién impulsiva, apoyada en €l
manejo de expresiones simbdlicas, sin dar aellas significado en € contexto
en que se esta trabajando. No advierten que, por ejemplo, existe proporcién
directaentre los factores 0.8 y 0.32 y las longitudes 4.16 y 1.664 y las lon-
gitudes 2.48 y 0.992 (longitudes obtenidas de aplicar dichos factores a las
longitudes del rectanguloinicial: 5.2y 3.1); y en consecuencia, no puede ha-
ber proporcidn entre tales factoresy las longitudes 1.04 y 3.536 y las longi-
tudes 0.62 y 2.108 (longitudes obtenidas de hacer las diferencias entre los
lados de | os rectangul os semejantes que se obtuvieron inicialmente), pero si
hay con certeza proporcion entre las parejas de |ongitudes mencionadas in-
mediatamente antes y los factores 0.2 y 0.68 (que son € complemento con
respecto ala unidad de |os factores tomados inicial mente).

UN BALANCE PARA TERMINAR Y RECOMENZAR

Luego de haber desarrollado la experiencia descrita en los anteriores apar-
tados creemos necesario hacer una especie de balance critico de la misma
gue constituya un nuevo punto de inicio, o al menos de referencia, paralas
futuras experiencias de disefio curricular. Este balance |o hemos organizado
através de varios titulos que contienen consideraciones resultantes de una
mirada ala actividad desarrollada por los profesores y 1os observadores.

CON RESPECTO A LASTAREASDEL TALLER

El hecho de no haber desarrollado la segunda y tercera partes del taller de
la manera prevista, nos impide hacer un balance critico de éstas. Sin
embargo, como la primera parte si se desarroll6 de manera bastante aproxi-
mada a como se habia planeado nos ofrece la posibilidad de hacer ta
balance.
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Al respecto de latarea del litera a, consideramos que fue una decisién
acertada entregar unaaunalasfiguras, pues asi no se anticiparon problemas
gue subyacen alaconstruccion de figuras con condiciones diferentes; habria
sido conveniente anunciarles qué cantidad de figuras se iban a entregar para
generar més conscienciade lalimitacion impuesta por el tiempo disponible.
También fue acertado el orden de entrega de las figuras pues implico, como
setenia previsto, la aparicion de nuevos problemasy el cuestionamiento de
las estrategias utilizadas.

De otra parte, vemos necesario considerar la pertinencia de algunos
cambios de distinta indole. Por gemplo, entre los instrumentos disponibles
se deberian incluir calculadoras para agilizar larealizacion de los posibles
calculos. Otro asunto sobre €l que aln no tenemos total claridad, se refiere
alaconveniencia de cambiar algunas figuras: presentar un tridngulo que no
searectangulo y un rectangulo parael cua ladiferenciaentrelas longitudes
de los lados adyacentes sea mayor. Un tercer cambio tiene que ver con la
ideadeincluir unatareainicial, através de la cua se pueda generar unare-
flexion y discusion acerca de laidea de semejanza que tienen los profesores
antes de realizar |as tareas de construccion y justificacion.

Con respecto alatarea propuestaen e literal b, logramos advertir que el
proceso de escribir con detalle |os pasos de la construccion de las figuras se-
mejantes, ayudé aque los profesores vieran | 0s supuestos tacitos que habian
hecho y la necesidad de explicitarlos y comprobarlos; adicionalmente, este
proceso contribuyé a que utilizaran un lenguaje mateméatico mas cuidadoso
paraexpresar sus realizaciones —e incluso a emplear notacionesy lenguaje
algebraico—, siendo maés precisos en €l uso de los términos. Sin embargo,
durante la implementacion no logramos que este proceso se realizara para
todas las figuras abordadas con o cual suponemos que se perdio en preci-
sién y concrecion respecto de los procesos empleados para es resto de las
figuras. Ademas, |a poca insistencia de nuestra parte en que se describieran
los procedimientos limitd las posibilidades de que los profesores através de
éstos pudieran reconocer que hay al menos dos ideas de semejanza (como
transformacion geométricay como relacion entre figuras geométricas) que
pueden depender del tipo de estrategiausada; asi por jemplo, si laestrategia
usada es la homotecia, la idea de semejanza que mejor se compaginaes la
de transformacién geométrica.

Definitivamente, consideramos que la tarea de justificacion, presentada
en €l literal c, fuey es medular. Desde nuestra perspectiva de 1o sucedido,
pensamos que la justificacion no constituye en si misma un objetivo del ta-
[ler sino mas bien un medio através del cua selogran cuestionar las condi-
ciones de semganza, se exige y promueve la comprobacion de la
satisfaccion de éstas, y se gana en consciencia sobre el carécter necesarioy
suficientes de tales condiciones.

Finalmente, debemos precisar que € taller, en su conjunto, no sugiere
rumbos didécticos parala ensefianza de la semejanza; éstano essuintencion
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genera. No obstante, si involucra una reflexion sobre el conocimiento ma-
tematico que constituye un insumo importantisimo alahoraen quelos pro-
fesores deban disefiar una propuesta didéctica para promover el aprendizaje
de la semejanza en los cursos de geometria de sus instituciones escolares.

CON RESPECTO A LA IMPLEMENTACION

En primer lugar, € tiempo estimado para €l desarrollo de cada una de las
partes del taller fue bastante reducido en comparacién con el tiempo
empleado. Este hecho puede justificarse parcialmente en que estimamos €l
tiempo requerido sobre la base del tiempo empleado por nosotros para
resolverlo trabajando de maneraindividua y no en grupo, lo cual no permi-
ti6 que hubiese espacio parala discusion o conversacion con otros, ni para
gue cada quien presentara su(s) estrategia(s) empleada(s) a los demas, cir-
cunstancias que si se dieron en laimplementacion del taller con los profe-
soresy gque tomaron un tiempo considerable. Por otro lado, la no presencia
de un observador que cuestionara los resultados del trabajo, mientras resol-
viamos €l taler, disminuy6 la posibilidad de generar una revision de las
estrategias, las justificaciones, las construcciones, etc. También, la diferen-
ciaentre los tiempos estimados y empl eados pudo deberse a que en algunas
partes del taller los profesores dirigieron su atencion a aspectos secundarios
0 marginales del trabgjo (v.g., la insistencia de construir a través de una
rotacion, una figura congruente a la figura semejante ya construida), o ala
realizacion de célculos aritméticos sin recurrir ala calculadora. En conse-
cuencia, reconocemos que para una préxima implementaci én debemos pre-
ver un tiempo mayor para € desarrollo del taler, hacer la previsién con
base en unaimplementacion que contempl e la actividad de grupo, asi como
estar atentos a reorientar la actividad de los profesores cuando advirtamos
gue se ocupan de aspectos no centrales para €l taller; con respecto a esto
ultimo, creemos conveniente anticipar tales aspectos y disponer de poten-
ciales reacciones parareencauzar € trabagjo.

En segundo lugar, debemos referirnos a nuestra actuacion en laimple-
mentacion del taller. En nuestra condicidn de observadores del desarrollo
del taller en repetidas oportunidades tuvimos duda acerca de si hacer o no
intervenciones ante el trabajo delos profesores (v.g., presentar unapregunta,
expresar un comentario en favor o en contra, establecer una respuesta alter-
nativa, realizar unaaccion o expresion de aceptacion o rechazo, etc.). Estas
dudas pueden explicarse de diferente manera. De un lado, reconocemos que
€l papel de observador genera ciertas restricciones alaintervencion, pueses
evidente que cualquier intervencion modificay condiciona la actuacion na-
tural de los profesores, aspecto que interesa observar. De otro lado, es tam-
bién claro que a pesar de que en la etapa de disefio hayamos realizado un
estudio y reconceptualizacion de la semejanza geométrica, no siempre nos
sentimos suficientemente seguros con el conocimiento geométrico a canza-
do, ni siempre el conocimiento didactico logrado por la reflexion y actuar
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docentetieneun nivel tal que garantice quelasintervenciones efectivamente
beneficiaran el aprendizaje de los profesores que abordan €l taller. Un tercer
aspecto a considerar es precisamente el hecho de que estamos convencidos
de que cada quien logra una apropiacion especificade lasintenciones del ta-
ller y que apesar de haber comentado y discutido talesintenciones, quedala
dudadesi lasintervenciones favoreceran el logro de dichasintenciones. Un
ultimo aspecto tiene que ver con la anticipaci én de respuestas; si bien, como
se puede evidenciar en este documento, habiamos previsto varias respuestas
de los profesores a las diferentes tareas propuestas en €l taller, no explicita-
mos las reacciones posibles y potencialmente convenientes que a modo de
guién nos of recieran un marco de accién reflexionado con anterioridad.

Para una préximaimplementacion del taller, si bien contamos con laex-
periencia brindada por la implementacion objeto de este articulo, creemos
necesario explicitar de manera més precisa las intenciones de aprendizaje
del taller y las reacciones posibles de | os observadores (tales como comen-
tarios, preguntas, € emplos, contragjemplos, enunciados matematicos, etc.).

De otra parte, sentimos la necesidad de expresar nuestra reflexion sobre
laplenaria. Consideramos que ésta constituyé fundamental mente un espacio
de socializacién del trabajo realizado, pero no constituy6 un espacio para
institucionalizar y construir una conscienciacolectivaal respecto del trabajo
elaborado. Si bien en la plenaria se presentaron |os procedimientos emplea
dos para construir las figuras semejantes y se reprodujeron los argumentos
gue podrian sustentar la existencia de semejanza entre | as figuras—aspectos
importantes en el taller—, no se abordé con profundidad la discusién en tor-
No a otros aspectos no menosimportantes. Por ejemplo, no serealizd unare-
flexién sobre el concepto de “forma’ y sobre la posibilidad y limitacion de
establecer unarelacion de la semejanza geométrica—en tanto concepto ma-
temati co— con éste. Tampoco se abordaron con detallelas diferencias esen-
cides entre las diferentes estrategias de construccion utilizadas ni las
reelaboraciones con respecto aladefinicidn de semejanza quelos profesores
habian logrado en el desarrollo del taller. Lo anterior se pudo deber alali-
mitacién del tiempo, a la decision de cambiar |la estrategia de trabajo en la
segunday tercera parte del taller y ala consecuente poca preparacion de la
plenaria bagjo estas nuevas condiciones. A pesar de esta mirada criticaalo
efectivamente realizado en la plenaria, tenemos la percepcién de que las ac-
ciones y discusiones desarrolladas si contribuyeron a ganar consciencia en
cadauno delos profesores asistentes; de hecho creemos que quienesno asis-
tieron a ésta quedaron a menos de la mitad de camino en lareflexién y re-
elaboracion en torno ala semejanza geométrica.

SOBRE LA ESCRITURA DEL ARTICULO

Finalmente, debemos expresar nuestra satisfacciéon a haber logrado reali-
zar una experiencia similar a la que les proponemos a los profesores que
vivencien como parte de la estrategia de un programa de desarrollo profe-
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sional; esto nos ha permitido experimentar de manera directa algunas ten-
siones y satisfacciones ligadas a proceso de disefio, implementacion y
andlisis de lo observado. Ademéds, nos sentimos muy a gusto a poder con-
tar con un documento que ilustra lo que pretendemos se concrete como
reporte escrito de la experiencia de disefio y desarrollo curricular. Conside-
ramos que s hien este articulo puede contener una serie de falencias y
defectos, constituye un referente para futuras experiencias similares.
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APENDICE
TALLER SOBRE SEMEJANZA GEOMETRICA

PARTE 1 (TIEMPO ESTIMADO: UNA HORA Y MEDIA)
El siguiente trabgjo es para realizar en grupo de tres o cuatro profesores. Cada grupo
deberaregistrar por escrito los resultados de | as tareas propuestas.

Para cada una de las figuras que se van air entregando™:

a. Dibujen unafigura que no sea congruente pero si semejante (para estatarea
pueden emplear los materiales, instrumentos y equipos que estan sobre la
mesal?).

b. Den cuenta de los pasos que siguieron para hacer la nueva figura, regis-
trando detalles de los aspectos geométricos involucrados.

c. Justifiquen por qué las figuras son semejantes.

PARTE 2 (TIEM PO ESTIMADO: TRES CUARTOS DE HORA)
El siguiente trabajo es para realizar en el grupo o entre grupos. Cada grupo debera
registrar por escrito |os resultados de |as tareas propuestas.

d. Expliciten todos|os procedimientos diferentes que hayan sido utilizados en
la construccion de figuras semejantes. Pongan a prueba cada uno de tales
procedimientos para determinar para cada figura cudes sirven y cuales no.

e. ldentifiguen o disefien un procedimiento que permita construir figuras
semejantes a cualquiera de las trabajadas. Describanlo.

f. Examinando las justificaciones dadas para |a tarea del literal ¢, describan
las condiciones para que dos figuras sean semejantes. Procuren que la des-
cripcion sea aplicable a la mayor cantidad de figuras abordadas. El reto es
gue su descripcién pudiera aplicarse atodas las figuras abordadas.

PARTE 3 (TIEMPO ESTIMADO: MEDIA HORA)
En plenaria cada grupo presentaré el resultado de las tareas de la Parte 2 del taller.

ANCHOD

figuraa figurab figurac  figurad figurae figura f

Figura N° 12. Figuras entregadas a | os profesores

11. En la Figura N° 12 se muestran |as figuras entregadas a los profesores y la secuencia en
que esto se hizo.

12. Reglas graduadas, escuadras, compases, transportadores, un retroproyector de acetatos,
transparencias, marcadores, bandas de caucho, papel cuadriculado y papel blanco.
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MARGARITA MANTILLA Y NUBIA CARRENO?

Sereportan detalles de una experiencia de desarrollo profesional en la
que tuvimos oportunidad de aproximarnos al estudio de algunos
aspectos de la razon como tépico matemético. Como parte de la expe-
riencia se disefié una secuencia de actividades para los estudiantes, se
implementd, se analizaron los resultados y finalmente se llegd hasta
escribir €l presente articulo. Fueron de especial valor para nosotros la
reconceptualizaciéon que pudimos hacer con respecto a la razon, la
consciencia que ganamos sobre la complejidad del tema tanto para los
estudiantes como para los docentes y el aporte que para nuestro cono-
cimiento representé el gjercicio de escribir este articulo.

INTRODUCCION

La experiencia a la que nos referimos en este articulo se llevd a cabo en el
marco del “Programa de desarrollo profesional para profesores de matema-
ticas de Escuelas Normales Superiores’ que fue orientado por € grupo
“una empresa docente” de la Universidad de los Andes. En pocas palabras,
€l trabajo que realizamos se enfocd en el disefio de una secuencia de activi-
dades de ensefianza de un tépico matemético especifico —larazén—, en su
implementacion y observacién, y en e andlisis de resultados; este trabajo
fue apoyado por las actividades realizadas en los seminarios del Programa,
la lectura de varios articulos que nos permitié reconceptualizar nociones
implicadas en |a ensefianza del tema en cuestion, y una reflexién sobre la
forma como en la escuela se ha venido ensefiando la razén, que tuvo su
fuente en una mirada a la presentacion que algunos libros de texto hacen
del topico.

Laimplementacién de la secuencia de actividades se realizd con grupos
de estudiantes de grado séptimo y octavo de educacion bésica secundariaen
la Escuela Normal Maria Montessori de Bogoté.

1. Losautores agradecen a Patricia Perry sus comentarios y sugerencias a las varias versio-
nes por las que pasd la elaboracion de este articulo.

PERRY, P., GUACANEME, E., ANDRADE, L. Y FERNANDEZ, F. (EDS.) (2003). TRANSFORMAR LA
ENSENANZA DE LA PROPORCIONALIDAD EN LA ESCUELA: UN HUESO DURO DE ROER (PP. 95-112).
BOGOTA: UNA EMPRESA DOCENTE.
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ELEMENTOS CONCEPTUALES

Para el desarrollo del proyecto se consultaron basicamente cuatro docu-
mentos; Freudenthal (1983), Schwartz (1988), Vergnaud (1991) y MEPS
(1998). En esta seccidn registramos algunos de |os elementos conceptual es
gue llamaron nuestra atencién a hacer la lecturay, en cierta forma, trata
mos de considerarlos tanto en € disefio de actividades como en el andlisis
de los resultados obtenidos.

En términos generales, en los referentes tedricos consultados no se con-
siguié unadefinicidn concretadel concepto de razdn. Los planteamientos de
los autores giran en torno a conceptos tales como: fraccion, funcion, rela
cién de equivaencia, estructura multiplicativa, magnitud, cantidad y medi-
da. Por otra parte, los autores coinciden en mencionar las dificultades a las
gue se enfrentan |os docentes y educandos cuando abordan €l estudio de la
razon.

Schwartz (1988) se refiere a cantidades adjetivadas (cantidades que tie-
nen un referente) para mencionar las cantidades que surgen en los procesos
de contar, medir o hacer calculos con cantidades contadas o medidas. Asi,
(20, dulces/bolsa, cantidad de dulces por bolsa), (5600, $, costo del articulo
X), (3.8, m, largo de una mesa), (60, km/h, rapidez de un vehiculo) son
egjemplos de cantidades adjetivadas. Denomina extensivas a las cantidades
adjetivadas que surgen en procesos directos de conteo o medicion o a sumar
o restar cantidades contadas o medidas y que describen la cantidad del atri-
buto que tiene el objeto en cuestion, en tanto que denominaintensivas alas
cantidades obtenidas al dividir cantidades extensivas y que en realidad no
hacen referencia a cantidad sino a calidad y son propiedades que permiten
caracterizar un todo a partir de unamuestra. Parailustrar o que es una can-
tidad intensivay su diferencia con las extensivas, €l autor propone conside-
rar un montén de granos de café descrito por las tres cantidades siguientes:
(5, libras, peso del café), (15000, $, costo del café) y (3000, $/libra, precio
por libra de café) —esta Ultima es una cantidad intensiva en tanto que las
otras dos son extensivas— Y al respecto afirma que

La cantidad precio por libra es una clase diferente de descriptor del
café. Mientras que las dos primeras cantidades describen todo el
montdn de granos de café, |a cantidad precio por libra puede descri-
bir no sélo todo el montdn de granos sino también un solo grano de
café o un camién cargado de tales granos. Es un descriptor de una
‘cualidad’ del caféy no delacantidad de café. (p. 43)

Schwartz sefiala también que las cantidades intensivas se pueden reconocer
por € hecho de que sus unidades de medida contienen el término “por” aun-
gue ocasionalmente sea tacito como por ejemplo en el caso de latemperatu-
ra en la que “un grado es una medida de la energia cinética promedio por
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particulaen un material” y también en € caso de lavelocidad expresada en
nudos (milla nadtica por hora). Ademas, destaca €l hecho de que las canti-
dades intensivas no dan informacién acerca del nimero o cantidad de las
cantidades extensivas implicadas, sino de una relacion entre tales cantida-
des; por gjemplo, lacantidad intensiva, 5 dul ces por nifio, asociadaa evento
derepartir dulces entre un grupo de nifios no informani sobre la cantidad de
nifios ni sobre la cantidad de dulces implicados en un evento particular de
tal reparticion.

En términos generales, la representaci 6n gréficade una cantidad intensi-
va es més dificil de comprender que la de una cantidad extensiva: ésta se
puede representar por un punto ubicado de maneraapropiadasobre unarecta
numérica, en tanto que la cantidad intensiva requiere de una representacion
en un plano mediante unainfinidad de puntos colineal es cuyas coordenadas
satisfagan larelacion en cuestion. En laFiguraN° 1 se exhibe larepresenta-
cion gréfica de dos cantidades intensivas y la de dos extensivas.

Por otra parte, Schwartz afirma que ver la multiplicacién Unicamente
como suma repetida se constituye en un obstaculo para comprender la mul-
tiplicacion entre una cantidad intensivay otra extensiva puesto que se trata
de unasituaci én que puede conducir aun resultado cuyo referente esdistinto
a referente de las dos cantidades que lo producen. Es el caso de lamultipli-
cacion delas cantidades 24 chocol atinas/librade chocolate y 2 libras de cho-
colate, cuyo producto da como resultado 48 chocol atinas, situacion estaque
no se puede explicar como sumarepetidade lacantidad intensivaimplicada.

Vasco (2000, p. 22) reconoce la dificultad que parael alumno comporta
la comprension de las cantidades intensivas y sefidlala necesidad de que la
ensefianza aborde dicha dificultad:

L as mediciones deben ir mucho mas alla de las medidas de magnitu-
des llamadas “extensivas’, como las longitudes de las lineas, las
areas y los volumenes de las figuras geométricas, para pasar a las
magnitudes més dificiles, que son lasllamadas “intensivas’, como la
velocidad de un vehiculo, la aceleracion, la densidad de un cuerpo
solido o |a eficiencia de un motor, que pueden desarrollarse directa-
mente por el gercicio de un pensamiento métrico refinado o repre-
sentarse cComo razones entre magnitudes extensivas.

Freudenthal (1983) sefialaquetransformar larazdn en un cociente, situacion
que setiene a interpretar, por ejemplo, laexpresién “como 3 esa4” en tér-
minos de “ 3 dividido por 4", es privarla de lo que la hace valiosa como ra-
zon. Con respecto al significado queleespropio alarazon, el autor serefiere
alaposibilidad de hablar sobre igualdad (o desigualdad) de razones sin co-
nocer el tamafio de la razon, lo que implica ser capaz de decir con sentido
“aesabcomocesad’ sinanticipar que“a esab” se puede reducir aun
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Figura N° 1.

ndmero o valor de magnitud, a/b, que es el mismo a que se podriareducir
laexpresion“cesad”.
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Para referirse a razones que relacionan pares de nimeros (vaores de
magnitud) de un mismo sistema, Freudenthal habla de razonesinternas; por
gemplo, en e caso del movimiento uniforme “en tiempos iguales se reco-

rren espaciosiguales’ dalugar alaexpresion e, /e, = t;/t, formada por
razones internas. Si se trata de larelacién de valores de dos sistemas se re-
fiere arazones externas; por giemplo, laexpresion e, /t; = e,/t, estable-

ce la caracteristica del movimiento, en este caso, que la velocidad es
constante. Segun el investigador, el intercambio de términos en la primera
proporcion para obtener la segunda es bastante usual, sin embargo, la com-
prension del paso de una a otra proporcién comporta razonamientos no f&
ciles para quien aprende pues exige poner en juego conceptos tales como
relacién, funcion, magnitud, entre otros. Indica entonces que hay un paso
cognitivo muy grande entre las razones internasy las externas.

Vergnaud (1991), aludiendo ala estructura multiplicativa pone de mani-
fiesto la existencia de dos grandes categorias de relaciones que comportan
multiplicacién o division. Unade dichas categorias esté formada por relacio-
nes que involucran cuatro medidas y la otra, por relaciones que involucran
tres medidas. Parailustrar o correspondiente a niimero de medidas impli-
cadas en larelacién, véanse las dos situaciones planteadas en laFiguraN° 2.

Pagué doce mil pesos por tres botella de vino. ¢Cud es €l precio de una
botella?

Tres muchachos y cuatro muchachas quieren bailar. Cada muchacho
quiere bailar con cada muchachay viceversa. ¢Cuéntas parejas se pueden
formar?

Figura N° 2,

En el primer caso, las cuatro medidas implicadas en la relacion son: 12000
pesos, 3 botellas, el precio de 1 botella (X), y, 1 botella. En € otro gjemplo,
las cantidades implicadas son: 3 muchachos, 4 muchachas, el nimero de pa-
rejas que se pueden formar (y).

Con respecto a las relaciones cuaternarias (es decir, las que involucran
cuatro medidas) sefidla Vergnaud que dos de las medidas implicadas corres-
ponden a una misma cantidad y |as otras dos, a otra cantidad, y que aunque
con variaciones relativas al lugar en que aparece ubicado el valor descono-
cidoy s setiene o no informacién acerca de la unidad para una de las dos
cantidades implicadas, se puede esquematizar este tipo de relacién, asi:

Cantidad A Cantidad B
ay by
ay X
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Refiriéndose alas posibles dificultades que enfrenta un nifio en laresolucién
de situaciones en las que hay implicada unarelacién cuaternaria, €l autor ad-
vierte laimportancia de que la ensefianza considere aspectos tales como: (i)
si las cantidades corresponden a magnitudes discretas o continuas, (ii) si las
medidas son niimeros enteros o no, (iii) qué se buscay con qué informacion
Se cuenta.

Ademas, al respecto delos procedimientos pararesolver situaciones que
involucren relaciones cuaternarias, destaca dos. Uno que tiene en cuenta la
relacion entre las dos medidas de una cantidad y para obtener el valor des-
conocido recurre a encontrar un “operador sin dimension” o “escalar”. El
otro procedimiento tiene en cuentalarelacion entre medidas correspondien-
tes de diferentes cantidades y para obtener el valor desconocido recurreaun
factor funcional entre las cantidades implicadas. En la Figura N° 3 se pre-
sentan | os esquemas correspondientes al os dos procedi mientos descritos; en
el primero, se usaun operador escalar en tanto que en el segundo, un opera-
dor funcional:

Botellas  Pesos
< x ' 4000 pesog/botella >

3 12000
B, L@ 1200
1 X

1—» X

Botellas  Pesos

Figura N° 3.

Un grupo de profesores asociados bajo el nombre “Matemética Elemental
desde un Punto de Vista Superior” (MEPS) trabaja alrededor de los siguien-
tes conceptos. magnitud, cantidad, medida y relacion de equivalencia. En
MEPS (1998) se plantean |as siguientes definiciones: Una magnitud parala
cual se puede definir laigualdad, la desigualdad y la adicién se denomina
extensiva; asi, por ggemplo, lalongitud, €l dreay la capacidad son magnitu-
des extensivas. Una magnitud parala cual se pueda definir laigualdad y la
desigualdad pero no la adicion se denominaintensiva; asi, por giemplo, la
temperatura, la velocidad son magnitudesintensivas. Razén es unafraccion
algebrai ca que rel aciona cantidades o magnitudes, mientras que €l cociente
es una razon reductible a una fraccién numérica o a un nimero abstracto.

UNA OJEADA AL TRATAMIENTO DE LA RAZON
EN ALGUNOS LIBROS DE TEXTO

En e medio educativo colombiano, €l texto escolar es un recurso que
apoya el proceso ensefianza - aprendizaje y ocupa un lugar significativo en
el aula en la medida en que es un elemento a disposicion del estudiante y,
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en no contadas ocasiones, también guialas accionesy decisiones del profe-
sor con respecto a la ensefianza de temas especificos. Sin embargo, para €
caso particular del concepto de razén vemos la necesidad de que e profesor
use criticamente las propuestas incluidas en los libros de texto, pues de no
hacerlo, éstas se pueden constituir en uno de |os obstéculos para €l aprendi-
zaje del topico; a esta consideracion llegamos después de haber examinado
con algun cuidado la presentacién que del tema hacen tres libros de texto,
andlisis que hicimos cuando estdbamos en latarea de concretar el disefio de
actividades para implementar en este proyecto. A continuacién presenta-
mos algunas de las anotaciones que a respecto hicimos a la luz de nuestra
comprensién de las | ecturas realizadas.

En Beltran, Rodriguez, Dimaté (1996, p. 178), para incursionar en €l
concepto de razoén, |os autores presentan la siguiente situacion:

Ejemplo. En una fruteria por cada 12 naranjas se obtienen 3 vasos
dejugo. Comparemos el nimero de naranjas utilizadas para producir

los vasos de jugo por medio de un cociente indicado: %2 .

Solucién. Este tipo de comparacion recibe el nombre de razon; asi,
tenemos larazon entre el nimero de naranjas exprimidasy € nime-

ro de vasos de jugo obtenidos. Cuando se simplificalarazén %2 se

obtienelarazon ‘11' , lo queindicaque por cada cuatro naranjas se ob-

tiene un vaso de jugo.

Conclusion. Unarazén es el cociente indicado entre dos cantidades.
a < antecedente

b « consecuente”

Aungue la situacion planteada se refiere a la “comparacion” entre valores
correspondientes de dos cantidades extensivas diferentes (nlimero de naran-
jasy nimero de vasos de jugo) e incluso se designa dicha comparacion con
una cantidad intensiva (“por cada cuatro naranjas se obtiene un vaso de ju-
go"), laexplicacion dada sobre cémo pasar de unaaotraexpresiéon delacan-

tidad intensiva (es decir, cOmo pasar del cociente indicado 132 a g') por

simplificacion de la razon, muestra un tratamiento que destaca la existencia
de un operador multiplicativo adimensional que permite pasar de un vaor a
otro dentro de lamisma cantidad (el operador que reduce ala tercera parte
tanto alacantidad de naranjas como ala cantidad de vasos dejugo). Por otra
parte, definir larazdén como un cociente indicado, es decir, como la expre-
sién de una operacién entre dos nimeros despojaal concepto de razén de su
carécter de relacion entre dos nimeros.
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En Camargo, Garcia, Leguizamon, Samper y Serrano (1999b, p. 119), en
la unidad dedicada a la variacion proporcional, €l topico se inicia con una
presentacion historica en la que se mencionan comparaciones entre magni-
tudes de la misma especie y también relaciones entre magnitudes diferentes.
Enseguida se plantea una situacion con un referente concreto, que es usada,
por una parte, para precisar que “[...] cuando comparamos magnitudes ho-
mogéneas (de la misma especie), podemos establecer razones’ y, por otra
parte, para mostrar que se pueden relacionar magnitudes de diferente tipo,
estableciendo el cociente entre pares de valores de ellas —cociente, que en
ocasi ones es constante.

El tratamiento descrito nos hace pensar, en primerainstancia, que las au-
toras pretenden no reducir larazén a un cociente; sin embargo, dudamos de
esta interpretacion a advertir que no explicitan una conexion precisa entre
cocientey razon que nos permitasaber con certezacual esladiferenciaentre
dichos conceptos, y, observar que en € libro de la misma serie (Camargo,
Garcia, Leguizamén, Samper y Serrano, 19993, p. 257), para el grado ante-
rior, obtienen razones equival entes mediante amplificacion y simplificacion
de fracciones.

En Moray Pardo (1995, p. 100) € temade larazon seiniciaasi:

Una razén entre dos nimeros racionalesay b, b#0, es e co-

cienteindicadoentreay b. Seexpresaa: bo & El nimeroarecibe

b
el nombre de antecedente de larazon y € nimero b recibe el nom-
300 4 m

bre de consecuente de la razon. Por ejemplo, 55 %8N
razones.
Ejemplo: Un automavil recorre 160 km por cada 5 galones de gaso-
lina. ¢(Cud esd rendimiento del automdvil por galén de gasolina?
Solucion: Llamamos rendimiento del automévil alarazén entre los
kilébmetros recorridos y los galones consumidos. Asi, € rendimiento
160km
5gal
32 km por galén de gasolina.

r= = 32km/gal. Luego: € rendimiento del automavil es

Atendiendo alo que se explicita en la definicién y alos gjemplos de razén
que se presentan, percibimos que el concepto derazén seinclinahacialano-
cion de cociente indicado de dos niimeros y reconocemos, como ideaimpli-
citade razon, la definicion de razén homogénea en la que no se mencionan
magnitudesy por tanto el campo de trabgjo es el numérico. Sin embargo, la
situacion con referente concreto que se incluye como g emplo, dalaideade
razon heterogénea, con lo cual es clara una contradiccién en la discusion.
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Después de | as precisiones anteriores, consideramos que €l acercamien-
to realizado al tratamiento que algunos libros hacen para el concepto de ra-
zon, nos permitié advertir los siguientes hechos:

 Larazdn externa se mencionaatravés de g emplos pero se aban-
donaen favor del uso del cociente.

e Hay involucrados muchos términos (por gemplo, razén, fun-
¢ion, magnitudes, operador, medida, proporciones, proporciona
lidad) que no necesariamente estdn definidos con precision y
ademas falta establecer relaciones entre los significados de
dichos términos.

* A pesar de establecer diferencia entre los dos tipos de razones
no se explora cadatipo.

El transito de | as proporciones formadas por razones entre canti-
dades del mismo sistema a las proporciones formadas por razo-
nes entre cantidades de dos sistemas, se aborda sin tener en
cuenta el salto cognitivo que demanda.

En las definiciones utilizadas se hace referencia a cociente
(nimero). Sin embargo, la mayoria de gemplos propuestos
corresponden a andlisis de una razon externa; asi, se ve clara-
mente unainconsistencia en el discurso escolar.

El contexto que se privilegia es el cotidiano y €l tipo de repre-
sentacion eslatabular.

El dgjar de lado las unidades de medida conduce a resultados
numéricos; este hecho parece no facilitar la construccion del sig-
nificado de la razon en una situacion especifica.

LA SECUENCIA DE TALLERES

LA INTENCIONALIDAD Y LOS LOGROS QUE SE BUSCABAN

Con base en los planteamientos de los autores consultados se disefié una
secuencia de tres talleres (ver Apéndice) con los que pretendiamos que los
estudiantes comenzaran a construir laidea de que larazén implica concep-
tostales como: funcion en sus diferentes representaciones, relacion o indice
de comparaciony operador funcional.

Las preguntas formuladas iban encaminadas a establ ecer relaciones en-
tre las cantidades involucradas. Con respecto a indice de comparacion es-
perdbamos que los estudiantes descubrieran que permite describir un
atributo que se refiere a calidad y no a cantidad y, por lo tanto, es posible
usarlo tanto en unamuestracomo con el conjunto del cual provienelamues-
tra. Para ello queriamos que observaran que en las situaciones presentadas
se conserva larazén y que las unidades de medida juegan un papel impor-
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tante como parte del significado de larazon; pensdbamos que era provecho-
so que manejaran diferentes formas de representacion teniendo en cuenta el
significado de larazon en cada una. Asi, pues, con respecto alas respuestas
alas varias actividades planteadas en los talleres, veiamos como deseable
gue los estudiantes:

* Encontraran y expresaran € indice de comparacion en cada
situacion; tal expresion podia tomar varias formas, por g emplo,
para la primera actividad podia ser: “por cada 3 nifios hay 5
nifias’, “3 nifios : 5 nifias’, “3 nifios/ 5 nifias’ o las expresiones
correspondientes habiendo invertido € orden de larelaciéon.

Al reunir dos, tres, cuatro o mas muestras, vieran y expresaran €l
hecho de que €l indice de comparacion se conserva, es decir,
parael caso de laprimeraactividad sigue siendo que “por cada 3
nifios hay 5 nifias’.

Frente a situaciones que implican comparacion entre dos siste-
mas diferentes y cantidades de magnitudes diferentes (por ejem-
plo, nimero de nifios comparado con nimero de nifias, nimero
de sobres comparado con nimero de tijeras, libras de chocolate
comparado con ndmero de chocolatinas), hicieran uso de lasres-
pectivas unidades de medida.

Se dieran cuenta de que €l indice de comparacion sereflgjaen la
gréfica cartesiana en € hecho de que los puntos, correspondien-
tes a las muestras de diferente tamafio, quedan alineados entre
ellosy con € origen del plano cartesiano; es decir, notaran que
al representar la relacion en e plano, los puntos se encuentran
alineados con respecto a origen.

Encontraran una relacion entre la razon externa con unidades de
medida y la constante de proporcionalidad, con la idea de com-
parador y no de cociente indicado.

IMPLEMENTACION

Laexperiencia se realizd con estudiantes de grados séptimo y octavo; estos
ultimos habian estudiado el tema en el curso anterior. En tres sesiones de
clase, cada una de setenta y cinco minutos, los estudiantes trabajaron en
grupos pequerios paradesarrollar los primeros dos talleres; el tercero no fue
implementado por condiciones gjenas a nuestra voluntad. En laimplemen-
tacion estuvimos presentes en calidad de observadores dos o tres de los
autores de este articulo. A cada grupo se le entregd una copiadel talery el
grupo entregl por escrito su respectiva respuesta.
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ALGUNOS RESULTADOS

En esta seccién presentamos un reporte de las diversas respuestas que die-
ron los grupos de estudiantes a la primera actividad del primer taler. Las
respuestas de un grupo alos itemsb, c, d, ey f serefieren a total de perso-
nas que hay en e nimero de filas que consideran cada vez. Dicen, por
ejemplo, “En cuatro filas hay 32 estudiantes’; ademas, destacan que “Por
cada fila van aumentando 8 estudiantes’. Todos los demas grupos, en sus
respuestas mencionan el total de nifiosy el total de nifias que hay en la can-
tidad de filas que estén considerando, explicitan la comparacion, la simbo-
lizan y destacan lo que ven de comUin en las respuestas. El siguiente cuadro
presenta un resumen de tal es respuestas:
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hay ]0 2ikas en 6/10 filas, el antecedente Yy el
Zas dos /f«;Zau consecuente var awmenrtanrdo
A
6 i /10 ik 3 6 7 )2 /5 /8
thos has = = e = == = = - =
.2/ 3 2 70 75 20 25 30
= 3
Lauivalentes
Zn todos Zos casos hay WA s
Para #res filas J5—9 - ¢ %iRkas gque nifos y los Zikos
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dan midltiplos de 3 y Zas
nikas, midltiplos de T
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L as péifc'r’c?ﬁcias vax
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Sé TeuNntmMos
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Fres f”lZﬂJ seis 751;245:
Fendriamos Por cada & nifas siempre
el #riple de habrd 3 nifos

_ 1 sV 43X - 48
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nihas
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Ante latareade construir unatabla que mostraralas comparaciones realiza-
das (item g), las respuestas fueron coherentes con el trabajo anterior; asi, las
dos hileras de la tabla contenian respectivamente informacion sobre el nd-
mero defilas reunidasy € nlmero de personas, o, € niimero de filas reuni-
dasy ladiferencia entre nimero de nifias y de nifios, o, el nimero de nifios
y €l nimero de nifias segun la cantidad de filas reunidas —esta Ultima res-
puesta fue la de la mayoria de los grupos.

Aungue no todas la tablas construidas se referian a nimero de nifios y
nifias, la gréfica cartesiana realizada por todos los grupos si, puesto que en
el enunciado de latarea (item h) se pediaexplicitamente. Lagraficaobtenida
por algunos grupos cumple a cabalidad las convenciones que regulan ese
sistema de representacion; sin embargo, también encontramos algunas defi-
ciencias en las gréficas construidas por otros grupos. Por jemplo:

» apesar de que se pedia que las parejas ordenadas representaran
(ntmero de nifios, nimero de nifias), no se respetala convencion
de que los primeros elementos de | as parejas ordenadas se repre-
sentan sobre el eje horizontal;

» marcan sobre los egjes divisiones para representar los valores
implicados pero 1o hacen sin recurrir a una unidad de medida
especifica;

* conectan los puntos con una linea recta, probablemente, sin

advertir que asi incluyen unainfinidad de puntos que no se pue-
den interpretar en €l contexto de la situacion tratada.

Con respecto a las respuestas del item h, nos [lamd la atencidn de manera
particular que tres grupos usaran el procedimiento que describimos a conti-
nuacion; casi ala mismadistancia del punto (0, 0) sobre €l gjex y sobre el

gey ubican respectivamente a 3y a 5; a partir de tales puntos construyen
sendas escal as sobre los g es con multiplosde 3y de 5, de maneraquelamis-
ma longitud sobre x representa 3 unidades y sobre y representa 5 unidades
pero no coincide con lo que representd inicialmente 3 0 5 unidades; a ubicar
en tal plano los puntos correspondientes a las parejas de la tabla, con dicho
procedimiento obtienen una serie de puntos alineados que no necesariamen-

te estén alineados con € origen del plano cartesiano (ver Figura N° 4).

y

X
36 9121518
Figura N° 4.
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A lapregunta acercade si ven alguna caracteristica de |os puntos represen-
tados en el plano cartesiano (item i), la mayoria se refiere ala colinealidad
aunque expresan ese hecho de varias maneras y en ninguno de los casos
mencionan si esa alineacién se da o no con e origen del plano cartesiano;
algunos de los enunciados hechos son: “los puntos estan ubicados en diago-
nal”, “todos los puntos van en linearecta’, “s trazamos una recta entre los
puntos coincidimos que | as razones son equivalentes’, “10s puntos que unen
antecedente con consecuente van en diagonal” y “todos | os puntos coinciden
y se puede trazar una recta que contenga todos los puntos’.

Casi todos los grupos hicieron € diagrama sagital (item j); en algunos
casos dibujaron flechas en ambos sentidos, en otros solo del primero a se-
gundo conjunto y en otros casos no dibujaron flechas; sblo en un caso, el
diagramatiene ademas de | os val ores consi derados unos puntos suspensivos
con lo que probablemente & grupo quiere indicar que se podrian incluir mas
pargjas. Para explicar como se establece la correspondencia entre los con-
juntos (item k), varios grupos se refieren aque por cadatres nifios de un con-
junto, hay cinco nifias en e otro conjunto: “cuando aumentan tres nifios,
aumentan cinco nifias’, “siempre tenemos en cada fila cinco nifiasy tres ni-
fios’; “en el saldn hay més nifias que nifios porque por cada tres nifios hay
cinco nifias’; ademas, en algunos casos hubo mencidn a hecho de quelaco-
rrespondencia esta determinada de manera inica, “ siempre cada niimero co-
rresponde a su nimero y no pueden cambiarse”, “a un ndmero solo le
corresponde unaflecha; toca ponerlos en orden”. Al parecer, |os estudiantes
perciben en forma intuitiva nociones relacionadas con la funcién tales co-
mo: a cada elemento del dominio le corresponde un solo elemento en € co-
dominio (unicidad), a duplicar e nimero de elementos en el dominio se
duplica el nimero de elementos en el codominio (variacion) y lafuncion es
creciente (monotonia).

A través de las respuestas a las tareas en que se pedia a los estudiantes
“expresar en matematicas’ algo dicho previamente de manera verbal (se-
gunda parte del item b, item f), pudimos evidenciar la dificultad que para
muchosde ell os representa usar coherentemente el lenguaje simbdlico delas
mateméticas. Al respecto, observamos que estudiantes que verbal mente ex-
presan de manera coherente una comparacion entre dos cantidades, cuando
tratan de hacerlo usando simbolos mateméticos incurren en incoherencias,
en particular, no tienen en cuentaincluir los adjetivos correspondientes para
valores de cantidades extensivas o intensivas y ademas, escriben €l signo
“=" paraexpresar relaciones que no son deigualdad. En varios casos, pudi-
mos ver € uso de las letras como etiquetas, para representar €l adjetivo de
cantidades extensivas (por gjemplo, en 4t laletradesignatan solo € térmi-
no “tijera’). Al advertir que un enunciado como por ejemplo, “por cada 10
sobres hay (corresponden) 4 tijeras’ es expresado simbdlicamente por los
estudiantes como 10s = 4t , podemos vislumbrar la dificultad que encaran
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tanto la ensefianza como el aprendizaje para lograr, por una parte, que los
estudiantes lleguen a ser capaces de traducir € enunciado en la expresion
10sobres

4tijeras
comparacién parte - parte que permite decir con sentido algo delaforma“5
sobres esa 2 tijeras como 10 sobreses a4 tijeras’.

Cuando los estudiantes expresan la comparacion, por emplo, con los
ndmeros 5/2 o 2/5 hay indicios de la representacion simbdlica de la razon,
pero no tienen en cuentalos adjetivos, lo cual obstaculizalaapropiacién del
significado de razén como comparacién de dos magnitudes distintas. En este
punto intuimos que los model os de ensefianza a los que han estado expues-
tos estos alumnos pueden presentar una tendencia a enfatizar €l trabajo con
lo numérico y a desconocer laimportancia de las unidades de medida.

Varios de |os estudiantes concibieron la relacion entre cantidades corres-
pondi entes de |as dos magnitudes implicadas como unarelacién de orden en-
tre nimeros y no, como una relacion de equivalencia entre cantidades
adjetivadas —que es la que sustenta e concepto de razén. En consecuencia,
en sus respuestas escriben enunciados en os que la comparaci 6n esimproce-
dente como por gjemplo cuando afirman que “ 10 nifias > 5 nifios’ en donde,
al parecer, solamentetienen en cuentalamediday no las unidades de medida.

, Y por otra parte, que puedan ver tal expresion como un indice de

PARA TERMINAR

Sentimos que los logros relacionados con la implementacion del primer
taller se refieren mas a proceso de ensefiar que a proceso de aprendizaje
de los estudiantes. Como resultado de la experiencia vivida pudimos vis-
lumbrar la complejidad que hay detrés del aprendizaje y la ensefianza de la
razén como tema matematico. En particular, con respecto a aprendizaje
pudimos ver que existen dificultades y obstacul os relacionados con la natu-
raleza del objeto de estudio y € lengugje que se usa y/o se requiere para
referirse a situaciones en las que esta implicada la razén. Asociado con
nuestra labor para la ensefianza del tema, especificamente y en primer
lugar, fuimos conscientes de la necesidad de reconceptualizar nuestro sig-
nificado de razon. La lectura del tema en articulos de autores que lo traba
jan especificamente, no es fécil: no encontramos una definicion concreta,
mas bien se presenta una discusion sobre € estatus l6gico de larazén. En
esta experiencia pudimos ver también € sentido y la complgjidad que hay
detrés de realizar un proyecto en el que cobran tanta importancia tareas
tales como la formulacion de preguntas que propicien la construccién de
significado y el andlisis de respuestas de |os estudiantes y de datos obteni-
dos por observacion directa hecho con base en criterios para valorar el
avance en €l proceso de comprension.
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Darnos cuenta de algunos de | os obstacul os, dificultadesy conflictos que
surgen en el proceso de ensefianza - aprendizaje del tema nos proporciona
elementos para reorientar el proceso de ensefianza del significado de razon;
en particular, haber vislumbrado lacompl gidad propiade larazén como ob-
jeto matemédtico nos muestra que no es fécil de conceptualizar, por lo tanto
amerita una mirada cuidadosa, de parte del profesor, que no se limite alo
gue le puedan aportar |os textos escolares en los que vimos que se perpetiia
|a presentacién deficiente de algunos aspectos que caracterizan larazén.

Algunos puntos que consideramos importantes para la ensefianza del
tema son los siguientes. Por una parte, en € proceso de ensefianza se hace
necesario tener muy en cuentael contexto, lasideas previasy precisar el len-
guaje que sevaalutilizar —haciendo €l gjercicio de pasar del lenguaje usual
a lenguaje matemético y viceversa. Por otraparte, paratrabajar € concepto
de razén seria conveniente que los estudiantes hayan hecho procesos de or-
denar y clasificar. Cuando seinicia el proceso ensefianza — aprendizaje con
magnitudes debe ser claro paralos estudiantes qué es un trabajo de clasifi-
cacién con respecto aun atributo, se deben establecer diferenciasy semejan-
zas entre magnitud, cantidad de magnitud y medida pues es probable que
ello ayude aquelos nifios no hagan enunciados como “ 10 nifias > 5 nifios’,
tipo de comparacion gque es vaida entre magnitudes de una misma especie,
pero no entre magnitudes diferentes. También es conveniente que | os estu-
diantes sepan representar graficamente en € plano parejas de valores, pues
dlo facilita el visualizar larelacién de equivalencia que hay detrés del sig-
nificado de razon.
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APENDICE

PRIMER TALLER

1) Leany realicen el siguiente gjercicio. En un saldn hay 48 estudiantes col ocados
en seisfilas. En cadafilahay 3 nifiosy 5 nifias.

g.
h.

Elaboren una representacion de la situacion.

Comparen el nimero de nifios con el nimero de nifias que hay en cadafila.
« ¢COmo expresarian esta comparacion con palabras?
¢ ¢COmMo expresarian esta comparacion en matematicas?

Relinan dos filas y comparen el nimero de nifios con el nimero de nifias.
Expresen esta comparacion.

Relnan tres filas y vuelvan a comparar € nimero de nifios con € nimero
de niflas y expresen la comparacion.

Contintien reuniendo cuatro, cinco y seis filas y, para cada caso, hagan y
expresen la comparacion entre el nimero de nifiosy € niimero de nifias.

Observen si las comparaciones hechas tienen algo en comun, exprésenlo
con palabras 0 en mateméticas.

Construyan una tabla que muestre las comparaciones que realizaron ante-
riormente.

Dibujen un plano cartesiano, en el gje X coloquen el nimero de nifios, y en
e ge Y coloquen & nimero de nifias, representen los pares ordenados
(nimero de nifios, nimero de nifias).

Observen la posicién de los puntos ubicados en el plano. ¢Tienen alguna
caracteristicacomun. ¢Cudl?
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p. Construyan un diagrama de flechas que muestre las correspondencias entre
€l nimero de nifiosy el nimero de nifias.

g. Expliquen cdmo se establece |la correspondencia entre |os conjuntos.

Una segunda actividad del taller en la que se pidio redlizar tareas similares alas de
la actividad anterior —hacer grupos, hacer comparaciones, registrarlas en latablay
representarlas en €l plano cartesiano observando | as particularidades de latablay la
posicién delos puntos resultado de larepresentaci on— tuvo como contexto el esque-
ma que se presenta en la Figura N° 5, adaptado de Schwartz, 1983) y lainstruccion
dada alos alumnos fue construir grupos de forma horizontal, vertical o diagonal con
la condicion de que cada grupo tenga siete figuras.
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FiguraN°5

SEGUNDO TALLER

1) Unalibra de chocolate se coloca en una maguina que produce 24 chocolatinas.
El siguiente esquema representa la situacion:

Librasdechocolate Méguina  No. de chocolatinas

1 — 24

2 — 48

3 — 72
—

X — y
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Dentro del cuadrito que representalaméguina, escriban el operador que per-
mite obtener el nimero de chocolatinas a partir de las libras de chocolate.

¢ ¢En qué unidades se mide la magnitud del conjunto de partida?

« ¢En qué unidades se mide la magnitud del conjunto de llegada?

« ¢Qué unidades tiene €l operador que se colocaen el cuadrito?

Escriban el operador con sus unidades correspondientes.
Expliquen el significado del anterior operador.

Comparen los operadores que escribieron en todos los cuadros. ¢Se puede
afirmar que el operador es e mismo? Expliquen por qué.

Encuentren la expresion matemética que relacionaay con x, y expliquen el
significado de estarelacion.

Representen en el plano cartesiano las parejas que se forman en esta situa-
cion.

TERCER TALLER

Con este taller se pretendia que los alumnos reconocieran la razon externa como la
relacion y/x. En este taller se retomaban situaciones de los talleres anteriores y se
pedia a los alumnos que hicieran representaciones usando diagramas sagitalesy en
el plano cartesiano; se hacia énfasis en laley de correspondencia entre las magnitu-
des relacionadas. Ademés, se formulaban preguntas para que |os estudiantes expre-
saran los significados que habian ido construyendo.



INTRODUCIR LOS CONCEPTOS DE RAZON Y
PROPORCION: UN ASUNTO COMPLEJO

CARLOS PINO

En innumerables oportunidades, los profesores de matematicas nos
enfrentamos a la actividad de ensefiar conceptos tales como el de
razon y proporcion. No obstante, no es muy usual que advirtamos que
las estrategias de ensefianza usadas no son tan efectivas como supone-
mos; tampoco |o es preocuparnos por reelaborar los disefios curricu-
lares empleados para tal fin. Este documento relata una experiencia
personal y profesional en tal sentido.

INTRODUCCION

En € ultimo trimestre del afio 2001, los profesores del area de mateméticas
de la Escuela Normal Superior de Medellin recibimos una invitacién de
“unaempresa docente” paraparticipar en el “Programa de desarrollo profe-
sional de profesores de matematicas de Escuelas Normales Superiores’ que
contemplaba la realizacion de tres seminarios y de una serie de tareas para
desarrollar entre éstos. Tres profesores de matematicas de la Normal asisti-
mos a los seminarios programados y participamos activamente de los mis-
mos. Sin embargo, por diversas razones, asumi de manera persona la
realizacion de las tareas propuestas; como sobre ellas se fundamenta este
articulo, mis compafieros no aparecen como autores del mismo.

A continuacion presento aspectos del proceso de construccién de una
propuesta disefiada parala ensefianza de larazén y la proporcién y expongo
algunas refl exiones sobre la propuesta misma.

EL PROCESO DE CONSTRUCCION DE LA PROPUESTA

La propuesta tuvo al menos dos versiones que se corresponden con sendos
momentos del desarrollo del Programa. La primera versién es un extenso
documento donde se registra una especie de didlogo entre un profesor y un
alumno; la segunda, basada en laparteinicial dela primera, consiste en una
serie de tareas propuestas a los estudiantes. A continuacion describo cada
una de tales versiones.

PRIMERA VERSION
En & primer seminario, luego de hacer una mirada a la proporcionalidad en
la escuela, de cuestionar los conceptos de razon y proporcion, de examinar

PERRY, P., GUACANEME, E., ANDRADE, L. Y FERNANDEZ, F. (EDS.) (2003). TRANSFORMAR LA
ENSENANZA DE LA PROPORCIONALIDAD EN LA ESCUELA: UN HUESO DURO DE ROER (PP. 113-124).
BOGOTA: UNA EMPRESA DOCENTE.
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diferentes definiciones sobre las magnitudes directa e inversamente propor-
cionales, de hacer consideraciones sobre la comprension que los estudiantes
logran de los procedimientosy conceptos ligados ala proporcionalidad, pude
concluir que debia revisar mi conocimiento matemético con respecto a ese
topico pues habia aspectos de la proporcionalidad que habia pasado por
alto, no todo lo que creia conocer o podia sustentar, y ademas pude recono-
cer que los estudiantes tenian serias dificultades en el aprendizaje de la pro-
porcionalidad.

Después del primer seminario, realicé lalectura de dos documentos que
los tutores habian sugerido y desarrollé la guia de lectura que ellos habian
propuesto para ayudar ala comprensién de uno de tales documentos. De los
resultadosimportantes de larealizacion detal tarea pude concluir quemein-
teresaria desarrollar una breve propuesta curricular que vinculara una
aproximacion numeéricaalaproporcionaidad con lasemejanzaentrefiguras
geométricas.

A partir de este interés inicial elaboré un manuscrito de algo més de
treinta paginas titulado “ Asociar la construccion activa de estrategias de re-
solucion de tareas de proporcionalidad numérica con la ensefianza entre fi-
guras geométricas’, que presenté a los tutores como respuesta parcial ala
segunda parte de la tarea por ellos propuesta a final del primer seminario,
tarea que pretendia lograr una primera aproximacion al disefio curricular
gue se implementaria con los estudiantes. Estructuré aquel documento de
manerasimilar aun didogo entre un profesor y un alumno: €l profesor leiba
planteando al estudiante unos enunciados a través de los cuales |e presenta
ba tareas para realizar o aspectos tedricos, mientras €l estudiante le presen-
taba sus respuestas a las tareas propuestas; € texto recogia tanto los
enunciados del profesor como las respuestas del aumno.

Desde el punto de vistatematico, laprimerainteraccion presentadaen el
texto entre el profesor y el estudiante se daen torno aun gjercicio propuesto
por el profesor en el que se intenta que el estudiante calcule las medidas de
las longitudes de unos segmentos, establezca relaciones numéricas entre és-
tasy las utilice para determinar relaciones entre las longitudes de los seg-
mentos; es decir, que € estudiante llegue a respuestas tales como:

|AB| = 3cm, IAD| _ 9em _ 9, AD = 3xCD, o |AD| = 3x|CD|.

[CD] 3cm 3

Enlasegundainteraccion, el profesor le presentaladefinicion derazon entre
dos cantidades de la misma magnitud y la asercion de que larelacién entre
segmentos esigual alarelacion entre sus medidas, luego delo cual leindica
gue identifique las razones en lo que ha hecho antes y que calcule algunas
razones especificas. Luego, en latercerainteraccion el profesor le propone
al estudiante que compare algunas razones e identifique cuales son iguales.
Enseguida, en dos interacciones €l profesor le propone determinar razones
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equivalentes a unarazén daday, en procura de una generalizacion, le inte-
rroga por el procedimiento utilizado para determinar tales razones.

A continuacién de las anteriores interacciones, € profesor le presenta
una definicion de proporcién de términos numéricos a la que acompafia de
una definicién nominal de medios, extremos y cuarta proporcional; luego,
cuestiona al estudiante acerca de una proporcion formada por razones de
segmentos. Enseguida, el profesor e presenta un gercicio paraque € estu-
diante advierta la propiedad fundamental de las proporciones —es decir la
igualdad entre el producto de mediosy el producto de extremos—, gjercicio
que el estudiante desarrollay apartir del cual describe un enunciado general
de la propiedad. Continuando con las propiedades de las proporciones, el
profesor le plantea un gjercicio paraque € estudiante reconozca qué sucede
C€ON una proporcion cuando se invierten los medios, los extremosy las razo-
nes, cuestiones estas, que € estudiante aborday enuncia sin problema algu-
no. En las tres siguientes interacciones, el profesor le propone a estudiante
que pruebe sendas propiedades de las razones lo que es respondido por el
estudiante con la verificacion de las propiedades con casos particulares; al
final de este trabajo con las propiedades de las proporciones aparece un gjer-
cicio de generalizacion simbdlica de las propiedades tratadas a través de la

.a_¢C
proporcién b3

Para continuar, €l profesor presenta la definicion de segmento media
proporcional y de tercera proporcional, ademéas plantea la descripcion de
una construccion geomeétrica de un segmento media proporcional de otros
dos dados y le propone a estudiante realizar tal construccion, tarea que €l
estudiante realiza. A partir de tal construcciény con laincorporacién dein-
formacion acerca de la semejanza entre triangulos, el profesor le propone
que calcule lalongitud del segmento media proporcional, tarea que el estu-
dianterealiza. Al final de estas interacciones, aparece reportado un gjercicio
para calcular la longitud del segmento media proporcional de cuatro pares
de segmentos de medida dada.

Prosiguiendo con €l estudio dela proporcionalidad geométrica, €l profe-
sor enunciay demuestra el teorema cuyo enunciado es* un conjunto de rec-
tas paralelas cortan a dos secantes cualesquiera en segmentos
proporcionales’, luego delo cual planteaun par de gjercicios que se podrian
resolver aplicando el teorema. De manera similar, enuncia'y demuestra el
teorema “toda paralela a un lado de un triangulo determina sobre los otros
dos lados, segmentos proporcionales’ y propone gjercicios, algunos de los
cual es acompafia con una descripcion de su solucion, la que esimplementa-
da por € estudiante. Aqui también aparecen algunos gjercicios propuestos,
pero no resueltos.

A continuacion, e profesor interroga al estudiante por lasideas de angu-
los homdlogos, lados homélogos y razon de semejanza; para luego presen-

; este gjercicio no se desarrolla.
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tarle una figura con dos triangulos semejantes y preguntarle por las
condiciones que satisfacen que los hacen semejantes. Después, €l profesor
le propone al estudiante que indague por las demostraciones del teorema de
Tales, delostrescriterios de semejanzay del teorema“en todo tridngulo, la
bisectriz de un angulo interior divide a lado opuesto en la misma razon de
los lados adyacentes’. Enseguida le presenta al estudiante siete gjercicios,
que € estudiante resuelve através de identificarl os como aplicacionesdelos
teoremas anteriormente tratados.

Parafinalizar la propuesta, €l profesor le planteaa alumno la definicion
de proyeccion ortogonal de un punto sobre unarectay le pide que demuestre
cuatro teoremas referidos a tridngul os rectangul os, el cuarto de los cuales es
el teorema de Pitagoras.

SEGUNDA VERSION

En la interaccion con los tutores del Programa en torno a la primera ver-
sion, fui consciente de que aquella propuesta no satisfacia los requerimien-
tos solicitados para el disefio curricular (por gemplo, no podia ser
desarrollada en dos o tres sesiones de clase, no identificaba sino un tipo de
respuesta posible de los estudiantes —la correcta—, a mas de la lectura de
un texto de mateméticas no proponia actividad matemética a los estudian-
tes) y que debia reelaborar la propuesta. Procedi entonces a utilizar algunos
elementos del inicio delaprimeraversion y construi cuatro talleres para ser
propuestos a los alumnos de grado noveno (ver Apéndice).

A través de estos talleres pretendia que |os estudiantes pudieran:

* Identificar el concepto de razon a partir de una serie de gjerci-
cios de medicion.

* Construir un procedimiento para hallar razones equivaentes a
partir de una razén dada.

* Construir los enunciados de las propiedades de | as proporciones.
« Establecer cOmo en toda semejanza se construye una proporcion.

REFLEXIONES SOBRE LA SEGUNDA VERSION
DE LA PROPUESTA

Si bien implementé los cuatro talleres con un grupo de noveno de aproxi-
madamente cuarenta estudiantes y mis dos colegas hicieron la observacién
respectiva, no cuento con informacién que a partir de la implementacion
me permita hacer una mirada critica a los talleres diseflados. No obstante,
presentaré en este apartado una serie de consideraciones y reflexiones que
he podido hacer a través de la interaccion con los tutores del Programa;
éstas, como se verd, sugieren que es necesario hacer serias transformacio-
nes a los talleres para potenciar de mejor manera €l logro de los objetivos



INTRODUCIR LOS CONCEPTOS DE RAZON Y PROPORCION: UN ASUNTO COMPLEJO 117

propuestos. A continuacion presento las reflexiones y consideraciones para
cadataller.

TALLER “PROPORCIONALIDAD 1.17

Como se puede observar en € Apéndice, en € primer taller (“Proporciona-
lidad 1.1") se da unainformacion geométricay métrica sobre unos segmen-
tos colineales y se pide calcular la medida de algunos de ellos. Considero
gue para desarrollar tal tarea un estudiante no necesariamente requiere de
un conocimiento relativo a las razones, pues basta con hacer una division
(9+3) y apartir del resultado hacer unamultiplicacion (3 x 2) para deter-
minar las medidas; eso si, € estudiante debe saber interpretar la informa-
cion dada en notacion matematica relativa a la congruencia de los
segmentosy su implicacion en laigualdad de sus medidas. También, en dos
numerales, se pide expresar la medida de un segmento en términos de la
medida de otro; esta tarea puede ser resuelta con un manejo de las fraccio-
nes entre los nlmeros, sin recurrir alas razones entre los segmentos o entre
sus medidas.

En este mismo taller se pregunta por larelacion que existe entre las me-
didas de algunos segmentos. Con respecto a esta tarea puedo afirmar que se
esta suponiendo la existencia de una Gnicarelacion, que esta dada por €l co-
cienteindicado o razén entre las dos medidas (como se sugiere con laexpre-
sion simbdlica que acompafia el enunciado de |as tareas); en este sentido se
estan descartando otras relaciones entre tales medidas, como por g emplo
(parael caso del numeral 2) que “lamedida del segmento AD es mayor que
lamedida del segmento CD” que “la medida del segmento AD es sei's cen-
timetros més que la del segmento CD” o que “la medida del segmento AD
es € triple de la medida del segmento CD”. El estudiante debe interpretar
gue las expresiones \A_D\ \C_D\ o} % representan relaciones, a pesar de
gue ellos vean alli sdlo pargjas de medidas, una division indicada entre pa-
rejas de medidas o simplemente un nimero fraccionario (si no incluye las
unidades de medida, es decir los centimetros).

Por otro lado, a pesar de que €l alumno haya resuelto bien los siete pri-
meros numerales, (esdecir, hayaencontrado las respuestas correctas) lanota
“Larelacion entre dos segmentos esigual alarelacién de los nimeros que
los miden con lamismaunidad” puede no significarle nada, pues en ninguna
parte se le ha propuesto que establezca rel aciones entre segmentos, sino que
siempre se le ha centrado la atencion en las medidas, es decir en o numéri-
co. Si antes se le cuestionara por posibles relaciones existentes entre dos
segmentos, seguramente e estudiante podria darle mucho mas sentido al
contenido de la nota; en efecto, haber contestado previamente que “el seg-
mento AD es mayor que el segmento CD” que “el segmento AD es €l triple
del segmento CD” asigna un significado particular alanota.
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Finalmente, la tarea de encontrar parejas de medidas de segmentos que
tengan “lamismarelacion” o razén, propuesta en €l numera 9, se desapro-
vecha pues no hay ninguna preguntani tarea en estetaller que hagareflexio-
nar al estudiante sobre laposibilidad de que parejas diferentes puedan “tener
lamismarelacién”, hecho que parece ser fundamental en la aproximacion
al concepto de proporcion.

Atendiendo alas consideraciones anteriores parece acertado afirmar que
identificar el concepto de razén a partir de una serie de gercicios de medi-
Ccidn no parece ser un objetivo que se satisfaga con € taller titulado “ Propor-
cionalidad 1.1". Quiza paralograr una mejor aproximacion a este objetivo,
primero que todo, deba aclararme lo que es una razon, 1o que es una razén
entre segmentos, |0 que es unarazén entre longitudes de segmentos, y lo que
€s una razon entre medidas de longitudes de segmentos, tarea por demas
complegja. Contal claridad conceptual podriareformular el primer taller ein-
tentar una aproximacién a concepto de razon.

TALLER “PROPORCIONALIDAD 1.2"

El planteamiento esbozado en e segundo taller, como mencioné antes,
tiene como propdsito ayudar a construir un procedimiento para hallar razo-
nes equivalentes a partir de una razéon dada; este propdésito puede llegarse a
satisfacer si €l estudiante resuelve correctamente el taller y mas aun si el
estudiante tiene conocimiento de las fracciones equivalentes. En verdad, la
notacion utilizada para representar las razones (es decir, aguella que incor-
pora el vinculo o linea horizontal) no ayuda a identificar las razones como
diferentes a las fracciones. Tampoco ayuda mucho a establecer tal distin-
cion el hecho de mencionar laigualdad y la equivalencia como dos hom-
bres para denotar e mismo concepto, 0 quiza sea mejor decir, la misma
relacién representada por el simbolo “=". En resumen, las cinco primeras
tareas planteadas en €l taller en cuestion podrian ser realizadas sin conoci-
miento alguno sobre las razones, sobre la cuarta proporcional, o sobre la
proporcion, pues podrian resolverse con conocimientos relativos alas frac-
ciones equival entes (por ejemplo, alos procesos de amplificar y a producto
cruzado de fracciones equivalentes).

Por otra parte, he reconocido que la definicion de proporcion es mas una
definicion nominal que conceptual; es decir, através de ladefinicion presen-
tadaen estetaler através dela“Nota’, se estd dando un nombre alaigual-
dad entre dos razones, pero no se esta establ eciendo qué eslaigualdad entre
dos razones. Poder determinar una respuesta a tal interrogante es un asunto
prioritario que se debe abordar dentro de la reflexion conceptua que como
maestro deberé hacer, antes de proponerle a mis estudiantes una nuevatarea
para que aprendan el concepto de proporcion.

Finalmente, considero que la pregunta del numeral 7, no tiene sentido
plantearla sin que antes haya habido un trabajo en torno a significado de la
razén entre segmentosy de laigual dad de razones entre segmentos, pues una
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respuesta correcta implicaria estas expresiones dotadas de significado. Un
trabajo tal posiblemente implicaria abordar una proporcion entre segmentos
planteada de manera geométrica —y no simbdlica, como en e numeral en
cuestion— através de un dibujo como el siguiente en el que, en efecto, lara-
zon entre los dos primeros segmentos es la misma que entre los dos Ultimos:

TALLER “PROPORCIONALIDAD 1.3"

Sin duda alguna este taller enfrenta a estudiante con el reconocimiento de
propiedades de las proporciones y con sus enunciados expresados en pala-
bras. No obstante, a analizar € taller he advertido que estoy pretendiendo
gue los estudiantes lleguen a reconocer y enunciar generalizaciones a tra-
vés de tres casos particulares, o que puede no ser un asunto sencillo mucho
mas cuando los estudiantes pueden no estar acostumbrados a este tipo de
procesos de generalizacion ni a enunciar una asercion general; considero
que sin mayor dificultad ellos podran reconocer que si en la proporcion

g = % se intercambian los extremos, de los medios o de las razones, se
generaran tres proporciones diferentes, pero tendran dificultad para enun-
ciar algo como “al invertir e orden de los extremos de cualquier propor-
cion se obtiene otra proporcion”.

Una dificultad aun mayor se les presentara cuando intenten realizar la
pruebadel numeral 5; quizalogrenilustrar el enunciado através de unos ca-
sos particulares, pero dificilmente trabajarian con cuatro variablesy las ope-
raciones y relaciones entre éstas, que exige una prueba matemética de tal
propiedad.

Por otra parte, reconoci que los términos “antecedente” y “ consecuente’
no los habia presentado antes y que no tenia mucho sentido ponerlos como
miembros de unarazén y mucho menos igualarlos arazones que involucra-
ban nimeros.

También me cuestioné por laimportancia operativay conceptual de co-
nocer las propiedades de las proporciones. Al respecto, sélo pude reconocer
que la propiedad abordada en € numeral 7 se utilizaen laexplicacion dela
operatividad delosrepartos proporcional es, pero no pude reconocer unares-
puesta similar para las demés propiedades.

TALLER “PROPORCIONALIDAD 1.4”

El lector muy seguramente notara que este taller no hacia parte de la pri-
mera version de la propuesta. La inclusion del mismo obedecio més a una
casualidad que a otra causa. En un momento del Programa los tutores nos
entregaron un material bibliografico que contenia sugerencias metodol 6gi-
cas y talleres especificos para abordar |a tematica de la proporcionalidad.
En uno de aquellos materiales (Fiol y Fortuny, 1990) aparece unaidea simi-
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lar ala que planteé en € taller en cuestion, sin embargo, ahora reconozco
que lainterpretacion que hice de tal ideala desvirtday, en cierto sentido, la
transforma. Al parecer, laidea planteada por Fiol y Fortuny pretende apro-
vechar el hecho de que una familia de rectangulos semejantes pueden dis-
ponerse de tal manera que todos tengan un vértice comin y cada uno de los
vértices opuestos a vértice comun estén en la misma recta. La siguiente
figurailustralo dicho:

Como €l lector podra comprobarlo, larelacion que hay entre dos lados con-
tiguos de cada rectangulo de lafamilia es siempre lamismay se puede re-
presentar como unarazén. De esta manera, se pueden establecer proporcio-
nes entre |os correspondientes segmentos de |os rectangul os dibujados. Asi
mismo, un rectangul o ubicado adecuadamente en tal arreglo pero cuyo vér-
tice opuesto al vértice comin no cumpla la colinealidad que cumplen los
vértices delos rectangulos de lafamilia, no definiraunarazénigual alaque
define cual quiera de | os recténgul os dibujados.

Esta idea parece ser mas potente de lo que a primer vistazo habia reco-
nocidoy meinvitaaestudiar con mayor detenimiento lapropuestade los au-
tores mencionados antes. Por otro lado, para profundizar en el conocimiento
matematico con respecto alasrazonesy las proporciones heiniciado un es-
tudio de aspectos relativos a estos conceptos en la geometriay aritmética
griegas, apartir delo cual he podido reconocer que Euclides en Los Elemen-
tos hace una exposicion bastante i nteresante que podria orientar procesos de
ensefianzaen el aula. A partir de esta aproximacion he comenzado a escribir
un texto en el que recojo notas'y gjercicios con respecto a: € nimeroy la
proporcion, la conmensurabilidad y larazén, la proporcion, y lainconmen-
surabilidad, que espero me ayude a determinar una hueva secuencia de ta-
lleres para abordar escolarmente los esquivos conceptos de razén y
proporcion.
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APENDICE

PROPORCIONALIDAD 1.1
Considere lasiguiente figuradonde AB=BC=CD :

9cm

A B C D

1) Calculelamedidadel segmento CD: (|CD|)

2) ¢Quérelacion existe entre lamedida del segmento AD y lamedidadel segmento
cb? (|AD|:|CD))

3) Expreselamedidadel segmento CD en términos de lamedida del segmento AD.
4) Calculelamedidadel segmento AC: (|AC))

5) ¢Quérelacion existe entre lamedidadel segmento AC y lamedida del segmento
AD? (|AC|:|AD|)

6) Expreselamedidadel segmento AC en términos de la medida del segmento AD.

7) Con los datos obtenidos en los numeral es anteriores, complete la siguiente tabla:

|CD| cm
|AC] cm
|AD| cm

a0
|CD|

IElE
ol|al

I}
Ol

3|
ol
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Nota: La relacion entre dos segmentos es igual a la relacion de
los nimeros que los miden con la misma unidad.

8) Aprovechando los resultados de la tabla anterior, calcule las relaciones:

9) Establezcalasigualdades que se cumplan entre las razones:

o . B A Sl
D |AD| |AC] |AB|
BO| _
|AD|
= e
e e
PROPORCIONALIDAD 1.2
1) Silarelacion % = g = g,e@cribaotrastres relaciones (0 razones) tales que
sean equivalentesy se cumpla:
|aD] 3 9

2) Enuncie un procedimiento generalizado para hallar razones equivalentes a una
razon dada entre medidas de segmentos.

3) Complete lasiguiente expresion:

4) Complete lo mas rapidamente posible, las expresiones siguientes:

—=-85__.7_2.8_232.10_2.24__ . 1__
2 34 12 15° 7 ' 16 '8~ 8'4 20’
__-1.6 _18
9 27 5

5) Enuncie un procedimiento generalizado para hallar el término desconocido en
cada expresion.
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Nota: Una proporcion es laigualdad de dos razones; asi: % = g

0 2:3::6:9 (léase: dosesatrescomo seisesanueve). Enlapro-
porcion dada, € cuarto término (9) es la cuarta proporcional a
los otros tres tomados en su orden (2, 3, 6). Los medios de una
proporcién son sus términos intermedios, es decir su segundo y
tercer término. Los extremos de una proporcién son sus términos
extremos, esto es, su primer y cuarto término; por lo tanto:

!

2:3::6:9

P

medios

extremos l

6) En la proporcién AD : CD :: AD : AB, ¢cudl es el segmento cuarta propor-

7)

cional, cudles son los segmentos medios y cudles |os extremos?

¢Cuéndo dos segmentos son proporcionales a otros dos?

PROPORCIONALIDAD 1.3

1

2

3
4)

5)

6)

7)

Determine el valor que falta para que cada una de | as expresiones siguientes sea
ion: = 1_2 ﬁ = l@ Z = —
una proporcion: T 0°'3- 12

Para cada una de las proporciones anteriores calcule e producto de mediosy €l
producto de extremos. ¢Cémo son esos productos?

Generalice mediante un enunciado tal propiedad: (propiedad fundamental).
En cada una de | as proporciones anteriores:

a. Inviertad orden delos extremos. ¢Qué sucede con las proporciones?
b. Inviertael orden de los medios. ¢Qué sucede con |as proporciones?
c. Inviertalasrazones. ;Qué sucede con las proporciones?

Generalice mediante sendos enunciados, cada una de las tres propiedades ante-
riores.

Pruebe que en toda proporcién, la suma o la diferencia de los dos primeros tér-
minos es a segundo, como la suma o la diferencia de los dos Udltimos es a
cuarto.

Pruebe que en la serie de razones iguales
antecedente _ 3 _ __ _ 12 _ __
consecuente 5 10 40

la suma de antecedentes es ala suma de consecuentes como cualquier razén de
las dadas.
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PROPORCIONALIDAD 1.4

Nota: Las dimensiones de un rectangulo A son: 3cmdelargoy 2
cm de ancho. Convencionalmente, siempre [lamaremos “largo”
al lado de mayor longitud y “ancho” al lado més corto.

1) Completelatablay obtengalas dimensiones de los rectangulos semejantesA y B.

A B
largo 3cm cm
ancho cm 4cm

2) Aprovechando las dimensiones de los rectangulos A y B amplie esta familia con
dos miembros més (C y D) semgjantesaA y D.

C D
12 cm cm
8cm 16 cm

3) Sobre unahojade papel milimetrado dibuje € rectangul o méas pequefio de manera
que el ancho setrace sobre el ge horizonta “x” y el largo sobre el gjevertical “y”.
A continuacién, designe los otros dos lados de forma que € recténgulo quede
dibujado en €l papel. Luego hagalo mismo con los rectangulos B, Cy D.

a. Observelos vértices, (qué ha sucedido?

b. Dibuje sobre los ges de coordenadas un rectangulo que no sea semejante a
los anteriores. ¢Qué sucede con tal rectéangulo?

c. ¢Qué figuras geométricas se obtienen a partir de una proporcion numérica
comparando sus términos?



EXPLORACION DE LA RAZON PORCENTUAL
USADA COMO OPERADOR

LEONOR BARRETO, NINFA GARZON Y VICTORIA FONSECA

La realizacion de un proyecto de aula para explorar s alumnas de
grado octavo usaban la razon porcentual como operador multiplica-
tivo en la resolucion de tareas especificas, fue una oportunidad para
reconocer la importancia de algunos asuntos relativos a la ensefianza
y, por ende, la necesidad de prestarles la atencién y € cuidado que
reguieren. Tal esel caso delastareasy preguntas que se le formulan al
estudiante ya que son herramientas que apoyan el proceso de aprendi-
zaje; también lo es, la observacion directa del trabajo del estudiante
que permite, por ejemplo, ser consciente de que no toda respuesta
correcta implica una comprension por parte del estudiante.

INTRODUCCION

En este texto damos a conocer la experiencia que vivimos a participar en
un programa de desarrollo profesional para profesores de mateméticas,
adelantado entre octubre de 2001 y mayo de 2003 por “una empresa
docente” con lafinanciacion del Ministerio de Educacién Nacional.

El Programainici6 con larealizacion de un seminario cuyaintencion era
crear un espacio paratratar y cuestionar aspectos especificos relativos a la
proporcionalidad como temade |as mateméticas escolares. Asi, durante este
seminario hubo actividades encaminadas a: establecer dificultades en laen-
sefianzadelaproporcionalidad, explorar y explicitar las concepciones delos
participantes acercadelaproporcionalidad, considerar un conjunto de situa-
ciones através de las cuales se pudieran cuestionar o discutir las definicio-
nes de proporcionaidad, presentar varias definiciones formales de
proporcionalidad y contrastarlas con las explicitadas por los participantes,
reflexionar acerca de formas de solucionar distintas situaciones de propor-
cionalidad que pusieran en tela de juicio nuestro conocimiento al respecto,
y, discutir las demandas cognitivas que hay detrés de las diferentes formas
de solucionar un mismo problema.

Con base en las reflexiones y cuestionamientos realizados durante parte
del seminario acercade laproporcionalidad, su enseflanzay aprendizaje, se
invito a los participantes por cada institucion a identificar un subtema muy
especificoy, paraél, disefiar una secuencia de actividades de clase, hacer un
plan pararecoger informacin de interés durante laimplementacion, imple-
mentar |as tareas con un grupo de estudiantes, procesar y analizar la infor-
macién recogida, y escribir un reporte del proyecto realizado.

PERRY, P., GUACANEME, E., ANDRADE, L. Y FERNANDEZ, F. (EDS.) (2003). TRANSFORMAR LA
ENSENANZA DE LA PROPORCIONALIDAD EN LA ESCUELA: UN HUESO DURO DE ROER (PP. 125-132).
BOGOTA: UNA EMPRESA DOCENTE.
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El segundo seminario en el que participamos abri6 espacio paratratar as-
pectos relacionados con dos asuntos: uno de ellos, la elaboracién de un plan
de observacion para utilizar en laimplementacion de la secuencia disefiada,
el cual debiaservir como referenciaparad andlisis de los resultados encon-
tradosy €l otro asunto, la escritura del reporte correspondiente a proyecto
realizado.

Ninguna de las tres profesoras que llevamos a cabo este proyecto tenia
una experiencia reciente en la ensefianza de la proporcionalidad; en conse-
cuencia, no teniamos un conocimiento claro y preciso de asuntos tales como
cuales son los conceptos que se trabajan como parte del tema, cual eslaruta
gue usualmente se propone en los libros de texto para ensefiar el tema, cu&
les son los errores que suelen cometer |os alumnos, cuéles son |os puntos so-
bre los que debe enfatizar |a ensefianza, etc. Decidimos entonces realizar
nuestro proyecto con estudiantes de grado octavo, quienes ya habian estu-
diado el tema de la proporcionalidad en el grado séptimo, con laintencién
de explorar si ellos usaban o no, larazén porcentual o porcentaje como un
operador’ y, ademés, evaluar conocimientos tratados en el curso anterior.

L A SECUENCIA DE TAREAS

DESCRIPCION GENERAL

La primera tarea presenta una region rectangular cuadriculada, de veinte
columnas y cinco filas de manera que se tienen cien cuadrados del mismo
tamafio, algunos sombreados para formar la palabra “cien”. Relacionadas
con ese contexto gréfico, hay planteadas una serie de preguntas que piden
determinar la razén entre la cantidad de cuadros que cumplen una cierta
condicion y la totalidad de los cuadros del gréfico; una de tales preguntas
es, por giemplo, “¢Cual es la razon entre la cantidad de los cuadros som-
breados que forman la letra ‘C’ y laletra ‘I’ con la totalidad de los cua-
dros?’. Después de dichas preguntas hay otra que pide explicar cémo
obtuvieron los valores de las respuestas dadas. L uego se pide usar los datos
obtenidos para completar unatabla en la que para los diferentes casos con-
siderados en las preguntas, se especifican tres columnas: niUmero de cua-
dros que cumplen la condicion, razén con respecto a la totalidad y lectura
de la razdn, espacio este donde queriamos la verbalizacién escrita de los
simbolos usados en la segunda columna de la tabla. Termina la primera
tarea con cuatro preguntas, dos de las cuales se refieren alo comin y lo

1. Al consultar los documentos de la propuesta del programa curricular para séptimo grado,
publicada en el afio 1989 por el Ministerio de Educacion Nacional, encontramos la suge-
rencia de tratar temas tales como €l porcentagje, € interés, e reparto proporciona y los
problemas de regla de tres, como aplicacién de operadores multiplicativos, con €l fin de
lograr la correspondiente integracion entre ellos.
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diferente que tienen las razones obtenidas y las otras dos, al nombre de ese
tipo derazonesy aotraforma de expresarlas.

La segundatarea fue bastante similar ala primera en lo que demandaba
para las alumnos, pues €l contexto hacia referencia también a un conjunto
de cien elementos, y se determinaban dos subconjuntos de los cuales se co-
nocian las respectivas cantidades de elementos; las preguntas formuladas
pedian determinar larazén entre la cantidad de elementos que cumplen una
condicion especificay latotalidad de elementos del conjunto de referencia.
En este caso preguntamos también en qué situaciones de la vida diaria ha-
bian observado la representacion utilizada por ellos para expresar las razo-
nes consideradas.

La tercera tarea tuvo dos partes. En la primera parte se planted € si-
guiente problema:

En un almacén se puede conseguir un descuento del 20% pero, al mismo
tiempo, se tiene que pagar el impuesto del VA del 16%. ¢Qué preferiria
que calculasen primero: €l descuento o el impuesto?

Para darle respuestaalapreguntaformulada, | as estudiantes debian comple-
tar dos tablas en las que se presentaban cinco articul os (los mismos para las
dos tablas) con sus respectivos precios; para cada articulo, en la primerata-
bladebian calcular: (i) el valor del VA, (ii) el precio méasel valor correspon-
diente a IVA, (iii) € valor del descuento para el precio més IVA, (iv)
precio apagar, y en lasegundatabladebian calcular: (i) €l valor delarebaja,
(ii) el precio menos el valor correspondiente alarebaja, (iii) el valor del IVA
para el precio menos larebaja, (iv) €l precio a pagar. Los precios de los ar-
ticulos eran mdltiplos de 1600 y estaban ordenados ascendentemente; ade-
mas, en cada una de las tablas se presentaron los val ores correspondientes a
las diferentes columnas para el primer articulo; esto se hizo para que tuvie-
ran una referencia en caso de necesitarla pues podrian hacer sus cdculosy
comparar sus resultados con los dados en la tabla. En la segunda parte se
plantearon las siguientes preguntas:

« ¢Conoce aguna manera de calcular directamente la razén por-
centual de cualquier cantidad? ¢Cual?

* ¢Qué significado tiene & operador " x %6? ¢Lo utilizd en la
solucion del taller?

« ¢Conoce aguna férmula para solucionar problemas de aumen-
tosy disminuciones porcentual es?

« ¢Qué significado tiene un descuento porcentual ?

« ¢Qué significado tiene un aumento porcentual ?
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IMPLEMENTACION Y OBSERVACION

La secuencia de tareas descrita se implementd en dos sesiones, cada una de
sesenta minutos, con un grupo de nueve estudiantes del grado octavo quie-
nes voluntariamente participaron en la experiencia. Para que desarrollaran
las tareas propuestas se pidié a las alumnas conformar grupos de tres; asi,
en cada sesién inicialmente hubo un trabajo en grupo y luego la respectiva
socializacion.

Cadaunade las profesoras participantes en €l proyecto observé de cerca
el trabajo de un grupo de alumnas, teniendo en cuenta una serie de aspectos
previstos a hacer el plan de observacion. En general, queriamos observar si
las alumnas comprendian el lenguaje utilizado en los enunciados y pregun-
tas, si entendian qué se les preguntabay qué se les pediaredizar, s lasjus-
tificaciones expresadas por €llas tenian sentido 16gico, s intercambiaban
opiniones con sus comparieros de grupo como parte del trabajo.

Con respecto a la primera tarea queriamos observar, en primer lugar,
como determinaban las alumnas la totalidad de cuadros de la cuadricula: si
asociaban la palabraescritaen el diagramacon latotalidad de cuadros, si los
contaban uno a uno, si utilizaban modelos matematicos para determinar €
numero de cuadros tales como contar los cuadros de unafila (columna) y su-
mar ese valor tantas veces como columnas (filas) hubiera, o, contar los cua-
dros de una fila'y los de una columna y multiplicar esos dos valores; en
segundo lugar, cémo determinaban las alumnas la cantidad de cuadros que
cumplian con la condicion impuesta en cada caso: si los contaban uno auno
o s lo hacian indirectamente con base en informacién cal culada previamen-
te; en tercer lugar, qué notacion utilizaban las alumnas para expresar lara-
z6n porcentual : como cociente indicado, 0 como un nimero decimal, o con
el signo “%"; en cuarto lugar, como enunciaban verbalmente la razén por-
centual: “larazén de ... acien”, “larazon entre ... y cien”, “... esacien’,
“por cadacienhay ...”.

Dadalasimilaridad de las dos primerastareas, en lasegunda, con excep-
cién de lo relativo a contexto de la situacion, se observaron los mismos
asuntos que en la primera.

Con respecto a la tercera tarea queriamos observar, en primer lugar,
como interpretaban y manejaban la razén porcentual aplicada a una canti-
dad: si como un operador fraccionario que actla sobre una cantidad (es de-
cir, hace cien partes de la cantidad y coge un determinado nimero de tales
partes), s como un operador multiplicativo (es decir, se calcula el decimal
correspondiente al porcentaje y se multiplica por la cantidad ala que sele
aplica), s como unarelacion entre conjuntos (grupos de cien partes) que por
gjemplo permite ver que 15% de 300 establ ece una relacién biunivoca entre
grupos de 100 y grupos de 15, tal que larelacién “de 15 a 100" eslamisma
gue “de 30 a200" y lamismaque “de 45 a 300”; en segundo lugar, si utili-
zaban laregla de tres para plantear y solucionar la situacion.
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Para llegar a tener una buena percepcion del trabajo realizado por las
alumnas fue importante seguir de cercalas conversaciones que se dieron en-
tre las integrantes de cada grupo sobre los conceptos de: operador, razon,
porcentaje, descuento porcentual, formade escribir y leer unarazon, lo mis-
mo que haber atendido los andlisis y procesos seguidos para obtener las di-
ferentes respuestas.

ALGUNOS RESULTADOS

En relacion con la primera tarea encontramos que para determinar €l
nimero total de cuadros, 10s tres grupos de alumnas contaron €l nimero de
cuadrosalolargoy alo ancho del rectdngulo y luego multiplicaron entre si
tales nlmeros; ademas, leyeron la palabra formada con los cuadros som-
breados y eso les permiti6 reafirmar que habia cien cuadros en total.

Para determinar el nimero de cuadros sombreadosy el de cuadros blan-
cos, los contaron uno a uno, aungue algunas alumnas sefialaban que €l se-
gundo nimero se podia obtener a partir del primero; en otros casos
considerados en los que era posible obtener € nimero de cuadros sombrea-
dos sumando nimeros previamente obtenidos, lo hicieron asi, sin contarlos
uno a uno.

Para responder las preguntas que se referian acud eslarazon entre dos
cantidades, en los tres grupos conversaron para decidir qué ssmbologia uti-
lizar; por jemplo, en uno de los grupos una alumna propuso escribir 63%
mientras que otra se inclino por laescritura 63/100, y el grupo termind es-
cribiendo esto ultimo sin haber explicitado algun criterio que les ayudara a
tomar la decision; ademéas acordaron que la expresion se lee “sesentay tres
por ciento”. Lanotacion usada por |os otros dos grupos fue respectivamente
“63esall0” y “63:100".

En la pregunta donde creiamos que las alumnas podian dar justificacio-
nes que nos ayudaran a vislumbrar qué entendian por razon entre dos canti-
dades, los tres grupos mencionaron los valores implicados en larazén y no
la manera como habian obtenido larazén; a revisar € enunciado de la pre-
gunta nos damos cuenta de que | as estudiantes| o interpretaron correctamen-
te y es @ enunciado que planteamos e que no expresa bien lo que
pretendiamos. Sin embargo, cabe resaltar que por observacion directa una
de nosotras percibi6 que para encontrar la respuesta a una pregunta, uno de
los grupos adiciond razones porcentuales como si fueran fracciones homo-
géneas, situaci on que nos parece un indicio de que se asocialarazon con una
fraccion; otra situacion que nos dio a entender esta asociacion tiene que ver
con laformacomo las alumnas leyeron las razones, por jemplo, “sesentay
tres centésimos”.

En las respuestas que dieron los tres grupos a las preguntas que indaga-
ban por lo comin y lo diferente de las razones que se estaban considerando,
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las alumnas usaron términos asociados a tépico derazonesy de fracciones;
por g emplo, dijeron que “todas estan sobre 100", “en todas las razones el
antecedente es diferente”.

Con respecto a la tercera tarea encontramos que en los tres grupos, las
alumnas comenzaron por hacer los calculos correspondientes a la primera
fila de las tablas tal como lo habiamos previsto, giercicio con € cua com-
probaron que el procedimiento que estaban usando era apropiado. Posterior-
mente se dispusieron a llenar las dos tablas usando e procedimiento que
habian puesto aprueba. Un grupo utiliz6 calculadoray fue el Gnico que pudo
completar las dos tablas, compararlas correctamente y en consecuencia dar
respuestaa problema planteado. En los otros dos grupos fue evidente el uso
de larazén como operador fraccionario para hacer los caculos; al respecto
de este uso tenemos la percepcion de que varias de las alumnas aplicaron €
algoritmo sin entender realmente lo que significa.

Por otraparte, pudimos ver que en ninguno de |0s tres grupos se preocu-
paron por analizar si los valores obtenidos representaban o no respuestas|6-
gicas; en un grupo, por gjemplo, al determinar €l 16% de un articulo cuyo
precio es de $3200 encuentran que €l precio del articulo més el VA es de
$9507 lo que significariaque el porcentgje del VA equivale a $6307, canti-
dad que corresponde casi adosveces el precio del articulo. Esto nos sugiere
la necesidad de propiciar en nuestras clases actividades encaminadas a que
los estudiantes miren las respuestas que obtienen tratando de establecer si
son razonables 0 no, si tienen sentido 16gico o no.

A lapregunta que sereferiaasi conocen una manera directa de calcular
la razén porcentual de cualquier cantidad, respondieron afirmativamente y
vimos que en efecto asi es pues lo demostraron al hacer uso del operador
para los calculos de las tablas; sin embargo, al tratar de precisar la manera
en que lo hacen, mencionan lasimplificacion; frente a estarespuesta, las ob-
servadoras no hicimos expl oraci6n a gunaque nos permitieraahondar en las
ideas de los alumnos al respecto.

A la pregunta que se referiaa significado del operador x %) , dos gru-

pos respondieron explicitando cémo aplicar € procedimiento: “se multipli-
capor by luego se divide por 100”.

A lapregunta que indaga acercade si conocen unaférmula parasolucio-
nar problemas de aumento y disminucion porcentuales, en los tres grupos
dieron una respuesta acertada expresada en términos general es.

La experiencia nos permitio ver la importanciay los efectos positivos
parael proceso de aprendizaje que tiene e hecho de lograr que las alumnas
participen voluntariamente en las actividades que se les plantean, como su-
cedio en nuestro caso; € resultado es mas diciente en la medida en que las
alumnas mostraron un gran interés, honestidad, responsabilidad y compro-
miso en €l desarrollo de cada una de las taress.
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Como maestras pudimos reconocer laimportancia que tiene la observa-
cion directa por parte del docente en el momento en que las estudiantes de-
sarrollan una tarea, ya que permite conocer aspectos importantes, que no
percibimos, cuando simplemente evaluamos €l trabajo en forma escrita. Por
gemplo, es frecuente creer que respuestas correctas de las alumnas indican
gue han entendido un concepto; por nuestra observacion afirmamos que en
ocasiones es posible tener respuestas correctas obtenidas en forma mecani-
ca, es decir, siguiendo un procedimiento previamente establecido, sin que
hayaun analisis|égico detras de su utilizacion. Otro gjemplo serefiere aque
pudimos advertir que en ocasi ones al gunas estudiantes entendian la pregun-
ta, sabian la respuesta pero tenian dificultad para expresar la solucion, en
parte quizas por dificultades de comunicacion pero también porquelesfalta
claridad en el concepto implicado o destreza en el manejo de los algoritmos
regueridos; sin embargo, de ello no se puede deducir que el estudiante no
comprende nada del topico; algo similar se puede decir en casos en los que
€l estudiante reconoce que la respuesta no es la correcta pero no esta en ca-
pacidad de argumentar por qué. Estas breves consideraciones aqui presenta-
das nos ayudan a entender que la relacion entre las producciones de los
alumnosy lacomprension que ell os tienen acerca de un topico especifico no
esdirectani transparente y por ello latarea que tenemos |os maestros de dar
cuenta de como va avanzando la comprensién de nuestros estudiantes es un
asunto muy complejo que requiere de una enorme responsabilidad de nues-
tra parte.

PARA TERMINAR

En primer lugar, queremos sefidlar que la participacion en este proyecto fue
una excelente oportunidad para iniciar procesos de cambio en e area de
matemaéticas, experiencia que puede motivar a las otras areas académicas
de lainstitucién a emprender un proceso de cualificacion similar.

En nuestro caso comprobamos que es posible e interesante involucrar-
nos en procesos de desarroll o profesional mediante |os cual es podamos ade-
lantar pequefios proyectos de indagacién en el aulaque se centren en topicos
puntual es relacionados con la ensefianza y el aprendizaje de las mateméti-
cas, sin embargo, es relativamente claro que las multiples actividades insti-
tucionales por las que tenemos que responder pueden generar circunstancias
no del todo propicias para este tipo de participacién de los maestros en la
medida en que no nos deja tiempo sino para atender los asuntos de la coti-
dianidad de la escuela.

La experiencia en este trabajo nos mostré que en muchas ocasiones las
definiciones que mangjamos en clase estén basadas en los conceptos de los
programas curriculares del Ministerio de Educacion Nacional o en textos es-
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colaresdirigidos alos estudiantes y cuando profundizamos en tales concep-
tos nos damos cuenta de que no son lo suficientemente claros y precisos.

Al elaborar preguntas, talleres o evaluaciones debemos tener en cuenta
gue se trata de las herramientas con las cuales apoyamos €l aprendizaje de
nuestros alumnos'y en consecuencia se constituyen en un factor pedagogico
fundamental; por lo tanto, | as situaciones problemas deben motivar y desen-
cadenar razonamientos de tipo matematico que conlleven a que las respues-
tas no sean inmediatas y que contribuyan a desarrollo de competencias
logicomatematicas del estudiante —competencias que se manifiestan cuan-
do buscaordenaday sel ectivamente la solucidn alos problemas, intentamas
de un camino para llegar a una respuesta, o puede decidir si una respuesta
obtenida es razonable en el contexto en e que esta planteada la respectiva
pregunta.

L asreflexiones que hicimos en esta experiencia acerca de la observacion
al trabajo del alumno, nos hacen mas conscientes de que poder observar a
estudiante como parte de la evaluacion nos ayuda a dar cuenta de los logros
alcanzados: cud es €l saber del estudiante y los cambios que se van operan-
do en dicho saber a medida que é participa activamente de su proceso de
aprendizaje, cdmo se van desarrollando | as capacidades de lecturay escritu-
ra sobre temas rel acionados con lamatematicay la capacidad de reflexionar
criticamente sobre lo que se ensefia, lee 0 escribe. Con un mayor conoci-
miento sobre esos aspectos del proceso de aprendizaje es claro que se puede
ser mas cauto con relacion a calificaciones absolutas y afirmaciones impre-
cisas o demasiado generalesy, en cambio, se puede dar informacion de ele-
mentos positivos del proceso del estudiante que se refieren alo que éste ha
logrado frente alas diferentes teméticas tratadas.

Deseamos que nuestra participacién en este Programa de desarrollo pro-
fesional contribuya a iniciar y consolidar la construccion de una red de
maestros de mateméticas cuyo propdsito general searealizar acciones para
mejorar la précticadocentey extender laexperienciaalas alumnas maestras
en su practica pedagdgica y asi responsabilizarnos todos de la educacion
matematica desde el preescolar hasta el grado trece.

Leonor Barreto

Ninfa Garzon

Victoria Fonseca

Escuela Normal Superior Leonor Alvarez Pinzon de Tunja
Tel.: (098) 742 9287



CORRELACION INVERSA Y DIRECTA:
¢DOS CARAS DE UNA MISMA MONEDA?

INES GONZALEZ, RAMIRO CORTES
Y WILLIAM VELASQUEZ

En el estudio de la proporcionalidad el caréacter creciente o decre-
ciente de la relacion entre las magnitudes ha sido siempre un aspecto
esencial. Presentamos una experiencia de indagacion-accion a traves
de la cual intentamos, de un lado, explorar la manera como los estu-
diantes reconocen y enuncian e orden relativo de magnitudes que
varian de manera dependiente en dos eventos, y de otro lado, promo-
ver en los estudiantes el aprendizaje y uso de formas de representacion
de tales relaciones. Los resultados observados en el trabajo de los
estudiantes nos llevaron a reflexionar sobre cuestiones tales como si
una relacion puede simultaneamente comportar una correlacion
directa e inversa, o si siempre es posible establecer representaciones
cartesianas de la covariacion.

INTRODUCCION

Por invitacion de “unaempresa docente”, |os profesores de mateméticas de
la Escuela Normal Superior de Amaga, fuimos convocados a participar en
e “Programa de desarrollo profesional de profesores de mateméticas de
Escuelas Normales Superiores’, coordinado por “una empresa docente”,
centro de investigacion en Educacién Matematica de la Universidad de los
Andes. Desde nuestra perspectiva, € objetivo principal del Programa era
promover una experiencia de disefio curricular en torno a algin concepto o
procedimiento relevante para la comprension de la proporcionalidad. Para
conseguir este objetivo participamos de varios seminarios y en el periodo
intermedio entre ellos llevamos a cabo una serie de tareas en la Escuela
Normal.

En e desarrollo del Programa inicialmente tuvimos acercamientos a la
proporcionalidad desde una vision matemética y didactica. Después, co-
menzamos lafase de planeacién y disefio delapropuestacurricular enlaque
—entre otras actividades— disefiamos talleres que resolvimos antes de pre-
sentarsel os alos alumnos, propusimos posibles respuestas que ellos darian
en el momento en que desarrollaran talestalleresy los replanteamos. L uego,
implementamos en una de nuestras aulas dichos talleres haciendo simulta
neamente unaobservaciony registro delas actividadesy respuestas de nues-
tros estudiantes. Después, con base en los registros de la observacion,
realizamos un andlisisatravésdel cual pudimos advertir algunas caracteris-

PERRY, P., GUACANEME, E., ANDRADE, L. Y FERNANDEZ, F. (EDS.) (2003). TRANSFORMAR LA
ENSENANZA DE LA PROPORCIONALIDAD EN LA ESCUELA: UN HUESO DURO DE ROER (PP. 133-146).
BOGOTA: UNA EMPRESA DOCENTE.
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ticas de la manera como | os estudiantes establ ecieron rasgos de la variacion
conjuntade dos magnitudes en un mismo evento y elaboraron representacio-
nes gréficas de dicha variacion.

A continuacion presentamos informaci on rel ativa a este proceso de dise-
fio e implementacion curricular; éstala hemos organizado en cinco partes, a
saber: “Eleccion de eventos cotidianos de variacion conjunta’, “ Tareas pro-
puestas alos alumnos’, “La preparacion de laimplementacion”, “Laimple-

mentacion del disefio curricular” y “A modo de conclusion”.

ELECCION DE EVENTOS COTIDIANOS
DE VARIACION CONJUNTA

REDIMENSIONAMIENTO DE LA PROPORCIONALIDAD

El trabajo realizado en el primer seminario nos enfrentd a una perspectiva
de la proporcionalidad poco familiar para nosotros, como docentes. En
aquel seminario, de un lado, reconocimos que las rutas teméticas que
empleamos | os profesores para la ensefianza de la proporcionalidad no son
tan diversas, pues casi siempre € listado de temas que se abordan al estu-
diar la proporcionalidad incluye los mismos titulos en un mismo orden;
infortunadamente, la sustentacion que pudimos ofrecer a aspectos de tal
ruta (por gjemplo, orden temético, jerarquia tematica) no fue tan fuerte
como esperabamos; en consecuencia quedaron planteados algunos interro-
gantes, tales como: ¢es hecesario que € estudio de las fracciones preceda a
estudio de la proporcionaidad?, ¢es necesario estudiar razones y propor-
ciones para poder estudiar la proporcionalidad directa e inversa?, ¢cud es
la relacion que hay entre proporcion y proporcionalidad?, ¢cudl es € sus-
tento conceptual de la regla de tres, como algoritmo para resolver proble-
mas de cuarta proporciona? De otro lado, en € primer seminario, a
estudiar los criterios que manejamos paradecidir si una situacion involucra
una relacion de proporcionalidad y contrastarlos con definiciones matemé
ticas, advertimos que hay diversas definiciones de proporcionalidad directa
einversay gue no es cierto que la correlacion directa esté solo ligada ala
proporcionalidad directa, ni que la correlacién inversa no esté ligada a tal
tipo de proporcionalidad. También, en aquel seminario, a estudiar algunas
preguntas acerca de temas de proporcionalidad incluidas en el Tercer Estu-
dio Internacional de Mateméticas y Ciencias —TIMSS— (Diaz, Alvarez,
Torres y Guacaneme, 1997) pudimos identificar algunos de los errores més
comunes de los alumnos a abordar la proporcionalidad, tales como: abor-
dar una situacion de proporcionalidad sin considerar si esdirectao inversa,
organizar equivocadamente las variables para calcular la cuarta proporcio-
nal, plantear y resolver problemas de proporcionalidad inversa de la misma
manera como se resuelven los de proporcionalidad directa, o utilizar patro-
nes aditivos de cambio en lugar de multiplicativos. A través de las estadisti-
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cas de respuesta a aguellas preguntas del TIMSS, pudimos sorprendernos
con los bajos resultados que los estudiantes colombianos obtuvieron y nos
cuestionamos acerca de los resultados efectivos de la ensefianza que pro-
movemos acerca de la proporcionalidad.

Definitivamente, en aquel primer seminario pudimos redimensionar la
complejidad delaproporcionalidad, en tanto tematica escolar. Como conse-
cuencia de ello intuimos que la pregunta acerca de cémo ensefiar la propor-
cionalidad era no sdlo muy general, sino que dificilmente podria ser
respondida en e Programa, pues por la dimension del problema subyacente
alapregunta se requeriria desarrollar un vasto proyecto de investigacion.

En aquel momento iniciamos un proceso de identificacion de unatemé&
tica especifica dentro de la proporcionalidad que pudiera ser abordada atra-
vés de un breve disefio curricular. Con este fin hicimos unareflexiéninicial
sobre nuestra experienciay sobre las dificultades de |os estudiantes, identi-
ficando asi que si bien resuelven con cierta facilidad situaciones en las que
intervienen magnitudes directamente proporcional es, presentan serias difi-
cultades cuando en las situaciones intervienen magnitudes inversamente
proporcionales; estas dificultades se expresan en errores tales como organi-
zar mal laproporcion y resolver el problemacomo si las magnitudes fueran
directamente proporcionales. De estamanera, laproporcionalidad inversase
constituia en una tematica més especifica a estudiar.

Al cuestionar nuestro conocimiento acercade laproporcionaidad inver-
sa pudimos advertir que dentro de los criterios de los que disponiamos para
definirla se encontraba un concepto mucho mas especifico como lo eralaco-
rrelacion inversa; concepto que como se habia sefialado en el seminario no
era condicion necesaria, a menos que las magnitudes implicadas en larela-
cion fueran absolutas (como las que comUnmente se trabajan en la escuela).
En aguel momento —basados en nuestra experiencia docente, en los plan-
teamientos del Ministerio (MEN, 1989) y con la ayuda de los tutores del
Programa— decidimos que el estudio de la correlacion (directa o inversa)
podriaconfigurar un punto de partidaen laensefianza de la proporcionalidad
y que por tanto deberiamos desarrollar un proyecto de indagaci én-accién
gue nos permitiera explorar aspectos de la ensefianzay el aprendizaje de la
correlacion.

LA CORRELACION

Con la colaboracion de los tutores del Programa pudimos establecer algu-
nas definiciones y consideraciones respecto de la correlacion.

En un lenguaje matemético se puede expresar que dos magnitudes X y
Y estén correlacionadas directamente si paratodo y; y todo yj s cumple

quey; <y; cuando x; < X - Demanerasimilar, se establece que estén inver-

samente correlacionadas si paratodo y; y todo yj se cumple que Y <Y
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cuando X; < X - Si se aceptara que las magnitudes estén relacionadas me-

diante unafuncion f se diriaentonces que f escreciente, en el primer caso,
y que es decreciente, en el segundo.

Para reconocer que existe una correlacion directa entre las magnitudes
X'y Y esnecesario comparar, atravésdelarelacion “<”, losvaoresdelas
cantidades de X entresi, y losvaloresdelascantidadesde Y entresi. Si los
resultados de estas comparaciones son iguales paratodas las pargjas de va
loresy sus correspondientes, entonces se puede afirmar que hay correlacion
directa entre las magnitudes. Para explicar un poco més o anterior presen-
taremos unatabla con dos filas que podrian parecer mal ubicadas, en las que
semuestrael resultado deaplicar larelacion“ < " alas parejas de cantidades
sucesivas de las magnitudes X y Y.

| X; <X | X3 < X | X3 < Xy | Xy < Xs | Xe < X5 |
X Xy X2 X3 X4 X5 Xs
Y Y1 Y2 Y3 Ya Y5 Y6
| Yi<Y | Ys<V> | Y3<VYa | Ya<Ys | Y6<Ys |

Como se puede observar, ni losvalores x; nilosy; estan ordenados; no obs-

tante, las comparaciones se corresponden, es decir si x; < X entonces

i+1
tambieny, <y, , 0s x, ;<X entoncestambiény, , , <vy; . Por supues-

to quesi losvalores x; estuvieran ordenados, losvalores y; también lo es-

tarian en el mismo orden.

De manerasimilar parareconocer que existe unacorrelacién inversaen-
trelasmagnitudes X y Y esnecesario comparar, atravésdelarelacion“<”,
losvaloresdelas cantidades de X entresi, y losvalores delas cantidades de
Y entresi. Si los resultados de estas comparaci ones son opuestos para todas
las parejas de valores y sus correspondientes, entonces se puede afirmar que
hay correlacion inversa entre las magnitudes. Como o hicimos antes, para
explicar un poco més estaidea presentaremos unatabla con dosfilas que po-
drian parecer mal ubicadas, en las que se muestra el resultado de aplicar la
relacion “< " alas paregjas de cantidades sucesivasdelasmagnitudes X y Y .

| xi<x | xa<x | 3<% | %<x% | %<x |
X X1 X2 X3 X4 X5 X6
Y Y1 Yo Y3 Ya Ys Yo
| vo<vi | vo<vs | va<ys | vs<va | ¥5<¥6 |

Como se puede observar, las comparaciones son opuestas, es decir s

X <X, enoncesy, <Yy, 08 X, <X entoncesy, <y, ,.Aqui, s
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losvalores x; estuvieran ordenados, losvalores y; también lo estarian pero

en orden opuesto.

A partir de estas definiciones de correlacion directa e inversal, de las
consideraciones de |o que significaria su reconocimiento, y de advertir que
si losvalores de unade las magnitudes estan ordenados es mas facil recono-
cer laexistenciay €l tipo de correlacién, determinamos que nos interesaria
gue nuestros estudiantes pudieran identificar que la variacion de una de las
variables afecta la variacion de la correspondiente variable y que pudieran
formular enunciados (gréficos o textuales) que dieran cuenta del crecimien-
to o decrecimiento de una de las variables con respecto a correspondiente
crecimiento o decrecimiento de la otra.

DOSEVENTOSEN LOS QUE SE PUEDE EXPLORAR

LA CORRELACION

Bajo los supuestos de que e conocimiento matematico se construye de
mejor manera en ambientes que le sean familiares a los estudiantes y que
las matematicas deben permitir a los estudiantes mejorar € conocimiento
de su entorno, creimos conveniente enfrentar a los estudiantes a eventos
cotidianos en los que se identificaran dos variables mutuamente relaciona-
das que comportaran correlaciones inversas.

Las indicaciones de los tutores del Programa nos |levaron a reconocer
dos eventos reportados en sendos documentos provenientes de lainvestiga-
cion en Didactica de las Mateméticas. El primero, reportado por Janvier,
Charbonneau y Cotret (1989) en el estudio de las maneras de expresar lava-
riacion de variables relacionadas, plantea e cambio de luminosidad en un
sitio a medida que transcurre el tiempo; decidimos que nos interesaria el
cambio deluminosidad a atardecer. El segundo, reportado en uno delosin-
formes colombianos del estudio TIMSS (Diaz y Rivera, 1997), propone es-
tudiar lamanera como variael tiempo de disolucion de unatabletade Alka—
Seltzer en agua, a diferentes temperaturas para el agua.

REFLEXIONES PRELIMINARES SOBRE LOS EVENTOS
La determinacion de esos dos eventos de variacion conjunta no fue sufi-
ciente para consolidar el disefio curricular; vimos conveniente entonces
adelantar una aproximacién a ideas y representaciones mateméticas rela-
cionadas en tales eventos. Asi, nos dispusimos a explicitar informacién
acerca de las variables relacionadas, del tipo de correlacion entre las varia-
blesy de las posibles formas de representacion de las mismas.
Inicialmente, para nosotros no fue problema laidentificacién de las va
riables en cada uno de los eventos; en el primer evento, el tiempo de disolu-

1. Consideramos necesario advertir que en estadistica se utilizan los conceptos de correla-
cion positiva y negativa, pero que éstos son diferentes de los de correlacion directa e
inversa tratados aqui.
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ciény latemperatura del agua constituian las variables relacionadas; en €l
segundo, lo eran lahora y laluminosidad. En aquel momento reconocimos
que el primer evento suponialaidentificacion de unacorrelacion inversaya
gue se deberia observar que a mayor temperatura menor tiempo se requeria
para que la tableta se disolviera; por su parte también el segundo evento
comportaba una correlacion inversa, pues a medida que aumentara el tiem-
po, laluminosidad iria disminuyendo. En cuanto alarepresentacion grafica
habiamos considerado que existia la posibilidad de que los estudiantes hi-
cieran dibujos, pero en realidad nosotros estabamos pensando en gréficas
elaboradas en planos cartesianos; no obstante, pudimos advertir que sin me-
dir laluminosidad seriaimposible hacer unarepresentacion cartesianay su-
pusimos que la Unica opcidn para el evento en el que ésta estaba presente
serian los dibujos.

TAREAS PROPUESTAS A LOS ALUMNOS

En el Apéndice presentamos los dos talleres que les propusimos a los estu-
diantes, para ser desarrollados en equiposy por escrito. El primero, titulado
“Laluminosidad al atardecer”, pretende centrar la atencién en la correla-
cién que existe entre el tiempo y €l nivel de luminosidad a final del dia; el
segundo titulado, “Disolucién del Alka-Seltzer”, procura que se reconozca
y enuncie la correlacion entre la temperatura del aguay €l tiempo de diso-
lucion de las tabletas.

Al menos tres razones justificaban que propusiéramos €l taller de lalu-
minosidad, a saber: implica un evento comun del que pocas veces nos per-
catamos; los alumnos pueden hacer la observacién en sus casas, sin
limitaciones econdmicasy el diaque lo deseen; y, fomenta la creatividad y
argumentacion de los alumnos. También previmos dos razones para el caso
deladisolucion del Alka-Seltzer: es un experimento de bajo costo y se pue-
de hacer el seguimiento al trabajo de los alumnos.

L A PREPARACION DE LA IMPLEMENTACION

Como parte de la preparacion de la implementacion realizamos de manera
individual las tareas de los talleres, luego socializamos las experiencias y
respuestas; lo anterior nos permitio tener una aproximacion a las posibles
respuestas e interpretaciones de los alumnos. A continuacion presentamos
de manera sintética el resultado de estas actividades para cada uno de los
talleres propuestos.

LA LUMINOSIDAD AL ATARDECER
Suponiamos que | as descripciones que | os estudiantes realizarian como res-
puesta al literal B podian referirse a un hecho especifico (por ejemplo, se
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fue anocheciendo) o ala variacion del nivel de luminosidad (por gjemplo,
claro, menos claro, mucho menos claro, ..., se oscurecid; més oscuro,
mucho mé&s 0scuro, ..., oscuro del todo).

En cuanto a las representaciones gréficas del literal C esperdbamos en-
contrar un dibujo del cielo en una noche o una secuencia de dibujos con di-
ferente nivel de luminosidad. También supusimos que algunos estudiantes
harian una gréfica en un plano cartesiano y que ésta estaria constituida por
puntos, lineas o barras; en cualquier caso, las mayores valoraciones cualita-
tivas se ubicarian lgjos del cero.

Como respuesta alapregunta 1 ddl literal D, esperdbamos que los estu-
diantes admitieran que habian o no utilizado la informacién del cuadro. En
lo que respecta a la pregunta 2 del mismo literal, supusimos una respuesta
afirmativa o negativa acompafiada de una explicacién sobre: la cantidad de
informacion de lagréfica, lanecesidad de participar en la observacion como
condicion para poder entender la gréficay la calidad de la gréfica. Lares-
puestaalapregunta 3, podiaimplicar el uso defrasesdel tipo “ cuando avan-
za el tiempo, laluminosidad disminuye”, “cuando avanza el tiempo més se
oscurece” 0 “en un momento determinado se oscurecio rapido”. A la pre-
gunta 4, los estudiantes podrian responder afirmativa o negativamente; aqui
también esperdbamos que la respuesta se acompafiara de una explicacion
gue en el caso de larespuesta negativa podria ser del estilo “ porque hay dias
en gue se anochece mas temprano o més tarde” o, “porqgue las condiciones
climaticas son diferentes’ y en €l caso de la respuesta afirmativa podria ser
“porque siempre se anochecerd a medida que transcurre €l tiempo”.

DISOLUCION DEL ALKA-SELTZER

El cuadro propuesto en € literal B, se podria completar con expresiones
que dieran cuenta del tiempo (por eemplo, se demora mucho, menos,
mucho menosy poco) o con valores numeéricos, resultado de cronometrar €l
tiempo.

Como respuestaalatareaplanteadaen el literal C, esperdbamos que pre-
sentaran dibujos de cuatro vasos identificados con € nombre relativo a la
temperatura del agua; ademés aqui también consideramos como posibles
respuestas, gréficas cartesianas con caracteristicas similares alas reportadas
como respuesta a literal C parael evento de laluminosidad.

Paralaspreguntas 1y 2 del literal D, esperdbamos |as mismas repuestas
gue para las mismas preguntas en € evento de la luminosidad. Parala pre-
gunta 3, suponiamos que |os estudiantes utilizarian expresiones tales como:
“a més temperatura, menos tiempo necesita para disolverse’” o “a menos
temperatura requiere més tiempo para su disolucion”.
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LA IMPLEMENTACION DEL DISENO CURRICULAR

CONDICIONES DE IMPLEMENTACION

Los talleres fueron propuestos a un grupo de veintisiete estudiantes del
grado séptimo. El taller de la luminosidad en el atardecer fue propuesto
como tarea para ser realizada fuera de laclase, pero lasocializacion se hizo
en plenaria en el colegio, con la participacién de dos de los autores como
observadores y de uno como €l profesor del curso. Para €l taller deladiso-
lucion del Alka-Seltzer se dividio € curso en nueve grupos o equipos de
trabajo; uno de los autores fue el orientador del taller para todos los equi-
pos, en tanto que los otros dos profesores actuamos como observadores de
un equipo cada uno. La actividad se realizd en el laboratorio de Ciencias
Naturales, paratener acceso rapido al fogdn y ala nevera; para esta activi-
dad no se suministré ningan instrumento de mediday se determiné en cada
vaso, con unalinea, el nivel del agua, que fue igual en todos |os vasos.

RESPUESTAS OBTENIDAS

La luminosidad al atardecer

Como respuesta a la tarea del literal B, algunos estudiantes escribieron en
las celdas de la tabla expresiones relacionadas con el nivel de iluminacion
gue percibian en e momento de la observacion (por gemplo, brillante,
tenue, luminosidad débil, muy poco iluminado, hay muy pocaluminosidad,
opaco, semioscuro, se oscurecio por completo). Otros estudiantes utilizaron
frases que expresan una comparacion entre dos niveles de luminosidad (por
egjemplo, hay menos luz solar, esta mas oscuro, perdié luminosidad, se ha
perdido la mayoria de la luminosidad). |dentificamos que |as respuestas de
otros estudiantes no se refieren alaluminosidad, sino a aspectos climaticos
(por gjemplo, hacia calor, hace frio, el ambiente es més fresco, hacia menos
calor), a descripciones del firmamento (por g emplo, empezd con un cielo
lindo, las nubes se esparcen, no hasalido laluna, €l sol se empez6 a ocultar,
las nubes cambiaron de posicion y de color, € cielo se pone en parches, se
estaba terminando de ocultar € sol, la luna estaba entera, las estrellas
empezaron a salir, lalunay las estrellas salieron del todo), 0 @ momento
del dia (por gemplo, todavia es de dia, vaanocheciendo, ya anochecié més,
finalmente es de noche).

Como se puede reconocer, existen respuestas que al parecer no atienden
laconsigna“respecto alaluminosidad” del enunciado delatarea, ni al titulo
de lacolumnadonde se debiaregistrar 1ainformacién. Muchas de estas res-
puestas algjaron a los estudiantes de la intencionalidad del trabajo, puesto
gue se pretendialaidentificaci én de dos aspectosinversamente rel acionados
(transcurso del tiempo y luminosidad), y con algunos de los aspectos em-
pleados se expresaban rel aciones directas (por jempl o, con mastiempo més
frio, con més tiempo mas nubes con manchas). Por su parte, |as respuestas
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que si atienden a larelacion entre el tiempo y la luminosidad, expresan o
bien un estado que se corresponde con un momento especifico, o bien un
cambio de la luminosidad entre dos momentos. L as respuestas de este Ulti-
mo caso se corresponden mejor con las que habiamos previsto.

L as gréficas realizadas como respuesta al literal C, fueron en su mayoria
dibujos de paisgesy quienes representaron larelacién en un plano cartesia-
no o hien no identificaban los g es o incluian rectas que indicaban correla
ciones directas. Los dibujos se correspondieron con lo que esperdbamos
encontrar y que describimos en el apartado de respuestas esperadas.

En cuanto alasrespuestas de las cuatro preguntas del literal D, puedere-
sumirse el trabajo de los aumnos como sigue. Como respuesta alapregunta
1, los estudiantes que admitieron haber usado lainformacion de latablaadu-
jeron que ésta constituia un recurso que permitia recordar alguna informa-
cion con respecto a tiempo y ala luminosidad; quienes recordaban dicha
informacién afirmaron no haber requerido la tabla. Las opiniones en res-
puesta a la pregunta 2 estaban divididas; algunos estudiantes contestaban
gue no era posible que otra personainterpretara correctamente la gréafica he-
cha debido a la diferencia entre los pensamientos o puntos de vista de las
personas, mientras que quienes contestaban afirmativamente mencionaban
gue la gréfica daba suficiente informacion o describian 1a gréfica como ar-
gumento. Con respecto alapregunta 3, se encontraron varias respuestas, que
se refieren a una correl acion inversa entre las magnitudes consideradas (por
g emplo, amedida que van aumentando las horas, el diava perdiendo su lu-
minosidad; entre mas tiempo menos luminosidad), auna correlacion directa
(por gjemplo entre mas tiempo més oscuridad) y otras no clasificablesen es-
tos dos grupos (por ejemplo, amedida que transcurre €l tiempo laluminosi-
dad es més escasa; la oscuridad aumenta gradua mente a medida que el sol
seoculta; tiempo y luminosidad van cambiando lentamente). Como respues-
ta ala pregunta 4, todos los estudiantes coinciden en que no se obtendrian
iguales resultados, pero no se refieren ni ala existencia de la correlacion ni
al tipo de ésta, sino aquela“velocidad” en que se oscureceriano seriasiem-
pre lamisma, hecho que hacen depender de diferentesfactores (por gjemplo,
clima, estacién del afio, luminosidad del dia).

Disolucion del Alka— Seltzer

A pesar de la instruccién de no medir €l tiempo, los estudiantes utilizaron
sus relojes para hacerlo y determinaron tiempos cercanos a los dos minutos
para el agua helada, alrededor de un minuto paraaguaal clima, proximos a
medio minuto para aguatibia, y aproximados a veinte segundos para agua
caliente.

Pocos estudiantes hicieron dibujos de la situacidon y la mayoria reaizo
gréficas de gjes ortogonal es; estas gréficas contenian rectas de pendiente ne-
gativa, rectas de pendiente positivay, eventualmente, una curvade unafun-
Ccioén decreciente.
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Las respuestas a las preguntas 1 y 2 son muy parecidas alas delas pre-
guntas 1y 2 delasituacion de laluminosidad al atardecer. Como respuesta
alapregunta 3, se registraron enunciados de correlacion inversa (por gjem-
plo, entre menor temperatura mas tiempo y entre mayor temperatura menos
tiempo), de correlacion directa (por gjemplo, entre més fria el agua mas se
demoraba; amas temperatura, mas rapido se disolviael Alka-Seltzer) y res-
puestas que no se dejaban agrupar en ningln tipo de correlacién (por gem-
plo, el Alka-Seltzer se demora a veces de acuerdo con latemperatura).

UNAS REFLEXIONES SOBRE LAS RESPUESTAS OBTENIDAS
Registrar |as respuestas de |os estudiantes y organizar su presentacion para
configurar el apartado inmediatamente precedente fue €l inicio de un pro-
ceso de reflexion. Un segundo paso de este proceso nos llevé a hacer consi-
deraciones adicionales, algunas de las cuales pueden justificar las
respuestas de |los estudiantes a las tareas propuestas.

Sobre las magnitudes involucradas

En € taller de laluminosidad al atardecer, €l tiempo —o quiza sea mejor
hablar de la duracion— es una magnitud relativamente familiar para los
estudiantes y hay valores numéricos especificos y ordenados de ésta. La
otra magnitud (la luminosidad) si bien puede ser cotidianamente percepti-
ble, no es facilmente descriptible en términos cualitativos como se exige en
lainstruccion B; para esta cualidad —al igual que para muchas otras— no
poseemos pal abras que indiquen diferentes valores intermedios a los extre-
mos (por ejemplo, brillante y opaco —o sus respectivos sindnimos—) lo
cual podria obligar a incluir descripciones de comparacion con estos esta-
dos extremos (por ejemplo, menos brillante, mas opaco). Ahora bien, pen-
sar en una cuantificacion numérica de tal magnitud obligaria a conocer de
mejor manera la magnitud y a realizar una aproximacion a la fotometria,
pues incluso seria inoperante la estrategia de utilizar una escala de valores
entre 0y 1 paradescribir €l nivel deluminosidad (donde O correspondieraa
lacarenciadeluzy 1 aun brillo extremo).

Por su parte, en el taller de ladisolucion del Alka-Seltzer latemperatura
esté presentada por cuatro palabras que describen sendos valores (no espe-
cificos sino relativos) de lamagnitud. Laotra magnitud objeto de estudio (la
duracion) debe ser expresada en términos no numeéricos, 1o cual parece im-
posible si no se efectlda una comparacion con una unidad de medida (es de-
cir, sl no semide) 0 no se comparan entre si lasduraciones, paralo cua seria
necesario tener un mismo momento de inicio paralas diferentes temperatu-
ras del agua.

Sobrelorelativo de lo directo o lo inverso
Las magnitudes implicadas en las situaciones exhiben un comportamiento
interesante: la variacién de sus valores se puede describir de diferentes
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maneras. Para el caso de laluminosidad su variacion se puede enunciar de
al menos dos maneras equivalentes: “ se hizo mas oscuro” o “se hizo menos
claro”; estos dos sentidos de la variacién de los valores ligados ala varia-
cion en un sentido del tiempo origina dos expresiones para describir la
variacion de laluminosidad con respecto alavariacion del tiempo, a saber:
“amedida que se hace més tarde se hace mas oscuro” y “a medida que se
hace mas tarde se hace menos claro”. Como se puede ver en las anteriores
frases —a través del hecho resaltado— la covariacion de estas dos magni-
tudes se puede describir por las expresiones“amés ... més...” y “amas...
menos...".

Ladescripcion de la covariacion de dos magnitudes de maneras diferen-
tes se presentatambién en lasituacion deladisolucién del Alka—Seltzer. Alli
lavariacién delatemperaturadel agua se puede describir de cuatro maneras,
equivalentes dos a dos: “se hizo masfria’ o “se hizo menos caliente”, y “se
hizo menosfria’ 0 “se hizo mas caliente”. También lavariacion del tiempo
de duracion de la disolucién se puede describir de varias maneras: “se de-
mor6 mas’, “fue més lento”, “se tardé menos’, “fue mas rapido”, “fue me-
nos lento”, “fue menos rapido”, etc. Esto hace que la covariacion se pueda
describir a través de enunciados que incluyan las expresiones “a més ...
mas ...”,“amenos... menos...”, “amas... menos...” y “amencs... mas
...”, como por gjemplo:; “amastemperaturamasrapido sedisuelve’, “ame-
dida que & agua se hace menos fria, la disolucion toma menos tiempo”, “a
medida que el agua se hace mas caliente, la disolucion toma menos tiem-
po”, 0 “amenos temperatura mas tiempo toma la disolucion”.

I ni cialmente consideramos que poder establecer enunciados diferentes—
y aparentemente opuestos— parala covariacion de un par de magnitudes re-
lacionadas hacia que la corrdlacion pudiera ser directa o inversa, segin €l
enunciado establecido. Sin embargo, luego nos dimos cuentade que losenun-
ciados incorporaban las palabras “mas’ y “menos’ pero no la palabra “ me-
nor” implicada en las definiciones propuestas para la correlacién directa e
inversa; esta observacién resultariaimportante, como se vera a continuacion.

Si en lasituacién de laluminosidad al atardecer incorporamos unarela

cion de orden “<” alamagnitud tiempo y asumimos valores del tiempo t,

(cont=1, 2, ..., 7) correspondientes a cada una de | as celdas de la tabla del
literal B (deizquierdaaderecha) y hacemosalgo similar paralaluminosidad

—es decir, asumimos valores de luminosidad I; (coni =1, 2, ..., 7) corres-

pondientes a cada una de las celdas de la tabla (de izquierda a derecha)—,

tendriamosque t; <t ; v I;,; <l;; esto, interpretado alaluz de |as defi-
niciones de correlacion, nos indicaria que el fendmeno de la luminosidad
con respecto a tiempo exhibe una correlacion inversa. Pero entonces, ¢por
qué se puede enunciar con expresiones delaforma“amas... mas...” y “a

mas... menos...”? Creemos que lo que sucede es que la expresion
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l; , 1 <I; que bajo larelacion de orden se enunciaria“l; , ; es menor que
;" también puede ser interpretada o bien como “I; , ; es menos luminoso

quel;”,ocomo“l, , , esmasoscuroque |;”; estas dos expresiones verba-

les son tan solo dos maneras diferentes de interpretar el mismo resultado de
aplicar larelacién de orden alos datos de latabla, por tanto no implica que
se puedan establecer dos 6rdenes diferentes para tales datos y que, en con-
secuencia, la correlacion sea simultaneamente directa o inversa, dependien-
do de la expresion verbal que se seleccione.

Este hecho, nos invitaareflexionar sobre las definiciones de correlacion
directa e inversa que usualmente aparecen en |os textos escolares de mate-
méticasy que de manerahabitua presentamos en nuestras clases, casi sem-
pre como preambulo a estudio de la proporcionalidad.

Sobre las posibles formas de representacion

La representacion cartesiana de las magnitudes involucradas en las situa-
ciones o eventos tratados resulta ser unatarea no muy sencilla. Esto se debe
fundamental mente a que los datos de algunas de las situaciones no exhiben
valores numéricos absol utos sino mas bien estados cuantitativos (no numé-
ricos) relativos, como en el caso de latemperatura. Larepresentacion en un
gje horizontal de los valores de la temperatura del agua incluye los cuatro
valores (helada, a clima, tibiay caliente) en orden (de izquierda a derecha
0 viceversa) pero no se puede establecer la “distancia’ entre éstos; por su
parte la representacion de la luminosidad en un gje vertical incluiria dos
puntos que indicarian los valores extremos (brillante y opaco) y puntos
intermedios sin un nombre especifico.

Como en ambos eventos existen magnitudes que con lainformacion dis-
ponible no podian ubicarse en escalas graduadas, entonces larepresentacion
cartesiana resultaba imposible y alo sumo se podria hacer una representa-
cién en dos gjes ortogonales no graduados. Este tipo de representacion pa-
rece ser mucho mas abstracta que larepresentacion cartesianay aun mucho
més que larepresentacion a través de una secuencia de dibujos.

A MODO DE CONCLUSION

Sin duda, la experiencia de disefio curricular nos impuso tareas que o bien,
habitual mente no realizamos o, lo hacemos de manera apresuraday sin una
reflexion cuidadosa. Sin duda, la “velocidad” con la que transcurre la acti-
vidad docente —determinada, entre otras, por la cantidad de cursos que hay
gue atender, por e elevado nimero de estudiantes a cargo, por la cantidad
de temas que hay que abordar, por el sinnimero de tareas que involucrala
docencia— no favorece la actividad de disefio curricular. Este hecho hace
gue €l “Programa de desarrollo profesional de profesores de mateméticas
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de Escuelas Normales Superiores’ congtituya ante todo una oportunidad
para diagnosticar y mejorar la formacion docente a través de una accion
didéactica

A través de esta accién pudimos reconocer: lanecesidad de profundizar
en el estudio de los temas mateméticos que ensefiamos a nuestros estudian-
tes, la complejidad de disefiar talleres a través de los cuales |os estudiantes
logren aprender mateméticas, la potencialidad de observar directamente la
actividad de los estudiantes como medio para entenderlosy comprender los
procesos que realizan y, la necesidad de convertir el quehacer cotidiano de
docentes y estudiantes en objeto de reflexion.

De manera particular y bajo la consideracién de que nuestro disefio cu-
rricular constituye tan sélo un paso inicial del estudio de la proporcionali-
dad, identificamos algunas de las acciones futuras que podrian apoyarse en
la experiencia vivida, a saber: replantear |os talleres de acuerdo con lo ob-
servado y con las reflexiones realizadas, escudrifiar conceptos matematicos
involucrados en eventos de covariacion, identificar otros eventos que con-
tengan correlaciones que puedan expresarse como relaciones inversas o di-
rectas, identificar formas de conectar la correlacién con la proporcionalidad
inversa o directay mantener la actividad de disefio curricular como una ma-
nera de concretar en el aula estas acciones.
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APENDICE

PRIMER TALLER: LA LUMINOSIDAD AL ATARDECER
A. Observo laluminosidad del dia, en un espacio abierto, entre las 5:30 p.m. y las
7:00 p.m,, sin luz artificial.

B. Registro con mis palabras, en el siguiente cuadro, lo observado a medida que
transcurre €l tiempo respecto alaluminosidad del dia. La valoracion es cualita
tiva

Tiempo |5:30 p.m|5:45 p.m.[6:00 p.m.|6:15 p.m.|6:30 p.m.|6:45 p.m|7:00 p.m.
Luminosidad

C. Represento graficamente |o observado.
D. Respondo sustentando:
1) ¢Necesité lainformacién del cuadro para elaborar la gréfica?

2) Otra persona que observe la gréfica que realicé, iinterpretaria lo que quise
representar?

3) Comparando €l tiempo transcurrido con la luminosidad, ¢qué podria con-
cluir?

4) Si realizo esta observacion en cualquier diadel afio, ¢obtendria aproximada
mente la mismainformacion?
SEGUNDO TALLER: DISOLUCION DEL ALKA-SELTZER

A. En un recipiente con agua helada, determino el tiempo de disolucion de un
Alka Seltzer. Repito este procedimiento con agua al clima, tibiay caliente.

B. Completo & siguiente cuadro, de acuerdo alo observado:

Temperatura del agua Tiempo de disolucién
(determinada al tacto) del Alka-Seltzer

Helada
Al clima
Tibia
Caliente

C. Elaboro una gréfica que dé cuenta del experimento realizado.
D. Respondo sustentando:
1) ¢Elaboré la gréfica utilizando lainformacion del cuadro?

2) Otra persona que observe la gréfica elaborada, sin acompafiamiento del cua-
dro, ¢comprenderia de qué se trata?

3) ¢Qué relacion puedo establecer entre la temperatura del aguay €l tiempo de
disolucion del Alka-Seltzer?



L A ENSENANZA DE LA PROPORCIONALIDAD:
UN CAMINO LARGO POR RECORRER

ADRIANA ESPINAL, ADRIANA SUAREZ,
TERESA ARAQUE Y HENRY VANEGAS

En este documento describimos algunos aspectos de la experiencia
vivida en torno al disefio e implementacion de una secuencia de tareas
de proporcionalidad. A través de estos aspectos se evidencia que dise-
fiar talleres para procurar que los estudiantes aprendan mateméaticas
es una labor compleja que exige la puesta en juego de conocimientos y
habilidades docentes que habitual mente se usan pero que no estan ple-
namente consolidados, a la vez que promueve una reflexion sobre éstos
que permite cualificarlos.

INTRODUCCION

La Escuela Normal Superior de Jericé fue invitada por “una empresa
docente” de la Universidad de los Andes a participar en € “Programa de
desarrollo profesional de profesores de matematicas de Escuelas Normales
Superiores’. Esta invitacion fue bien recibida institucionamente y a partir
de ello se decidié que nos involucraramos en el Programa con el deseo de
aprender y con laintencién de que éste fuera un espacio para confrontar la
formacién profesional lograda en la actividad docente que se desarrolla en
laNormal.

Latareacentral quellevamos acabo en €l marco del Programafue el di-
sefio e implementacion de una secuencia de talleres, a través de los cuales
buscabamos, ademas de lograr €l aprendizaje de la proporcionalidad por
parte de los estudiantes, identificar pautas que nos permitieran mejorar,
crear, recrear y promover la ensefianza de la proporcionalidad.

A continuacion, en cinco apartados presentamos algunos aspectos de la
experiencia de disefio e implementacion. En el primero hacemos una des-
cripcién sucinta de la problemética abordada, en el segundo aludimos alas
caracteristicas de |a estrategia disefiada para abordar 1a problematica, en €l
tercero damos cuenta de algunos detall es de laimplementacion de la secuen-
cia, en € cuarto exponemos algunos elementos que deberian ser tenidos en
cuenta para lareelaboracion de la estrategia utilizaday en el dltimo sinteti-
zamos algunas reflexiones acerca de la experiencia misma. Ademds, inclui-
mos como apéndice la secuencia de talleres utilizada.

PERRY, P., GUACANEME, E., ANDRADE, L. Y FERNANDEZ, F. (EDS.) (2003). TRANSFORMAR LA
ENSENANZA DE LA PROPORCIONALIDAD EN LA ESCUELA: UN HUESO DURO DE ROER (PP. 147-163).
BOGOTA: UNA EMPRESA DOCENTE.
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IDENTIFICACION DEL PROBLEMA

La proporcionalidad constituy6 el g/e matemético sobre € que se instauro
el Programa; en este sentido, inicialmente se realiz6 una reflexion acerca
del conocimiento matemético en torno a la proporcionalidad. Como resul-
tado de esta reflexion pudimos advertir que, a pesar de nuestra percepcion
inicial, nuestro conocimiento sobre la proporcionalidad —como educado-
res— erainsuficiente para dirigir procesos de aprendizaje y que era necesa-
rio profundizar en aquél, pues tal insuficiencia podia ser una de las causas
que contribuia a que | os resultados esperados en cuanto al aprendizaje no se
alcanzaran. A este respecto, en el Programa pudimos observar como € Ter-
cer Estudio Internacional en Mateméticas y Ciencias (TIMSS) mostré que
la proporcionalidad —en tanto area tematica que incluia el concepto de pro-
porciondidad, € significado de razén y proporcion, la proporcionalidad
directa e inversa, la extrapolaciéon e interpolacion lineal, etc.— present6
nivel es de desempefio bastante bajos en €l &ambito internaciona y muy bajos
para la poblacion colombiana de los grados séptimo y octavo. También
anteriormente, a través de los resultados de las pruebas SABER, alas que
estuvieron vinculados los estudiantes de la Escuela Normal, habiamos
podido reconocer que €l desempefio en matematicas de nuestros estudiantes
erano muy satisfactorio.

Para confrontar los resultados obtenidos en las dos pruebas citadas, de-
cidimosrealizar en lainstitucién una prueba de diagndstico sobre la propor-
cionalidad; asi, en € grado quinto de primariaindagamos por €l significado
derazony proporcién, en €l grado décimo por lapendientey lasrazonestri-
gonométricas, y en undécimo por la interpolacion y extrapolacion lineal.
Como los resultados de esta prueba nos mostraron un panorama de desem-
pefio de los estudiantes similar a reportado en los estudios TIMSS y SA-
BER, decidimos hacer unaintervencion de“refuerzo” en contenidos béasicos
para €l tema sobre el que se hizo el diagndstico. Luego, aplicamos nueva
mente la prueba, pero los resultados no se modificaron sustancialmente; la
mirada realizada a los resultados nos permitio advertir que los estudiantes
tenian problemas para: establecer larazon entre los valores de dos magnitu-
des, determinar laubicacién delos términos en una proporcion para solucio-
nar un problema de cuarta proporcional, identificar la existencia de una
correlacién (directao inversa) en unasituacién de covariacion, plantear pro-
blemas de proporcionalidad, y, construir una proporcion a partir de laigual-

dad de dos productos (por gemplo, a partir de laigualdad 8 x 6= 12x 4
escribir la proporcion % = :—;’ ). Adicionalmente, reconocimos que paralos

estudiantes €l tipo de correlacion es condicion suficiente para determinar el
tipo de proporcionalidad, es decir, para ellos, determinar que la correlacion
es directa basta para establecer que la proporcionalidad es directa, o deter-
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minar que es inversa para deducir que la proporcionalidad esinversa. Tam-
bién advertimos que ellos usan la regla de tres simple directa en cualquier
problema de proporcionalidad, ya sea que la relacion entre las magnitudes
seadirectao inversa

Esta experiencia—de diagnostico, accion y evaluacién— nos permitio
ser conscientes de la necesidad de trabajar de una manera diferente los con-
tenidosrelativos ala proporcionalidad, es decir, delanecesidad de una nue-
va estrategia pedagogica. En aguel momento creimos conveniente que tal
estrategia pedagdgica adhiriera a planteamientos general es ampliamente di-
fundidos en la comunidad de profesores, como los siguientes: “debemos
ubicar alos estudiantes en un entorno de aprendizaje que propicie lainves-
tigacion, el descubrimiento y la construccion de su comprension, gracias a
sus propios esfuerzos’ y “hay que propiciar que el educando viva el apren-
dizaje como una experiencia progresiva, divertida y formativa’. Ademés
juzgamos provechoso que la estrategia asumieralos planteamientos expues-
tos en e documento oficial de lineamientos curriculares de mateméticas
(MEN, 1998) acerca de las situaciones problemas como recurso y medio
para €l aprendizaje de las mateméticas, pues como alli se menciona, éstas
generan un estado de desequilibrio que creaen el estudiante la necesidad de
abordar nuevas herramientas'y acceder asi a nuevos conocimientos; en otras
palabras, |as situaciones problemas son aguellas que generan interrogantes
y alavez incitan a la bisqueda de respuestas, ademas para su solucion re-
quieren procesos de reflexion, andlisis y construccion.

LA ESTRATEGIA DISENADA

Para abordar la problematica esbozada en €l apartado anterior y atendiendo
a los planteamientos sobre los que nos gustaria proponer una estrategia
didéctica de aula, vimos conveniente disefiar una secuencia de talleres (ver
Apéndice) através de los cuales |los estudiantes pudieran desarrollar accio-
nes que les permitieran un contacto con el conocimiento matematico rela
tivo ala proporcionalidad.

Cuatro talleres constituyen la secuencia. Cada uno de los talleres esta
conformado por dos o tres actividades en las que se presenta una situacion
gue incluye un contexto y una serie de preguntas y tareas que deben desa-
rrollar 1os estudiantes; en algunas situaciones se incluye informacién mate-
mética con respecto a algunos contenidos relativos a la proporcionalidad.
L os talleres abordan diferentes temas rel acionados con la proporcionalidad
y su orden de aparicion pretende corresponderse con un orden teméti co.

En e primer taller se enfrenta a estudiante a dos tablas que contienen
informacién cuya interpretacion, desde nuestra perspectiva, debe permitir
reconocer las magnitudes relacionadasy €l tipo de correlacion (directaoin-
versa) existente. En el segundo taller presentamos dos situaciones de pro-
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porcionalidad (directa e inversa) a través de las cuales queremos que los
estudiantes evidencien el carécter constante del cociente y del producto de
valores correspondientes, respectivamente. Con €l tercer taller pretendemos
abordar una aproximacion al calculo delacuartaproporcional como unaes-
trategia para encontrar valores desconocidos de las dos situaciones del se-
gundo taller, es decir como una estrategia para resolver problemas de
proporcionalidad directaeinversaque parte del reconocimiento del carécter
constante del cociente o producto y su reinterpretacion en términos de pro-
porciones. En e cuarto taller les presentamos a los estudiantes dos prable-
mas de proporcionalidad y les proponemos que inventen problemas a partir
de una proporcion y unatabla; este taller, en cierto sentido, constituye una
manera de evaluar lo logrado en los tres talleres anteriores.

LA IMPLEMENTACION DE LA SECUENCIA

Implementamos |a secuencia de talleres en el grado séptimo, en un curso de
treintay dos estudiantes, en cinco sesiones de cincuenta minutos cada una.

Parainiciar laimplementacion, entregamos | os cuatro talleres alos estu-
diantes, les presentamos su estructura general y les dimos las instrucciones
sobre la manera en que esperabamos que abordaran la solucion de los mis-
mos. |nmediatamente después se conformaron los grupos de trabgjo, cada
uno compuesto por cuatro integrantes, y sedioinicio a trabajo con el primer
taller. Luego de aproximadamente media hora hicimos una socializacion de
las respuestas del taller, aclaramos dudas e inquietudes y corregimos algu-
nos errores cometidos por los estudiantes. De manera similar se desarroll6
laactividad paralos deméstalleres. Al final delaquintasesion, y con el ani-
mo de afianzar algunos de | os aspectos estudiados, propusimos otros ejerci-
Cios que no estaban incluidos en los talleres.

Durante la implementacion, uno de nosotros actudé como profesor del
curso, en tanto que los otros tres intentamos hacer una observacion del tra-
bajo delos estudiantes. Para esta observacién habiamos determinado previa-
mente unos derroteros generales. Por gjemplo, en el desarrollo delaprimera
tarea de la tercera actividad del cuarto taller nos interesaba observar si 1os
estudiantes: interpretaban la proporcion como una comparacion de valores,
aludian aproporciones delas anteriores actividadesyy talleres, determinaban
la cuarta proporcional, discutian sobreincluir o no un contexto al problema,
determinaban € tipo de proporcionalidad del problema a proponer o pro-
puesto, y/o formulaban el enunciado del problema. Asi mismo, parala se-
gundatarea de la tercera parte nos interesaba reconocer evidencia acercade
si los estudiantes: identificaban en latablalos valores correspondientes, ha-
cian comparaciones multiplicativas o aditivas entre los valores de la tabla,
identificaban € tipo de correlacion entre las parejas de valores correspon-
dientes en latabla, agregaban datos alatabla, planteaban proporciones, cal-
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culaban el producto o € cociente de las pargjas de valores, discutian sobre
lainclusion de un contexto en € enunciado, y/o, enunciaban un problema.
De otro lado, habiamos anticipado algunas respuestas posibles a las ta-
reasy preguntas propuestas. Por g emplo, como respuestaalaprimeratarea
delaActividad 1 del cuarto taller, supusimos que |os estudiantes podrian:

* Intentar determinar cuantos pasgjeros transporta € conductor
del bus en un solo diay luego contestar la pregunta a través de
dividir a 1296 entre 6; con este dato podrian ir calculando cuan-
tos pasgjeros recogeria en dos, tres, cuatro, etc., dias, hasta
encontrar €l nimero de dias que corresponde a 4320 pasajeros.

 Encontrar los multiplos de 1296 e identificar que €l nimero de

dias debe estar entre 18 y 24.
* Plantear y resolver el problema en forma de regladetres:
Pasajeros Dias
1296 6 X = 43122092 6 = 20dias
4320 X

* Plantear alguna de las siguiente proporcionesy, através del uso
del producto cruzado, encontrar la cuarta proporcional:
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El proceso de observacién nos permitié reconocer aspectos generales del
trabajo de los estudiantes en cada uno de lostalleres. Parael caso del cuarto
taller pudimos advertir que: en la mayoria de los grupos de estudiantes se
hizo varias veces la lectura de los enunciados de los problemas, en algunos
grupos laidentificacion de | os problemas como situaciones de proporciona-
lidad fue casi inmediata, en muchos grupos se utilizaron simbolos y tablas
como parte de la solucion, y en una buena cantidad de grupos, con lainten-
cion de entender y solucionar los problemas, se establecieron comparacio-
nes de éstos con las situaciones y problemas de |os anteriores talleres.

En un primer momento consideramos que para muchos grupos las acti-
vidades redlizadas através de los tres primeros talleres | es permiti6 abordar
conrelativo éxito lastres actividades del cuarto taller. Ademés, reconocimos
gue para la mayoria de los estudiantes €l trabajo con las tablas constituyd
tanto un referente para significar y entender |as relaciones entre las magni-
tudes, como una estrategia para emplear en la solucion de los problemas,
pues utilizaban la tabla como un medio para anotar sisteméticay organiza-
damente los datos, y luego establecian razonesy comparaban los valores de
las magnitudes. No obstante, en un segundo momento reconocer que en la
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mayoria de los grupos, la solucién alos problemas de proporcionalidad del
cuarto taller no involucrd el uso de las proporciones sino que se procedié a
través delaidentificacion delavariacion aditivadelos valores, de operacio-
nes aditivas sobre los mismos, o de comparaciones que invol ucraban encon-
trar la pareja de valores en la que una de las componentes fuera la unidad
para luego multiplicar por un factor, nos hizo interrogarnos por el éxito de
lasecuenciadetalleres.

Este cuestionamiento nos llevé arevisar |os talleres propuestos y con la
ayudadelostutores del Programa pudimos notar al gunos aspectos que no ha-
biamos advertido al momento del disefio de lasecuenciay que deberan cons-
tituir elementos centrales en la reconstruccion y redisefio de la secuencia de
talleres; en el siguiente apartado presentamos tal es aspectos.

ASPECTOS PARA LA REELABORACION
DE LA SECUENCIA

La mirada a cada uno de los talleres, con la intencidn de detectar posibles
falencias en éstos que pudieran corregirse en una nueva version de la
secuencia, nos permitié determinar que la propuesta puede y debe ser mejo-
rada en aspectos de formay contenido; al mismo tiempo, la discusién sobre
tales aspectos nos generd agunas reflexiones sobre e contenido matemé-
tico mismo. A continuacion reportamos las falencias y las reflexiones para
cada uno de los talleres.

CUESTIONES PARA REELABORAR EL PRIMER TALLER

En el primer taller, las dos actividades pretenden enfrentar alos estudiantes
a sendas situaciones que expresan correlacién directa e inversa, respectiva
mente, entre dos magnitudes. Sin embargo, a intentar determinar cuaes
son las magnitudes implicadas nos encontramos con sorpresas respecto de
la idea de magnitud que teniamos y pusimos en juego en €l taller, y alade
comparacion entre magnitudes.

En laactividad “ De compras en el supermercado”, |as magnitudes invo-
lucradas serian €l nimero total de articulos depositados en €l carritoy €
costo total de tales articulos; la cuestion aqui es que la definicion que habi-
tualmente utilizamos de magnitud (todo aquello susceptible de medida) no
parece ser aplicable a la primera magnitud, a menos que aceptemos que €l
conteo es unamanerade medir, |o cual no parece ser adecuado, pues aunque
los resultados de ambos procesos (contar y medir) sea un nimero, los pro-
cesos mismos parecen diferentes. Desde esta perspectiva, es claro que se
hace necesario que, de un lado, reconceptualicemos la idea de magnitud
paratener claridad si en esta actividad se estan 0 no relacionando dos mag-
nitudes, através de susvalores numeéricos, y de otro lado, revisemoslateoria
de la proporcionalidad para establecer si pueden existir relaciones propor-
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cionales entre conjuntos que no sean magnitudes; o anterior debera permi-
tirnos un juicio parareelaborar las situaciones del taller.

En laactividad “ Necesidad de dormir” lareflexidn sobre |as magnitudes
implicadas ofrece un panorama un poco més complejo que el reportado in-
mediatamente antes. En esta actividad contestar 1a pregunta del numera 4
(¢A qué magnitudes serefiere el cuadro?) no parece ser un asunto sencillo.
Inicialmente se podria pensar que las magnitudes implicadas son laedad de
una personay el nimero aproximado de horas diarias que duerme una per-
sona; si esto fuera asi, los valores de cada magnitud deberian ser nimeros
positivos. No obstante, al observar latablay extractar lainformacién se hace
evidente que hay dos“ seudomagnitudes’ A y B cuyos valores se pueden re-
presentar en los conjuntos A = {bebés, nifios, adultos, ancianos} vy
B = {[18, 20], [9, 10], [7,9], [5, 7] }, respectivamente. Como puede
evidenciarse, |osval ores no son nimeros, aunque a éstos se les puedan hacer
corresponder, de manera arbitraria, algunos nimeros. En otras palabras, la
tabla no presenta una relacion entre magnitudes, pues no implica dos mag-
nitudes; esta afirmacion se sustenta en el hecho de que para ninguna de las
dos “ seudomagnitudes’ se puede establecer unarelacion de orden entre sus
valores, ni una operacion “suma’ entre éstos, condiciones necesarias para
considerar que un conjunto de valores defina una magnitud, como se esta-
blecié en uno de los seminarios del Programa.

De otro lado, a pesar de no formar parte de las tareas propuestas en €l
taller, a hacer el gjercicio de graficar la posible relacion que se queria pre-
sentar através de latabla, nos encontramos con el problema de cdmo ubicar
en un ge los valores de la primer columna, o los valores de la segunda co-
lumna; como solucién podriamos adoptar al menos dos posibilidades: ubi-
car cada elemento de laprimera columnaen un punto del g e (lo mismo para
lasegunda columna) o asociar unintervalo del je aposiblesvaloresde cada
elemento. Asi, obtendriamos gréficas como las que se presentan en laFigura
N°1y enlaFiguraN°2:

A

182204 e
9al10 o
7a9- °
5a7- o

»

T T T T
bebés nifios adultos  ancianos

Figura N° 1.
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ZO-D
nimerode 127
horasde
suefio al dia 190: —_
7 - [ ]
5 - 1
01 18 50
edad
Figura N° 2.

En la primera gréfica quiza se pueda observar €l comportamiento que esta
implicito en la actividad, es decir, la correlacion inversa, pero hay que pre-
cisar que el orden en que se han dispuesto los datos es arhitrario, pues éstos
se han ordenado con un criterio aplicable a los nimeros posiblemente aso-
ciados a las categorias. En otras palabras, no es preciso decir que “bebés’
sea menor que “nifios’; asi, pudo haberse ubicado en el orden inverso, lo
cual modificarialagréficay la caracterizacion de larelacién. En lasegunda
gréfica se puede observar que larelacion no esfuncion y que para este caso
no podriahablarse delaexistenciade unacorrelacion inversa. Desde nuestra
perspectiva, la segunda gréfica es unainterpretacion correcta de larelacion
gue se queria proponer. En conclusién, parece ser necesario cambiar las
magnitudes de la situacion y los valores de las mismas; quizd, entonces, se
pueda pensar en cuatro edades representativas de 1os grupos de edades (por
giemplo, 1 afio, 7 afios, 25 afiosy 65 afios) y cuatro nimeros de horas de sue-
fio correspondientes (por gjemplo, 18 horas, 10 horas, 8 horas y 7 horas),
como unaforma de evitar |os problemas reportados.

En lastresactividades del taller, nosreferiamos a una comparacién entre
las magnitudes (concretamente en lapregunta3 delaActividad 1, enlatarea
5delaActividad 2y enlastareas 2 y 3 de laActividad 3). Ahora creemos
gue através de las tablas no se comparan las magnitudes sino que se esta-
blecen relaciones entre éstas, 0 méas especificamente, se presentan corres-
pondencias entre valores de las magnitudes. Las comparaciones podrian
establecerse entre |os val ores de una misma magnitud a través de relaciones
o de operaciones; desde esta perspectiva, enunciados tales como “$5000 es
un costo menor que $35000”, “$5000 excede a $35000 en $30000 " y
“$5000 es la séptima parte de $35000” tienen sentido, en cambio, no tiene
sentido comparar “7 articulos’ con su costo “$58000” . También podrian es-
tablecerse comparaciones entre las respuestas al as preguntas sobre €l orden
en los valores de cada una de las magnitudes; de esa manera, podriadecirse
gue en la primera actividad los valores de la primera columna estan estric-
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tamente ordenados (1 <2< 4 <6 <7 <9< 10) y que sus correspondientes
valores de la segunda columna también lo estan (es decir, $5000 < $14000
< $35000 < $47000 < $58000 < $75000 < $99000). Esta comparacion entre
los érdenes de los val ores de cada magnitud se aproximamas a significado
de correlacion que queremos promover a través del taller en cuestion; por
ello esimportante repensar y replantear las preguntasy tareas del taller que
serefieren alacomparacion y a reconocimiento de la correlacion.

Finalmente, creemos que es necesario replantear la pregunta 5 de laAc-
tividad 1y lapregunta 6 delaActividad 2, pues de un lado ambas se pueden
contestar afirmativa o negativamente, en cuyo caso larespuestano dainfor-
macion relevante, y de otro lado, consideramos que la instruccion “explicar
larelacion” esambiguay no alude necesariamente alacorrelacion presente.

CUESTIONES PARA REELABORAR EL SEGUNDO TALLER

Inicialmente debemos reconocer que las condiciones de cociente o pro-
ducto constante, no son los Unicos rasgos caracteristicos de las relaciones
de proporcionalidad directa e inversa, respectivamente, pero, son |os inicos
gue se ponen en juego através de las dos actividades. En particular, através
delaActividad 1 no se plantea tarea alguna que aborde | as propiedades de
aditividad y de homogeneidad que satisfacen | as funciones de proporciona-
lidad directa y que se pueden expresar sintéticamente como
f(atb) = f(a)y+f(b) y f(k-a =k-f(a), respectivamente;
tampoco através de laActividad 2 se pretende abordar la proporcionalidad
inversa desde |la perspectiva de la proporcionalidad directa, es decir, no se
hace alusién a que una relacién de proporcionalidad inversa satisface la
condicion de que entre los valores de una magnitud y los reciprocos de los
correspondientes se puede reconocer una relacion de proporcionalidad
directa

Deotro lado, creemos que en laActividad 1 inicialmente podria ser con-
veniente considerar sdlo una de las relaciones, es decir, o bien, la relacion
entre e nUmero de naranjasy €l nimero de vasos de jugo obtenido, o bien,
larelacion inversa (es decir, entre €l nimero de vasos de jugo y € nimero
de naranjas). Quiz4, atendiendo al orden de presentacion de los datos en el
texto que plantea el contexto sea preferible abordar 1a primerarelacion cita-
da, paraluego, en una actividad posterior abordar € estudio de larelacién
inversa. Esto implicaria suprimir varias de las preguntas y tareas de las pro-
puestasy presentarlas cuando se estudie aquélla. Este comentario seriaapli-
cable también paralaActividad 2.

En el numeral 10 semencionalapalabra*“actividad”; desde nuestrapers-
pectiva actual 1o que se deben comparar no son las actividades sino el com-
portamiento de |os val ores de las magnitudes en cada una de las situaciones
0 més especificamente, lostipos de correlacion entre las magnitudes de cada
unade las actividades.
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CUESTIONES PARA REELABORAR EL TERCER TALLER
En lainformacion matemética con respecto a la idea de proporcién con la
gue seinicialaActividad 1, usamos la simbologia de los nimeros fraccio-
nariosy el concepto de igualdad entre los resultados de |as divisiones indi-
cadas. Esto puede generar que el estudiante no establezca diferencia entre
una fraccion y una razon, de lo que podria seguirse que tampoco recono-
ciera la existencia de la diferencia entre una igualdad de fracciones y una
proporcion. En consecuencia, a través de la explicacion tedrica en el taller
solo le estariamos dando un nuevo nombre (o dos) a objetos mateméticos
ya conocidos. No obstante las consideraciones anteriores, no hemos
logrado la suficiente claridad sobre los conceptos de razén y fraccion que
nos permita caracterizarlos y diferenciarlos, ni vemos como una potencial
diferenciacion de éstos pueda modificar la aproximacion que queremos
plantear en € taler. Este hecho obliga a preguntarnos si en efecto a través
del taller solamente estamos abordando una temética relativa alos nimeros
fraccionarios, con lailusion de estar trabajando con razones'y proporciones.
De otro lado, si bien reconocemos que e resultado de las multiplicacio-
nes alas que nos referimosen lastareas 1y 2 delaActividad 1, es siempre
el mismo, no hemos logrado precisar €l significado de dicho producto en el
contexto de la situacion; tampoco hemos logrado precisar el significado de
las proporciones que se pide que construyan los estudiantes en latarea 2 de
laActividad 2. Nos parece importante y urgente que logremos precisar tales
significados pues con seguridad esto modificaria €l taller ya que intentaria-
mMos entonces que através de nuevas tareas propuestas | os estudiantesinter-
pretaran y construyeran significado para los productos, razones y
proporciones, significado sin el cual € trabajo puede quedarse en un trata-
miento sintéctico de los valores de unatabla, lo cual ratificarialavision de
las mateméticas como “ago que sirve sdlo para hacer gercicios indtiles y
carentes de significacion”.

CUESTIONES PARA REELABORAR EL CUARTO TALLER

Tanto enlaActividad 1 como en laActividad 2, |as preguntas del numeral 1
pueden exigir responder previamente las demas preguntas planteadas, por
lo cual creemos conveniente modificar €l orden de las preguntas y plantear
el problema como preguntafinal.

En laActividad 3 creemos conveniente modificar los valores de latabla
del numeral 2, pues|os datos delas dos primeras celdas verticalesdelatabla
deberian ser 2 y 3 para asi establecer una relacién de proporcionalidad in-
versa entre los dos conjuntos de valores.
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REFLEXIONES PARA CONCLUIR

A través del Programa y de las experiencias generadas por éste, hemos
podido evidenciar que la proporcionalidad se constituye en uno de los
temas que impone mayores retos a docente que intenta dirigir procesos de
aprendizaje basados en la solucion de problemas. Este carécter problema-
tico exige que haya mucha més indagacion en el aula sobre su ensefianzay
aprendizaje, que se continle en la busgueda de construccién de estrategias
metodol dgi cas €ficientes, que se promuevan muchas mas acciones de capa-
citacion y formacién docente en torno a los contenidos relativos a la pro-
porcionalidad, y que se procure una reflexion mas intencionada y constante
sobre la actividad de ensefianza de tal temética. Sin estos elementos es
poco probable que obtengamos resultados significativamente diferentes en
|os procesos de | os estudiantes.

Finalmente, debemos reconocer que €l disefio y laimplementacién dela
secuencia de talleres en la Escuela Normal Superior de Jericé, de un lado
nos permitié una experiencia de trabajo en equipo con colegas, hecho por
demas valiosisimo, y de otro lado, nos abrio las puertas a una reflexién que
apenas hemos iniciado y que se puede resumir con la pregunta: ¢Jas situa-
ciones problemas son tan sdlo herramientas 0 medios de evaluacion del
aprendizaje de los estudiantes, o también pueden constituirse en medios
para el aprendizaje de |las matematicas?
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APENDICE

PRIMER TALLER

Actividad 1. De compras en el supermercado

Una sefiora fue de compras al supermercado y llevé $100000. A medida que fue
depositando articulos en el carrito, fue registrando en una tabla el nimero total de
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articulos en €l carrito y el costo total correspondiente. La siguiente tabla fue reali-
zada por la sefiora en la compra de diez articul os, algunos repetidos:

Ne. de articulos Costo dela compra
1 5000
2 14000
4 35000
6 47000
7 58000
9 75000
10 99000

Atendiendo ala situacién anterior respondan:
1) ¢Con quéfin creen ustedes que la sefiora elabor6 dichatabla?

2) ¢Cuanto le costaron a la sefiora los diez articulos? ¢L e sobrd dinero? ¢Le falté
dinero?

3) ¢Qué magnitudes se estan comparando en latabla?

4) ¢Qué habria pasado con € costo total de la compra si la sefiora hubiese com-
prado otros articulos?

5) ¢Podrian dar alguna conclusion que explique la relacion entre € nimero de
articulosy el costo de lacompra?

Actividad 2. Necesidad de dormir
Comenten sobre |as respuestas a las preguntas:

1) ¢Cuantas horas diarias aproximadamente duerme un nifio recién nacido?
2) ¢Cuantas horas duerme cada uno de ustedes?

3) ¢Cuantas horas duerme una persona anciana?

Ahoracomparen sus respuestas con lainformacion que aparece en e siguiente cuadro:

Grupos segiin NUumero de horasde
edad suefio
Bebés 18a20
Nifios 9a10
Adultos 7a9
Ancianos 5a7

De acuerdo con lainformacion del cuadro, respondan:

4) ¢A qué magnitudes serefiere el cuadro?
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5) Den gemplos de otras cantidades que se comporten como las que se compara-
ron aca

6) ¢Podrian dar alguna conclusion que explique la relacion entre la edad y €
ndmero de horas que una persona duerme?

Actividad 3. Comparacion entre las actividades 1y 2

1) ¢Qué diferencias o semejanzas encuentran entre la forma como se comportan
las magnitudes de la actividad “ De compras en € supermercado” con laforma
como se comportan las magnitudes de la actividad “ Necesidad de dormir”?

2) Busguen g emplos de otras cantidades que se comporten como las que compa-
raron en laactividad “ De compras en el supermercado”.

3) Busquen ejemplos de otras cantidades que se comporten como las que compa:
raron en la actividad “ Necesidad de dormir”.

SEGUNDO TALLER

Actividad 1. El jugo de naranja

Un deportista utiliza una naranja para preparar dos vasos de jugo; naranjay media
para tres vasos de jugo; dos naranjas para cuatro vasos de jugo; dos naranjas y
media para cinco vasos de jugo; tres naranjas para seis vasos de jugo y cuatro
naranjas para ocho vasos de jugo. El deportista desea hacer una tabla donde aparez-
can relacionados €l nimero de vasos de jugo y €l nimero de naranjas.

Con base en lainformacion presentada en |a situaci 6n anterior respondan las pregun-
tasy realicen las tareas siguientes:

1) Si ustedesfueran los deportistas, ¢como harian dicha tabla?
2) ¢A qué magnitudes serefiere el texto?

3) ¢Queé relacion pueden establecer entre el nlmero de vasos de jugo y el nimero
de naranjas?

4) ¢La anterior relacion es la misma que hay entre el nimero de naranjas y €l
nimero de vasos de jugo?

5) Representen e cociente indicado (o division) entre € ndmero de naranjas
empleado y €l respectivo nimero de vasos de jugo obtenido para los datos del
texto. Calculen los correspondientes cocientes exactos (es decir, hagan las divi-
siones) y expresen una observacion con respecto alos resultados.

6) Representen el cociente indicado (o division) entre el nimero de vasos de jugo
obtenido y el respectivo nimero de naranjas empleado paralos datos del texto.
Calculen los correspondientes cocientes exactos (es decir, hagan las divisiones)
y expresen una observacién con respecto alos resultados.

7) Escriban otras pargjas de datos para la situacion del texto; para cada una de
€ellas obtengan su cociente.

8) Sifueran apreparar 20 vasos de jugo, ¢cuantas naranjas se necesitarian?
9) Con 10 naranjas, ¢cuantos vasos de jugo se pueden preparar?
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10) Supongan que alatabla que tienen se le borré parte de la informacion. Descri-
ban un procedimiento para hallar el nimero de naranjas requeridas para hacer
un determinado ndmero de vasos de jugo y un procedimiento para hallar el
nimero de vasos de jugo que se obtendrian con un determinado nimero de
naranjas.

11) Verifiquen si con los procedimientos descritos se podrian encontrar los valores
que eventualmente se borraron de la tabla construida.

12) Den gjemplos de dos magnitudes que se comporten de manera similar alas dos
de la situacion que se esta trabajando.

13) Establezcan semejanzas entre las relaciones de esta situacion y la de “ De com-
pras en el supermercado”.

Actividad 2. Lamodista

Una modista que confeccionara un vestido de novia, desea saber cuando puede
entregarlo, teniendo en cuenta que si tuviera 24 dias deberiatrabajar 2 horas diarias
para cumplir; paraello hace unatabla como la siguiente:

N° de horas N° dedias que
diarias emplea para hacer

trabajadas etraje

2 24

3 16

4 12

6 8

8 6

12

2

Analicen lainformacion presentada en la tabla anterior y respondan las siguientes
preguntas y tareas:

1) S solamente trabgja 3 horas diarias, ¢cuantos dias tardard en confeccionar €
vestido?

2) Si quisiera entregarlo en ocho dias, ¢cuantos horas deberia trabajar diaria-
mente?

3) ¢A qué magnitudes serefiere el texto?

4) ¢Quérelacion existe entre el nimero de horas de trabajo diarias y el nimero de
dias que se emplean para confeccionar € vestido?

5) ¢Qué tipo de correlacién hay entre el nimero de horas diarias trabajadas y €
ndmero de dias que se emplean parala confeccion del vestido?

6) ¢Existeagunarelacion entre el nimero de dias que se emplean para confeccio-
nar el vestido y el nimero de horas de trabajo diarias?
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7

8)

9

10

~

Con base en los dos ultimos renglones de la tabla, planteen |as preguntas suge-
ridas en cada caso.

¢CAmo son los cocientes entre cada pareja de datos? ¢Como son |os productos
entre cada pareja de datos?

Con base en las respuestas a las preguntas del numeral anterior, describan dos
procedimientos para calcular los valores que faltan en latabla.

¢Qué diferencias y semejanzas pueden establecer entre esta actividad y la de
“El jugo de naranja’? (/Qué diferencias y semejanzas pueden establecer entre
estaactividad y lade “Necesidad de dormir”?

TERCER TALLER

Actividad 1. Algo més sobre €l jugo de naranja

. . s 1152253
S realizamos las divisiones 5324 56 obtenemos €
: . ..1_15_2_25_3
mismo cociente exacto, es decir: 5= 3-1 1 6.A cada

una de las anteriores igualdades se le puede Ilamar una propor-
cion.

., a .
En una proporcion de la forma b = = alosnimerosa y d se

[eR ]

les llama extremos, en tanto que a los nimeros b y ¢ se les
[lama medios.

Para verificar una proporcion no es necesario hacer las dos divi-
sionesindicadas; se puede utilizar el hecho de que en una propor-
cion e producto de los medios es igual a producto de los
extremos.

Este resultado permite encontrar un término desconocido de una

proporcién como se observaen lasolucion al siguiente problema:

Si larazon que hay del 2 d 4 esla misma que hay de un nimero
X

desconocido al 20, ¢cua es € numero desconocido? % = 0

entonces 2x 20 = 4x X luego 40 = 4xx yasi 10 = x.

Con base en la anterior informacion y en la actividad “El jugo de naranja”’
lastareas y respondan las preguntas:

1

2)

Tomen una proporcion de la actividad “El jugo de naranja’. Identifiquen sus
extremosy sus medios. Hallen el producto de los extremos. Hallen el producto
de los medios. ¢Cémo son esos resultados?

Tomen otras proporciones; hallen los mismos productos solicitados anterior-
mente y establezcan cémo son sus resultados.
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Actividad 2. Algo més sobre la modista

Si setienelaigualdad entre dos productos de manera adecuada se
pueden formar proporciones con los factores. Asi, por gemplo si

setiene que 2x 24 = 3x 16 entonces se puede formar la pro-
24

.3 _
porcion 5 = 7=

Atendiendo alaanterior informacion y alasituacion de“Lamodista’ respondan las
siguientes preguntas y tareas:

1) Enlaactividad de“Lamodista’ se encontr6 que por gjemplo 2x 24 = 3x 16
0 4x12 = 6x 8. Escriban todas | as igual dades entre productos que se encon-
traron en tal actividad.

2) Expresen como proporciones las igualdades entre |os productos indicados ante-
riormente.

3) Expresen como proporcion lasiguiente expresion (igualdad): 8 x6 = 12x 0
4) ¢Cud esel nimero que debeir en € recuadro?

5) Silarazén que hay del 12 al 8 eslamismaque hay del 6 aun nimero descono-
cido, ¢cud es el nimero? Reemplacen en la proporcién el nimero desconocido
y verifiquen larespuesta.

CUARTO TALLER

Actividad 1. El conductor
El conductor de un bus transporta 1296 pasajeros semana mente, trabajando 6 dias.

Piensen en la situacion anterior y respondan las siguientes preguntas.
1) ¢Cuanto tiempo se demora para movilizar 4320 pasajeros?
2) ¢Cuales magnitudes son las que se estan relacionando?

3) ¢Estan las magnitudes directa o inversamente correl acionadas?
¢Por qué?

4) ¢Son las magnitudes directamente o inversamente proporcional es?
¢Por qué?

Actividad 2. Consumo de combustible

El duefio de una estacion de gasolina tiene para surtir a su clientela 300 galones de
dicho combustible. Con €l propdsito de complacer por igual a sus clientes, decidio
venderles a cada uno e mismo niimero de galones.

1) Si solamente llegan 60 clientes, ¢cuantos galones de gasolina le corresponde-
rian acada uno?

2) ¢Estan las magnitudes directa o inversamente correlacionadas? ¢Por qué?
3) ¢Son las magnitudes directamente o inversamente proporcional es? ¢Por qué?
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Actividad 3. Inventemos problemas

1) Inventen un problema cuya solucién requiera de la siguiente proporcion:
100 O
60  2400°

2) Paralasiguiente tabla, inventen un problema:

Q| O A NP
w| bl O ©©
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LiLIA IMENEZ Y FABIO BARON

Se da cuenta de una experiencia que se llevé a cabo con e proposito
de mejorar e aprendizaje de la proporcionalidad directa en estudian-
tes de grado séptimo, la cual surgi6 de la preocupacion por las fallas
presentadas en la ensefianza y aprendizaje de este tema. Casi siempre
los profesores de matematicas al desarrollar el tema, consideran sola-
mente una de sus propiedades, la que habla de la monotonia cuando la
relacion es creciente, dejando de lado otras propiedades igualmente
importantes. Asi, disefiamos e implementamos tareas para el aula par-
tiendo de situaciones de la vida cotidiana relacionadas con la propor-
cionalidad directa, que ayudaron a nuestros estudiantes a ampliar sus
ideas al respecto.

INTRODUCCION

Un grupo de profesores de matematicas de la Escuela Normal Superior
Santiago de Tunja, en el marco del “ Programa de desarrollo profesional de
profesores de mateméticas de Escuelas Normales Superiores’ organizado y
asesorado por “unaempresadocente” de la Universidad de los Andes, deci-
dié trabajar en torno ala proporcionalidad directa con € fin de proponer e
implementar tareas que ayudaran a mejorar €l aprendizaje de este tema. Se
conocian las fallas presentadas en la ensefianza y aprendizaje del tdpico,
tanto en lainstitucién mismacomo en laregiony, en general, anivel nacio-
nal, pues han sido evidenciadas en la practica diariay en diferentes prue-
bas, como el Tercer Estudio Internacional en Mateméticas y Ciencias
(TIMSS), en € que los estudiantes colombianos ocuparon € pendltimo
lugar.

Esta experienciafue producto de la motivacion generada en | os profeso-
res por algunas lecturas sobre las relaciones de proporcionalidad, por lasre-
flexiones realizadas alrededor de esta temética, por el trabajo propuesto en
el Programay por lanecesidad de disefiar nuevas estrategias metodol 6gicas
paralograr unamejor comprension del temaen los estudiantes. Nos involu-
cramos entonces en el proceso ciclico de disefiar y revisar unaseriedetalle-
res, hastallegar aunaversion que se puso a pruebaen grado séptimo y cuyos
resultados se analizaron cuidadosamente con €l fin de establecer su efectivi-
dad con respecto al objetivo propuesto.

PERRY, P., GUACANEME, E., ANDRADE, L. Y FERNANDEZ, F. (EDS.) (2003). TRANSFORMAR LA
ENSENANZA DE LA PROPORCIONALIDAD EN LA ESCUELA: UN HUESO DURO DE ROER (PP. 164-177).
BOGOTA: UNA EMPRESA DOCENTE.
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EL DISENO DE LOSTALLERESY SU IMPLEMENTACION

Muchas veces |la matematica se ensefia como una ciencia algjada de larea
lidad del estudiante, quien no comprende para qué tiene que aprender esos
conceptos que no tienen nada que ver con su entorno y su realidad y alos
cuales no les encuentra ninguna aplicabilidad. Por esta razon, ademas de
guerer promover una mejor comprension de la relacion de proporcionali-
dad directa, pretendiamos que los estudiantes vieran las mateméticas, al
menos con respecto a dicho tema, como una ciencia vivencial para que el
estudiante comprendiera como €llas, y en particular las relaciones de pro-
porcionalidad, estan integradas a su viday le ofrecen elementosy argumen-
tos para solucionar problemas.

Con base en €l estudio del temarealizado durante el Programay especi-
ficamente en las definiciones de la proporcionalidad directa propuestas por
Luengo y el Grupo Beta (1990)! y por Fiol y Fortuny (1990)2, decidimos
profundizar en tres de sus propiedades: la correspondencia biunivoca, la
monotonia, y la constante de proporcionalidad, propiedades estas que son
suficientes para determinar si una relacion es o no de proporcionalidad di-
recta. En consecuencia, el objetivo delostalleres se establecio como promo-
ver en los estudiantes €l reconocimiento de estas tres propiedades para que
alcanzaran una comprension mas amplia de larelacion de proporcionalidad
directa. No obstante que uno de los aportes de esta experienciatiene que ver
con nuestro redescubrimiento de que hay relaciones de proporcionalidad di-
recta que son decrecientes, en los talleres disefiados y en las discusiones
consecuentes con |os estudiantes solo se trataron rel aciones de proporciona-
lidad directa crecientes.

Como se querian trabgjar situaciones cercanas a estudiante que le per-
mitieran relacionar la proporcionalidad con su entorno, se analizaron varias
circunstancias de la vida diaria; luego de esto se eligieron magnitudes que
fueran familiares para el estudiante para estudiar las relaciones entre ellas.

Se comenzd por formular tareas y preguntas que apuntaran a promover
laidentificacion de cada una de las tres propiedades en cuestion, y que pro-
porcionaran la oportunidad de ver cada propiedad desde diversos angulosy
expresarla a través de diferentes representaciones. Asi, se contempl 6 propi-
ciar el reconocimiento y la expresién de cada propiedad mediante los val o-
res numéricos de las magnitudes, verbamente y por medio de la gréfica

1. Unresumen de la definicion indicada por estos autores es: Una aplicacion f de E en F es
una relacion de proporcionalidad, si existe un nimero k tal que laimagen mediante f de
todo elemento x del dominio E esigua a ke x.

2. Estos autores plantean la siguiente definicién: Dos magnitudes son proporcionales si se
puede establecer un isomorfismo entre sus cantidades, f de M en N tal que: i) s a<b
implica f(a) <f(b); ii) f(a+b) = f(a)+f(b); iii) S a=ree entonces
f(a) = f(ree) =ref(e).
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cartesiana. Ademas, se disefiaron dos talleres con laidea de abordar dos si-
tuaciones contextualizadas diferentes, por un lado, y por el otro, con €l fin
de que € trabajo en el segundo taller permitierareafirmar los temas estudia-
dos en el primero. Unavez elaborada unaversion inicial de lostalleres, los
profesores planteamos y analizamos posibles soluciones a cadatareay pre-
gunta; antesdellegar alaversion final delostalleresfue necesario reformu-
lar los enunciados de las tareas y las preguntas varias veces, ya que al
examinarlas con cuidado, veiamos que daban cabida a respuestas ambiguas
0 que no atendian alo que se buscaba. Adicionalmente, este gercicio con-
tribuy6 adeterminar lastareasy preguntas cuyas respuestas indicarian €l al-
cance de las intenciones con respecto a cada propiedad en especial y ala
proporcionalidad directa en general.

En ambostalleres se planed hacer unadiscusién posterior asu desarrollo
gue permitiera que |os estudiantes expresaran oralmente las ideas compren-
didas, las dudas y dificultades, para aportar no solo a su comprension del
tema sino también a que los profesores tuvieran mas informacion relativa a
lo sucedido en los alumnos.

El primer taller (ver Apéndice) abordaunasituacion cotidianaparalos es-
tudiantes como es su transporte diario en bus, desde un barrio delaciudad l1a-
mado “Los Muiscas’ hasta la institucion. Inicialmente se presenta una tabla
en la que se relacionan las magnitudes nimero de vigjesy costo de los mis-
mos, se dan algunos datosy se pide completar las casillasfaltantes. Hasta este
momento se esperaba que e estudiante viera solamente que hay dos magni-
tudesy unarelacion entre ellas, que se va a caracterizar luego con €l trabajo
posterior. A continuacién se plantean una serie de preguntas con €l objeto de
identificar las tres propiedades de la proporcionadidad directa. Por Gltimo, se
expone un diagrama cartesiano que representa larelacion entre el nimero de
vigiesy e costo y se formulan preguntas para verificar |as propiedades de la
proporcionalidad directa en la relacion entre estas dos magnitudes. Con este
punto final del taller se queriatambién que € estudiante reconociera que una
relacién de proporcionalidad directainvolucralarelacion entre dos magnitu-
des que pueden expresarse mediante unafuncion linedl.

La situacion que se aborda en el segundo taller implica las magnitudes
longitud del lado de un triangulo equilateroy su perimetro; el propésito del
taller era que los estudiantes comprobaran las propiedades de |a proporcio-
nalidad directadelarelacion entre estas dos magnitudes geométricas parare-
conocer asi que dicha relacion es directamente proporcional. Fue necesario
hacer un trabajo previo con los estudiantes sobre triangulos, triangulo equi-
lateroy perimetro. En este taller se presentaron dibujos de triangul os equil &
teros con medidas dadas en nimeros enteros y decimales, y los estudiantes
debian calcular perimetros, organizar datos en tablas y ordenarlos, calcular
€l cociente perimetro/lado, elaborar diagramas de flechay cartesianos.

Lostalleres seimplementaron con dieciocho estudiantes de grado sépti-
mo, cuyas edades estaban entre doce y trece afios, quienes se organizaron en



DE LA COTIDIANIDAD A LA PROPORCIONALIDAD DIRECTA 167

grupos de tres. Posterior alarealizacion de cadataller, su desarrollo fue so-
cializado en una sesién de cuarentay cinco minutos, donde cada grupo ex-
puso sus resultados a las preguntas; los profesores actuaron como guias y
cuestionadores; durante la discusion se hizo énfasis en la verbalizacion e
identificacion de | as propiedades de la proporcionalidad directa que eran ob-
jeto de estudio. Cuando las respuestas de los estudiantes no coincidian, la
discusion se condujo de forma que llevara a los estudiantes a concertar la
respuesta.

Al final de cada socializacion se llevd a cabo un intercambio verbal con
los estudiantes a modo de evaluacion de la actividad completa, donde ellos
expresaron sus opiniones con respecto a ésta.

RESULTADOS

GENERALIDADES

En los desarrollos escritos de los talleres, las respuestas de los grupos de
estudiantes se analizaron cuidadosamente para evidenciar resultadosy difi-
cultades con respecto alas intenciones establecidas. El andlisis que aqui se
presenta destaca en primer lugar algunas respuestas que nos parecen rele-
vantes pero que no necesariamente hablan de las propiedades de la propor-
cionalidad directa, y en segundo lugar, las respuestas a ambos talleres que
si muestran indicios del reconocimiento de tales propiedades.

L os grupos ho tuvieron dificultades para llenar |as tablas propuestas en
los dos talleres. Sin embargo, en la primera tabla del segundo taller, no or-
denaron los valores y simplemente los organizaron en la tabla de acuerdo a
como fueron presentados. Con respecto alas preguntasiniciales del primer
taller (ver Apéndice), que pretendian que |os estudiantes calcularan diferen-
tesvalores paralas dos magnitudes con el fin dellenar latablay verbalizaran
|os procedimientos seguidos, cabe destacar |as diferencias entre éstos, ape-
sar de que los resultados numéricos coincidieron. Es claro que para estos
célculos, los estudiantes se basaron en € costo de un pasaje obtenido de re-
visar los valores presentados en latablay establecer como puede obtenerse
un valor de una magnitud a partir del correspondiente en la otra magnitud.
Asi, los distintos procedimientos empleados por |os estudiantes fueron:

a. Dividiendo € costo total de los pasgjes entre el costo de un pasgje

Costo total
Costo deun vigje
pasaje es utilizado para hallar el nimero de viajes.

(tres grupos): NUmero vigjes = . El costo de un

b. Buscando un nimero —por tanteo o por su manejo de las tablas de
multiplicar— una vez que han encontrado € costo de un vigje, que
multiplicado por 500 dé 3500 y dé 20000 (un grupo). Plantean en
forma implicita una ecuacion cuya solucion lleva a determinar e
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numero de viges. Este procedimiento es seguido por los estudiantes
cuando se trabaja con nimeros pequefios; a proponer nimeros mas
grandes el grupo concluye que es mas fécil redizar ladivision direc-
tamente. El razonamiento seguido aqui involucra méas elementos que
el presentado en el item anterior, pues se hace referencia a una ecua
cién con unaincognita.

c. Multiplicando 500 por 7y 500 por 40 (un grupo). El procedimiento
seguido aqui es similar al anterior, pero plantean la multiplicacion
en forma explicita por tratarse de nimeros no tan pequefios.

d. Utilizando la multiplicacién y la division (un grupo). Solamente
enunciaron las operaciones que aplicaron durante el desarrollo del
taller.

El procedimiento seguido por lamayoriadelos grupos parahallar el nimero
de viagjes que se pueden realizar con $47000 consistio en hacer la division
de $47000 entre $500. Se destaca €l razonamiento seguido por un grupo que
involucra elementos de larelacidn de proporcionalidad directa, al aumentar
las dos cantidades al doble, al asociar y descomponer cantidades, y al aplicar
lapropiedad clausurativa de la adicion paracadamagnitud. Valiéndose dela
tablainicial, los estudiantes de este grupo indican:

Si con $20000 realizo 40 viajes, entonces con $40000 realizo 80 via-
jes porque tengo €l doble de dinero. Si con $3500 hace 7 viajes, en-
tonces con $7000 hace 14 viajes; luego 80 viagjes + 14 vigjes = 94
vigjes porque $40000 + $7000 = $47000.

I NDICIOS ACERCA DE LA CORRESPONDENCIA BIUNiVOCA

Para detectar el reconocimiento de la correspondencia biunivoca, se estu-
diaron las respuestas a las preguntas 8, 9, 10, 11, 12 y 13 del primer taller
(ver Apéndice).

Los estudiantes establecieron en forma intuitiva una correspondencia
uno a uno, en ambos sentidos, entre el costo y €l nimero de viajes. Paralos
célcul os necesarios en estas preguntas, agunos grupos utilizaron estrategias
multiplicativas identificando e costo de un pasgje, mientras que otros usa-
ron estrategias aditivas repitiendo los valores, como un grupo que realizo el
siguiente procedimiento:

2 pasajes cuestarn $/000
2 pasajes cuestan $/000
2 pasajes cuestan 74/000
2 pasajes cuestan %/000

& pasajes cuestan $4000
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En este procedimiento el grupo aplicaladescomposicion aditivabuscando el
sumando mas sencillo que es $1000 y que representa el costo de los pasajes
deiday regreso en un dia; sin embargo, es interesante pensar cud seria e
procedimiento seguido, si se preguntarapor el costo delos pasajes en un mes.

Duranteladiscusion con los estudiantes, |os profesores explicitamos que
€l tipo de correspondencia establecido, recibe el nombre de corresponden-
cia biunivoca. Alli se evidenci6 unareafirmacion del reconocimiento de esta
propiedad, pues|os estudiantes proporcionaron otros jempl os de rel aciones
donde se puede establ ecer estetipo de correspondencia, como larelacion en-
tre el nlmero de estudiantes y el nimero de pupitres en un saldn, donde a
cada estudiante le corresponde un pupitre y viceversa; la relacion entre los
paises de Suraméricay su respectivo presidente.

En e segundo taller las preguntas relativas a la correspondencia biuni-
voca cuyas respuestas se analizaron, fueron las preguntas 9, 10 y 11 (ver
Apéndice).

Todos los grupos de estudiantes establecieron la correspondencia entre
una medida de lado dada para un tridngulo equilétero con su perimetro co-
rrespondiente, es decir, identificaron larelacién uno auno en un solo senti-
do. Posteriormente, algunos pudieron ver la relacion en el otro sentido a
través de la dltima de estas preguntas, justificando que a cada perimetro le
corresponde una unicalongitud del lado puesal dividir por tresel perimetro
se obtienelalongitud del lado. En la socializacién se concluye con los estu-
diantes que entre el lado y €l perimetro de un triangulo equilatero hay una
relacion Unicaen ambos sentidos, y los profesoresindican que lasrelaciones
de este tipo son llamadas biunivocas.

INDICIOS ACERCA DE LA MONOTONIA CRECIENTE

Para evidenciar € reconocimiento de la propiedad de monotonia creciente
en e desarrollo del primer taller, se analizaron las respuestas a las pregun-
tas 14, 15, 16 y 17 de éste (ver Apéndice).

En susrespuestas | os estudiantes establ ecieron que si € nimero devigjes
aumenta, € costo también aumentay si € nimero de vigjes disminuye, €l
costo también disminuye; de la misma forma afirmaron que si se tiene més
dinero paratransporte, se pueden realizar mésviajesy s se tiene menos di-
nero para transporte se pueden realizar menos viagjes. Con estas respuestas
los estudiantes establecen la monotonia creciente entre las magnitudes rela
cionadas, aunque desconocen su nombre, razén por lacual los profesoresen
la socializacion lo dieron a conocer. Los estudiantes participaron dando
gemplos de relaciones entre magnitudes que cumplen con esta propiedad,
como la relacion entre nimero de articulos que se pueden comprar de un
precio dado y la cantidad de dinero que se requiere paracomprarlos; larela
cion entre el nlmero de gercicios de mateméticas que se pueden redizar y
la cantidad de tiempo que se requiere para esta tarea; aqui se hace ver que
aunque estarelacion parece ser creciente no es necesariamente lineal, es de-
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cir solucionar el doble de gjercicios no siempre puede requerir el doble del
tiempo.

Con referencia al trabajo en €l segundo taller sobre la propiedad de mo-
notonia creciente delarelacion, se consideraron las respuestas ala pregunta
nimero 15 (ver Apéndice).

L os estudiantes ordenan de menor amayor tanto lalongitud de los lados
como € perimetro de los tridngulos dados, y después de comparar estas me-
didas logran establecer que a menor perimetro menor longitud del lado del
tridngulo, y que amayor perimetro mayor eslalongitud del lado; igualmente
expresan que cuando es menor lalongitud del lado, menor es su perimetro
y cuando el lado es mayor, mayor es su perimetro; esto llevaalos estudian-
tes en la discusion a concluir que en esta situacién también la relacion es
mondétona creciente, aunque no hecesariamente los estudiantes |o expresan
de esta manera.

I NDICIOS ACERCA DE LA CONSTANTE DE
PROPORCIONALIDAD DIRECTA

Para trabgjar con la constante de proporcionalidad directa en € desarrollo
del primer taller se plantea una preguntainicia y luego se pide calcular el
cociente. Con € fin de detectar e manejo de esta constante se miraron las
respuestas a las preguntas numeradas como 18, 19, 20 y 21 de dicho taller
(ver Apéndice).

L os estudiantes establecieron que el cociente en todos |os casos es 500,
es decir que siempre es el mismo valor, aunque no especificaron unidades;
loideal habriasido que hubieran respondido $500 por vigje. No averiguaron
el nombre solicitado que designa este valor constante y |os profesores du-
rante lasocializacién se vieron obligados aindicar que esta constante se de-
nomina constante de proporcionalidad.

En el segundo taller para determinar el trabajo de los estudiantes con la
constante de proporcionalidad directa, se analizaron las respuestas alas pre-
guntasnimero 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7y 8 (ver Apéndice).

En genera las respuestas de |os estudiantes a estas distintas preguntas y
tareas propuestas en este taller tuvieron resultados correctos. Solo un grupo
tuvo dificultad en la suma de decimales para hallar €l perimetro del triangulo
de lado 2.5 centimetros; los estudiantes de dicho grupo hicieron la siguiente
operacion:

2.5 cm
2.5 cm
+ 2.5 cwm
615 cm
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Se aobservé que los estudiantes organizan los datos en la tabla sin ningn
problemay tampoco se les dificulta calcular € cociente entre €l perimetroy
el lado. Establecen el resultado de este cociente como 3, parael queseindica
gue es la constante de proporcionalidad. Al igual que en el taller anterior la
mayoria de los grupos da sus respuestas solo en términos numéricos olvi-
dando las unidades de las magnitudes correspondientes. En este caso, duran-
te la socializacion, los profesores indicaron que la constante de
proporcionalidad se puede trabajar sin unidades por tratarse de cantidades
homogéneasy a efectuar € cociente se cancelan las unidades. Se sugirio a
los estudiantes averiguar por las caracteristicas de la relacién entre el peri-
metro y lalongitud del lado de un cuadrado y en general por |as caracteris-
ticas de larelacion entre el perimetro y lalongitud del lado de un poligono
regular y ver qué conclusion podian obtener con respecto atales relaciones.

EL TRABAJO CON LA REPRESENTACION
GRAFICA CARTESIANA

En €l trabajo que se propone en €l primer taller (ver Apéndice) con larepre-
sentacion gréfica cartesiana de larelacion que se ha abordado, los estudian-
tes interpretan la grafica de manera adecuada y pueden comprobar las pro-
piedades estudiadas: después de contestar las preguntas propuestas en €l
numeral 22, determinan que para los puntos marcados la correspondencia
es hiunivoca, la relacion es creciente y el cociente entre e costo y €l
nimero de vigjes es constante; también detectan que los puntos indicados
son colineales. Sin embargo, en el segundo taller donde ellos mismos
tenian que construir la gréfica presentan dificultades para establecer las
escalas y para ubicar los puntos en la gréfica. Esto lleva a que en principio
e evidenciar las propiedades en la gréfica no sea fécil. Luego de que los
profesores intervinieron para indicar como construir la gréfica se discute
acerca del reconocimiento de las propiedades en la gréfica, y los estudian-
tes dan muestras otra vez de interpretar y ver tales propiedades dli. En la
socializacion de este trabajo, 10s profesores resaltaron la diferencia entre la
magnitud discreta y la magnitud continua que fueron consideradas en las
situaciones del primer y segundo taller respectivamente, la cua se reflegja
en la posibilidad de trazar una linea que conecte los puntos colineales ubi-
cados en €l plano cartesiano.

Aunque en €l primer taller, las respuestas a la pregunta que se refiere a
punto de |la gréfica ubicado en el origen de las coordenadas del plano carte-
siano, dan cuenta de interpretaciones acertadas, en la descripcién de lagra
fica solicitada posteriormente no se tiene en cuenta el hecho de que lalinea
pasa por € origen. No obstante, al trazar lalinea de lagréfica en el segundo
taller y a pesar de que los estudiantes toman |as longitudes de los lados de
lostriangul os representadas casi exclusivamente por nimeros enteros, dibu-
jaron larecta en forma continuaincluyendo el punto (0, 0). Aungue este he-



172 G. MORENO, A. OTALORA, L. JMENEZ Y F. BARON

cho parece no ser una accién consciente de los estudiantes, durante la
socializacion lo justifican aduciendo que a un lado de longitud cero le co-
rresponde un perimetro cero.

Con respecto alaconsideracion delarelacién de proporcionalidad direc-
ta como una relacion que se puede representar por una funcién lineal, que
era una de las intenciones inicialmente establecidas para los talleres, no se
hizo un trabajo explicito, ni tampoco se indagd sobre |as posibles conexio-
nes que |os estudiantes pudieron haber establecido en ese sentido.

REFLEXIONES FINALES

En laactividad relativaalostriangul os equil &eros, |os estudiantes manifes-
taron ser conscientes de que el lado de un triangulo puede tomar cualquier
valor entero o decimal, mayor o igua que cero. Aun asi, en el desarrollo de
los talleres se evidencié nuevamente el hecho, ya conocido, de que los estu-
diantes prefieren y eligen trabajar con nimeros enteros, dejando de lado los
numeros decimales. Adicionalmente, y quizas como explicacion aesto, pre-
sentan errores a operar estos nimeros, a ordenarlosy ubicarlos en el plano
cartesiano, o que condujo a que los profesores hiciéramos una pausaen los
talleres y tratéramos este tema una vez més.

En la escuela es usual que €l trabajo se centre en los nimerosy se des-
cuiden las unidades asociadas. Esta situaci 6n fue patente en estaexperiencia
pues tanto en el primer taller como en el segundo, las respuestas de los es-
tudiantes presentaban Unicamente el resultado numérico sin tener en cuenta
las unidades de las magnitudes correspondientes. Esto nos ha hecho re-
flexionar y nosinvitaaenfatizar en el trabgjo con las unidades en |as opera-
ciones aritméticas, pero en particular en las razones entre magnitudes
heterogéneas donde se generan magnitudes diferentes alasimplicadasen la
relacién.

L os resultados obtenidos en |os dos talleres permiten concluir que el de-
sarrollo de éstos posibilitd que los estudiantes tuvieran experiencias con re-
laciones entre magnitudes en | as cual es se aproximaron a reconocimiento de
las propiedades que caracterizan una relacion de proporcionalidad directa.
Creemos que es necesario exponerlos a otras situaciones que les faciliten
afianzar |os topicos tratados, y que ademas |les ayuden a involucrarse en un
proceso de generalizacion con respecto alas propiedades que caracterizan las
relaciones de proporcionalidad directa, apartir de estudiar casos particulares.

Cabe resaltar que aungue en general |as respuestas verbales de | os estu-
diantes se acercaron bastante alas esperadas, fueron notorias|as dificultades
en laredaccion y en el uso de palabras adecuadas, y que a pesar de que en
sus expresiones se percibe la idea que se trata, el lenguaje utilizado sigue
siendo intuitivo e informal.



DE LA COTIDIANIDAD A LA PROPORCIONALIDAD DIRECTA 173

Por razén de que no se esperaba que los estudiantes supieran o descu-
brieran los nombres que en las mateméticas se le han asignado alas propie-
dades que se estudiaron, 1os profesores habiamos planeado darlos a conocer
en las socializaciones luego de que los estudiantes pudieran caracterizar re-
laciones con las propiedades trabajadas. No obstante, dadas las dificultades
inherentes a conducir una discusion y lograr que los participantes digan 1o
que se espera, y en parte por los problemas de | os estudiantes al expresarse,
| os profesores terminamos no solo por informar tales nombres sino también
por concluir y sintetizar las propiedades y su caracterizacion de las relacio-
nes de proporcionalidad directa. Consideramos que debemos entrenarnos en
e mangjo de este tipo de discusiones con € fin de que dichos espacios sean
aprovechados por el estudiante parallegar a conclusiones a menos concer-
tadas entre todos.

El proceso que seguimos los profesores en este trabajo significo para no-
sotros unaexperienciadistintacomo docentes. A partir del estudioy reflexion
sobre un tema matemaéti co especifico, diseflamos unostalleres con tareas que
serevisaron con cuidado y fueron modificadas en numerosas ocasiones bus-
cando coherenciay pertinencia; implementamos dichas tareas con los estu-
diantes, se observaron y luego las respuestas se analizaron con detalle.
Ademés, haber logrado una magnifica integracién y una alta dedicacion del
grupo de profesores para sacar adelante €l trabajo, primordialmente por fuera
delajornadalaboral, contribuyé a hacer de esta experiencia algo diferente.

Aunque vemos que hacer un trabajo similar con todos lostemasy en to-
dos los cursos que manegjamos es un trabajo monumental, casi que utdpico,
reconocemos que si se pueden introducir peguefios cambios en este sentido
en nuestras clases, mientras con algin tema puntual se adelantan procesos
parecidos.

El desarrollo del tipo de tareas propuestas en los talleres y € hecho de
compartir el trabajo en grupo fueron dos elementos que motivaron masalos
estudiantesy generaron unamejor disposicién haciael trabajo, eincluso en-
tusiasmo. Vimos que las actividades de socializacién, ademéas del aporte que
pueden tener en la comprension que el estudiante logra de las mateméticas,
promueven unamayor participacion suyaen lasclasesy lo incitan no solo a
expresar verbalmente sus respuestas, sino también a sustentarlas y buscar
argumentos. Asi mismo se fomenta el escuchar y valorar los aportes de los
demés, 1o cua hace que la clase de matematicas sea mas amenay enrique-
cedora, aspectos que fueron reconocidos por |os mismos estudiantes, duran-
telasevaluaciones delas actividades. Hubo alli comentarios de agrado, pero
igualmente sugerencias para una préxima implementacion.
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APENDICE

TAREA 1

Lasiguiente tablamuestra el costo en pesosy el nimero de viges que un estudiante
hace en buseta desde el barrio Los Muiscas hasta la Escuela Normal Superior San-
tiago de Tunja.

Namero |, | g 10 | 15 | 20 57
deviajes

Costoen | 5500 | 2500 | 3500 | 5000 | 7500 20000
pesos

1) Complete latabla anterior.

2) ¢Como halld el costo de 20 pasgjesy €l de 57 pasajes?

3) Haleel costo de 1viaje, de 3 viajes, de 30 vigiesy de 195 vigjes.

4) ¢Cbémo hallé el nimero de viajes que puede realizar con $3500, con $20000?

5) ¢Queé procedimiento utilizo para hallar €l costo de los pasajes en los numerales
Dy2)?

6) Halle el nimero de vigjes que se pueden realizar con $1000, $5000, $11500 y
$47000.

7) Describa el procedimiento que realizé para hallar € nimero de vigjes, en €
numeral anterior.

8) Si e estudiante debe realizar 8 vigjes en una semana, ¢cuanto dinero debe gas-
tar en el transporte? ¢Por qué?

9) ¢Puede realizar los mismos 8 vigjes con $3000? ¢Con $2500? ¢Con $2000?
¢Por qué?

10) Si tiene $4000 para €l transporte, ¢cuantos viajes puede realizar? ¢Por qué?
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11) ¢Con los mismos $4000 puede realizar 10 vigjes, 12 vigjes, 15 viges? ¢Por
qué?

12) Si el estudiante realiza un nimero determinado de vigjes, ¢€l costo de estos via-
jes es unico o puede cambiar?

13) Con una determinada cantidad de dinero, ¢el nimero de viajes que se pueden
hacer esfijo o puede variar?

14) Si el nimero de vigjes aumenta, ¢qué sucede con €l costo?

15) Si el ndmero de viges disminuye, ¢qué sucede con €l costo?

16) Si se dispone de mas dinero paratransporte, ¢se pueden realizar més vigjes?
17) ¢Qué sucede si se dispone de menos dinero para transporte?

18) ¢Existe una cantidad numérica que a multiplicarla por el nimero de vigjes, dé
como resultado el costo total del transporte? Si existe, ¢cudl es?

19) Halle el cociente de:

a Costode4viaes
4viges
b, Costodel5 vigjes
15 vigjes
c. Ccostode47vigjes
47 vigjes
20) Compare los resultados anteriores con €l nimero obtenido en e numeral 18.
¢Qué concluye?
21) Averigue qué nombre recibe ese nlmero o esa constante.

22) Observe € siguiente diagrama cartesiano que representa la relacion entre el
ndmero de viaiesy €l costo.

NUmero deviajesy costos

2500 '
| | |
I I | 1 (4, 2000)
® 200"~ "7- """y T 7T ¢
O R A 1 B P
5 i i i
\5 1000______|_____&(2'];000)L____L____
! ] I |
% ''(1,500) 1 I I
500 === =@ ==opo -
(0,0) \ : '
0 I f f I
0 1 2 3 4 5

namero deviajes

a. Paraunvige, ¢chay otro costo diferente al representado en el diagrama?
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b. Paratresviajes, ¢hay otro costo diferente a representado en el diagrama?

c. Si gasta $2000 en transporte, ¢puede realizar més vigjes que |os indicados
en e diagrama?

d. ¢Cémo interpretalapargja (0, 0)?

e. ¢Existen dos puntos que tengan igual la primera componente (el nimero de
viges)?

f. ¢Existen dos puntos que tengan igual la segunda componente (el costo)?

g. Al unir los puntos ubicados en €l diagrama, ¢qué caracteristica presentan?

TAREA 2

Intencionalidad. Comprobar la existencia de una proporcionalidad directa entre €l
ladoy €l perimetro de triangulos equil &eros.

1
2)
3

4)

5)
6)

7)

8)

9)

10)

11)

Dibuje triangul os equilateros cuyo lado (L) mida: 2 cm, 3cm, 5cmy 2.5 cm.
Halle el perimetro (P) de cada uno de los triangul os que dibujo.

Organice los datos anteriores en la siguiente tabla:

Lado (L)
Perimetro (P)

Para cada uno de |os casos anteriores, determine € cociente %ﬁm.
¢Como son los cocientes entre el perimetroy el lado?

¢Cudl es el valor? Este valor recibe e nombre de constante de proporcionali-
dad.

Hallelalongitud del lado de los triangul os equil &eros cuyos perimetros son:
P=30cm,P=3cm,P=21cm, P=10.5cm.

¢Existe la constante de proporcionalidad entre el perimetro y €l lado de los
triangulos del numeral 7? Si existe, ¢cudl es?

Trace unaflecha de maneraque alalongitud del lado de un triangul o equil atero
le corresponda su perimetro.

Lado (L) Perimetro (P)

Si el lado de un triangulo equilétero es de 2 cm, ¢su perimetro puede ser 15 cm,
6 cm, 7.5 cm, 9 cm? Justifique sus respuestas.

Si un tridngulo equilétero tiene 7.5 cm de perimetro, ¢su lado puede medir 2
cm, 2.5 cm, 3 cm, 5 cm? Justifique sus respuestas.
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12) Dibuje tres tridngulos equiléteros, de longitud diferente a los dibujados en €l
numeral 1, y halle el perimetro de cada uno. Halle la constante de proporciona-
lidad. Compare este resultado con los obtenidos en los numerales 4 y 5. ¢(Qué
puede concluir?

13) En un diagrama cartesiano, represente |os puntos correspondientes a las medi-
das del lado y €l perimetro de los tridangulos que dibuj6 en € numeral 12.

14) En el mismo diagrama, ubique |os puntos correspondientes ala tabla del nume-
ral 3. Al unir los puntos, ¢Jafigura que resulta es. una curva, unarecta, otra?

15) Considere los siguientes tridngul os equil ateros:

6cm 6cm
15 CmA1,5 cm 4cm 4cm
1,5cm
6cm

4cm
P]_: P2: P3:

Ordene de menor amayor lalongitud de los lados de | os tres triangul os.
Ordene de menor amayor el perimetro de los tres triangul os.

Escribalas dos series anteriores, utilizando el simbolo menor que (<).
Compare las longitudes de |os lados con su perimetro, ¢qué puede concluir?

2 o o p



RECONOCIMIENTO DE LA PROPORCIONALIDAD
DIRECTA EN UNA REPRESENTACION TABULAR

BERNARDO OVIEDO, HERNANDO BURGOS
Y JUVENAL GONZALEZ

Se comentan la propuesta y los resultados de un disefio curricular
implementado en un curso de grado séptimo para introducir la nocién
de proporcionalidad directa usando una representacién tabular. Los
resultados encontrados, al observar y analizar lo sucedido en laimple-
mentacion, muestran diferencias interesantes en las respuestas de los
estudiantes que sugieren el replanteamiento de algunas de las pregun-
tas propuestas, asi como el estudio mas cuidadoso de algunos de los
errores evidenciados en las respuestas de |os estudiantes.

INTRODUCCION

En el afio 2001, diez Escuelas Normales del departamento de Antioquiaini-
ciaron su participacion en el “Programa de desarrollo profesional de profe-
sores de mateméticas de Escuelas Normales Superiores’, coordinado por
“una empresa docente” de la Universidad de los Andes. En el transcurso de
dicho Programa se realizaron tres seminarios en los que se discutieron,
entre otras cosas, algunas orientaciones acerca de como planear y desarro-
Ilar propuestas de disefio curricular para abordar la ensefianza de algun
tema especifico de la proporcionalidad.

LapropuestadelaEscuelaNormal Superior del Bajo Caucase encamind
aconcretar un disefio curricular con €l propésito de que a implementarlo los
estudiantes pudieran reconocer caracteristicas de la proporcionalidad direc-
taen el &mbito del manejo de unatabla de datos. L a aproximacién metodo-
l6gica seguida consistio en el disefio de un taler que plantea a los
estudiantes tareas y preguntas a través de las cuales se debe manipular un
material concreto, realizar una serie de calculos, comparar resultados de los
calculos hechosy establecer conclusiones acercade los procesos desarrolla-
dos; los profesores disefiaron un material concreto para apoyar € desarrollo
del taller. Teniendo en cuenta que los materiales preparados eran faciles de
manejar, que el taller era pararealizar en pequefios grupos de estudiantes y
que €l profesor debiajugar un papel de orientador y/o creador de condicio-
nes para facilitar el aprendizaje y no el de instructor que imparte conoci-
miento o transmite informacion, se queriaque el taller propuesto permitiera
por un lado, crear un ambiente de trabajo estimulante para los estudiantes,
que les propiciaraagin aprendizajey por otro lado, que permitieraalosdo-

PERRY, P., GUACANEME, E., ANDRADE, L. Y FERNANDEZ, F. (EDS.) (2003). TRANSFORMAR LA
ENSENANZA DE LA PROPORCIONALIDAD EN LA ESCUELA: UN HUESO DURO DE ROER (PP. 178-188).
BOGOTA: UNA EMPRESA DOCENTE.
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centes, como disefladores de la experiencia, situarse en la perspectivade ob-
servadores de una situacion de aprendizaje.

PROPUESTA DE DISENO CURRICULAR

La propuesta implementada se apoyé en un material concreto constituido
por dos reglas, un conjunto de cinco barras de madera y un conjunto de
otras tres barras. En laregla 1, la unidad de longitud correspondia a 1.5
centimetrosy en laregla 2, la unidad correspondiaa 1 centimetro; en otras
palabras, larelacion entre las medidas obtenidas por lasreglas 1y 2 erade
3a2. Lascinco barras se construyeron de longitudes 3, 6, 9, 12y 15 centi-
metros respectivamente y tenian nombres dados por la secuencia numérica
1, 2, 3,4y 5 aendiendo a orden creciente de su longitud, con lo cua la
barra menos larga se designé con €l nimero 1y lamés larga con el nimero
5. Las otras tres barras fueron designadas respectivamente con las letras P,
My G (pequefia, medianay grande); labarraM media 18 centimetrosy las
barras Py G median respectivamente 13y 23 centimetros.

A cada grupo de alumnos se |e entregd un juego constituido por las dos
reglas y las cinco barras; también se dio a cada grupo una copia del taller
(ver Apéndice). La propuesta tuvo como punto de partida la medicion de la
longitud de cada una de las cinco barras con las dos reglas.

INTENCIONALIDAD DEL TALLER

Establecimos como intenciones de aprendizaje que los estudiantes pudie-
ran: por un lado, reconocer através del desarrollo del taller cuando en una
representacion tabular podria haber una relacion directamente proporcio-
nal; y, por otro lado, que los estudiantes notaran que a medir las longitudes
de las barras con dos unidades distintas de medida, las razones formadas
por medidas tomadas con la primeraregla eran iguales alas razones forma-
das por las correspondientes medidas tomadas con la segunda regla.

Con lo planteado en el primer literal se pretendia que los estudiantes ar-
maran latablay comenzaran amanipular y conocer el material concreto que
se les habia entregado. En €l literal b se pretendia que los estudiantes, de
acuerdo al patrén que se iba generando, determinaran de maneravisual cud
de las tres barras presentadas podria ser la barra 6. De esa forma se queria
poner aprueba el sentido de proporcionalidad en términos cuantitativos no
numeéricos, yaque el estudiante através de la observacion directa, sin recu-
rrir alamedicion con las reglas, podria establecer 1a barra cuyalongitud se
gjustara de manera mas apropiada a la regularidad observada.

Con latareaplanteadaen €l literal c, se pretendia que los alumnos pudie-
ran notar la existencia de relaciones numéricas entre las medidas de las lon-
gitudes delas barras. En particular, se queria que vieran que lamedidadela
longitud de la barra 1 —aobtenida con cualquiera de las reglas— esta conte-
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nida un nimero exacto de veces en las medidas de |as longitudes de las ba
rras 2, 3, 4 y 5; ademés, a través de la identificacion de este hecho se
esperaba que pudieran predecir lamedida de la barra 6.

Después, con base en las tareas planteadas en los literalesd, e, fy g, se
pretendia que los estudiantes establecieran la igualdad entre los diferentes
pares de razones obtenidos de medir lalongitud de cualquier par de barras
diferentes con las dos reglas proporcionadas y de tal manera que, a simpli-
ficar cualquiera de estos pares de razones, |0s estudiantes se dieran cuenta
de que siempre obtenian razones equivalentes; por ejemplo, para medidas
tomadas con cualquierade lasreglas, se obteniaunarazén de 1 a2, paralas
medidasdelasbarras1y 2; unarazon de 1 a3, paralas medidasdelasbarras
1y 3; unarazén de 2 a3, paralas medidas delasbarras 2 y 3; etc. Con base
en lo que plantea € literal f, se pretendia que el estudiante caracterizaralas
rel aci ones numéricas encontradas en términos delarelacién que se podiaes-
tablecer entre las medidas de un mismo segmento con lareglaly laregla2;
ésta seria la constante de proporcionalidad. Todo € proceso anterior sein-
tentaba precisar en €l recuadro que aparece después ddl literal g, en donde
laintencién era darle un nombre alos hechos encontrados, diciendo que se
esta ante unatabla en la que los datos guardan unarelacién de proporciona-
lidad directa.

Finalmente, mientras que latarea planteada en € literal h buscaba cons-
tatar si, conlorealizado en losliterales anteriores, los alumnos eran capaces
de determinar si estaban 0 no ante unatabla en la que |os datos guardan una
relacién de proporcionalidad directa, en €l literal i, debian asumir que esta-
ban ante una tabla de proporcionalidad directay, con base en este informa-
cion, se pretendia que determinaran los datos faltantes en tal tabla.

PAUTAS PARA LA OBSERVACION

Para observar laimplementacion del taller en el aula se tuvieron en cuenta
algunas pautas relativas a cdmo nos organizariamos para la aplicacion, y a
los aspectos de desempefio de los estudiantes que enfocarian nuestro inte-
rés. Con respecto alaorganizacion, se establecié que un docente aplicara el
taller y estuviera encargado de orientar las preguntas y cuestionar las res-
puestas de |os estudiantes, mientras que los otros dos educadores se encar-
gaban del trabajo de observacion.

Paralaimplementacion de laexperienciase eligieron quince alumnos de
grado séptimo de educacion bésica, con edades entre once y trece afios. Se
dispuso que los quince alumnos se organizaran en cinco grupos de tres
alumnos cada uno. En relacién con las actividades de os estudiantes que se
observaron durante laimplementacion, determinamos fijarnos en cuestiones
como la manipulacién del material de apoyo y €l consiguiente proceso de
[lenado delatabla, asi como en €l desarrollo delas preguntasy conclusiones
a que llegara cada grupo, por razén de la interpretacion que le dieran alas
preguntas del taller propuesto.
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En particular, en relacién con la tarea de medir lalongitud de las barras
utilizando las dos reglas se determind observar si los estudiantes |o hacen
correctamente. Con respecto al llenado delatabla, se propuso observar si los
estudiantes notan queinicialmente no seleshaentregado labarra6; s toman
las medidas sin notar que les hace faltalabarra 6; si entrelasbarrasP, M y
G eligenaM como labarra6; si escriben las medidas obtenidas en las celdas
correspondientes; si llenan latabla sin tener en cuentael lugar que le corres-
ponde a cada medida de las longitudes de las barras; si hallan el valor de la
medida de la longitud de la barra 6 sin necesidad de medirla; si utilizan un
procedimiento concreto para hallar lamedida de lalongitud de labarra 6; si
justifican el procedimiento utilizado para hallar la medida de lalongitud de
labarra6.

Finalmente, con relacion al desarrollo delas preguntasy alas conclusio-
nes obtenidas por cada grupo de estudiantes se observaron los siguientes as-
pectos: siguen la secuenciaindicada en el taller; determinan los cocientes o
razones correspondientes; igualan correctamente los cocientes de los valo-
res correspondientes de latabla; no igualan correctamente |os cocientes co-
rrespondientes y se evidencian errores; simplifican |os cocientes obtenidos;
encuentran larelacion numéricaentre las dos columnas, detal formaque les
permite obtener un dato en lasegunda columna, conociendo el delaprimera;
justifican el procedimiento parahallar el valor desconocido en latabla; iden-
tifican la proporcionalidad directa en las tablas. Ademés, se previo registrar
€l tipo de operaciones alas que recurren los alumnos para hallar datos des-
conocidos en las tablas, asi como |os métodos utilizados para verificar si en
|as tablas existe proporcionalidad directa.

RESULTADOS OBSERVADOS

Con respecto ala manipulacion del material se observo que los alumnos de
todos los grupos tomaron las medidas de las longitudes de las cinco barras
entregadas a comenzar € taller con ambas reglas sin que se presentaran
dificultades en ese proceso; igualmente, € llenado de la tabla se realizo sin
dificultad y efectivamente todos los grupos preguntaron donde estaba la
barra 6.

Para hallar lamedida de labarra 6, tres de los grupos se fijaron en la se-
cuencia de resultados de las medidas de las longitudes de las barras que se
iban generando al realizar el proceso, es decir, notaron que en laprimera co-
lumnalos datos ascendian de dos en dos, mientras que en la segunda colum-
na ascendian de tres en tres. En los demas grupos, a parecer, los estudiantes
no se dieron cuenta de la relacion que habia entre los datos obtenidos en €l
proceso de medicion y no pudieron determinar el valor delabarra6. No obs-
tante, cuando €l profesor que dirigia el taller les mostro las tres barras P, M
y G —unade las cuales se gjustaba, en su longitud, ala secuencia de datos
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que resultaba de la medicién— los estudiantes supieron indicar cud erala
barra més apropiada.

En particular, en uno de los grupos se observo que los estudiantes reco-
nocieron cierto tipo derelaciones entre las medidas delongitud delasbarras.
Por ejemplo, cuando usaron laregla 2 paramedir labarraly labarra2 —
luego de establ ecer que median 3y 6 centimetros respectivamente— dijeron
guelasumadelas medidas de las|ongitudes de esas dos barras daba 9, valor
gue era precisamente lamedida de lasiguiente barra, labarra 3. Ese fue uno
delos grupos de estudiantes que se dio cuentade que las medidas de las lon-
gitudes delas barras con unamismareglavariaban con un incremento cons-
tante, y el incremento constante era de valor diferente paralas medidas con
laotraregla. Mas adelante, €l mismo grupo de estudiantes, al establecer las
razones entre las medidas de las longitudes de las barras 1 y 2, medidas con
laregla 2y las medidas de las longitudes de las barras 1y 2 medidas con la
regla 1, obtuvieron correctamente las razones 2/4 y 3/6, respectivamente.
Sin embargo, luego observamos que no igualaron dichas razones, sino que
las sumaron asi: 2/4+3/6 = 5/10; y después, volvieron y repitieron lo
mismo con otras dos razones ya que las sumaron de la siguiente manera
2/12+3/18 = 5/30. Delo anterior vale la pena sefidlar que aungue los
estudiantes sumaron razones y no propiamente fracciones, posiblemente no
eran conscientes de ello. Asi pues, s como suponemos, se acepta € hecho
de que los estudiantes creen que estén sumando fracciones, €l proceso reali-
zado —sumar por separado numeradores y denominadores entre si— aun-
que seaincorrecto, permite a estudiante forzar lasituacion paraobtener una
razén invariante que le sirve derespuesta: 1/2 en €l caso del primer gjemplo
y 1/6 en e segundo caso.

En contraste con el grupo anterior, en otro de los grupos, 1os estudiantes
establecen lasrazones pero no entre las medidas de | as longitudes de dos ba-
rras diferentes medidas con la misma regla, sino entre las medidas de las
longitudes de una misma barra obtenidas con |as dos reglas. Esta respuesta,
normativamente errada con referencia alo que se pedia realizar en la guia
ddl taller (literal d), llevo a que posteriormente los estudiantesigualaran las
dos 0o méas razones obtenidas —es decir, a escribir la iguadad
2/3 = 4/6 = 6/9...— paraluego simplificar y asi obtener unaconstante
de proporcionalidad. Esta respuesta fue algo que los profesores no espera-
bamos, pero que alos estudiantes les parecia que funcionaba dado que ha
[laban la constante de proporcionalidad que se pedia encontrar. Sin
embargo, cabe sefidar que cuando posteriormente abordaron la tarea en la
que se les pedia completar las tablas (literales h e i), ellos no lograron en-
contrar €l valor desconocido, 1o que nos indica que no se establecio unaver-
dadera conexién entre este valor y las igualaciones que habian realizado
anteriormente.

En genera, los grupos que lograron establecer las igualdades entre las
razonesal realizar simplificaciones delas mismas, también se dieron cuenta,
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como €llos decian, de la posibilidad de multiplicar en cruz como un hecho
gue les permitia establecer laigualdad de las razones sin necesidad de reali-
zar simplificaciones.

Enrelacién con €l literal en el que se presentaron dos tablas con respecto
alas que se pedia establecer si habia unarelacién de proporcionalidad direc-
ta (literal h), hay que mencionar que algunos grupos se contentaron con es-
tablecer, paralas primeras dos parejas de valores de latabla, laigualdad de
razones. Esto significa que no eraclaro paraelloslanecesidad de establecer
laigualdad de razones paratodos | os casos en que efectivamente se requeria
comprobarla, y por ello agunos concluyeron que si habia una relacion de
proporcionalidad en los datos de la primera tabla. Por otra parte, otro grupo
de estudiantes afirmé que en la primera tabla, los datos no satisfacian una
relacién de proporcionalidad, debido a que éstos no seguian una secuencia,
tal como si la seguian los datos de la tabla que habian obtenido a realizar
las medidas de las barras.

CONCLUSIONES Y REFLEXIONES FINALES

En esta seccidn exponemos primero algunas conclusiones del andlisis de
los resultados obtenidos al implementar €l taller y luego presentamos unas
reflexiones con respecto a la idea de proporcionaidad abordada en el
mismo, reflexiones que surgieron a revisar las tareas que conforman el
disefio teniendo en cuenta las respuestas de |os alumnos.

En primer lugar, a observar el desempefio delos estudiantes através del
taller propuesto y al hacer una comparacién entre lo que nosotros esperdba-
mosy lo que ellosrespondieron, resultan clarasal menos dos cuestiones. Por
un lado, la necesidad de replantear algunas de las preguntas y tareas del ta-
Iler que se les propuso alos estudiantes de maneraque a poner a pruebalas
reformulaciones se pueda ir afinando esta propuesta de disefio curricular.
Por otro lado, nos parece que es hecesario reforzar algunos conceptos como
razén, cociente y suma de fracciones como prerrequisito para desarrollar €l
taller propuesto, de manera que sean més claras las conexiones entre estas
ideas y asi poder integrar de manera més relevante los conocimientos que
los estudiantes poseen con los nuevos. Por ejemplo, como consecuencia de
las sumas entre razones que algunos al umnos presentaron como respuesta a
unade lastareas del cuestionario —Y que probablemente eran vistas, en ese
momento, méas como suma de fracciones que como una posible suma de ra-
zones—, vale la penarevisar si tiene sentido 0 si es posible realizar sumas
entre razones®. Asi pues, este ejemplo 'y algunos otros comentados en los re-
sultados de la seccién anterior, muestran la necesidad de reflexionar més a

1. Al respecto, recomendamos a los lectores, revisar dos articulos en los que se aborda tal
pregunta (Guacaneme, 2000) y unarespuesta parcial a ella (Obando, 2001).
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fondo acerca de los diferentes errores que los alumnos cometen y de como
trabajar de manera més eficiente | as dificultades que subyacen a €l os.

En segundo lugar, aungue la mayoria de los estudiantes pudieron adver-
tir laregularidad de | os val ores de cada una de | as dos secuencias de medidas
anotadas en |atabla? que se presentd en el literal a, el reconocimiento de tal
regularidad no es un aspecto necesario ni suficiente paralaidentificacion de
larelacion de proporcionalidad. En conexion con lo anterior, el hecho deque
algunos estudiantes hayan afirmado que una tabla en la que los datos no se
presenten de manera ordenada, no guarda unarelacion de proporcionalidad,
nos lleva a pensar en la necesidad de realizar un replanteamiento de latarea
inicial del taller paraque lamedicion delasbarras se hagaen desordeny lue-
go de ese proceso, si se plantee un reordenamiento de los datos. Asi mismo
conviene incluir barras cuyas medidas de longitud rompan la progresién
aritmética.

En términos generales, creemos que el material concreto se debe vincu-
lar de maneramas significativaa desarrollo del taller propuesto; en estaex-
periencia no hubo la suficiente utilizacién de dicho material como para que
el estudiante se dieracuentapor ejemplo delavariacion constantedelaslon-
gitudes de las barras; en otras palabras, se hizo méas énfasis en la manipula
cién numérica —que se desprendia de la medicion de las barras y €
reconocimiento de regularidades entre tales valores— que en la manipula-
cion del material concreto como medio para que los estudiantes advirtieran
y reconocieran ciertos hechos.

Con respecto alas reflexiones, la primeratiene que ver con la experien-
ciade medicién sobre laque se apoya €l desarrollo del taller. Consideramos
que paraintroducir €l tema de laproporcionalidad directa en el grado sépti-
Mo, una manera quizas motivadora para |l os estudiantes pero poco usada es
lade proponer tareas cuya realizacion requieratomar mediciones en torno a
alguna experiencia fisica que implique magnitudes directamente proporcio-
nales y tenga sentido €l registro de dicha informacion numérica en tablas.
Algunas situaciones que podrian servir de contexto para tales tareas son: en
una circunferencia dada, relacionar la amplitud de un angulo central con la
longitud del arco subtendido; en un conjunto de cuadrados, relacionar lalon-
gitud del lado con €l perimetro; en un conjunto de triangul os equil &teros, re-
lacionar la longitud del lado con la dtura. Una situacion con respecto ala
cual se podria pensar que sigue unarelacion de proporcionalidad directa es
laque se puede establecer en un tridngulo en €l que sefijan laslongitudes de
dos de sus lados, y se analizalarelacion de laamplitud del angulo formado
por losladosfijos con lalongitud del tercer lado; en realidad, se puede veri-

2. Esimportante destacar que en dichatablalos datos guardan unarelacion de proporcionali-
dad y dentro de la secuencia se dispusieron de manera uniformemente creciente o decre-
ciente, aumentando o disminuyendo en una cantidad constante.
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ficar que dichavariacién no se comporta como unarel acion de proporciona-
lidad directa.

Con las situaciones mencionadas queremos no solamente ilustrar que
hay alternativas que se pueden utilizar paralageneracion o manipulacion de
tablas de datos, sino sefidar que en ellas hay algunas caracteristicas que las
diferencian. Por giemplo, en el caso de la circunferencia estan implicadas
dos magnitudes diferentes, mientras que en el caso del cuadrado se trabgja
con dos magnitudes del mismo tipo, longitud del lado y longitud del perime-
tro. En particular, en la situacion que nosotros elegimos para trabajar, solo
se trabaja con unamagnitud, lalongitud delasbarras. Enrealidad, [o queen
Ultimas se establece, en la situacion trabajada, es la proporcionalidad entre
las medidas de las longitudes de | as barras, independientemente de laescala
de medicion utilizada.

La segunda reflexion tiene que ver con laidea de proporcionalidad di-
recta que quisimos que los estudiantes manejaran en este taller. Para empe-
zar, consideramos que hay a menos dos maneras diferentes de concretar o
definir la proporcionalidad directa en unarepresentacion tabular; infortuna-
mente estas dos aproximaciones fueron establecidas més claramente para
nosotros, luego delaimplementacion del taller. Ahoraqueremos puntualizar
| as dos defini ciones anunciadas, dado que con ello, pensamos, se contribuye
aque €l lector comprenda algunas falencias en las tareas del taller.

Supongamos que una tabla de datos se representa asi:

X X1 X, X3 . X,

Y Y1 Y2 Y3 e Yn

Diremos que la tabla de datos (X, ) satisface una relacion de proporciona-
lidad directa cuando paratodo pareja(x;, y;) existe un tnico nimerok, tal que

y; = kxx, paratodoi. Estarelacion también se suele establecer diciendo

gue k esla constante de proporcionalidad, obtenida a partir de cualquier co-
cientedelaformay,/x; . Se debe notar que en esta definicion, los cocientes

se establecen entre val ores de | as dos magnitudes rel acionadas. Otramanera
de definir que la tabla satisface una relacion de proporcionalidad es estable-

ciendo que xj/xi = yj/yi paratodo los paresi, j. En este caso nétese que

los cocientes se establecen entre val ores de la misma magnitud. Aungue las
dos defini ciones presentadas son equivalentes hay que sefialar que laprime-
ra, que se establece a través de un cociente funcional, es mas eficiente para
determinar la proporcionalidad directa que la segunda, que se establece a
través de cocientes escalares que no necesariamente son iguales ala cons-
tante de proporcionalidad o a otra constante.
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En algunas propuestas de ensefianza acerca del temaen cuestion, vemos
gue se suele enfatizar €l tratamiento de la proporcionalidad directa con base
en un trabajo gréfico, que utiliza preferencialmente el modelo de las rectas
de pendiente positivay que pasan por €l origen de un plano cartesiano, o con
base en la manipulacién algebraica de expresiones funcionales de laforma

f (x) = kx Xx.Sinembargo, esinteresante y conveniente que se le brinde
al estudiante la oportunidad de acceder también a una manipulacion, inter-
pretacion y andlisis dela proporcionalidad directa en términos de lacompa:
racién de cocientes de valores de la misma magnitud para ambas
magnitud&(xj 20 Yj /'y, , cocientes escalares), y, en términos de cocien-

tes de valores correspondientes en las dos magnitudes (y;/x; = k, cociente

funcional). Desde nuestra experiencia, las caracteristicas de los gercicios
que se proponen con mayor frecuenciaen los curricul os escolares de nuestra
institucion no han explorado suficientemente estas posibilidades, por o ge-
neral carecen de alguna contextualizacion experimental y su solucidn suele
implicar un nivel de abstraccidn que no necesariamente contribuye a que la
situacion propuesta sea motivante para € estudiante. De esta manera, €l
alumno terminaviendo lo propuesto como sdlo una oportunidad para seguir
un procedimiento con una significacion muy limitada sobre la idea de pro-
porcionalidad directa.

Por ello, dentro de algunas de las posibles alternativas para la ensefianza
de la proporcionalidad directa, ahora vemos que la opcién de incluir €l ma-
nejo de larepresentacion tabular esfactible, y que através del mejoramiento
de aproximaciones como la que propusimos el alumno puede poner en juego
otros aspectos diferentes a los que se manejan o se enfatizan en propuestas
curriculares usuales.
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APENDICE

a. Midan la longitud de las barras de madera con laregla 1 y luego con la
regla 2, llenando la siguiente tabla:

Barras Medida con laregla 1l Medida con laregla 2

o g A W[ N|

b. Observen las tres barras que les presentamos ahora, a las que llamaremos
barra B, barra M y barra G. De acuerdo a la regularidad que se ve en las
mediciones anotadas en latablaanterior, ¢cudl delastres barras presentadas
podria ser la barra 6? Justifiquen su respuesta.

c. Sugieran un método para predecir cud debe ser la medidade labarra 6 sin
medirla

d. Realicen todos los posibles cocientes entre dos barras medidas con laregla
1 eigudenlos a cociente correspondiente de las dos barras medidas con la
regla2, por gemplo:

Barral medidaconlareglal _ Barral medidaconlaregla?2
Barra2 medidaconlareglal = Barra2 medidaconlaregla2

e. Simplifiquen cada uno de estos cocientes planteados en el punto anterior.
¢Como son? Justifiquen su respuesta.

f. Dadalamedidade lalongitud de una barra medida con laregla 1, encuen-
tren lamedida de lalongitud de dicha barracon laregla 2, pero sin medirla.

g. ¢Se cumplird la relacion numérica establecida en € literal anterior, para
cualquier par de medidas de longitud presentadas en |a tabla? Justifiquen su
respuesta.

Cuando en unatabla, larespuestad literal anterior es afirmativa, se
dirdque existe unarelacion de proporcionalidad directaen latabla.

h. Apliquen los pasos anteriores a las siguientes tablas y averiglien si existe
una relacion de proporcionalidad directa entre cualquier par de parejas de
datos.

12 8
18 12
22 15 6 18
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27 18 8 24
32 22 9 27
60 40 10 30

En las siguientes tablas hacen falta algunos datos; expliquen cdmo hacen
para halar el valor de cada dato faltante. Traten de encontrar una relacion
numérica entre las dos columnas, de tal forma que permita obtener un dato
en la segunda conociendo el de laprimeray viceversa.

8 6 25
9 15 12
24 18 10 8
28 21 5
32 20 16
30 20




RELATO SOBRE UNA EXPERIENCIA PARA
INICIAR EL ESTUDIO DE LA PROPORCIONALIDAD

FELIX FARFAN, SANDRA PrRIETO Y MARTHA MOLANO

Serelatan detalles de una experiencia relativa al disefio e implementa-
cion de un taller entorno al reconocimiento de dos aspectos relevantes
de la relacion de proporcionalidad directa entre dos magnitudes. La
posibilidad de observar de cerca el trabajo de los estudiantes mientras
desarrollaban el taller fue parte importante de esta experiencia porque
nos cuestiond |o apropiado que puede resultar la metodologia que usa-
mos con frecuencia en la clase, también vimos la importancia de tener
especial cuidado en la formulacién de tareas y preguntas a los estu-
diantes.

EL COMIENZO DE LA EXPERIENCIA

A finales del afio 2001, la Escuela Normal Superior Maria Auxiliadora de
Villapinzén, del municipio de Cundinamarca, fue invitada a participar en
un programa de desarrollo profesional coordinado por “una empresa
docente” y financiado por € Ministerio de Educacion Nacional. El prop6-
sito del Programa era crear un espacio para que los profesores participantes
pudieran llevar a cabo un proyecto de aula a través de realizar actividades
propias de su quehacer profesional, que usualmente no realizan por diver-
sos motivos; actividades tales como planear de manera sistemética la ense-
flanza de un tépico especifico, implementar y evaluar dichos planes,
compartir con colegas € trabajo realizado durante €l proceso no sélo para
recibir sino paradar comentariosy sugerencias, y registrar por escrito deta-
Iles de la experienciavividay de los resultados obtenidos. En e marco del
Programa llevamos a cabo la experiencia de la cual hacemos un breve
recuento en este articulo.

El proceso que vivimosy € trabajo que realizamos en el Programa estu-
VO apoyado por tres seminarios en |os cual es se trataron asuntos que podrian
ayudarnos a llevar a cabo el proyecto de aula que debia centrarse en alguin
tépico de laproporcionalidad. Asi, en los seminarios se revisaron elementos
relativos alaproporcionaidad y a su aprendizgje y ensefianza; en ese senti-
do se estudiaron definiciones y propiedades de las magnitudes directa e in-
versamente proporcionales, se centrd la atencion en los requerimientos
coghitivos que una determinada tarea en torno ala proporcionalidad plantea
alos estudiantes, se habl6 de la organizacion temética usual del topicoy de
laformade ensefiarlo. También se consideraron eilustraron asuntosrelevan-
tesparallevar a cabo las diferentes etapas del proceso como por gjemplo, €l

PERRY, P., GUACANEME, E., ANDRADE, L. Y FERNANDEZ, F. (EDS.) (2003). TRANSFORMAR LA
ENSENANZA DE LA PROPORCIONALIDAD EN LA ESCUELA: UN HUESO DURO DE ROER (PP. 189-198).
BOGOTA: UNA EMPRESA DOCENTE.
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disefio de la secuencia de actividades paraimplementar con |os estudiantes,
el plan de observacion, la escritura del reporte 'y del articulo sobre la expe-
riencia. Ademaés se abrieron espacios para presentar avances del trabajo rea
lizado con €l fin de recibir comentarios criticos y sugerencias de los demas
participantes.

Como resultado de la reflexion realizada en el primer seminario llega-
mos a identificar que lamayor dificultad que presentan |os estudiantes en el
tema de la proporcionaidad, més exactamente en la resolucion de proble-
mas ligados a esta temética, no esta en el planteamiento y resolucion de la
correspondiente regla de tres, como podria pensarse, sino en la determina-
cién de si las magnitudes implicadas son o no directa o inversamente pro-
porcionales.

Con respecto atal dificultad fue posible reconocer que en la ensefianza,
por lo general, el andlisis del tipo de relacion que liga a dos magnitudes no
hace parte delasolucién delos problemasy cuando sellevaacabo, se enfoca
en examinar s larelacion es creciente y/o decreciente para determinar res-
pectivamente si las magnitudes son directa o inversamente proporcionales,
cuando en realidad, dicha condicién no es suficiente para determinar la pro-
porcionalidad y sélo es necesaria en € caso de que las magnitudes implica
das no sean absolutas. En el seminario fue evidente el hecho descrito cuando
los maestros respondimos que la relacion entre la amplitud de un angulo de
untriangulo cualquieray lalongitud del 1ado que se oponeatal angulo (man-
teniendo fijas las longitudes de los otros dos lados) es directamente propor-
cional porque amayor angulo se opone mayor lado, sin tener en cuenta que
la relacion numeérica que liga esas dos magnitudes esta dada por € teorema
del coseno y no involucra una constante de proporcionalidad directa.

Reconocimos que larelacion de proporcionalidad directa entre dos mag-
nitudes absol utas incluye aspectos que no siempre se consideran, por o me-
nos de manera explicita, cuando setrata el temaen € aula. Dos magnitudes
absolutas son directamente proporcionales si: la relacion que liga las dos
magnitudes es biunivoca, es creciente (es decir, una de las magnitudes au-
menta al aumentar laotra), existe una constante de proporcionalidad que ca-
racterizaalas parejas de valores que se corresponden en las dos magnitudes
relacionadas, y a hacer la gréfica de las pargjas de cantidades de las dos
magnitudes relacionadas en el plano cartesiano, se obtiene un conjunto de
puntos alineados con el origen del sistema de coordenadas.

Teniendo en cuenta lo anterior, para determinar si dos magnitudes abso-
lutas son directamente proporcionales se necesita, entre otras, |a habilidad
parareconocer larelacion multiplicativaqueligaalas parejas de valores nu-
meéricos de | as respectivas magnitudes, es decir, €l estudiante debe poder ver
gue cadavalor de una de las magnitudes es resultado de multiplicar al valor
correspondiente en la otra magnitud por una constante. Asi, para precisar lo
gue significalaconstante de proporcionalidad, esimportante centrar laaten-
cién principalmente sobre larelacion de val ores correspondientes en las dos
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magnitudesy no sobre val ores de una misma magnitud. Por esto, considera-
mos apropiado que |as tareas que se propongan a menos inicialmente con-
sideren el trabajo de los alumnos con tablas de valores de dos magnitudes,
se haga énfasis en larelacion entre val ores correspondientes en las dos mag-
nitudesy los valores de las dos magnitudes que se den en las tablas no pro-
picien que los estudiantes se centren en la regularidad que presentan los
valores de una misma magnitud.

EL TALLER

Teniendo como referencia las consideraciones anteriores, planeamos un
taller con el objetivo de centrar la atencion de los estudiantes en el andlisis
de las magnitudes implicadas en situaci ones especificas, para que pudieran
reconocer que: (i) las cantidades que se corresponden en las dos magnitu-
des serelacionan mediante lamultiplicacion o ladivision, y, (ii) tal relacion
es creciente. A continuacion describimos la secuencia de las tres activida
des que conformaron €l taller.

PRIMERA ACTIVIDAD

Para €l desarrollo de esta actividad se entregaron cinco canicas a cada estu-
diante. Inicialmente, se les pidi6 que conformaran grupos de dos, cuatro,
seis, ocho, diez y doce estudiantes y para cada caso establecieran cuantas
canicas reunian entre todos los del grupo. Luego se formularon tres pregun-
tas que pretendian seguir explorando la relacion entre las dos magnitudes
(nbmero de estudiantes y niimero de canicas) mediante la determinacién de
parejas de valores un poco més grandes (incluso en una de las preguntas —
numeral 3— no se dio un valor especifico sino un rango de valores) que los
considerados anteriormente y ademés en una de las preguntas —numeral
2— seindagaba por la correspondencia inversa ala abordado en los demés
casos. Las siguientes fueron las preguntas:

1) Si se conformaran grupos de 36 estudiantes. ¢Cuantas canicas reunirian
entre todos?

2) ¢Cuantos alumnos reunirian 250 canicas?

3) Si e nimero de alumnos que juntan sus canicas es mayor que 36. ¢;Qué
pueden decir del nimero total de canicas reunidas?

Enseguida se pidio registrar la informacién obtenida a través de las tareas
anteriores en unatabla cuyo formato se les dio; la tabla tenia dos columnas
tituladas respectivamente con los nombres de las dos magnitudesimplicadas
y siete filas vacias que los estudiantes debian completar. Luego, para con-
cluir esta actividad se formularon tres preguntas mas, dos de ellas, relativas
acasos particulares, y laotra, relativaalageneralidad que englobalos casos
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particulares consignados en la tabla. Vale la pena destacar que la pregunta
del numeral 4 en laque se dan dos valores correspondientes de las dos mag-
nitudes y ademas se pide explicar € procedimiento usado para hallarlos,
pretende dirigir la atencion de los estudiantes ala constante de proporciona
lidad, lo que también se quiere lograr con la preguntadel numeral 6. Lassi-
guientes fueron las preguntas:

4) Si entre 60 alumnos re(inen 300 canicas que relacién se puede estable-
cer? ¢Qué procedimiento utilizaron para obtener este resultado?

5) Entre cuantos alumnos retinen 150 canicas? ¢Qué procedimiento utiliza-
ron para obtener este resultado?

6) ¢Quérelacion pueden establecer entre las dos columnas de latablaanterior?

SEGUNDA ACTIVIDAD

La segunda actividad propuesta pretendia, igual que la anterior, que los
estudiantes comenzaran a explorar la relacién entre dos magnitudes a tra-
vés de determinar pargjas de valores correspondientes; en este caso, las
magnitudes implicadas eran la cantidad de objetos producidos y €l tiempo
requerido (en horas) para dicha produccion. El enunciado de la situacion
establecia que en una pequefia industria se confeccionan tres pantalones
por hora. Para comenzar, se pidié completar la informacién de una tabla
cuyo formato dimos y en el cua habia datos de alguna de las magnitudes
implicadas, asi:

Tiempo (horas) 1 6 7 10
Cantidad de pantalones 9 18 30

En la tabla, de manera intencionada, incluimos la misma pareja de valores
dos veces, dando en un caso el valor del tiempo y en € otro, € vaor de la
cantidad de pantalones, con laintencién de que los alumnos a sorprenderse
por esa repeticion pudieran advertir que en realidad hay dos relaciones que
ligan las magnitudes implicadas y que para obtener el valor que hacefaltaa
partir del que se conoce, en e caso de una de tales relaciones se requiere
multiplicar por tres mientras que en € otro, serequiere dividir por tres. Lue-
go, se plantearon preguntas similares a las formuladas en la actividad ante-
rior, es decir, preguntas que apuntaban a establecer el valor correspondiente
de una de las magnitudes para un valor dado de la otra magnitud, conside-
rando valores mas grandes que los incluidos en la tabla pero todos enteros.
Asi, algunas de tales preguntas formul adas fueron:

1) ¢Como obtuvieron los valores faltantes en la tabla?
2) ¢En cuanto tiempo se confeccionan 60 pantalones?
3) ¢Cuéantos pantal ones se confeccionan en 20 horas?
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Preguntar por los procedimientos usados después de completar latablatenia
como proposito que los estudiantes reflexionaran sobre las acciones hechas
en los casos particulares tratados y eso les permitiera precisar unaregla, que
podian usar pararesponder preguntas relativas a cualquier valor. Para cerrar
la actividad se hicieron las siguientes dos preguntas cuyos propositos, res-
pectivamente, eran que | os estudiantes establecieran la constante de propor-
cionalidad y advirtieran el carécter creciente de larelacion.

4) ¢Por hora en cuanto se incrementa € nimero de pantalones?

5) Entre mayor sea el tiempo dedicado a la produccién, ¢habra menos o
mas produccion? ¢(Por qué?

TERCERA ACTIVIDAD

A través de descripciones cortas y tareas especificas se plantearon tres
situaciones més en las que habia implicadas magnitudes directamente pro-
porcionales, a saber: tiempo y espacio en una circunstancia en la que la
velocidad es constante, nimero de nifios y nimero de adultos relacionados
mediante larazén 1 a 3, y cantidad de articulos de un mismo tipo y costo
respectivo. Las descripciones fueron:

1) Un vehiculo que vigja a la misma velocidad, va a lo largo de
una carretera recta a 60 kilémetros por hora.

2) En un estudio de la poblacion en el paisA sellegé alaconclu-
sion de que por cada nifio hay tres adultos.

3) En un amacén el precio de un cierto articulo es $100.

Con respecto alas tres situaciones descritas, se pidié completar sendas ta-
blas en formatos dados por nosotros, que contenian dos parejas de valores
conocidos paralas que se cumplen las propiedades de una relacion directa
mente proporcional —informacion con la que, de manera técita, pretendia-
mos indicar € carécter proporcional de las magnitudes—, e incluian
también, valores de unau otrade |l as magnitudes para que | os estudiantes de-
terminaran el valor correspondiente que faltaba. Dichos valores eran todos
ndmeros enteros, no siempre incluian el valor 1 para aguna de las magnitu-
des, no siempre formaban una progresién aritméticay no siempre se presen-
taron ordenadamente; en uno de | os casos se presentaron |os datos de unade
las magnitudes ordenados en forma descendente.

Lo Ultimo que se propuso alos alumnos dentro de la secuencia descrita,
pretendia que ellos dieran una mirada a las cinco relaciones que se habian
explorado através de hacer tablas de valoresy analizaran algunos aspectos.
Para ello se plantearon |as siguientes tareas:
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1) Analicen todas las actividades anteriores y busquen una caracteristica
comun entre ellas.

2) Identifiquen en cada tabla | as respectivas magnitudes.

3) ¢Qué relacion encuentra entre las diferentes magnitudes?

4) Si unamagnitud aumenta, ¢qué pasa con la otra magnitud?
5) Si unamagnitud disminuye, ¢qué pasa con la otra magnitud?

GENERALIDADES DE LA IMPLEMENTACION

El taller fue desarrollado por doce alumnos de grado octavo quienes fueron
seleccionados a azar y distribuidos en cuatro grupos de tres estudiantes
cada uno, con € fin de que interactuaran entre ellos para la solucién del
taller. Laimplementacién se hizo en una sesién de dos horas que tuvo lugar
en el recinto de la biblioteca de la Normal; esta sesion no hizo parte de tra-
bajo del curso. Participaron los cinco docentes del area de mateméticas,
uno como orientador de la clase y el resto como observadores. Cada
alumno recibio una copia de los enunciados de las tres actividades y cinco
canicas.

A través de la observaci6n directa de los estudiantes mientras desarrolla-
ban €l taller, pudimos notar que los estudiantes estuvieron dispuestos de ma-
nerapositiva pararealizar las actividades propuestas, es decir, trabagjaron en
lo que se les pedia sin distraer su atencion en charlas sobre otros asuntos;
quizas esto tiene que ver con el hecho de que se les hubiera entregado a cada
uno, una copiade los enunciados de |las tareas y preguntas sobre las que te-
nian que centrarse. También advertimos que aungue en los diferentes grupos
sellevd a cabo una conversacién entre |os estudiantes con respecto alasva-
riastareasdel taller, en algunos casos setomé ladecision segiin el estudiante
gue estaba liderando el desarrollo del taller y asi la respuesta final no nece-
sariamente representa un consenso del grupo; ese lider no fue nombrado por
el grupo sino que se constituyo por razén de su participacion activay desta-
cada dentro del grupo.

ALGUNOS RESULTADOS

Mirando las soluciones de los alumnos tanto orales como escritas pudimos
observar varias cosas que precisamos en las siguientes subsecciones.

PRIMERA ACTIVIDAD

Con respecto a la primera actividad, los cuatro grupos determinaron sin
problema alguno el nimero de canicas reunidas por |as cantidades de alum-
nos dadas inicialmente (dos, cuatro, seis, ..., doce); sin embargo, no todos
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procedieron de la misma manera para obtener los resultados: dos grupos
multiplicaron el nimero de estudiantes considerado por cinco, otro grupo
contd usando una secuencia de diez en diez y € otro, aplicd la suma de
canicas. De manera sorpresiva para nosotros, la situacién no fue igua de
facil cuando se les preguntd por € nimero de canicas que reunirian entre
treintay seis estudiantes; varios de los alumnos no entendieron la pregunta,
tuvieron que hacer una relectura; en algunos casos, el profesor que coor-
diné la sesion tuvo que hacer alguna aclaracion y finalmente efectuaron la
correspondiente multiplicacion; quizas el hecho ocurrio porque los alum-
nos estaban considerando la situacion concreta que se les planted a pedir-
les que se reunieran ellos mismos, primero en grupos de dos, luego en
grupos de cuatro, etc., y a plantearles la situacion hipotética de treinta y
seis alumnos reunidos, no la vieron como tal y en consecuencialatareales
parecia sin sentido en el contexto en el que estaban trabajando.

Todos los grupos respondieron correctamente la pregunta acercadel ni-
mero de nifios que reunirian doscientas cincuenta canicas, haciendo para
ello la respectiva division. Varios de los aumnos no notaron la diferencia
entrelapreguntasobre el nimero de canicassi sereunian lasdetreintay seis
alumnosy lapreguntaque serefiereasi sereunen méasdetreintay seilsalum-
nos, apesar de haberlaleido varias veces paratratar de entenderla; parares-
ponderla hicieron la operacion 36 x 5; este hecho nos hace pensar que la
pregunta “ ¢qué pueden decir del nimero total de canicas reunidas?’ podria
reformularse, por gjemplo, asi: Se sabe que entre 36 alumnos retinen 180 ca-
nicas; un niimero mayor de alumnos, ¢relinen méas o menos cantidad de ca-
nicas que las que retinen 36 alumnos?

No hubo dificultad parallenar latablade datos, sin embargo, hicieron el
comentario de que € ndmero de preguntas no concordaba con el nimero de
casillas de la tabla, pero luego se dieron cuenta de que en una pregunta no
habia un nimero de alumnos definido.

Parael caso particular en el que se dieron los dos val ores correspondien-
tes de las dos magnitudes (ver € numeral 4 en p. 192) y se pregunté por la
relacion que se puede establecer, todos los grupos establecieron alguna de
lasdosigualdades 5x 60 = 300 o 300/5 = 60. Enlasiguiente pregunta
(ver numera 5, p. 192), realizaron primero laoperacion 150/5 y luego ante
un comentario del profesor, realizaron una multiplicacion para comprobar
gue este resultado era correcto.

Frente alaultimapreguntade estaactividad (ver €l numeral 6 en p. 192),
una alumna respondié que “siempre se trabaja con canicas’. Otro grupo, en
un principio, establecié que la relacion consistia en que iba de diez en diez
peroal llegar a dato detreintay seisalumnos dudaron de esarespuesta. Otro
grupo establecié que “ por cada diez canicas hay dosaumnosy cadavez que
se quiera establecer el nimero de alumnos o canicas se debe multiplicar por
5". Lavariedad de respuestas a esta pregunta—que no apuntan alo que que-
riamos que los estudiantes advirtieran— nos hace ver la necesidad de refor-
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mularla y también de introducir otras tareas anteriores que realmente
permitan enfocar laatencion en larelacidn que hay entre los val ores corres-
pondientes de las dos magnitudes. Un comentario adicional: nos sorprendio
gue los estudiantes no vieron la necesidad de utilizar canicas parallevar a
cabo la actividad.

SEGUNDA ACTIVIDAD

Con respecto ala segunda actividad, no presentaron dificultad parallenar la
tabla; slempre multiplicaron o dividieron por tres segiin cud fuera el dato
conocido y frente ala pregunta sobre cémo obtuvieron los valores faltantes,
explicitaron frases como por gemplo, “para saber el tiempo dividimos por
tres’ y “para conocer los pantalones multiplicamos por 3”; en este caso, a
mencionar las magnitudes implicadas se refirieron a“pantalones’ y “horas”
en vez de “cantidad de pantalones’ y “tiempo” tal como se designaban en
el formato que se les presento. Los cuatro grupos observaron y comentaron
gue los dos ultimos cuadros estaban repetidos. Con base en el resultado
anterior, consideramos que | os estudiantes tuvieron que enfocar su atencién
en la relacion entre las dos magnitudes puesto que centrarla en los valores
de cualquiera de €llas no les conducia a completar la tarea, situacién que
fue diferente en la primera actividad.

Frente ala pregunta planteada en €l numeral 4, p. 193, todos los grupos
respondieron de manera acertada “ por hora se incrementan 3 pantalones’.
En la planeacién del taller, nosotros consideramos que tal pregunta tenia
como proposito que | os estudiantes establecieran la constante de proporcio-
nalidad y en ese sentido, a analizar la respuesta dada por |os grupos pensa-
mos que ella eraindicio de haber logrado € proposito. Sin embargo, en la
interaccién con los tutores durante el proceso de edicién de este articul o pu-
dimosver que en realidad tal preguntano apuntaarelacionar dos val ores co-
rrespondientes en las dos magnitudes sino arelacionar la diferencia de dos
valores de una magnitud con la diferencia de los valores correspondientes
en laotramagnitud. De manerasimbdlica, podriamos decir quesi Ay B son

las dos magnitudes rel acionadas de manera directamente proporcional y a

y & son dosvaloresdeAy b, y bj son los correspondientes valores en la

magnitud B, la pregunta del taller de la que estamos hablando hace referen-
ciaalarelacion entre aj-ay bj —b; y no entre a; y bj , con lo cua se

estaria sugiriendo que la constante de proporcionalidad se define en térmi-
nos de las primeras dos expresiones y no en términos de las dos segundas.

Por otra parte, en relacion con la pregunta del numeral 5, p. 193, todos
los grupos establecieron la conclusion de que “si se aumenta el nimero de
horas se aumenta también el nimero de pantalones’.
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TERCERA ACTIVIDAD

Todos los grupos pudieron completar sin dificultad las tablas. Con respecto
alas magnitudes de la primera situacién descrita, los alumnos identificaron
el caracter creciente de larelacion a expresar enunciados como por ejem-
plo, “a aumentar €l tiempo aumenta e espacio”; ademas, dicen que “en
una hora se recorren sesenta kildmetros’, 1o que nos parece hace referencia
ala constante de proporcionalidad®. Con respecto a la segunda situacion
descrita, casi ningun estudiante se percatd de que los cinco valores dados
para la magnitud cantidad de nifios estaban desordenados y puesto que los
dos Unicos valores de la otra magnitud que se daban en la tabla estaban en
orden descendente (al mirar de izquierda a derecha) dijeron que la cantidad
de adultos decrecia cuando la cantidad de nifios crecia; ademés tuvieron
dificultad para ver atres como la constante de proporcionalidad en larela-
cion que liga nimero de nifios-nimero de adultos. Antes de que siguieran
adelante en el andlisis de la tercera tabla, €l profesor que estaba coordi-
nando la sesion, llamo la atencion de los alumnos sobre el hecho del desor-
den de los valores en latablay sugirié que los reorganizaran y volvieran a
hacer el andlisis, con lo cua todos los alumnos pudieron ver que larelacion
es creciente y que la constante de proporcionalidad es tres. Con respecto a
la tercera situacion descrita, a analizar los datos de la tabla, los alumnos
comenzaron por notar que los datos de la magnitud cantidad de articulos
estaban ordenados descendentemente, algunos los reorganizaron en forma
ascendente y otros no, pero atendiendo a lo que expresaron creemos que
vieron €l caracter creciente de larelacion. En este caso, en uno de los gru-
pos larelacion que establecieron es que “ debemos agregar dos ceros a cada
precio”, mientras que en los otros grupos fue claro que debian multiplicar
por cien alacantidad de articul os para obtener € correspondiente costo.

En resumen, seglin lo que observamas, creemos que en términos gene-
rales logramos lo que pretendiamos con € taller: los estudiantes vieron en
las relaciones presentadas €l caracter creciente y ademas que es posible ob-
tener los valores de la magnitud X como multiplicacion de los valores co-
rrespondientes en la magnitud Y por una constante o los valores de la
magnitud Y como cociente de los val ores correspondientes en lamagnitud X
por una constante.

CONCLUSION

Al desarrollar este proyecto pudimos observar aspectos positivos que tienen
gue ver con algunas caracteristicas de la experiencia de clase que vivimos
los estudiantes 'y los profesores en laimplementacién del taller. Por un lado,

1. A diferencia de lo sucedido en la actividad anterior, en este caso, el enunciado “en una
hora se recorren sesenta kildmetros’ si establece relacién entre dos valores correspondien-
tes de las dos magnitudes implicadas.
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al hacer laclase en torno a unas tareas propuestas por escrito alos estudian-
tes, hay mayor participacion de ellos en su proceso de aprendizaje, puede
haber mayor relacién entre e alumno y el profesor puesto que los alumnos
estén trabagjando a su ritmo y asi tienen més oportunidad para expresar sus
ideas y preguntas especificas tanto al profesor como a sus comparieros de
grupo; todo ello, hace més motivante la clase para el estudiante.

Por otro lado, que el profesor no tenga su atencion puesta, de maneraex-
clusivay durante toda la clase, en lo que tiene que decirle alos estudiantes
sino que por €l contrario pueda detenerse amirar o que ellos haceny aes-
cuchar las preguntas que formulan en torno a las tareas propuestas, es una
situacion que permite al profesor poner a pruebalas previsiones que hizo en
la planificacién del disefio y ademéas tener informacion acercade s el estu-
diante esta adquiriendo el nuevo aprendizaje; vemos que esta situacion es
muy provechosa para el proceso de ensefianzay aprendizaje.

Fue también positivo el hecho de que algunas de | as respuestas erréneas
delos estudiantes en el taller nos hicieran ver que las respectivas preguntas
y tareas que les planteamos deben cambiarse de manera que sean mas pre-
cisas, 0 quizas|o més conveniente seaincluir tareas adicionalesqueloslleve
aver cosas sin que € profesor tenga que mostrarsel as; por ggemplo, a cen-
trar laatencion en el caréacter creciente de larelacion, podriamos preguntar-
les si a mirar los valores en la tabla se ve que ellos estan creciendo o
decreciendo.

Para terminar, los puntos mencionados antes nos llevan a cuestionar la
metodol ogia que aplicamos usualmente en el desarrollo de las clasesyaque
vemos que no es la mas adecuada; también nos gustaria decir alos maestros
gue se requiere ser mas claros 'y concisos en e momento de hacer las pre-
guntas a estudiante, aunque éstas se hagan en € lenguaje del estudiante.

Félix Farfan

Sandra Prieto

Martha Molano

Escuela Normal Superior Maria Auxiliadora de Villapinzén
Tel.: (091) 8565122



APROXIMACION A LA PROPORCIONALIDAD
A TRAVES DE UNA SITUACION
DE LA VIDA COTIDIANA

TATIANA RINCON Y FANNY NARANJO

Se presenta una propuesta para €l aula que considera una situacion de
la vida cotidiana que sirve de contexto para plantear tareas que tienen
la intencion de poner en juego algunas nociones de la proporcionali-
dad. A través de las respuestas de | os estudiantes en la implementacion
de la propuesta, se entreve un manejo de comparaciones entre precios
delas variables asociadas, pero no hay de manera explicita un manejo
de las razones ni de comparaciones entre ellas, como tampoco de
argumentos, tacitos o no, sobre relaciones de proporcionalidad que
sustenten el trabajo realizado.

INTRODUCCION

En octubre de 2001, la Escuela Norma Superior “Presbitero José Gomez
Isaza’ de Sonsdn, Antioquia, aceptd lainvitacion aparticipar en € “Programa
de desarrollo profesiona de profesores de mateméticas de Escuelas Normales
Superiores’, a cargo de “una empresa docente” de la Universidad de los
Andesy financiado por €l Ministerio de Educacién Nacional. En e marco del
Programa se llevé a cabo una serie de tres seminarios dirigidos a los profeso-
res participantes, con € proposito de trabajar en temas relacionados con el
aprendizaje y la ensefianza de la proporcionalidad en la escuela

El trabajo que se planted en el primer seminario, pararealizar alo largo
del Programa, fue la planeacién y puesta en practica de un proyecto de in-
dagacion en el aula que consistia en la elaboracion de un disefio curricular
dedosotres clases, relacionado con algun topi co especifico delaproporcio-
nalidad que fuera de interés para €l grupo de profesores de cada Normal.

En consecuencia, uno delos primeros asuntos que tuvimos gque concretar
los profesores de mateméticas de la Normal, fue la eleccidn del topico de
trabajo dentro del temadelaproporcionalidad. | nfortunadamente, este asun-
to de la eleccion del tema no se pudo definir tan rdpido como hubiéramos
deseado, puesto que en el equipo de profesores habia una docente que traba-
jaba en matematicas en € nivel de primaria, y el tema elegido solo nos pa-
recia apropiado para trabajar a nivel de secundaria. Asi pues, este hecho
motivo la reconsideracién del equipo de profesoras que iba a trabajar en el
proyecto y que finalmente se redujo a las dos profesoras que presentamos
este articulo.

PERRY, P., GUACANEME, E., ANDRADE, L. Y FERNANDEZ, F. (EDS.) (2003). TRANSFORMAR LA
ENSENANZA DE LA PROPORCIONALIDAD EN LA ESCUELA: UN HUESO DURO DE ROER (PP. 199-208).
BOGOTA: UNA EMPRESA DOCENTE.
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En unade las actividades realizadas en €l primer seminario se mostraron
y discutieron algunos resultados de estudiantes colombianos en las pruebas
del Tercer Estudio Internacional de Mateméticasy Ciencias —TIMSS— de
19972, guedejan ver € bajo desempefio de los estudiantes en laresolucién de
problemas en los que estan implicados lacomprensién y € manejo de nocio-
nes de proporcionalidad. Las profesoras que finalmente abordamos la tarea
de planeacién e implementacion del proyecto de aula, motivadas en buena
parte por ladiscusion mencionada antes, encontramos como tépico deinterés
el relacionado con la solucién de situaciones problema de la vida cotidiana,
gue comprometieralautilizacion de nociones de la proporcionalidad directa,
como son lasrazones, las proporcionesy laregladetres.

ELABORACION DEL DISENO

Para aproximarnos a la tarea de elaborar €l disefio, hicimos unarevision de
varios aspectos. Por un lado, se realizd una evaluacién informal alos estu-
diantes con base en la cual queriamos detectar |as dificultades que presenta-
ban al resolver problemas relacionados con el tema de proporcionalidad;
por otro lado, se identificaron elementos del conocimiento matemético que
se deberian tener en cuentaal realizar €l disefio y se discutié como se podria
proponer la secuencia de ensefianza para concretar el disefio del taller.

Con base en la evaluacion informal realizada se pudo dar cuenta de al-
gunas dificultades y errores mas comunes en los estudiantes. Por giemplo,
una de las dificultades detectadas mas notoria fue la interpretacion no ade-
cuada de los enunciados de al gunos problemas o tareas propuestas que con-
dujeron a empleo de procedimientos no apropiados.

Con respecto alamiradaal conocimiento matématico relativo, se consi-
der6 que la solucién de la situacion elegida deberia involucrar contenidos
mateméticos, indirecta y directamente, relacionados con la proporcionali-
dad, como por gemplo: larealizacion de operaciones aritméticas elementa-
les (suma, resta, multiplicaciony divisién) en conjuntos numéricos como los
naturales o los racionales; las comparaciones cuantitativas numéricas y no
numéricas de laforma ‘mayor que’, ‘menor que’ o ‘igual que’ en variables
como precio, volumen, peso; €l establecimiento de razones entre precios de
dos variables relacionadas y |la comparacion de estas razones; la formula
cion de laregla de tresy su manejo, que implicitamente supone un recono-
cimiento de unarelacién de proporcionalidad; y el manejo de redondeos en
la manipulacién de nimeros racionales en su representacion decimal.

Con respecto al tipo de problemas entrelos que se podria el egir paracon-
cretar €l disefio del taller, se considerd que seriainteresante proponerle alos

1. Unadelasdos profesoras que asistié a primer seminario, posteriormente seretiré del Pro-
grama.
2. Paraunainformacion mas detallada al respecto, recomendamos ver Diaz et al. (1997).



APROXIMACION A LA PROPORCIONALIDAD A TRAVES DE UNA SITUACION... 201

estudiantes una situacion problemética de lavida cotidiana que implicarala
toma de decisiones con base en el manejo de los precios de las variables y
las razones entre ell os. Fue asi como surgio laideade proponer un taller que
promovieralareflexion de los estudiantes con respecto acoémo elegir los ar-
ticulos mas econdmicos en un supermercado teniendo en cuenta no solo el
precio, sino también el pesoy € precio unitario. Laidea, en pocas palabras,
consistia en averiguar los precios de algun articulo particular que estuviera
disponible en algunas de las tiendas del municipio —en variedad de marcas,
precios y tamafios— con el proposito de elegir € articulo de lamarcay ta-
mafio que proporcional mente resultara mas econémico.

TALLER PROPUESTO

El taler que finalmente se propuso a los estudiantes de grado séptimo se
dividié en dos partes. En la primera parte se planted a los estudiantes una
tarea para que realizaran en grupos de cuatro, por fuera del aula, la cua
consistia en averiguar, en dos de los supermercados del Municipio, los pre-
cios de ciertas marcas de cremas dentales (Colgate, Kolynos y Close-Up)
en presentaciones de diferentes tamafios diferenciados por peso o volumen,
para luego preparar un reporte de la informacion recolectada y presentarlo,
en una cartelera, en la clase. La segunda parte del taller planeada para ser
realizada en el aula, consistia en responder una guia de preguntas preparada
por los profesores. Los estudiantes debian trabajar en los mismos grupos
conformados para el desarrollo de la primera parte del taller. Las preguntas
incluidas en la guia se presentan a continuacion:

1) Determinar para cada uno de los tamafios de crema dental, 25 cc, 50 cc,
100 cc y 175 cc, ¢qué supermercado ofrece el precio méas econdmico?
Registrar todos los procedimientos y los resultados de las operaciones
realizadas. (Se dice que un producto de una marca A presenta un precio
favorable frente ala marca B si el precio por unidad de volumen en la
marcaA es menor que el delamarcaB).

2) Para una sola submarca de una determinada marca de crema dental, cal-
cular € precio del centimetro cubico por cada uno de los tamarfios, en
ambos supermercados. Establecer cudl tamarfio ofrece el mayor precioy
cud e menor precio. Registrar tanto los procedimientos utilizados
como |los resultados de |as operaciones realizadas.

3) Paracadaunadelas marcasy submarcas no consideradas en la pregunta
anterior, calcular el precio de un centimetro clbico de crema dental.
Registrar |as operaciones utilizadas y, en una tabla, organizar los resul-
tados de los clculos.

4) Con los precios establecidos, determinar cudl es el precio mayor y cud
e precio menor que hay que pagar por cada uno de los tamafios de estas
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marcas y submarcas de crema dental en los supermercados. Explicar su
respuesta.

5) Si e Unico criterio para establecer qué cremadental comprar fueralo favo-
rable de su precio ¢cud cremadenta comprariay en qué tamafio? Expli-
gue con &l mayor detalle posible las razones que sustentan su respuesta.

RESULTADOS OBSERVADOS

Laimplementacién del taller serealizd en una sesion de tres horas de clase.
En el desarrollo del taller estuvimos presentes las dos profesoras; una de
nosotras observo la implementacion del taller, mientras que la otra estuvo
encargada de orientar € trabajo de los estudiantes.

La primera parte del taller fue realizada de manera entusiasta por los
alumnos y no se presentaron mayores dificultades; ademéas, la mayoria de
ellos reportaron precios y marcas que coincidian con lainformacion que al
respecto nosotras habiamos averiguado con antelacion. Sin embargo, en el
desarrollo de la segunda parte del taller surgieron varias dificultades.

Para empezar, algunos minutos después de que se les entregara la guia
de preguntas, la mayoria de estudiantes manifest no entender qué eralo que
selespreguntabay que“las preguntas propuestas eran muy dificiles de con-
testar y eran muy largasy extensas susrespuestas’. Por €llo, laprofesoraen-
cargada de dirigir el taller tuvo que intervenir en repetidas oportunidades
para aclarar las dudas de los estudiantes con respecto a las preguntas; no
obstante, a pesar de todas las explicaciones hechas por la docente, los estu-
diantes decian no comprender qué eralo quetenian que hacer. Probablemen-
te, esta falta de comprension de las preguntas, generd en los estudiantes un
sentimiento de apatia o de perezahacialatareapropuestaquelosllevé aque
no pusieran todo su empefio en el desarrollo de la segunda parte del taller.

En suma, sdlo dos grupos respondieron en su totalidad la segunda parte
del taller. Hemos seleccionado |as respuestas presentadas por uno de estos
dos grupos para dar cuenta de la manera como |los estudiantes abordaron e
interpretaron las preguntas planteadas. El texto presentado por |os estudian-
tes como respuesta a la primera pregunta se recoge en la Figura N° 1.

Como puede observarse en larespuesta presentada por este grupo de es-
tudiantes, la manera como le dieron sentido a la pregunta “ ¢qué supermer-
cado ofrece el precio mas econébmico?’ se concret6 a través de sumar los
precios, en el caso de cada supermercado, de todas las marcas consideradas
en todos | os tamafios disponibles. Esta respuesta sugiere que |os estudiantes
No pensaron, como esperdbamos, en el precio especifico de unacremadental
para cada tamafio de maneraindependiente, sino en cual erael supermerca
do que ofrecia € precio total mas econémico, como si se fuera a comprar
unacrema de cada marcay cada tamario.
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Colgate mixima protfeccior articaries

TerqueFdeil 2% cc 840 Terquefdeil
Terque T/ s 2% cc 650 840
7/&7’@45-7'4/&;2 50 cc /8% 0 /85;0
TerqueT/4 s 0 cc 2/00 22502
Terque#deil 7% cc 2850 5740
TerqueT/4 s 75 ec 3450 4550
Terque#deil 100 cc 3700 3270
TerqueT/4 s /00 cc 4000 2//;5;0
/550
Terque#dcil /50 cc 5740 26640
TerqueT74 s /50 cc 6030
Colgate total
T/erque el /00 cc 4550 77&7’5?’& 774{5
77@7'1;@5774/.5 /00 cc A 800 ;/902
Colgate #riple accior 3450
Terque#Acel /00 cc 32/0 4000
Terquellds 100 cc 34350 6050
Kolinos #3800
77@7'%51}%42 /50 cc 2450 32@'502
Terquel/ds /50 cc 2500 1600
Close-up ewncalipto 28600
TerqueFAce? 37 cc /550
TerqueT/4s 37 cc 1600

,

Z2 supermercado que ofrece el precio mds economico es
/

7757%5/!4:1-2

Figura N° 1.

Al revisar la pregunta, vimos que aunque nuestra expectativa era que € es-
tudiante hiciera comparaciones entre razones de precio y tamafio, la forma
en que esta hecha la pregunta no requiere establecer razones, pues es sufi-
ciente tomar cada tamafio de crema por separado y comparar su precio en
los dos supermercados. Asi la pregunta no implica necesariamente poner en
juego nociones rel acionadas con la proporcionalidad.

Una de las respuestas que se dio ala segunda pregunta se expone en la
Figura N° 2. Por la notacion utilizada en esta respuesta para los resultados
de las divisiones, que hace referencia a las unidades de las magnitudes, es
decir pesos 'y centimetros cubicos, podria decirse que los estudiantes traba-
jan con razones, pero no se puede garantizar que las vean como tales. Los
argumentos que se presentan para sustentar cud es el tamafio que ofrecia el
menor o el mayor precio, en términos de su precio por centimetro cubico,
solo son coherentes dentro de un subconjunto de los casos que se debian
contemplar. Por gemplo, en la primera argumentacion inexplicablemente
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Colgate mixima profeccior articaries

Terque#deil 25 cc 840 $34 el cc 33,6
Terquel/ds 2% cc 650 $26 el cc
Terque#deil 50 cc /8% 0 $37 el cc
Terquel/4s 50 cc 2/00 $42 el cc
Terque#deil 7% cc 2830 $38 el ec
Terquel/4s 7% cec 3450 46 el cc
Terque#deel /00 cc 3300 437 el cc
Terquel/4s /00 cc 4000 $40 el cc
Terque#Acel /50 cc 5740 438 2 el cc 38,726
TerqueT/4s /50 cc 6050 440 el cc 40,3

Pensamos que sale mds economico el de 100 cc porque sus
centmetros chbicos son mds baratos Yy porgue de 7% cc un
cc vale 38 pesos y el ofro de /00 vale 3% pesos

Pensamos que 2a mAs cara es 2a de )50 cc porque si
Wultiplicamos por “LJC%PZD 75x2 que es lo que /fal%a para
Zlegar a )50 2os darda un precio wds faverable gque
comprando la crema de 150 cc y lo mismo con el resto de
Famanos (25, 50, 7%, /00, /50D

Figura N° 2.

no consideran los tamafios de 25 centimetros cuibicos —que son los de me-
nor precio por centimetro cdbico—, mientras que en la segunda argumenta-
cién no tuvieron en cuenta que lo que se alegaba no era vélido para los
precios por unidad que se ofrecian en el otro supermercado. En este segundo
argumento se exhibe un hecho que podriasugerir un manejo intuitivo de una
relacion de proporcionalidad pues al presuponer que las magnitudes canti-
dad y precio son directamente proporcionales, se afirma que a duplicar la
cantidad de crema, por gemplo comprar dos cremas de 75 centimetros cU-
bicos, el precio se duplicaiguamente. Aun asi no hay evidencias de que los
estudiantes hayan visto esto o sean conscientes de €llo, y mas bien parece
gue lo manejan de esta manera porque asi es naturalmente la relacién entre
cantidades y precios. No se ve s emplearon la regla de tres para encontrar
€l precio, y no parece que en lacomparacion se hayan referido alarazén en-
tre precio y cantidad.

Esta respuesta no muestra que los estudiantes tuvieran problemas para
establecer qué operacion redlizar o para hacer las divisiones, como tampoco
paramanejar la aproximacion o redondeo de los niUmeros que contenian de-
cimales a nimero entero més cercano. Cabe anotar también la identifica-
cién delaperiodicidad enlos decimalesy el manejo delanotacién paraesto.
No obstante, €l trabajo de este grupo fue unaexcepcion con referenciaal re-
dondeo de nimeros, pues en los demés grupos de estudiantes pudi mos notar
errores al respecto.
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Para responder la tercera pregunta, los estudiantes ampliaron e cuadro
gue presentaron como respuesta ala segunda pregunta como seindicaen la
FiguraN° 3:

Colgate total

TerqueFdeil 100 cc 4550 $45 el cc 33,6

TerqueT/4s 100 cc A 800 $46 el cc

Colgate Friple accior

TerqueFdesl /00 cc 32/0 $38 el cc2

77::7";7&@774/5 /00 cc 3450 $3.4 el cc

Kolinos

TerqueFdeil 7% cc 24%0 $33 el cc

TerqueT/As 7% cc 2500 $33.3 el cc

Close-up ewcalipto

TerqueFde:l 37 cc /550 $42 el cc

TerqueT/4s 37 cc 1600 $43 el cc
Figura N° 3.

También en esta respuesta podria pensarse que los estudiantes trabajan con
razones, por €l hecho de anotar |as unidades de las magnitudes a los resul-
tados de las divisiones, pero tampoco aqui se puede asegurar que lasidenti-
figuen como tales. Se ve que los estudiantes reconocieron que tenian que
dividir e hicieron las divisiones sin problemas, con la ayuda de la calcula-
dora. Asi mismo redondearon los decimales aproximando € nimero a
ndmeros enteros aunque cuando €l decimal es cinco toman el entero menor.
Con respecto a la organizacion en una tabla, esta claro que presentan los
resultados asi, pero desconociendo el proposito de las tablas de varias
entradas de posibilitar € cruce de informacion para sintetizarla y facilitar
su lectura

Un fragmento de lo que respondieron | os estudiantes ala tercera pregun-
ta se encuentraen la Figura N° 4:

Creemos que el precio que los consumidores debrerdamos
pagar por la crema dental (olgate en su submarca

T/ A xima profeccion anticaries es la siguiente:

Si compramos 6 cremas dentales de 2% cc qgue nos equivale
a 150 cc 2os saldria valiendo $5040, mientras que st
compramos una sola crema dental de )50 cc ros valdria
$5740 Entonces el menor precio gue deberda pagarse
serda 3040 y el mayor, swu precio actual que es T740

lolgate Friple accion. Pensamos que su precio actual es el

justo Yya gque creemos gue esta submarca es wmejor que las
N J

demds submarcas que Fienen urn precio Wi alto

Figura N° 4.
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Para esta respuesta los estudiantes no parecen haber tenido en cuenta los
precios por centimetro cubico encontrados en las dos respuestas anteriores.
Creemos que la manera en que esta formulada la pregunta, haciendo refe-
renciaa cadatamario y cada marca, obligaamirar cada precio independien-
temente y no lleva a hacer una comparacion entre todos los precios de una
submarca. Sin embargo, en esta respuesta | os estudiantes aun sin referirse a
los precios obtenidos previamente, elaboran para una cantidad especifica,
150 centimetros cubicos, de crema de una de las submarcas de Colgate en
uno de los supermercados, un razonamiento que podria gjustarse alo que se
pide en la pregunta; consideran de este modo, €l menor y mayor precio que
habria que pagar por dicha cantidad, los cuales corresponden a dos de sus
presentaciones. No es claro si contemplaron |os precios de las otras presen-
taciones parala misma cantidad, es decir si hicieron el calculo del precio de
tres cremas de 50 centimetros cubicos, de dos de 75 centimetros clbicos, ya
gue estos célculos no estén escritos. En el razonamiento de esta respuesta,
esta por detrés de nuevo €l supuesto de que larelacién entre cantidad y pre-
cio es directamente proporcional, y por consiguiente si un precio de la pri-
mera magnitud aumenta un nimero de veces también lo hace su precio
correspondiente. No obstante, tampoco aqui hay muestras de que los estu-
diantes|o hayan visto 0 sean conscientes de tal supuesto. No se sabe si plan-
tearon y utilizaron laregla de tres para encontrar el precio, y no parece que
en lacomparacion se hayan referido alarazon entre precio y cantidad, o sea
al precio de un centimetro clbico para cada presentacion.

Lo registrado en larespuesta de | os estudiantes ala quinta pregunta apa-
rece en laFiguraN°5:

Lo gue comprariamos seria Colgate en sw submarca +riple
acccon de 100 em>, porque es mds favarnbz.e, Y wis rica
Colgate wixima protfeccion de 100 emS vale 3500 y colgate
Fotal de 100 cm® vale 4550

Figura N° 5.

Vemos entonces, que lainformacién registrada en esta respuesta no permite
establecer si usaron o no los resultados de las respuestas dadas a la segunda
y tercera pregunta, para tomar la decisién; parece que solo se fijaron en el
precio total de cada presentacién y no en el precio por unidad de volumen,
esdecir por centimetro cubico. Tratando de dilucidar el razonamiento segui-
do por los estudiantes para que su respuesta tenga sentido, 1o que se puede
decir es que a parecer tomaron solamente |as presentaciones de 100 centi-
metros cubicos de cadamarcay submarca, compararon su precioy eligieron
la més barata en uno de los supermercados. Reconocemaos en consecuencia
gue tampoco esta preguntaimplica necesariamente el poner en juego nocio-
nes relacionadas con la proporcionalidad. Cabe anotar en esta respuesta que
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| os estudi antes después de haber notado siempre [os centimetros clibi cos con
las letras “cc” aqui pasan a hacerlo como “ cm®.

ALGUNAS CONCLUSIONES

Con respecto alos logros de los estudiantes en la aproximacién a tema de
la proporcionalidad, resultante del desarrollo de la situacion que se les pre-
sentd, debemos reconocer que no fueron los esperados. Pensamos que €l
taller propuesto llevaria a los estudiantes a la identificacion y estableci-
miento de razones entre las dos magnitudes consideradas, al planteamiento
de reglas de tres con base en €l reconocimiento expreso de la relacion de
proporcionalidad directa; esperdbamos que también dicho reconocimiento
justificara los razonamientos presentados sobre el aumento proporcional
del precio de una magnitud por razén del mismo aumento en la otra magni-
tud. A pesar de las instrucciones que se daban en lamayoria de las pregun-
tas de la guia acerca de registrar y dar detalles de las operaciones
realizadas, lainformacién incluida fue pocay por lo tanto no hubo indicios
delo anterior.

Desde el punto de vista del interés que despertd en los estudiantes lare-
solucién de lastareas planteadas en laguia de trabaj o de la segunda parte del
taller, el balance es desalentador. Unarazén a la que se puede atribuir esta
apatia de los estudiantes, es que las tareas propuestas —concretadas en las
instrucciones que propusimos— eran demasiado exigentes para € grado
séptimo en el que implementamos € taller. Por otra parte, quizas nuestros
alumnos estan muy poco acostumbrados a abordar situaciones o talleres del
estilo del que les propusimos.

Finalmente, desde la mirada que se puede hacer alaintencion del taller
propuesto y a su coherencia con las preguntas planteadas, tenemos que re-
conocer que es necesario hacer unarevision més cuidadosadelos propdsitos
de cadatareay de su formulacion para que apunten a poner en juego las no-
ciones de la proporcionalidad que realmente se quiere que los estudiantes
trabajen. Ademas nos damos cuenta de que es posible explotar lariquezade
lasituacion planteada para atender atales nocionesy proponer tareas adicio-
nales que, por € emplo, conduzcan aque €l estudiante paraunamismamarca
y submarca en un supermercado determine cud presentacion tiene el menor
precio proporcionalmente, determinar si hay unarelacién de proporcionali-
dad entre los precios unitarios y totales de las diferentes presentaciones de
una misma submarca, etcétera.
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RESOLUCION DE PROBLEMAS
DE PROPORCIONALIDAD:
UN ESTUDIO EXPLORATORIO

MARGELICA SALAS, MARJORIE MARTINEZ,
Luz GOMEZ Y WILLIAM VIDAL

Presentamos algunos aspectos y resultados de un estudio realizado en
un curso de grado octavo, con respecto a la resolucién de una secuen-
cia de problemas que ponen en juego nociones basicas asociadas a la
proporcionalidad. En los resultados obtenidos, pudimos identificar
algunas estrategias de resolucién a las que recurren los estudiantes
cuando no se ha considerado previamente la ensefianza de la regla de
tres, y encontramos algunas falencias en la forma de plantear y abor-
dar este tipo de problemas, de las que no éramos conscientes.

INTRODUCCION

En octubre de 2001, los educadores del area de mateméticas de la Escuela
Normal Superior Miguel Angel Alvarez, del municipio de Frontino, recibi-
mos una invitacion del Ministerio de Educacién Nacional, a través de la
Secretaria de Educacion de Antioquia, para participar en el “Programa de
desarrollo profesional de profesores de matematicas de Escuelas Normales
Superiores’ organizado por “una empresa docente” de la Universidad de
los Andes de Bogota.

Al comenzar el Programa, |os tutores del mismo nos plantearon laidea
de elaborar un disefio curricular para la ensefianza de un tépico especifico
de la proporcionalidad, tarea que fue acogida con expectativa por nuestra
parte. Vimos entonces, como resultado de | as discusiones que se dieron du-
rante el desarrollo del primer seminario —y en particular, de algunas re-
flexiones que surgieron acerca de formas de solucionar distintas situaciones
de proporcionalidad— que el tema en cuestion eramas complejo de lo que
inicialmente creiamos.

A pesar de que metodol 6gicamente estaba planeado que seleccionéra-
mos tal topico, € deseo de establecer como era el desempefio de los estu-
diantes cuando se les enfrentaba con problemas en los que se pusieran en
juego conceptosy procesos rel acionados con el temadelaproporcionalidad,
determind para nosotros la tarea aredizar.

Asi pues, en consonancia con esta modificacion de laintencion original
del proyecto de aula, en primer lugar, enfocamos €l trabajo en larealizacion
deun diagndstico en el grado octavo, cuyo propoésito eraidentificar, por una

PERRY, P., GUACANEME, E., ANDRADE, L. Y FERNANDEZ, F. (EDS.) (2003). TRANSFORMAR LA
ENSENANZA DE LA PROPORCIONALIDAD EN LA ESCUELA: UN HUESO DURO DE ROER (PP. 209-221).
BOGOTA: UNA EMPRESA DOCENTE.
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parte, los procedimientos de | os estudiantes pararesol ver algunos problemas
gue ponen en juego laideade proporcionalidad, y, por otra parte, algunosde
los errores que surgian a abordar su solucion.

Después de hacer este diagnostico y con base en las conclusiones arro-
jadas por el mismo, debiamos plantear el disefio y presentar alos estudiantes
una serie de situaciones problemas con € propdsito deiniciar la ensefianza
de algunos de | os tépi cos asociados a tema de la proporcionalidad. Infortu-
nadamente, debido a que se presentaron en la ingtitucién algunos eventos
imprevistos que fue necesario atender con prelacion, las actividades del cro-
nograma que se habia previsto no se pudieron redlizar en su totalidad y la
segunda parte del proyecto de aula no se pudo terminar dentro de |os plazos
establecidos en el Programa. Asi pues, este articulo centrala atencion en la
presentacion y resultados de lo relativo a estudio diagndstico, paralo cua
en primer lugar, vamos a presentar |os enunciados de |os problemas que se
propusieron alos estudiantesy luego la solucién que dimos aellosjunto con
algunos comentarios. Después, damos cuenta de algunos detalles de laim-
plementacidn y de los resultados observados y finalmente exponemos algu-
nas reflexiones acerca del proceso realizado.

PROBLEMAS PROPUESTOS

Paralarealizacién de la prueba de diagnéstico se propuso que |os estudian-
tes abordaran el siguiente conjunto de problemas:

1) Enlafincade Felipe trabajaron Pedro, Juan y Lucas en la construccion
de una casa; se sabe que entre los tres reciben por e trabajo diario
$6000 y que han trabajado asi: Pedro 2 horas, Juan 3 horasy Lucas 5
horas. ¢Cuanto dinero recibe cada uno, teniendo en cuenta que la hora
de trabajo tiene el mismo valor paratodos?

2) Si el bus delaEscuela Normal Superior ha recorrido 360 kilGmetros en
5 horas, vigjando a una velocidad constante, entonces: ¢cuéntas horas
tardd en recorrer 252 kilémetros? ¢Qué distancia recorrié en un cuarto
de hora?

3) Para distribuir 320 litros de leche han sido necesarias 80 canecas de 4
litros cada una. Si se quiere distribuir los mismos litros de leche en 20
canecas, ¢de cuantos litros debe ser cada caneca? ¢Cuantas canecas de
64 litros se necesitan para distribuir los mismos litros de leche?

4) Los ingredientes que aparecen a continuacion y sus respectivas cantida
des son para preparar una comida para tres personas. ¢Cudl serala canti-
dad que se requiere para preparar la misma comida para seis y nueve
personas?
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Ingredientes 3 personas 6 personas 9 personas
Carne 2libras
Cebolla 9 onzas
Tomate 12 onzas
Salsanegra 2 cucharadas
Vinagre 1 cucharada
Arroz 2libras

5) Gonzalo tiene 4 cultivos de bacterias. Si en cada cultivo, el nimero de
bacterias se duplica cada 3 horas, ¢cuantas veces se habra duplicado el
ndmero de bacterias en 24 horas? Si cada cultivo tiene 1 bacteria a
comenzar su reproduccién, ¢cuantas bacterias se tendran en cada cultivo
24 horas después?

6) En la planta de produccion, un ojo electronico revisa 35 botellas por
minuto. Si se necesitan revisar 6732 botellas y se dispone de tres horas
¢sobrara tiempo o quedaran botellas sin revisar?

SOLUCION COMENTADA DE LOS PROBLEMAS

I ntencional mente se seleccionaron problemas aritméticos —y no geométri-
cos— ya que se queriaenfocar el estudio en lo relativo ala observacion de
los procesos aritméticos que pudieran emplear |os estudiantes. Algunos de
los problemas planteados contemplan la realizacion de repartos proporcio-
nales, como en & caso de los problemas primero y cuarto, y enlos otros, ex-
cepto e quinto problema, la consecucion de una solucién requiere de la
explicitacién y/o justificacién de algin método para hallar una cuarta pro-
porcional. A continuacidn se presenta un andlisis més detallado de cada uno
de los problemas propuestos.

PRIMER PROBLEMA
La situacién planteada en este problema se resume en el siguiente cuadro:

Persona Pedro Juan Lucas Todos
Dinero devengado ?a ?b ?c $6000 = a+b+c
Horas trabajadas 2 3 5 2+3+5=10

Se tiene entonces un problemaen el que se debe determinar laforma como
fuedistribuido un salario y en el que se sabe que: lacantidad pararepartir es
$6000, el nimero de partes en que se debe repartir es 3, €l reparto serealiza
con base en el nimero de horastrabajadasy lahoradetrabgjotiene el mismo
valor paratodos |os trabajadores. Dadala condicién de que lahora de traba-
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jotiene el mismo valor paratodos, €l pago es proporciona a ndmero de ho-
rastrabajadas, esdecir, acadanimero de horas|e corresponde una cantidad
proporcional dedinero o viceversa. Esquematicamente, la situacion se suele
representar asi:

horas $ $ horas
2 - a a - 2
3 - b © b - 3
5 - C c - 5

Ahorabien, por la propiedad fundamental que cumple una serie de razones
setiene que:

2+3+5 _2_3_5 . a+tb+c _a_b_c

a+tb+c a b ¢ 2+3+5 2 3 5

y como se sabe que a + b + ¢ = $6000 entonces:

2+3+5 _10horas _ 2 _3 _5

a+b+c  $6000 a b c

Entonces, tomando proporciones se puede llegar alos repartos en 1os que se
obtiene: a = $1200, b = $1800 y ¢ =$3000. Vemos entonces que se trata de
un problema de repartos proporcionales.

SEGUNDO PROBLEMA

Quizas lainformacién més relevante de este problema es la que sefida que
lavelocidad del bus es constante, pues precisamente es esa informacion la
gue permite aseverar que la distancia recorrida es proporcional al tiempo,
y por ello, es posible establecer las siguientes razones entre distancias y
tiempos:

distancia tiempo
360km — 5 horas
252km — X

y — 0.25horas
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Entonces, las respuestas al problema se pueden encontrar al establecer igua-
lacion de razones, seguin lo planteado en cada pregunta, asi:

360km _5h _
= km - x =360 km xx =252 km x5h
:252km x5h
360 km
x=35h
360km _ 5h _
y _0.25h:>y><5h_360km><0'25h

_ 360 km x0.25 h
5h
y = 18 km

El desarrollo anterior ilustraentonces un proceso para hallar una cuarta pro-
porcional, con el fin de responder a cada pregunta.

TERCER PROBLEMA

Para resolver este problema es necesario interpretar la relacion como de
proporcionalidad inversa, en donde las magnitudes relacionadas son €l
nimero de canecas y la capacidad de cada caneca. Esto significa que €
nimero de canecas multiplicado por la capacidad de las canecas debe ser
constante e igual a 320 litros. Entonces, las razones que se derivan del
problema enunciado son:

NUmero de Capacidad de
canecas |as canecas
80 canecas —  4litros/caneca

20 canecas

l

X
y — 64 litrog/caneca

Teniendo en cuenta que larelacion de proporcionalidad es inversa, las res-
pectivas igualdades de razones que se pueden establecer para responder a
cada una de las dos preguntas son:

80 canecas _ x litros/caneca 80 canecas _ 64 litros/caneca

20 canecas 4 litros/caneca y 4 litros/caneca

a desarrollar estasigualdades sellegaa: x = 16 litros/caneca, y = 5 canecas.
Entonces, estamos de nuevo ante un problema en &l que se ha planteado un
proceso para hallar una cuarta proporcional; la diferencia con respecto al
problemaanterior es que en el presente se debe trabgjar con unarelacion de
proporcionalidad inversay por tanto la igualdad de las razones planteadas
reflejan este hecho.
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CUARTO PROBLEMA

Este problema, como ya lo habiamos dicho es de repartos proporcionales.
Para poder encontrar los repartos solicitados en el problema es necesario
gue el resolutor reconozca en €l mismo la proporcionalidad directa entre el
nimero de personas y la cantidad de ingrediente, cualquiera que sea el
ingrediente. Por ejemplo, para determinar la cantidad de carne en €l caso de
la receta para 6 personas la proporcionalidad directa entre nimero de per-
sonas y cantidad de ingrediente permite plantear la siguiente igualdad de
razones, de la cual se obtiene la cantidad para dicho ingrediente:

3 personas _ 6 personas

> Tibras " = X =4 libras

En este problema hay una pequefia diferencia con respecto al primer proble-
ma—en el que el reparto sdlo involucra una magnitud— y es que la unidad
y también la magnitud de la cantidad de ingrediente que se mide, varia de-
pendiendo del ingrediente; en el caso delasonzasy laslibras|o que se mide,
de dos formas diferentes, es la cantidad de peso del ingrediente, mientras
gue en el caso de las cucharadas o que se mide es el volumen del ingredien-
te. Quizés el hecho mencionado dificulta la posibilidad de ver el problema
como de repartos proporcionales pues no tiene sentido considerar la canti-
dad total deingredientes que configuran lareceta; esta situacion llevaabus-
car lasolucién del problema mediante la aplicacion reiterada de laregla de
tres para determinar una cuarta proporcional en las proporcionesrelativas a
cada uno de losingredientes.

QUINTO PROBLEMA

En este problema para dar una respuesta a la primera pregunta, se requiere
la determinacion de una cuarta proporcional; sin embargo, para dar
respuesta a la segunda pregunta, no se puede recurrir a un razonamiento
proporcional. Para respaldar esta afirmacion, veamos una manera de res-
ponder las dos preguntas del problema.

Laprimera pregunta nos llevaa considerar €l tiempo y € niimero de ve-
ces que se duplica un cultivo de bacterias como variables de unarelacion de
proporcionalidad directa; asi, laigualdad de las razones: “3 horas es a una
duplicacion” y “24 horas esax duplicaciones’, llevaaque x = 8 eslacuarta
proporcional que satisface larelacion de proporcionalidad.

En la segunda preguntalas variables rel acionadas son el nimero de bac-
teriasdel cultivoy €l tiempo; sin embargo, entre este par de variablesno hay
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una relacion de proporcionalidad. Una manera iterativa de encontrar lares-
puesta es construir unatabla asi:

Tiempoenhoras| 0 3 6 9 12 15 18 21 | 24
N° de bacterias | 1 2 4 8 16 32 64 | 128 | 256

En realidad, s f eslafuncién que expresa el nimero de duplicaciones ocu-
rridas en el proceso de reproduccion en términos del tiempo implicado
(d = f(t) =1t/3)ygeslafuncién que expresa el nimero de bacterias
del cultivo en términos del nimero de duplicaciones ocurridas
(b = g(d) = 2d), entonces es posible expresar €l niimero de bacterias del
cultivo enterminosdel tiempotranscurridocomo b = (ge f) (t) = 23,
La funcion anterior es la implicada en la solucién a la segunda pregunta 'y
ya que esta es una funcién exponencial, no es de propocionalidad. Por su-
puesto, lano proporcionalidad detal funcion se puede verificar directamente
en larepresentacion tabular que aparece unas |ineas més atras-.

SEXTO PROBLEMA

En este Ultimo problema, € resolutor no sélo debe encontrar la manera de
determinar una cuarta proporcional; ademas debe comparar € resultado
obtenido con respecto a una referencia que podia ser en términos de las
botellas que se necesitaba revisar (6732 botellas) o del tiempo que habia
disponible paralarevision (3 horas). En el primer caso se debe encontrar la
cuarta proporcional de la igualdad entre las razones 35 botellas revisadas
en un minuto y z botellas revisadas en 180 minutos, de la cua se llega a
Zz=6300, y como 6300 < 6732, quedarian 432 botellas sin revisar. En €l
segundo caso se puede establecer proporcionalidad entre las razones: 35
botellas revisadas en un minuto y 6732 botellas revisadas en x minutos, de
lacua sellegaax =192.34, y como 192.34 > 180 haria falta un poco méas
de 12 minutos pararevisar todas la botellas.

IMPLEMENTACION Y RESULTADOS OBSERVADOS

Con relacién a los aspectos que queriamos observar se tuvo presente si los
estudiantes recurrian a la utilizacion de gréficos y de operaciones aritméti-
cas (sumas, restas, multiplicaciones o divisiones); también quisimos regis-
trar si efectivamente se entablaban discusiones en torno a la lectura y
solucién de los problemas propuestos y si [legaban a una solucién correcta

1. Loscolegas dela Escuela de Caucasia presentan un articulo acerca del reconocimiento de
laproporcionalidad directa en una representacion tabular (ver Oviedo, Burgosy Gonzélez,
2003, en esta misma publicacion).
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0 errada; y para el momento de la socializacion de las soluciones, quisimos
mirar la descripcion de los procedimientos utilizados.

El estudio serealiz6 con un grupo de cuarentay cinco estudiantesde am-
bos sexos, cuyas edades estaban entre trece y quince afos. La secuencia de
problemas se desarrol 6 en tres sesiones de clase. Paraempezar, |os alumnos
fueron organizados en grupos de cuatro o cinco estudiantes, lo que proba-
blemente posibilitdé —como era nuestraintencion— que se dieraun didogo
colaborativo entre ellos, sobre todo para sortear |as dificultades que iban en-
contrando. Unavez terminadala solucion de los problemas, €l proceso con-
tinud con la socializacion de las estrategias utilizadas y al final € profesor
hizo algunos comentarios acerca de las diferentes soluciones presentadas
por los estudiantes. En términos de las tres sesiones de clase que sellevaron
acabo, €l trabgjo discurrié de la siguiente manera: en la primera sesion, se
dieron las instrucciones para que se organizaran en grupos, y la mayoria de
los grupos alcanzo adiscutir posibles soluciones alos tres primeros proble-
mas; en la segunda sesion |os estudiantes abordaron |a discusion acerca de
las posibles soluciones a los problemas restantes; y en la Gltima sesiéon se
hizo lapuesta en com(in de las soluciones delos gruposy se cerrd e proceso
con comentarios del profesor acerca de |as soluciones expuestas.

A continuacién se presenta lo que observamos de manera particular con
respecto ala solucién de cada uno de los problemas en las producciones de
dos de los grupos.

PRIMER PROBLEMA

La solucion dada por uno de los grupos consistio en: sumar el total de horas
trabajadas por los tres empleados, después redlizar la divisién del total de
dinero recibido por €l total de horas trabajadas, es decir, $6000 /10 h, para
llegar a obtener como respuesta $600/1h, es decir, que $600 era el valor
pagado por hora. Con base en este Ultimo valor concluyeron que Juan reci-
biria 2 h x $600/1 h = $1200, Pedro recibiria 3 h x $600/1 h = $1800 y
Lucas 5 h x $600/1 h = $3000; incluso verificaron que la sumade los valo-
res asi obtenidos era $6000. En contraste con este grupo, el otro grupo ho
tuvo en cuenta la necesidad de establecer un reparto del total de dinero y
decidié utilizar directamente el valor de $6000 como el valor que se debia
pagar por la hora trabajada, obteniendo entonces, por consenso del grupo,
que los pagos debian ser de $12000, $18000 y $30000, para Juan, Pedro y
L ucas respectivamente.

Enrealidad, lainclusién de las unidades de medida en | os reportes escri-
tos de | os estudiantes no aparece tan consi stente como se presenta en lades-
cripcion del parrafo anterior y de algunos que describiremos més adel ante.
Quizas, este esun asunto a que nosotros no hemos prestado suficiente aten-
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cion y que vale la pena repensar en nuestra préctica docente en lo que ala
ensefianza de la proporcionalidad se refiere.

SEGUNDO PROBLEMA

Para la solucion de este problema ambos grupos se basan, para comenzar,
en la posibilidad de escribir y simplificar la razon entre los kilémetros que
se recorrieron en total y el tiempo total empleado, es decir, escriben
360 km/5 h = 72 km/1 h y afirman que en una hora el bus realiza un reco-
rrido de 72 kilémetros. Después, uno de los estudiantes del primer grupo
llega a la respuesta: “252 kilometros los recorren en 3 horas y media’, a
través de un proceso sumativo y reiterado que considera de manera paralela
la distanciay €l tiempo. El estudiante lo explica a sus compafieros escri-
biendo primero las siguientes “igualdades”:

72472=144472=2/6+472 = 288
Il 4 Il =208+ )1k =3hL+ 1k = 4k

y luego argumentando que “como 288 - 252 = 36, entonces hay unadiferencia
de 36 kilémetros que € bus recorre en 30 minutos que equivale amediahora,
por lo tanto el bus se demoratres horasy media en recorrer esa distancia’.

Algo similar ocurri6 en € otro grupo observado. En particular, al consi-
derar lasegunda pregunta propuesta en este problema, unade las estudiantes
argument6 que: “es muy sencillo, si en una hora el bus recorre 72 kilome-
tros, entonces 72/4 = 18 kilbmetros porque en una horahay cuatro cuartos’.

Asi, vimos que para solucionar este problema no se usé laregla de tres
y por €llo, no supimos si interpretaban |a respuesta 3.5 horas —que habrian
obtenido al realizar la operacion 5 x 252/360— como 3 horasy 50 minutos,
error que sabemos es frecuente entre |os alumnos de este nivel.

TERCER PROBLEMA
La estrategia para resolver este problema fue la misma en ambos grupos:
utilizaron una division inicial para obtener las respuestas y una multiplica
cion para verificar lavalidez del resultado hallado. Por ejemplo, en € caso
de la primera pregunta un estudiante del primer grupo argument6 que “si
320 son los litros de leche que hay que repartir en 20 canecas, entonces 320
litros/20 canecas = 16 litrog/1 caneca, porque 16 litros/1 canecax 20 cane-
cas = 320 litros. El otro interrogante fue respondido de manera similar: “si
320 litros/64 canecas = 5 litros/1 caneca, entonces son necesarias 5 canecas
de 64 litros de leche cada una, paradistribuir los mismos 320 litros de leche.
Al igual que en el caso del problema anterior a gunas respuestas, inferi-
dasapriori, y que eventual mente esperdbamos encontrar, no se registraron.
Por g emplo, pensabamos que como consecuencia de un proceso poco jui-
cioso deensayoYy error, 10s estudiantes plantearian una.combinacidn de ope-
raciones como 20 x 4/ 80 = 1.
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A pesar de que las respuestas de | os estudiantes a este problemaindican,
en general, que las preguntas se interpretaron correctamente, pensamos que
laprimera preguntaque se plantea debi 6 precisarse un poco més, pueslo que
realmente se quiere saber eslacapacidad minimade cadaunade|as canecas
para hacer tal distribucion. Igualmente, para la segunda pregunta de este
problema, quizés sea necesario aclarar que se esperaque las canecas queden
completamentellenas o precisar que se espera que €l nimero de canecas sea
el menor posible.

CUARTO PROBLEMA

En ambos grupos hubo discusiones previas, antes de llegar a un consenso
con respecto a los valores que debian anotar en la tabla para las diferentes
cantidades de ingredientes que serian necesarias en los casos de seis y
nueve personas. La tabla que presentd uno de los grupos y parala cua no
se hizo una observacién directa mientras la estaban construyendo, fue la
siguiente:

Ingredientes 3 personas 6 personas 9 personas
Carne 2 libras 4 L 6 1
Cebolla 9 onzas /& 0 36 0
Tomate 12 onzas 24 0 48 0
Salsanegra 2 cucharadas 4 C ¢ (
Vinagre 1 cucharada 2 C 3
Arroz 2 libras AA 6 L

Se puede hipotetizar que para encontrar los valores correspondientes a los
resultados de la columna titulada “ 6 personas’, el procedimiento consistié
en multiplicar por 2 los valores que se tenian en la columnatitulada “ 3 per-
sonas’, sin embargo, parael caso delacolumna*“9 personas’, no estan evi-
dente que los valores que la componen hayan sido obtenidos multiplicando
por 3 los de la columna“3 personas’ ya que los valores 36 y 48 no son re-
sultado de multiplicar respectivamente a9y 12 por 3. Quizas, los estudian-
tes si querian multiplicar por 3y en €l caso de esos dos val ores creyeron, por
gjemplo, que 18 x 2 dariaigual que 9 x 3, pero no tenemos suficiente evi-
dencia pararespaldar esta creencia.

QUINTO PROBLEMA

En los grupos observados se presentaron dos estrategias diferentes para
solucionar este problema. El primer grupo presento el siguiente esquema:

Q% §29) G5 (29 Goeo)

Sh 6 h 12 h 1% /18 h 2] h 24 h
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Vemos que esta respuesta es similar a una de las que habiamos previsto que
podrian dar |os estudiantes, salvo por €l hecho de que nosotros consideraba-
mos que la presentarian en un arreglo tabular, que apenas se diferencia del
gue sugerimos en el andlisis de una solucién de este problema por no incluir
los nombres de las magnitudes involucradas.

El segundo grupo esbozd una respuesta que sugiere un razonamiento di-
ferente al realizado por el grupo anterior. Ellos presentaron o siguiente:

L/ E2 cultivo se
haéf‘ra/ %upZicaJLo &
veces en 24 horas,
porgque es 1‘%442 a
dos vueltas de
raZo\/

Larespuesta dada por €l primer grupo, solo se refiere ala segunda pregunta
y noslleva ainferir que se utilizd un procedimiento aditivo —sumar €l re-
sultado obtenido previamente (esdecir, 2+2+4+8+ ... + 64+ 128)—o0
multiplicativo —multiplicar por 2 cada resultado que se va obteniendo—
para determinar €l nimero total de bacterias en un cultivo al cabo de veinti-
cuatro horas. En contraste, el segundo grupo no respondié la segunda pre-
gunta y en su respuesta a la primera —inesperada para nosotros— se
reconoce una especie de razonamiento del que podriamosinferir o bien, que
recurrieron a conteo para confirmar larespuesta dadaen ladivision indica-
daen laesquinasuperior izquierda del esquema, o bien, que del conteo rea-
lizado dedujeron que la operacion de division realizada permitia obtener la
respuesta a la pregunta.

SEXTO PROBLEMA

Habiamos pensado que de pronto alglin grupo podria argumentar en térmi-
nos de la variable cantidad de botellas —por gjemplo, estableciendo que
35 botellas/1 minutos x 60 minutos = 2100 botellas, luego multiplicando
esta cifrapor 3y encontrando que 6300 erala cifrade botellas revisadas—;
sin embargo, ambos grupos esbozaron, sin muchas dificultad, argumentos
muy similares en los que determinaron que “ya que en 3 horas hay 180
minutos y como tenemos que 6732 botellas + 35 botellas /1 minutos =
192.3 minutos, sobrarian botellas por revisar”. Interpretamos que los estu-
diantes querian decir, en realidad, que el tiempo no alcanzaba para revisar
todas las botellas, sin embargo, vemos que en vez de usar la palabra “ sobra-
ria’ habria sido mas apropiado que dijeran “faltarian por revisar”.
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CONCLUSIONES Y REFLEXIONES FINALES

En primer lugar, reconocemos gue inicialmente pensamos, con respecto a
los problemas propuestos, que por el solo hecho de que los estudiantes se
enfrentaran a la solucion de los mismos, podrian construir sus propias
estrategias, procedimientos o algoritmos a partir de su conocimiento pre-
vio, y ahora nos parece que |os problemas propuestos mas que constituirse
en & medio que permitiera movilizar construcciones, fueron e ambito de
aplicacién de construcciones que €llos de antemano poseian. En otras pala-
bras, consideramos que efectivamente a proponerle a un estudiante un pro-
blema, se puede lograr que él se relacione con éste; sin embargo, tal
relacion no necesariamente implica una actividad de aprendizaje.

En segundainstancia, logramos identificar y esbozar agunas de las es-
trategias aplicadas por |os estudiantes para abordar €l tipo de problemas pro-
puestos. Por gjemplo, una de ellas se evidencia en una de las soluciones
dadas al segundo problemay contemplaun procedimiento que podria ser si-
milar a descrito a continuacion:

» adicion reiterada de una constante en unade las magnitudesimpli-
cadas (en el caso referido, sumar 72 kilbmetros varias veces);

 comparacion del valor de la suma encontrada con un valor de
referencia que hace parte de lainformacion que se daen € pro-
blema (en &l caso referido, os resultados que se van obteniendo
se comparan con €l valor 252 kilémetros, dado en €l problema);

* detencion del procedimiento de adicion en el momento en el que
la suma encontrada supera por primeravez al valor de referencia
(en €l caso referido, se dgja de sumar cuando la suma da 288);

« cdlculo de la diferencia entre la Ultima suma encontrada y €l
valor de referencia (en el caso referido, se realiza la operacion
288 - 252 = 36);

« conteo del nimero de veces que se realizd la adicion y adicidn
reiterada de una constante en la otra magnitud implicada (en el
caso referido, segun e nimero de veces que se realizo la suma
paralos kildmetros, asi se hace para el caso de las horas);

« identificacion de dos pargjas de valores que delimitan el valor
que se quiere encontrar (en el caso referido, € valor descono-
cido se encuentra entre 3 y 4 horas ya que 252 esta entre 216 y
288, valores correspondientes a 3 y 4 en la otra magnitud);

« establecimiento de una proporcion entre dos razones (en €l caso
referido, se establece la proporcién entre las razones 72 kildme-
tros es a 60 minutos como 36 kilmetros es a 30 minutos);
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« obtencién del valor buscado (en €l caso referido, sumar media
hora atres horas).

En tercer lugar, y paraterminar, queremos hacer un comentario relativo ala
forma —que creemos es usual— de abordar la resolucién de problemas de
proporcionalidad en la escuela, basada en laregla de tres. En primer lugar,
tal forma se puede describir asi: dado el enunciado de un problema propio
del tema proporcionalidad, en un esquema se organizan |os datos correspon-
dientes alas variables 0 magnitudesimplicadas, luego se planteatécita o ex-
plicitamente laigualdad de dos razones y finalmente se utiliza el algoritmo
de multiplicar en cruz los dos valores conocidos y dividir por €l otro valor.
Este procedimiento por lo general se presenta como s fuera un dogma. En
segundo lugar, a pesar de que los resultados mostraron que los estudiantes
producen respuestas que, con bastante frecuencia, se apoyan en el plantea-
miento de razones o cocientesy, en principio, se podrian aceptar como co-
rrectas y coherentes con el uso de la regla de tres, solo a avanzar en €l
proceso de andlisis de las respuestas nos dimos cuenta de que considerar los
hechos que justifican por qué se pueden plantear unas ciertas razones o co-
cientes y por qué se puede establecer laigualdad entre ellos, es un asunto
algido que ameritaun trabaj o cuidadoso e intencionado de parte del profesor
y delos estudiantes; €l resto del procedimiento no reviste tanta complgjidad
y dificultad paralos estudiantes. En otras pal abras, 10 que queremos destacar
es que cuando se procede aresolver un problema de proporcionalidad en el
gue se requiere determinar una cuarta proporcional, es necesario reconocer
inicialmente que las variables estan relacionadas a través de una funcién de
proporcionalidad, lo cua justifica que se puedan establecer algunas propor-
ciones, que son precisamente aquellas que se estructuran en la disposicién
de los datos en configuraciones que para el caso del primer problema pro-
puesto en € estudio, puede tener, por g emplo, la siguiente forma:

6000 pesos 10 horas

X pesos 2 horas
Luego de ello, se puede proceder a encontrar la cuarta proporcional relacio-
nando convenientemente los datos a través de multiplicaciones y divisio-
nes. Este asunto, realmente no se contemplé en el estudio y probablemente
es o mas complejo de tener en cuenta al abordar |a solucion de este tipo de
problemas y por supuesto deberia constituirse en indicio para valorar la

actividad matemética de los estudiantes.
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UNA PROPUESTA PARA INICIAR EL ESTUDIO DE
LA PROPORCIONALIDAD INVERSA

CONSUELO BAQUERO, NORA BENITEZ,
ELIZABETH NARANJO, FANNY RODRIGUEZ Y
EDUARDO VILLAMIL

Presentamos algunos resultados del desarrollo de una secuencia de
talleres con estudiantes de grado octavo, codisefiada e implementada
con €l findeiniciar el estudio dela proporcionalidad inversa. Nos pro-
pusimos asi explorar con los estudiantes €l reconocimiento de magni-
tudes relacionadas inversamente y de su constante de proporcionali-
dad para poder establecer diferencias entre magnitudes inversas no
proporcionales e inversamente proporcionales en situaciones cotidia-
nas. El trabajo con la relacién de proporcionalidad directa realizado
previamente con los estudiantes, contribuyd a su buen desempefio en la
implementacion de los talleres.

INTRODUCCION

El trabajo que se describe en este articulo —llevado a cabo por los profeso-
res de matemaéticas de la Escuela Normal de Pasca— se generé como parte
del “Programa de desarrollo profesional de profesores de matematicas de
Escuelas Normales Superiores’, a cargo de “una empresa docente” de la
Universidad de los Andes.

En e primer seminario de este Programa se plantearon una serie de re-
flexiones acercadelaformade abordar |aensefianzay aprendizaje delapro-
porcionalidad con estudiantes de educacion bésica secundaria; como
producto de estas reflexiones, de revisar nuestra experienciay de los resul-
tados de una prueba diagndstico realizada con algunos alumnos sobrelapro-
porcionalidad directa, nos dimos cuenta de dificultades relevantes en el
proceso de aprendizaje de nuestros estudiantes; creemos que éstas se deben
en parte aque e estudio de la proporcionalidad se da usualmente como un
temaaislado, no se continliani conectacon otrostemasy no seaplicadefor-
ma contextualizada en diferentes &reasy grados. Surgio entonces en nuestro
grupo de profesores, una propuesta de indagacion en el aula sobre el tema
delaproporcionalidad inversa, en laque se pretendia no solo disefiar activi-
dades para €l aula, sino también observar su desarrollo y analizar los resul-
tados. Esta propuesta logré trascendencia a nivel de la institucion, dado el
trabajo en equipo que se generd en los profesores, |as relaciones de col abo-

PERRY, P., GUACANEME, E., ANDRADE, L. Y FERNANDEZ, F. (EDS.) (2003). TRANSFORMAR LA
ENSENANZA DE LA PROPORCIONALIDAD EN LA ESCUELA: UN HUESO DURO DE ROER (PP. 222-240).
BOGOTA: UNA EMPRESA DOCENTE.
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racion que se establecieron entre ellosy €l interésy motivaci on que desperto
el trabajo en varios de | os cursos de estudiantes.

En los seminarios siguientes del Programa pudimos complementar as-
pectos de lapropuestarelativos alaobservacion y andlisis delos resultados,
y alaescritura del reporte de la experiencia.

DISENO E IMPLEMENTACION DE LA PROPUESTA

LA PROBLEMATICA ABORDADA

En noviembre de 2001, los profesores elaboramos y aplicamos una prueba
de diagndstico con la intencién de detectar €l reconocimiento por parte de
los estudiantes de relaciones entre magnitudes y de su variacion directa-
mente proporcional, mediante lainterpretacion y manejo de tablas de datos.
La prueba fue desarrollada por un grupo de ocho estudiantes de los grados
séptimo a décimo, dos por cada nivel. En los resultados de la prueba se
observo ladificultad de los estudiantes en primer lugar, para establecer una
relacion entre las magnitudes implicadas, y por lo tanto para reconocer las
caracteristicas de una relacion de proporcionalidad directa en las situacio-
nes planteadas. Por ejemplo, para completar las tablas de datos los estu-
diantes analizaron por separado las dos magnitudes, intentando relacionar
entre si los valores de una misma magnitud por medio de procedimientos
aditivos o de usar la estrategiadel calculo de doblesy mitades para estable-
cer la secuencia dentro de esa magnitud; no aplicaron la propiedad funda-
mental de las proporciones para calcular los datos desconocidos.
Resultados similares han sido analizados por Carretero (1989) a estudiar
los diferentes tipos de estructuras multiplicativas implicados en la nocion
de proporcionaidad. Ademés, no se evidencid un reconocimiento de la
constante de proporcionalidad directa ni del carécter creciente de la rela-
cion entre las magnitudes.

Ante esta problemética, y considerando necesario que |l os estudiantes tu-
vieran més claridad sobre lasrel aciones de proporcionalidad directaantes de
iniciar el trabajo con la proporcionalidad inversa, se dedicaron algunas de
las clases de mateméticas de grado octavo para trabajar la relacion de pro-
porcionalidad directa en diversas situaciones con contextos de la vida coti-
diana. Se destacaron caracteristicas de dicharelacion como lamonotonia de
la variacion entre los valores de las dos magnitudes, la existencia de una
constante de proporcionalidad directa definida como el cociente entre cual-
quier par de valores correspondientes de las magnitudes, y larepresentacion
gréficade larelacién como una serie de puntos colineales o unarecta—de-
pendiendo de si lamagnitud es discreta o continua— que pasa por el origen.
En tales clases, los profesores expusieron la informacion y los estudiantes
trabajaron en algunas situaciones. No se hizo un seguimiento puntual delos
logros obtenidos por los estudiantes, pero la percepcion general fue que al
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menos relacionaron las magnitudes, asociaron €l hombre de proporcionali-
dad directa con | as caracteristicas establecidas y pudieron ver situaciones de
lavidareal donde estan implicadas estas relaciones.

Para trabgjar la proporcionalidad inversa quisimos entonces utilizar
otras estrategias metodol 6gicas, donde se propiciaran espacios para que el
estudiante explorara las relaciones y descubriera sus caracteristicas, por
egjemplo a partir de nociones geométricasy situaciones propias del entorno.
Se pensb en consecuencia favorecer el trabajo con talleres en grupo y per-
mitir la manipulacion de material didactico. En el disefio de los talleres se
tuvieron en cuentalas orientaciones expuestas en el documento oficial deli-
neamientos curriculares (MEN, 1998), en €l cual se considera el contexto
como uno de los tres aspectos basicos para organizar €l curriculo de mate-
maéticas. |ntentamos entonces relacionar los contenidos de aprendizaje con
laexperienciacotidianadelos estudiantes para que | os ambientes que losro-
dean le den sentido a las mateméticas que aprenden.

LOS TALLERES PROPUESTOS

Se diseflaron asi tres talleres (ver Apéndice) para iniciar €l estudio de la
proporcionalidad inversa, centrados en el reconocimiento de tres de sus
caracteristicas basicas, que son destacadas por Fiol y Fortuny (1990): la
relacién de variacion inversa entre las magnitudes, la monotonia de dicha
variacién y la existencia de la constante de proporcionalidad inversa. Cabe
anotar que a pesar de que a hablar de lamonotonia de lavariacién entre las
magnitudes se abarca tanto las relaciones de proporcionalidad inversa
decrecientes como las crecientes, en los taleres solamente se trabajaron
relaciones cuya variacién es monétona decreciente. El primer taller tiene
como intencién el reconocimiento de las magnitudes relacionadas y € an&
lisis de su variacion desde el punto de vista de la monotonia, mediante €l
manejo de tablas de datos en tres situaciones de |a vida cotidiana. También
se propician aqui los primeros pasos para € reconocimiento de la existen-
ciade una constante de proporcionalidad inversa como el producto de cual-
quier par de valores correspondientes de las magnitudes.

El segundo taller propende por la diferenciacion de la relacion entre
magnitudes inversamente proporcionales y magnitudes inversas (correla
cionadas de manerainversa). En este taller se plantean dos situaciones. una
relacionada con la construccién de posibles rectangul os de una misma area,
con el objeto de determinar lavariacién del largo y € ancho, e identificar la
constante de proporcionalidad inversa; otra, en laque no existe constante de
proporcionalidad inversa. Es aqui donde se hace referencia a los nombres
convencional es para denominar larelacion, proporcionalidad inversay ala
constante de proporcionalidad inversa, y se presenta una definicion para és-
tas, que se esperaque el estudiante asocie con | as caracteristi cas encontradas
en € trabgjo intuitivo que ha hecho. También en este taller se busca que €
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estudiante represente gréficamente larelacion y puedaver caracteristicas de
lagréfica

El propdsito del tercer taller es la resolucion de problemas sencillos de
proporcionalidad inversa, paralo cual, los estudiantes deben comenzar por
determinar si larelacion es de proporcionalidad inversa, luego encontrar la
constante de proporcionalidad inversa, y finalmente resolver los problemas
mediante el planteamiento de ecuaciones eigualdades a partir de operar con
|a constante. También en una situacion deben formular un problema contex-
tualizado a partir de unos datos dados.

IMPLEMENTACION

Experimentamos la primera version de los talleres en una prueba piloto con
cuatro estudiantes del grado noveno; se detect6 asi lafaltade claridad en la
formulacion de algunas preguntas y también la poca coherencia de éstas
con las intenciones propuestas. L os talleres se modificaron y ya reestructu-
rados se implementaron con todos los estudiantes del grado octavo, en €l
horario de clase de matemaéticas establecido para el curso 803. Su desarro-
Ilo tomo tres sesiones de noventa minutos. Los estudiantes se organizaron
en pargjas; parala observacién y andlisis de resultados se seleccionaron al
azar cuatro parejas del curso.

PAPEL DE LOS PROFESORES

La coordinacion de los talleres estuvo a cargo de la profesora titular de la
asignatura, quien daba las orientaciones generales y las explicaciones a
todo el grupo. Los demas docentes se encargaron de la observacion directa
del desarrollo del trabajo realizado por las parejas de estudiantes seleccio-
nadas e intervenian solamente para pedir que | os estudiantes explicaran res-
puestas relevantes. En el desarrollo de cada taller se hizo un seguimiento
detallado de la forma como |os estudiantes daban solucion alas situaciones
planteadas, mediante un plan de observacion establecido.

ACTITUD DE LOS ESTUDIANTES

Al iniciar la primera sesion se not6 inseguridad en las cuatro parejas de
estudiantes a responder las preguntas del taller, que en parte pudo ser cau-
sada por no estar acostumbrados a la presencia de més de un profesor en
clase. Al comienzo veian con extrafieza que quien los observaba, estaba
todo el tiempo realizando anotaciones; no obstante, con € transcurrir de la
actividad se fueron familiarizando con su observador e incluso se dirigian a
€l para aclarar dudas. En términos generales todos |os estudiantes mostra-
ron una actitud positiva durante la aplicacién de los talleres, que se mani-
festd en su disposicion a redlizar e trabgjo y en la persistencia para
terminarlo. Sin embargo, hubo diferencias en la forma de trabajo en las
cuatro paregjas: dos de ellas mostraron facilidad de comunicacion, trabaja-
ron concentradamente y ahondaron en €l andlisis, mientras que en las otras
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dos, su atencion era un poco dispersay tuvieron dificultad para ponerse de
acuerdo e interpretar las preguntas de los talleres.

Al final de la dltima sesion, se pidid alos estudiantes que evaluaran de
manera general la metodologia empleada y € trabajo realizado. Hicieron
afirmaciones como: “ Todos | os talleres nos parecieron entretenidosy no nos
pareci6 tan aburridalaclase”, “Nos parecié un poco complicado pero diver-
tido”, “Lostalleres nos parecieron motivadores porque implican muchacon-
centracion e imaginacion”, “Nos parecieron muy importantes porque
aprendimos més que haciendo clase”.

PLAN DE OBSERVACION

De acuerdo con las caracteristicas definidas como foco de estudio en los
talleres y las intenciones de los mismos, se establecieron unos aspectos
paratener en cuenta en laobservacion y como indicios del logro o no delas
intenciones establecidas. Asi, en las respuestas de | os estudiantes se intenté
determinar si reconocen las magnitudes implicadas en la situacion que se
plantea, si establecen una relacion entre ellas, si ven la monotonia de la
variacién entrelos valores de las dos magnitudes, si identifican la constante
de proporcionalidad inversa; todo esto se mird a través de las estrategias
planteadas, |as ecuaciones usadas, |as representaciones empleadasy su tra-
duccion, y larespuesta expresada en términos de la situacion en el taller de
resolucién de problemas.

Estos aspectos dieron origen a unos indicadores de logro con los cuales
al terminar cada sesion los profesores analizdbamos el resultado de lostalle-
res. Estos indicadores de logro son:

 Reconoce las magnitudes que intervienen en cada situacion.
« Determina valores correspondientes de dos magnitudes.

* Identifica la variacion inversa entre las dos magnitudes y su
monotonia

» Determina la constante de proporcionaidad inversa entre los
valores de dos magnitudes.

« Utiliza la constante de proporcionalidad inversa para formar
igualdades entre los val ores correspondientes de las magnitudes.

« ldentificalavariacién inversamente proporcional entre dos mag-
nitudes.

» Plantea y soluciona situaciones que requieren del manejo de
proporcionalidad inversa.
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ANALISIS DE RESPUESTAS DE LOS ESTUDIANTES

En esta seccidn destacamos algunas de las soluciones de | os estudiantes para
cuatro de las situaciones planteadas en lostalleres (ver Apéndice), y presenta-
mos el andlisis de dichas soluciones con nuestrasinterpretaciones al respecto.

SITUACION 2 DEL PRIMER TALLER

Todas las parejas de estudiantes identificaron las magnitudes que intervie-
nen en la situacion y reconocieron la relacion de variacién inversa entre el
nimero de pollosy el niimero de dias, mediante afirmaciones como “al dis-
minuir e nimero de pollos, la comida alcanza para mas diasy a aumentar
los pollos, la comida al canza para menos dias”.

También los estudiantes establecieron con facilidad la correspondencia
entre valores numéricos de las magnitudes, utilizando operadores como €l
doble o la mitad sobre los datos presentados, como cuando expresaron: “si
paraalimentar 400 pollos la comida al canza para 25 dias, entonces paraali-
mentar 200 pollos que eslamitad, lacomidaal canzara parael doble que se-
rén 50 dias’. De esta manera reconocieron intuitivamente que larelacion no
sblo variaba inversamente sino que era proporcional, obviamente sin deno-
minarla de tal modo. Sin embargo, se les dificultd encontrar |os valores co-
rrespondientes a valores particulares de ambas magnitudes que no podian
encontrarse con los datos conocidos mediante ese tipo de operadores. Por
gemplo, € nimero de dias para alimentar 20 pollosy € nimero de pollos
gue se pueden alimentar en 100 dias.

Posteriormente, | os estudiantes se dieron cuenta de que al multiplicar los
valores correspondientes de las dos magnitudes, incluidos en latabla, siem-
pre € resultado era el mismo niimero; esto les permitio entonces hallar l1os
datos restantes de la tabla, planteando en forma verbal una ecuacion “ ¢qué
numero debemos multiplicar por 20 para que nos dé 100007". Se evidencia
en consecuencia, que interpretaron el producto como una constante que ca-
racteriza esta relacion de variacion inversay por lo tanto, que tacitamente
trabgjaron larelacion como de proporcionalidad inversaaunque no la desig-
naran asi.

El reconocimiento del producto constante fue la base para determinar
otros valores de las magnitudes y la correspondencia entre ellos. Al respon-
der lapregunta, “ Si Paco comprara 1000 pollos ¢para cuantos dias e duraria
la comida?’, dos parejas afirmaron “la comida alcanza para 10 dias’ y las
otras dos parejas contestaron que al canzaba para 40 dias; al interrogarl os so-
bre las razones de su respuesta, 10s primeros ademas de explicarla, refutaron
las respuestas de los comparieros, diciendo que “1000 multiplicado por 40
no da como resultado 10000, que eslo quetiene que dar; entonces el nimero
dediases 10".
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SITUACION 1 DEL SEGUNDO TALLER

Todas las pargjas identificaron las dos magnitudes, largo y ancho, pero
solamente dos de ellas reconocieron larelacion de variacion inversa, mien-
tras que las dos restantes afirmaron; “a aumentar la medida de la longitud
de uno deloslados del recténgulo, €l otro también aumenta’. Al ser interro-
gadas por lajustificacién de esta respuesta dijeron que habian realizado un
taller de construccion de rectangulos en el que las medidas aumentaban.
Los profesores dedujimos que se trataba de un taller de proporcionalidad
directa en € que se relacionaban el lado de un cuadrado con su perimetro.
Se les sugiridé observar nuevamente sus rectangulos y entonces, dichas
parejas de estudiantes establecieron larelacion de variacion inversa correc-
tamente pues a la pregunta “ ;Qué sucede con € ancho del rectangulo si el
largo se va haciendo cada vez méas pequefio?’ dieron respuestas como las
siguientes: “El ancho baja y € largo sube’, “El ancho se vuelve mas

pequefioy el largo aumenta’, “El largo se vaaargando”.

Cuando se les pregunto “ ¢qué sucede con € ancho del rectangulo si €
largo se vahaciendo cada vez més pequefio?’, las respuestas de todas las pa-

rejas fueron “el ancho aumenta’, “va creciendo”, “se agranda’.

Las cuatro parejaslograron establ ecer valores de las magnitudesy su co-
rrespondencia. Al responder |apregunta sobre el ancho de un rectangulo con
area de 24 unidades cuadradas y que mida 10 unidades de largo, los estu-
diantes respondieron planteando ecuaciones verbalesy escritas, con base en
el conocimiento de que el areadel rectangulo esigual a producto del largo
por el ancho. Algunos afirmaron “ 10 por algo es 24", otros lo expresaron de
diferente forma, como “hay que buscar un nimero que multiplicado por 10
dé 24”. Unapareja planted laecuacion “ 10 x x = 24". Se hace patente asi
gue en esta situacion también |os estudiantes reconocieron el valor dado del
area, como €l resultado del producto de |os valores correspondientes de las
dos magnitudes y por consiguiente lo vieron como una constante paralare-
lacién inversa, lo que los llevd atrabajar tacitamente esta relacion como de
proporcionalidad inversa. Como paralas definiciones formales que seinclu-
yen en esta situacion no se planted trabajo alguno, sdlo através delas expli-
caciones que se pidieron alos estudiantes se pudo establecer que no usaron
los nombres convencionales parareferirse alarelacion y ala constante.

En € trabajo con la gréfica cartesiana de esta relacion los estudiantes
ubicaron en el plano los puntos correspondientes a las longitudes de los la-
dos delos rectangul os construidos. Aunque mediante otras preguntas de esta
situacion se habia intentado que vieran €l caracter continuo de la magnitud,
para asi sustentar la posibilidad de conectar estos puntos con una linea, no
podemos afirmar que haya sido la razén que los estudiantes consideraron
paratrazar lalinea. En general, o hacen porque € modo usual de construir
gréficas cartesianas en laescuel a, es determinar y ubicar unos puntosy luego
conectarlos. Parala pregunta “ ;Sera posible construir un rectangulo donde
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uno de sus lados mida cero?’, que intentaba abordar el comportamiento de
larelacion para e valor cero de alguna de las magnitudes, |os estudiantes
contestaron que no es posible, y o argumentaron de diversas maneras. Una
pargjaafirmé “si hay un ceroyano da24”. Al interrogarlos acercade su res-
puesta afirmaron que “ no se puede formar un rectangul o de area 24 unidades
cuadradas porque solo queda un lado y se convierte en unalinea’. Los de-
mas estudiantes indicaron que “a multiplicar no da 24, no tiene unidades
cuadradas, no hay 24 unidades cuadradasy quedaunasolalined’. Para estas
explicaciones los estudiantes se basaron en su conocimiento de la formula
del area de un rectangulo y en las construcciones de rectangul os que hicie-
ron en € geoplano; este material didéctico les permitié ver el orden relativo
de las longitudes de los lados del rectéangulo, 1o que ayudd a establecer las
caracteristicas de larelacion. Sin embargo, no fue claro que los estudiantes
relacionaran el hecho de no poderse construir un rectangulo de &rea24y me-
dida de lado cero, con la gréfica cartesiana realizada.

SITUACION 2 DEL SEGUNDO TALLER

Esta situacion involucra magnitudes inversas, pero no inversamente pro-
porcionales. En este caso, los estudiantes después de reconocer las dos
magnitudesy detectar que hay unarelacion de variacion inversaentre ellas,
lograron identificar que estarelacion apesar de variar inversamente se dife-
rencia de larelacion entre el largo y € ancho de los rectangulos, estudiada
anteriormente. Es decir ven que larelacién no es de proporcionalidad, pero
tampoco aqui utilizan expresamente estas pal abras. Este reconocimiento se
evidencia cuando a calcular el producto de los valores correspondientes a
las dos magnitudes, los estudiantes dieron una respuesta negativa a las
siguientes preguntas: “ ¢El resultado de multiplicar los afios de uso del carro
por su precio es constante en todos los casos?’, “ ¢Encuentra en esta situa-
cion una constante de proporcionalidad inversa como en la construccién de
rectdngulos?’. Como argumentos, describieron de distintas maneras que las
magnitudes que intervenian eran inversas pero que “no se encuentra una
constante de proporcionalidad inversa como en la situacién de la construc-
cion de rectangulos’ pues explicaron que “no da € mismo resultado”,
“todos los productos no son iguales’, “los resultados de las multiplicacio-
nes no son iguales’, “solo hay dos productos iguales por o tanto no existe
constante”. Los estudiantes percibieron asi que una diferencia de la rela-
€ion entre magnitudes inversas no proporcionalesy las magnitudes inversa-
mente proporcional es radica en que paraesta Ultimarelacion el producto de
cuaquier par de valores correspondientes de las magnitudes, es constante.
Hallaron otra diferencia entre esos dos tipos de relaciones, en la forma de
sus gréficas cartesianas, al comparar la gréfica de esta situacion con la ela-
borada en la situacion relativa a la construccion de rectdngulos. Al ubicar
los datos de la magnitud “afios de uso de los autos’ y de la magnitud “pre-
cio” en el plano cartesiano, los unieron también sin que fuera evidente que
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tienen en cuenta si la magnitud es discreta o continua; reconocieron gque la
linea recta obtenida asi, es distinta de la linea curva que representa la rela
cién entre €l largo y el ancho de rectangulos de &rea igual a 24 unidades
cuadradas. Unos estudiantes mencionan que “la gréfica de la relacion de
esta situacion en linea recta no se parece a las rectas que representan las
relaciones de proporcionalidad directa’, pero no indican por qué.

SITUACION 1 DEL TERCER TALLER: LA EXCURSION

Los estudiantes relacionaron facilmente las magnitudes involucradas en
esta situacién y detectaron la variacion inversa entre €ellas; obtuvieron la
constante de proporcionalidad inversa calculando el producto de los valo-
res correspondientes entre las dos magnitudes; las explicaciones de dos
parejas acerca del significado de esta constante fueron que la distancia
recorrida por 1os buses corresponde a 120 kilémetros y se obtiene “multi-
plicando velocidad por el tiempo, siempre da 120 kilémetros’, “el resul-
tado de todas las operaciones es 120".

Finalmente pudo observarse que la mayoria de las pargjas utilizaron la
constante de proporcionalidad inversa para calcular los datos restantes de la
tablay otros datos, por gemplo, mediante €l planteamiento y solucién de
ecuaciones de laforma: (6'h) x = (60km) (2'h), tal y como se sugeriaen
el taller. Lapreguntadel problema, planteadaen el literal 8 de estasituacion,
(ver Apéndice) también fue respondida por medio delasolucion de ecuacio-
nes de este tipo que involucran la constante de proporcionalidad.

CONSIDERACIONES FINALES

L os resultados del desarrollo de los talleres permiten concluir que en gene-
ral los estudiantes fueron capaces de identificar las magnitudes que intervie-
nen en las situaciones; asi mismo, reconocieron que la variacion que se
presenta entre ellas es inversa. Aunque casi todos |os estudiantes reconocie-
ron e producto de valores correspondientes entre las magnitudes como
constante en varias de las relaciones, y casi siempre calcularon este pro-
ducto adecuadamente, la aproximacién que se observé ala constante de pro-
porcionalidad fue intuitivay particular a cada relacién. Los estudiantes no
expusieron razones que explicaran sus implicaciones. No obstante que en €l
primer taller hay una pregunta que intenta que los estudiantes vean caracte-
risticas comunes de las relaciones, se ha debido promover un trabgjo més
especifico que les permitiera hacer un proceso de generalizacion y dar un
significado més amplio a la constante y a la relacién de proporcionalidad
inversa.

L os estudiantes establecieron ademés que una semejanza de larelacion
entre magnitudes inversas no proporcionales y entre magnitudes inversa
mente proporcional es es que ambas varian de manerainversa; a darse cuen-
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ta de que en la relacion entre magnitudes inversas € producto entre los
valores correspondientes no es constante identificaron una diferencia entre
tales relaciones. Adicionalmente, por la forma de lalinea determinaron que
las gréficas que representan | as relaciones son disimiles, pues vieron que en
las primeras, |la gréfica usualmente es unalinea recta que no pasa por € ori-
gen mientras que en las segundas, la gréfica es unalinea curva. No hicieron
andlisis de otros aspectos de lavariacién de estas magnitudes que permitiera
ir més alla de estas descripciones. Las preguntas de los talleres a respecto
son bastante generales y no necesariamente se propiciael que vean otras ca-
racteristicas de las gréficas. Tampoco con respecto a esto, en los talleres se
favorece llevar a cabo un proceso de generalizacion que permita asociar un
tipo de gréfica con estas relaciones.

No obstante que en €l tercer taller (ver Apéndice) se plantean problemas
sencillos de proporcionalidad, tanto inversa como directa, que los estudian-
tes lograron solucionar através de un manejo adecuado de la constante de
proporcionalidad en igualdades y ecuaciones formuladas para valores co-
rrespondientes de las magnitudes, consideramos que €l trabajo entorno ala
resolucién de problemas en el desarrollo de los talleres no fue muy profun-
do. Por un lado, las preguntas formuladas para guiar la resolucion del pro-
blema no permitieron ver si € estudiante hizo realmente un andlisis de la
situacion y de la relacion implicada en ella, y cud fue dicho andlisis; por
otro lado, € estudiante tampoco tuvo eleccion sobre la estrategia a seguir
parasolucionar el problema, yaque se pediael planteamiento delaecuacién
y no sepropicié que el estudiantellegaraaformular por su cuenta problemas
de proporcionalidad. Plantear la ecuacién de manera escrita en lenguaje al-
gebraico causo dificultades en algunos estudiantes y se evidencié que a par-
tir de lainformacion de las tablas de datos, les resulta mas fécil hacerlo en
formaverbal.

Dadas las dificultades detectadas en estudiantes con quienes anterior-
mente hemos abordado la proporcionaidad, consideramos que la seleccién
de contextosdelavidareal paralassituacionesdelostalleres, quelesfueran
familiares y en concordancia con las condiciones econémicas del medio al
cual pertenecen, fue un elemento que aport6 no solo ala motivacion de los
estudiantes y ala adecuadainterpretacion de los enunciados, sino también a
la comprension misma del tema matemético tratado. Ademés, la forma de
lostalleres permitio alos estudiantes desarrollar de maneraauténomalas ac-
tividades planteadas. A través delas preguntas que llevaban alos estudiantes
adarse cuentade si suinterpretacion y andlisis de la situacién eran adecua-
dos 0 amodificarlos en caso contrario, se promovié la comprension de lec-
tura de enunciados; € uso de materiales como los mismos talleres, €l
geoplano, las hojas milimetradas y la calculadora, facilitaron €l trabgjo. La
comunicacion requerida para el trabajo en pargjas, les permitid a los estu-
diantes adquirir confianza para expresar sus ideas oralmente y confrontar
sus resultados con los de sus comparieros.
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El disefio de los talleres fue una actividad que demando gran esfuerzo y
dedicacion de parte de los profesores. Lapropuestainicial delostalleres es-
tuvo sometida permanentemente a modificaciones, en especial porque algu-
nas actividades o preguntas no respondian alasintenciones planteadas. Aun
asi, luego de la implementacion percibimos que algunas preguntas no eran
pertinentes pues dieron laposibilidad de que €l estudiante lasinterpretarade
manerague sus respuestas no apuntaban a temade estudio. En general, con-
sideramos que los tall eres propuestos no son suficientes para abordar en su
totalidad la exploracion de la proporcionalidad inversa. Para una futuraim-
plementacién de |os talleres nos parece conveniente impulsar procesos de
generalizacién para identificar y comprender caracteristicas de las relacio-
nes de proporcionalidad y enfatizar en la representacion grafica de las mag-
nitudes relacionadas para inducir a complementar €l tipo de variacion
correspondiente.

La experiencia que vivimos a participar en €l Programa cre6 un clima
favorable parafortalecer el trabajo en equipo: pudimos compartir y ahondar
en diversas actividades que usual mente se hacen de maneraindividual o no
se hacen, como son €l disefio, la observacién del trabajo de los estudiantes
y el andlisis del mismo. Ademas nos condujo areflexionar acerca de laim-
portancia que merece la planeacion consciente, responsable y critica de
nuestralabor con los estudiantes. Por sencillo que nos parezca un tema de-
bemos pensar en sus implicaciones didacticas y metodoldgicas y principal-
mente en las repercusiones paralavidadel estudiante.
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APENDICE

PRIMER TALLER

Intencionalidad. Que el estudiante explore la nocién de proporcionalidad inversa a
través de lainterpretacion de situaciones de la vida cotidiana, mediante la obtencion
de datos, su tabulacion y andlisis.

Forma de trabajo. En grupos de dos personas, analicen y discutan las siguientes si-
tuaciones.

Stuacién 1. De compras en la papeleria

Consuel o, Elizabeth, Eduardo, Raul, Fanny y Noratienen cada uno $20000. Han de-
cidido comprar, cada uno, distinto nimero de esferos de un mismo precio, sin que
les sobre o falte dinero.

Precio delos esferos

RN,

$400, $450, $500, $600, $700, $300, $1000, $1500, $2000
Finos:
$3500, $5000, $8500, $20000

Registren las posibles compras en la tabla siguiente:

Consuelo | Elizabeth | Eduardo | Fanny | Nora | Radl

NUmero de
esferos

Precio de
cada esfero

1) Segun € listado de precios:
a. ¢Cud es e mayor nimero de esferos que se puede comprar con $20000?

b. ¢Cud es el minimo nimero de esferos que se puede comprar con los
$20000?
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2) Si cadaesfero vale $1250, ¢cuantos esferos se pueden comprar con los $200007?

3) Si alguno de los compradores decidiera llevar 40 esferos del mismo precio,
¢cuanto tendria que pagar por cada uno?

4) Cuando el precio del esfero es menor, ¢qué pasa con el nimero de esferos que
puede comprar?

5) ¢Qué resultado obtienen cuando multiplican €l nimero de esferos que compra
cada persona por el precio que tiene que pagar por cada uno?

6) En esta situacion de la compra de esferos, ¢qué magnitudes o variables se rela-
cionan?

Stuacion 2. Lagranjade Paco

Paco esta pensando en colocar un criadero de pollos en su granja. El estuvo averi-
guando, con los encargados de otras granjas, €l tiempo que dura el aimento depen-
diendo del nimero de pollos que se crian; hallé la informacién que aparece en la
tabla siguiente. Paco pensd en completar la tabla con los siguientes interrogantes: -
Si criara 200 pollos, ¢para cuantos dias acanzaria la comida?, y, ¢si criara 20? Si
comprara comida para 100 dias, ¢cuantos pollos podria criar?

Analicen latablay den respuesta alos interrogantes de Paco.

NUmero de pollos 500 400 250 200 20 ?
Dias 20 25 40 ? ? 100

1) Cuando disminuye el nimero de pollos, ¢Jacomida alcanza para méas dias o para
menos dias?

2) Si compraramés pollos, ¢Ja comidale acanzaria para mas o para menos dias?

3) En esta situacion “La granja de Paco”, ¢cuales son las magnitudes que se rela
cionan?

4) ¢Si semultiplicael nimero de pollos por el nimero de dias que durala comida,
¢qué valor se obtiene?

5) Si Paco comprara 1000 pollos, ¢para cudntos dias le durariala comida?
6) ¢Cuantos pollos podriaalimentar Paco en 50 dias?
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Stuacion 3. Unaobraen construccion
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Lasiguiente tabla relaciona el nimero de obreros con el nimero de dias que gastan

pararealizar unaobra.

NUmero de obreros Numero dedias
120 2
80 3
30 8
15 16
10 24

Analicen latabla anterior y de acuerdo con ella, contesten:

1) Sitrabajaran 100 obreros, ¢cuantos dias gastarian en realizar la obra?

2) ¢Cuantos obreros se necesitan pararedlizar la obra en 48 dias, trabajando en las

mismas condiciones?

3) Digan s la siguiente afirmacién es cierta: “Para construir una obra, a mayor
numero de obreros, se gasta menos tiempo”. ¢Por qué?

4) En edta situacion “Una obra en construccion”, ¢cudes son las magnitudes o

variables que se relacionan?

5) ¢Quévaor obtienen a multiplicar el nimero de obreros por €l nimero de dias?

6) Revisando las tres situaciones descritas, ¢en qué se parecen las variaciones de

las magnitudes?

SEGUNDO TALLER

Intencionalidad. Que el estudiante establezca diferencias y semejanzas entre mag-
nitudes inversas y magnitudes inversamente proporcionales, mediante la obtencion

de datos, su tabulacion y andlisis.

Forma de trabajo. Trabajando en parejas, en un tiempo maximo de 90 minutos, rea-

licen las actividades siguientes.
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Stuacion 1. Construyamos rectangulos

AE1 e@

a. En e geoplano, construyan el mayor nimero posible de rectangulos de 24
unidades cuadradas de érea.

b. Dibujen en sus hojas de trabajo todos los rectangulos que lograron cons-
truir, colocando las medidas correspondientes al largo y a ancho de cada
rectangulo.

C. Comparen el nimero de rectangulos obtenidos con otros grupos de trabajo
y completen latabla

Largo (1)

Ancho (a)
Area

Analicen los datos que registraron en latablay contesten las preguntas siguientes:

1
2)

3)

4)

5)

6)

7)

¢Cuales magnitudes o variables se relacionan en la construccion de rectangul 0s?

Si aumenta la medida de la longitud de uno de los lados del rectangulo, ¢qué
sucede con la medida de lalongitud del otro lado?

Si el largo de un rectangulo mide 8 cmy el ancho mide 3 cm, para construir otro
rectdngulo de igual area, que mida 10 cm de largo, ¢cuanto debe medir su
ancho?Y, s € largo midiera2.4 cm, ¢cudl serialamedida del ancho?

Con las medidas de largo y ancho de cada rectéangulo que aparecen en la tabla
anterior, calculen €l dreay completen la tabla. ¢Como son estas areas: constan-
tes o variables?

Construyan un plano cartesiano en una hoja de papel milimetrado, y ubiquen las
medidas de los rectangul os que aparecen en latabla asi: €l largo, en €l gexy e
ancho, en el gey.

Observen que la pargja (1, 24) determina un rectangulo de 1 unidad de largo y
24 unidades de ancho. ¢Cudl es su area? Coloreen su superficie en €l plano car-
tesiano. ¢Qué significa la pargja (2, 12)? Coloreen € rectangulo que determina
la pargja (2, 12). Repitan el proceso anterior con los demés rectangulos en e
plano cartesiano.

A partir de la gréfica anterior expliquen qué sucede con el largo del rectangulo si
el ancho se vuelve muy pequefio.
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8) ¢Qué sucede con el ancho del rectangulo si el largo se va haciendo cada vez mas
pequefio?

9) ¢Serdposible construir un rectangulo donde uno de sus lados mida cero? ¢Por qué?

Cuando €l producto de los val ores correspondientes a dos magni-
tudes Ay B es constante, dichas magnitudes son inver samente
proporcionales. La constante se denomina constante de pro-
porcionalidad inver sa.

Stuacion 2. Comprando autos

Se realiz6 un estudio sobre €l costo de autos nuevosy usadosy seregistraron los si-
guientes datos:

Afosde uso 0 2 4 6 8 10
Precio en millones de pesos 30 25 20 15 | 10 5
Afios de uso por precio

Teniendo en cuentalainformacion de la tabla contesten las preguntas siguientes:
1) ¢Cudes magnitudes intervienen en esta situacion?

2) ¢Cudl esel costo de un auto nuevo?

3) ¢Cuénto vale el auto més vigjo?

4) ¢Qué sucede con € precio a medida que un auto es mas antiguo?

5) Si dguien desea un auto mas barato, ¢debe comprar un auto méas nuevo o uno
més antiguo? Expliquen.

6) Multipliquen los afios de uso del carro por su precio. Coloquen |os resultados en
latabla. ¢El resultado es constante en todos los casos? ¢Encuentran en este caso
una constante de proporcionalidad inversa como en la situacion de construccion
de rectédngulos? Expliquen.

7) Construyan un plano cartesiano, en una hoja de papel milimetrado, y ubiquen
los datos que aparecen en la tabla asi: los afios de uso, en €l gjex y € precio, en

d gey.
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8) ¢Los resultados obtenidos en esta gréfica son similares a los obtenidos  en la
construccion de rectangul os? ¢En qué se parecen? ¢En qué se diferencian?

Dos magnitudes Ay B son inversas y no proporcionales cuando
a aumentar una, la otra disminuye, o, lo contrario, y e producto
de valores correspondientes de las dos magnitudes no es cons-
tante.

TERCER TALLER. RESOLVAMOS PROBLEMAS

Intencionalidad. Que los estudiantes resuelvan problemas de proporcionalidad
inversa mediante el manejo de ecuaciones a partir de la constante de proporcionali-
dad inversa
Forma de trabajar. Por parejas discutan en un tiempo de 90 minutos las siguientes
situaciones.

Stuacion 1. Laexcursion

En una excursion, 5 buses deben recorrer 120 km, cada uno. Todos |levan unavel o-
cidad promedio diferente.

Buses A B C D E
Velocidad promedio (km / h) 120 60 40 75
Tiempo (horas) 1 2 6

Con ayuda de las siguientes preguntas, completen la tabla anterior.
1) ¢Cudes magnitudes intervienen en esta situacion?

2) ¢Paraque el bus gaste menos tiempo en su recorrido, ¢como debe ser la veloci-
dad promedio?

3) Si unbusvigjaaunavelocidad mayor, ¢el tiempo debe aumentar o disminuir?
4) ¢(Cbémo varian las dos magnitudes que intervienen en esta situacion?

5) Calculen la constante de proporcionalidad inversa en este caso y expliquen qué
significa dicha constante en este caso.

Sabemos que la constante de proporcionalidad inversa en este
caso es 120 kmsy se obtiene asi:

120 km = (120 km/h)(1 h)

120 km = (60 km/h)(2h)
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6) Obtengan la constante de proporcionalidad inversa, utilizando |os otros datos de
latabla.

120
120

km=
km =

Podemos formar igualdades y ecuaciones como las siguientes:
(120 km/h)(1h) = (60 km/h)(2h)
(120 km/h)(1h) = (40 km/h)x

7) Encuentren €l valor que le corresponde a x en la anterior ecuacion.

Otra ecuacion que resulta seguin los datos de latabla es:
(6hyx = (60 km/h)(2h).

8) ¢Cuanto tiempo emplea € bus E para recorrer los 120 km? Resuélvanlo plan-
teando |a ecuacion.

Resuelvan los problemas siguientes

1) Ocho personas pintaron una pared en 6 dias. (Cuantos dias empleardn si solo
trabajan 3 personas? Ubiquen los datos en la tabla siguiente:

NUmero de obreros

NUmero dedias

C.
d.
e

¢Cudles magnitudes intervienen en esta situacion?

¢Tales magnitudes son directamente proporcional es o inversamente propor-
cionales?

¢Cud eslaconstante de proporcionalidad?
¢Cudl eslaecuacion?

¢Cudantos dias emplearan las tres personas en construir la pared?

2) El consumo de gasolina de un automdvil es de 12 litros por cada 100 kilometros
recorridos. ¢Cuantos litros gasta para recorrer 600 kilémetros? Ubique los datos
en latabla siguiente.

Kilémetros

Litrosde gasolina

¢Cudles magnitudes intervienen en esta situacion?

¢Taes magnitudes son directamente proporcional es o inversamente propor-
cionales?

¢Cud eslaconstante de proporcionalidad?
¢Cudl eslaecuacion?
¢Cuantos litros de gasolina gasta el automaévil pararecorrer 600 kilémetros?
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3) Analicen lainformacion que aparece en la tabla siguiente y contesten las pre-
guntas que se les formulan a continuacion.

A 8 16 4
B 24 12

¢Cudles magnitudes intervienen en esta situacion?

=

¢Taes magnitudes son directamente proporcional es o inversamente propor-
cionales?

c. ¢Cud eslaconstante de proporcionalidad?
d. ¢Cud eslaecuacion?

e. SielvaordeAes4, icud serael vaor de B?

f. Planteen una situacion que esté relacionada con lainformacion anterior.

4) Un cuadrado que mide delado 5 cm, tiene un perimetro de 20 cm. ¢Cuanto mide
de lado otro cuadrado cuyo perimetro es 72 cm?



