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INTRODUCCION

El Octavo Congreso Internacional de Educacion Matemadtica tuvo lugar en
Sevilla, Espafia en julio de 1996. El grupo temadtico 18, Papel de las calcu-
ladoras en el salon de clase, centr6 su trabajo en las calculadoras gréficas,
los nuevos computadores portatiles y su papel en la educacién matematica.
Su publico objetivo eran profesores de secundaria con poca experiencia
con calculadoras.

Los objetivos de este grupo temdtico eran:

¢ Informar, desarrollar y apoyar la reflexién y la discusién sobre el
papel que las calculadoras han jugado y pueden jugar en la ense-
flanza y el aprendizaje de las matemadticas de secundaria.

* Mostrar por qué y cémo los profesores pueden tener interés en
que sus estudiantes usen la tecnologia portatil.

* Presentar el “estado del arte” sobre calculadoras y computadores
portatiles y su papel en la educaciéon matematica.

El grupo temadtico realizé dos reuniones de una hora y media cada una.
Cada una de las sesiones estuvo compuesta de tres actividades.

Presentaciones plenarias. Se hicieron dos conferencias plenarias (de veinte
minutos cada una) en cada sesién. Estas conferencias fueron hechas por
investigadores invitados. Ellos presentaron sus opiniones sobre la relacién
entre las calculadoras graficas y los objetivos, el contenido, el aprendizaje y
la ensefianza de las matemadticas.

Presentaciones cortas. Se presentaron diversos proyectos y experiencias en
charlas de cinco minutos cada una.

Preguntas. Se utilizaron los tltimos veinte minutos de cada sesion para dis-
cusiones y preguntas.

La reunidn atrajo gran cantidad de publico y fue muy variada en los temas
que se discutieron. Este libro presenta las versiones extendidas de las pre-
sentaciones realizadas durante las reuniones.

Las reuniones fueron coordinadas por Pedro Gomez y Bert Waits. Juan
Manuel Garcia y Néstor Aguilera colaboraron con la organizacién local.
Queremos agradecer a Patrick (Rick) Scott, quien tradujo al espaifiol dos de
los capitulos del libro.

Pedro Gomez
Bert Waits
Editores






CAPITULO 1

DESCUBRIR LAS MATEMATICAS AVANZADAS A
TRAVES DE ACTIVIDADES CON CALCULADORAS

JOHN BERRY Y BOB FRANCIS

“Descubrir las matemdticas avanzadas” es el resultado de dos afios de
desarrollo de una serie de textos para respaldar el aprendizaje de
matemdticas durante los ultimos afios de secundaria en el Reino
Unido. Durante la etapa de desarrollo del proyecto, se elabord una
serie de actividades con calculadoras grdficas con el objeto de intro-
ducir varios temas en el curriculo. Una vez que se ha adquirido con-
fianza en el manejo de la calculadora grdfica para introducir un tema,
se estimula a los estudiantes a que hagan uso de la tecnologia apro-
piada en el proceso de resolucion de problemas. Este trabajo describe
nuestra experiencia con el uso de las calculadoras en el desarrollo de
conceptos matemdticos 'y en el proceso de resolucion de problemas.

EL PAPEL DE LA CALCULADORA

El potencial del uso de la tecnologia en la ensefianza y aprendizaje de las
matemadticas es enorme. Desde las simples calculadoras programables
pasando por las calculadoras gréficas para llegar a la tdltima Texas TI-92
con dlgebra simbdlica, la integracién de la tecnologia en los cursos de
matematicas puede ofrecer beneficios considerables.

Uno de los beneficios de los “métodos de ensefianza modernos” es el
mejoramiento de las habilidades de investigacién de los estudiantes, a quie-
nes se anima a descubrir por si mismos las reglas matemadticas. Es esta
habilidad la que debemos aprender a explotar por medio de la tecnologia.
Nos gustarfa demostrar algunas formas de abordar las matematicas avanza-
das desde un enfoque investigativo que empleamos con grupos de estudian-
tes de una universidad local. Se han realizado muchos estudios sobre el uso
de las calculadoras gréficas y los sistemas de dlgebra por computador en la
ensefianza y el aprendizaje (ver por ejemplo Mayes, 1994; Jaworski, 1993).
Estos estudios emplean a menudo hojas de célculo o experimentos de labo-
ratorio como tareas adicionales a la ensefianza tradicional. Por ejemplo,
Watkins, en su investigacion con estudiantes de ingenieria de primer afio,
utilizé DERIVE para introducir varios temas de cdlculo a la vez que
empleaba un texto tradicional (sin un enfoque tecnoldgico) y actividades
con DERIVE. Watkins descubri6 un mejoramiento en la comprension y
habilidades bésicas a través de estas actividades.

P. GOMEZ & B. WAITS (EDS.). PAPEL DE LAS CALCULADORAS EN EL SALON DE CLASE, 3-14
© 2000. “UNA EMPRESA DOCENTE” IMPRESO EN COLOMBIA.



4 JOHN BERRY Y BOB FRANCIS

El papel de la tecnologia de las calculadoras estd cambiando. Hace unos
pocos afos habriamos usado una calculadora grafica para manipular niime-
ros y calcular valores para expresiones. La calculadora programable permi-
ti6 a los estudiantes la escritura de programas simples para realizar
algoritmos; y atin mds, recientemente la calculadora grafica ha cambiado
nuestra vision de la ensefianza de las matematicas. La nueva serie de calcu-
ladoras que incluyen sistemas algebraicos, tal como la Texas TI-96, ha
creado una ola de preocupacién entre los examinadores del Reino Unido.
Ahora tenemos una “calculadora” “casi” de bolsillo con la cual los estu-
diantes pueden responder la mayor parte de una evaluacién sin tener que
demostrar su propia comprensién. Tal tecnologia puede revolucionar la
manera en que los estudiantes “ven” y “sienten” las matemadticas.

El uso de la calculadora en clase puede cumplir con dos papeles.

La calculadora como una herramienta para realizar y visualizar
matemdticas

* BEvalde v (t) = ln(m0 + gtz) + gt dados los valores de m, g y

t (una calculadora cientifica).

* Trace un graficode y = x3-2x2 + 1 (una calculadora gréfica).

* Encuentre la integral de
bélica). I+x

i (una calculadora de dlgebra sim-

La calculadora como herramienta para presentar temas
matemdticos nuevos a los estudiantes

La figura 1 muestra el resultado en una TI-92 cuando sen (2x) ,sen (4x)

ysen (x3+x) son diferenciados

viglﬂlgFéEr*a I:Fagfc, D{ﬁ;r*TF'r*ngmIEITtlearEE a—z...]
s (singzex0) Z-cosiZ-x
s (zin(4-) 4-cosid
l%[sih[xz]] 2-:x:-cn:-5|:>c:2:|
l%[sih[x3+xj] [3-x2+1]-cc-5[x3+x:|
Flsintx™I+xd, . x)

FUREEDE RAD ERALCT FUNL 470

Figura 1. Investigacion de la regla de la cadena para la diferenciacion
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El guiar a los estudiantes a través de una seleccion cuidadosa de tales ejer-
cicios, rdpidamente los lleva a darse cuenta de que

isen(u(x)) = cos(u(x))@-
dx dx

En ultima instancia, es la habilidad en el primero de estos papeles (una
herramienta para realizar matematicas) lo que es realmente importante para
el matemadtico, el cientifico y el ingeniero. Tal vez el segundo papel haga el
aprendizaje de las matematicas mas interesante, pero su objetivo principal
puede ser mds importante para ayudar a los estudiantes a aprender como
usar su calculadora a manera de herramienta.

El curriculo del Reino Unido ha experimentado cambios significativos
durante los dltimos afios. En 1988 se introdujo en las escuelas un nuevo
curriculo para nifios de 5 a 16 afos. Para las matematicas esto ha signifi-
cado un mayor énfasis en la resolucion de problemas, investigaciones, tra-
bajo con nimeros y la transmisiéon de habilidades de manipulacion
algebraica. Para cerrar la brecha abierta a los 16 afios, se introdujeron nue-
vos cursos en los tltimos afios de secundaria en 1994. Estos cursos llevaron
a la creacion del “Certificado General de Educacién, Nivel Avanzado™.

La implantacion de estos curriculos especiales para edades de 16 afios
en adelante no estd prescrita por ley como si lo estd el Curriculo Nacional.
Los estudiantes escogen dos o tres materias y por ende, la especializacién
empieza a los 16 afios. Hay un curriculo comtin de fondo en el cual todas
las Juntas de Evaluacidn basan sus curriculos. Esta parte central constituye
hasta cincuenta por ciento de un premio de Nivel Avanzado. Hay bastante
que escoger en lo que queda restante.

Existen dos componentes del curriculo bdsico que estdn causando una
gran preocupacion entre profesores y examinadores:

* la habilidad para reconocer situaciones de la vida real que pue-
dan ser modeladas matemdticamente y un conocimiento de los
procedimientos apropiados para resolver tales problemas;

* la habilidad para reconocer la manera de usar la tecnologia apro-
piada, como computadores y calculadoras, como una herra-
mienta matemadtica y tener conciencia de sus limitaciones.

Al desarrollar recursos, uno de nuestros objetivos es mitigar estas preocu-
paciones.

Existe preocupacion por los estudiantes que progresan hacia la educa-
cioén superior. En el Reino Unido muchas universidades estdn introdu-
ciendo reglamentaciones que prohiben el uso de calculadoras gréficas y
calculadoras con un teclado QWERTY. Esto conducira a una situacion irre-
gular. Los estudiantes habran sido introducidos al uso de calculadoras de
tecnologia avanzada en la escuela, estardn familiarizados con su uso
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durante los cursos universitarios, pero no se les permitird utilizar esta tec-
nologia en la fase de evaluacion. Parece que por algunos afios tendremos
que asegurar que nuestros estudiantes sean ain capaces de realizar manipu-
laciones con el “método tradicional” para que no se encuentren en desven-
taja al dar un paso adelante y usar las matematicas en el siguiente nivel.
Ahora demostraremos cuatro ejemplos del uso de actividades con cal-
culadoras en nuestro proyecto “Descubrir las matemadticas avanzadas”.

UNA INVESTIGACION NUMERICA

Comenzamos con la siguiente actividad con calculadora para explorar la
férmula iterativa Newton-Raphson.

e Use el diagrama para escribir un programa
para la iteracién Newton-Raphson y utilicelo
para encontrar tres raices de la ecuacién

X3-Tx+3=0.

e ;La iteracién produce siempre una secuencia
convergente, sin importar el valor de x que se
escoja?

* ,En qué rangos debe encontrarse la aproxima-
cion inicial para que converja en:

a. la raiz mas baja,
b. la raiz media, |X-f(x)/f 'x) > X |

c. la raiz mas elevada? |

Figura 2. Exploracion de la formula Newton-Raphson

Los estudiantes pueden descubrir por si mismos que la férmula de iteracion
convergird para una funcién continua, f{x), para cualquier aproximacién
inicial x, (dado f (xy) #0), pero el predecir qué raiz se encontrard desde
un punto de partida particular puede ser dificil. Es importante que los estu-
diantes vean estos puntos por ellos mismos. Una calculadora gréfica per-
mite la investigacion rdpida de mds funciones.
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UNA INVESTIGACION DE GRAFICOS

La actividad en la figura 3 muestra la introduccién de las propiedades de
gréficos de linea recta. La caracteristica trascendental de las exploraciones

Necesitard una calculadora grafica y un graficador. Establezca
los limites de x y y para que el origen quede en el centro de la
pantalla y los dos ejes tengan la misma escala.

Corrobore la disposicion de los datos: el grafico de y = x debe
formar un dngulo de 45° con los ejes x y y.

» Trace graficos de y = x + ¢ escogiendo diferentes valores para
c(-5,-2,0,1, 3, etc.).

* Trace gréficos de y = mx escogiendo diferentes valores para
m(-2,-1,05,0,05,1, 2, etc.).

e Paralalinearecta y = mx+ c, describa el efecto de:
a. variar ¢ mientras se conserva m fija
b. variar m mientras se conserva c fija

c.variarmy ¢

Figura 3. Exploracion de las propiedades de un grdfico

de este tipo es que permite a los estudiantes responder a una pregunta fun-
damental en el aprendizaje de las matemadticas

/Qué pasa si?

INTRODUCCION DE LA INTEGRACION

A menudo la integracion se introduce s6lo como el proceso inverso de la
diferenciacion. Esto, por supuesto, lleva a las reglas algoritmicas de la inte-
gracion, pero deja a un lado el concepto clave de integraciéon como limite
de una adicién. Es facil comprender por qué ha surgido esta vision. Sin la
ayuda de la tecnologia, la evaluacion de una adicién infinita no es facil.

Pero ahora podemos abordar el tema de la integracién partiendo de una
suma y mostrar que las reglas son, de hecho, el proceso inverso. Una de las
aplicaciones mads utiles de la integracién es el limite de una suma y esta
aproximacion al concepto casi siempre empieza con un célculo del 4rea
bajo el grifico mediante el uso de franjas rectangulares delgadas. La
figura 4 muestra un diagrama tipico de esta actividad en los textos.

Un procedimiento ampliamente utilizado lleva a la expresion
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1 — oo

n
. ) X
AREA = lim [2 f (ih) h] cuando h = -

1=1
A
y=f(x) /

/

e

0 X X

Figura 4. Aproximacion del drea bajo un grdfico

Sin tecnologia es dificil demostrar la conexién entre esta férmula alge-
braica y las reglas algebraicas que establecen que la integracion es el pro-
ceso inverso de la diferenciacion. Ahora con la TI-92 podemos crear una
conexion al investigar esta adicidn para funciones diferentes f(x). Las pan-
tallas en la figura 5 muestran los resultados de dos exploraciones.

-1E Al JSEP.;. l:?f-: D{HTE'PTF'PFEISN I IZITI: 1 -Eh-aarEli a—Z.. ]

m Oefine +‘I:>c:)=x3 O

ul = w

" lim (F(i'hj'h:llh:F e
n¥e =1

LWECECFCi¥hoy¥*h,. i 1. n).n.n) | h=x.

FUREEDE RAD EXACT FUMC z/z0

Figura 5. Resolucion de problemas en matemdticas
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1 Fer Fav 1_ Fu* FE F&
- E Alagebral|Calc Dther‘TF"r‘gm I IIITIZ lear a-=z.. ]

u Oef ine F(x)=92'x Done

n 2o
= lin T (f(i-hyh)|h="2 < =1
new i=1

et Ci*h)¥*h. i,.1.n2.n,.»)lh=x/n

FUREEDE FAD ERACT FUMC 2450

Figura 5. Resolucion de problemas en matemdticas

(Puede esto llevar a una reorganizacién del cdlculo en donde la integracién
se dé antes que la diferenciaciéon? Una ventaja seria la desconexién de la
diferenciacién y la integracion en la mente de los estudiantes de manera
que las consideren como conceptos distintos, separados.

RESOLUCION DE PROBLEMAS EN MATEMATICAS

Una parte importante del curriculo escolar de matemdticas bdsico es el
desarrollo de la habilidad para aplicar y usar las matemdticas. Esto, que
suele denominarse modelaje matemadtico, se encuentra resumido en la
figura 6.

Mundo real | Mundo de la matemdtica
|
PROBLEMA COMPRENSION SUPOSICIONES FORMULACION
REAL DEL PROBLEMA Y SIMPLIFICACIONES DEL PROBLEMA
MATEMATICO
—
Contexto

Mejoramiento

VALIDACION INTERPRETACION RESOLUCION
INFORME Y SOLUCION DEL PROBLEMA

Figura 6. Modelaje matemdtico o proceso de resolucion de problemas

La experiencia sugiere que el desarrollo y evaluacion de estas habilidades,
especialmente la formulacién del modelo, no es facil. Es importante para
los estudiantes ver como trabajan los modelos y después formular modelos
para ellos mismos. Es a través de la tecnologia que nos podemos empezar a
concentrar en las etapas de formulacién y validacién del proceso de resolu-
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cién de problemas. Pero hay mds valor en la utilizacién de la tecnologia
para explorar los modelos algebraicos.

Considere el siguiente problema sobre trafico (The MEW Group,
1995).

Las colas en el trdfico de las autopistas se ocasionan, a menudo,
cuando tres carriles del trdfico se ven forzados a reducirse a dos ca-
rriles, o a un carril debido a reparaciones en la calzada. Esto repre-
senta una gran molestia para los automovilistas y con frecuencia
alarga el viaje por horas.

Considere el problema de reducir dos carriles de trdfico a uno. ;Qué
velocidad de trdfico logra el mayor flujo de vehiculos por la autopista?

No daremos la solucién exacta, pero los pasos a seguir se encuentran esque-
matizados a continuacion.

El objetivo es maximizar el nimero de vehiculos que pasan por la sec-
cién de la autopista por hora; este es el promedio de flujo que designamos
con F. Suponga que los vehiculos entran en la seccién separados por ¢
segundos. Entonces el nimero de automdviles entrando por segundo es 1/¢

y el promedio de flujoes F = 36200 .

Suponga que la distancia entre los frentes de dos vehiculos es d. A una
velocidad de v ms™! las cantidades ¢, v y d estdn conectadas por la ecuacién
d = vt.

Entonces la expresion para el promedio de flujo es

36000

F=d.

La distancia d estd conformada por dos partes, la longitud L del auto y la
separacidn entre los autos s, de tal manera que d = s + Ly la expresién para
el promedio de flujo es

36000
F = .
s+L
s L
- -
= =
el = |

Figura 7. Distancia entre autos



DESCUBRIR LAS MATEMATICAS AVANZADAS A TRAVES DE ACTIVIDADES CON... 11
MODELAJE DE LA DISTANCIA DE SEPARACION

El Cédigo de Autopistas Britdnico recomienda las siguientes distancias
entre vehiculos para las diferentes velocidades.

Velocidad Distanc.ifl de Distancia de Distancia total de
reaccion frenado parada

(mil./hr) m pies m pies m pies
20 6 20 20 6 12 40
30 9 30 14 45 23 75
40 12 40 24 80 36 120
50 15 50 38 125 53 175
60 18 60 55 180 73 240
70 21 70 75 245 96 315

En un terreno seco, un buen vehiculo con frenos y llantas en bue-
nas condiciones y con un conductor alerta, frenard en las distancias
especificadas.

Recuerde que éstas son las distancias de parada minimas. Las dis-
tancias de parada aumentan significativamente con terrenos moja-
dos y resbalosos, frenos y llantas en malas condiciones y
conductores cansados.

Figura 8. Distancias entre vehiculos

Primero considere una aproximacién numérica a la resolucion de este
problema. Este es desafortunadamente el método moderno aplicado en el
curriculo de matemadticas de los dltimos afios de nuestras escuelas secun-
darias —en la resolucién de problemas introducir nimeros en las primeras
etapas en vez de desarrollar una aproximacion algebraica.

Al emplear los datos del Cédigo de Autopistas Britdnico, es claro que la
distancia en pies es igual a la distancia en millas por hora (). Con la ayuda

. . u?

del dlgebra y/o graficos se puede observar que la distancia de frenado es Tk
Por lo tanto,

s =u+ u?
20
si ademds suponemos que todos los vehiculos son automdviles familiares
de tamafio promedio, entonces L = 13 pies. El problema matematico es
encontrar el maximo de la funcién.
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36000

2

v

13 —
o+ 55

F =

La figura 9 muestra la pantalla de una TI-92 para esta actividad.

| :E |F| 1 \QFE'EFETCFEB]TGTD{G;FLPFFQSN I IIITI: 1 E'-.Eanﬁ A—Z... ]

L)
13+U+E

. salve[%ﬁ“w)j =0, 'u]
w=2-[E5 or u=-z-J65

L] snlue[%(-ﬁ:ujj =@, u]
w=16.1245155 or vw= -16, 1245155

solveld{f v ui=0,u>

FUREEDE RAD EXACT FUMC /20

Figura 9. Biisqueda de un mdximo para F(v)

La conclusién es que los vehicuios deben viajar a una velocidad promedio
de 17 m.p.h (0 27 km./h en carreteras europeas).

El siguiente paso en el proceso de modelaje es criticar y mejorar el
modelo. Es muy improbable que los vehiculos viajen a las “distancias reco-
mendadas de frenado seguro”. Entonces hay que revisar la férmula para las
distancias de parada.

Es normal que los estudiantes sostengan que la “distancia de reaccién”
puede ser reducida e inclusive ignorada. Sin embargo, como veremos, esto
hace que se pierda informacion esencial.

Considere, en cambio, un modelo algebraico en el que tomamos la dis-
tancia de separacién como la expresion

s = av+bov?.
Ahora el problema matematico es encontrar un maximo de la funcién

_ 36000
L+av+bov?

La figura 10 muestra una pantalla de la TI-92 para esta actividad.
La aproximacién algebraica lleva a la solucién v = ﬁ (resulta sorpren-

dente para muchos estudiantes que el valor de v para el promedio maximo
de flujo es independiente de la distancia de reaccién). Este ejemplo
demuestra lo importante que es para el matematico la habilidad de investi-
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viE Al ;é'EPaTCFangTU{ﬁ;PTPPFQSN I IIITE 1 -EharEE S—Z... ]

B hefine F(u)=&u2 Dahe
l+aw+hb-uw

u snlue[%f-ﬁ:u)] =@, u]

v='E and %EEI ar u=E and %EEI

solve{d{fiud vd=0,ul

FURKEEDE RAD EXACT FUHC /0
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gar algebraicamente las situaciones que involucran pardmetros. Si uno de
los papeles de las matemadticas es explorar conjuntos de datos reales, los
matemdticos deben empezar a darse cuenta de que la tecnologia debe
usarse en todos los niveles del aprendizaje para poder explorar problemas
mds reales.

CONCLUSIONES

Creemos que el futuro de la ensefianza de las matematicas asistida por la
tecnologia serd estimulante para profesores y alumnos. El uso de las inves-
tigaciones para introducir temas nuevos cambiaré el estilo de aprendizaje;
el uso de la tecnologia como herramienta para resolver problemas permitird
la resolucién de problemas mds reales y el uso de la tecnologia en las eva-
luaciones nos hard reflexionar sobre lo que estamos realmente tratando de
evaluar.

En resumen, nuestra experiencia en Plymouth sugiere que los estudian-
tes que utilizan la tecnologia de una manera investigativa se hacen pregun-
tas muy importantes:

* ;Qué pasa si?

e ;Por qué?

iS6lo cuando los estudiantes hacen estas preguntas, puede empezar el
aprendizaje y comprension de los conceptos!
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CAPITULO 2

POSIBILIDADES Y TEMORES

PER BROMAN

La calculadora grdfica es mucho mds que una calculadora que puede
trazar grdficos. Se ha convertido en un eficiente computador matemd-
tico portdtil, razon por la cual, las posibilidades de usarla como labo-
ratorio de matemdticas han aumentado. La calculadora es adecuada
para el aprendizaje y la enseiianza “basada en problemas” de mate-
madticas. Sin embargo, ni los profesores ni los libros de texto parecen
haberse dado cuenta de las ventajas que ésta ofrece a la ensefianza y
aprendizaje de las matemdticas.

UN EJEMPLO

Es posible introducir problemas de calcular maximos y minimos mucho
antes de presentar el concepto de derivada. Los problemas que incluyen ite-
raciones y aquellos abiertos a la derecha pueden introducirse a un nivel
relativamente bdsico gracias a las capacidades de la calculadora. Los pro-
blemas pueden llegar a ser bastante complicados y sin embargo se pueden
resolver con tan s6lo algunas reglas de aritmética. Véase el ejemplo.

Cuando Linda nacid, su abuela decidi6 darle £ 100 cada Navidad. El
Afio Nuevo siguiente este dinero fue puesto en la cuenta de ahorros de
Linda en donde ganaba 6.75% de interés anual. Ella continué recibiendo
este regalo de Navidad hasta que cumplié 18 afios. En el siguiente Afio
Nuevo, cumplié 19 y pudo disponer de su dinero. ;Cudnto dinero tenia
Linda en su cuenta en ese momento?

Una solucion al problema se muestra en la figura:

Recibe £ 100

( Intéreses de un aﬁo)

(x +100) x 1.0675 —>x

Si comenzamos con el valor 0 en x, que era el capital de Linda cuando nacid,
podemos introducir la férmula en la calculadora y obtener el resultado sola-

P. GOMEZ & B. WAITS (EDS.). PAPEL DE LAS CALCULADORAS EN EL SALON DE CLASE, 15-19
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mente presionando EXE 19 veces (dependiendo de la calculadora que se
use).

La manera tradicional de resolver un problema como éste es usar una
suma geométrica. Por consiguiente, usted nunca verd un ejemplo como éste
en un capitulo de un libro de matemadticas donde se introduzca el factor de
cambio. Lo verd en el capitulo sobre sumas geométricas, y entonces como
un ejemplo muy avanzado. Sé que menos de 50% de los estudiantes resol-
verfa el problema de esta manera si se les hiciera una evaluacién inmediata-
mente después de estudiar el método, y apuesto a que cerca de 100% no
estaria en capacidad de resolverlo un afio después.

El uso de la iteracién para resolver este problema (como arriba) en vez
de una suma geométrica es mucho mads ficil y, desde el punto de vista del
alumno, mucho maés l6gico. El problema como tal estd bastante cerca de la
realidad que toda persona debe manejar en la sociedad moderna; entonces,
no logro entender por qué se debe esconder su solucion bajo tanta abstrac-
cién matemadtica.

Le di este problema (dentro del contexto de iteraciones) a profesores
graduados que estaban recibiendo entrenamiento adicional. Cuando dije:
“Nunca han oido hablar de sumas geométricas”, no pudieron resolver el
problema. (Bueno, eventualmente hubieran podido pero no tuvimos sufi-
ciente tiempo). Lo que encuentro de serio en todo esto es que hasta los pro-
fesores de matemdticas creen que existe una relaciéon univoca entre los
problemas y los métodos de férmulas.

TECNOLOGIA Y LIBROS DE MATEMATICAS

Los libros de matemadticas no han integrado atin la electrénica moderna con
el aprendizaje de éstas. Esto es realmente sorprendente si se tiene en cuenta
que los estudiantes de secundaria han tenido acceso a calculadoras bastante
avanzadas durante los udltimos veinte afios. En el libro de texto que he
venido usando hay sé6lo un problema que utiliza la calculadora de manera
adecuada. Mucho antes de presentar la ecuacion a* = b los estudiantes reci-
ben el siguiente problema:

¢ Cudnto tiempo se necesita para que el capital de £ 100 se doble si
la tasa de interés es 4.5%?

Tal y como esta planteado aqui, este problema perturba bastante a los estu-
diantes:

“;Coémo es que voy a resolver este problema?”

“.Se puede tal vez tratar de hacer una estimacién? ;Se puede usar la calcu-
ladora?”
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“;Estimar no es un método realmente matematico! Tiene que haber una fér-
mula o algo...”

Es verdad que, una vez se encuentra la solucién de un problema a través de
un método o férmula, se le prohibe a los estudiantes usar cdlculos sistema-
ticos y estimaciones para obtener resultados. Deben usar el “método correc-
to”. No es de extrafarse, entonces, que los estudiantes piensen que cada
problema tiene una, y sélo una, manera correcta de resolverse ni que se
queden atascados en problemas relativamente simples cuando no recuerdan
el método correcto.

RESOLUCION DE PROBLEMAS Y TECNOLOGIA

El curriculo nacional de matematicas en Suecia dice que la calculadora (asi
como los programas de hoja de célculo y otras aplicaciones para computa-
dores) debe usarse en las matemadticas de secundaria a partir de los niveles
mds bdsicos. Esto ha afectado los textos de matemdticas de una manera
mds bien extrafia: usted encontrard una presentacién de la calculadora y el
programa de hoja de cdlculo en el apéndice o en un capitulo al final del
libro. De esta manera, los equipos electrénicos modernos se han convertido
en algo mas que se debe aprender. Estas herramientas, sin embargo, no se
explotan apropiadamente como herramientas de aprendizaje. Las matem4-
ticas se presentan casi de la misma manera que se han presentado siempre.

Usted, como estudiante, gasta algunas horas de clase en aprender mate-
madticas y otras horas de clase en aprender a utilizar la calculadora (ya que
el curriculo lo exige). Debido a que las matemadticas requieren tanto
tiempo, no quedard casi tiempo para la calculadora. Su papel es entonces
igual al papel tradicional de las tablas matematicas y la regla de célculo.

La resolucién de un problema segin George Polya (1945) consiste en
cuatro partes, no necesariamente independientes, (y una quinta a mi pare-
cer):

1) Se debe entender el problema.

2) Se debe idear un plan.

3) Se debe poner en préctica el plan.
4) Se debe revisar lo hecho.

5) Se debe estar en capacidad de explicar la solucién.

Las estadisticas dicen que mas de 90% del tiempo en mateméticas se usa co-
munmente en el paso 3: cdlculos. Pero esto es lo que las calculadoras hacen
mejor, y por esta razén mucho mds tiempo se podria emplear en otras partes
del proceso de resolucion de problemas. Es imposible eludir las demads eta-
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pas cuando se resuelve un problema. Ya que estas etapas son frecuentemente
descuidadas en las matemadticas escolares, yo dirfa que los estudiantes para
quienes la resolucion de problemas no hace parte de una tradicién familiar,
son de hecho discriminados contra esto en la escuela.

PROFESORES Y TECNOLOGIA

Es extremadamente raro (por lo menos en Suecia) que un profesor sea lo
suficientemente habil en el uso de la calculadora gréfica. Sin embargo, con
esto no pretendo decir que se deba culpar a los profesores.

Hay tanto dentro del trabajo de un profesor, que no existe tiempo para
jugar con la calculadora. Tampoco existen el tiempo y dinero necesarios
para programas para profesores en ejercicio y programas de desarrollo que
valgan la pena, cuando consideramos todo lo que se necesita para la ulte-
rior educacién de los profesores. (La sociedad para la cual educamos a
nuestros estudiantes es diferente a aquella para la cual fuimos educados
nosotros. La investigacién en educacién avanza, y eso debe interesarnos a
los que hacemos la educacion. El estado de la tecnologia de aprendizaje
estd cambiando drasticamente, y el curriculo nos obliga a utilizarla). Debo
decir que por lo menos 10-15% del tiempo total de trabajo del profesor
deberia emplearse formal y oficialmente en continuar su formacién. Debe-
rian organizarse programas de educacién para profesores en ejercicio y
hacerse accesibles a nivel local, regional e internacional; y el profesor
mismo deberia ser responsable de participar. Sin suficientes programas de
este tipo, los profesores nunca llegaran a ser tan profesionales como las
autoridades dicen que son.

Observemos por un momento la situacion. Normalmente a los estudian-
tes no se les permite el uso de la calculadora en las etapas mds tempranas
de la escuela. Los profesores alegan que los alumnos deben aprender las
matemadticas por métodos manuales primero, sin tomar en cuenta que las
matematicas son algo que se debe hacer primordialmente en la mente. Los
célculos hechos a mano tienden a ser tan importantes que los nifios no se
ejercitan de manera apropiada en el cdlculo mental, resolucién de proble-
mas o sentido numérico.

Al comienzo de la secundaria los estudiantes compran calculadoras
avanzadas y las emplean de manera ineficaz para el aprendizaje. De la
misma manera, los profesores no se interesan por como éstas son usadas.
Los estudiantes se sienten tan aliviados de poder hacer calculos en la calcu-
ladora que hacen cualquiera (como 10 X 125 ) en ella. Debido a la creencia
de que matematicas es sinébnimo de calcular, muchos estudiantes sienten
(sea verdad o no) que estan retrocediendo en matemadticas en vez de estar
aprendiendo.
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Mi pregunta es: ;| No serd que este tipo de uso erréneo de la calculadora
en combinacién con una ensefianza de las matematicas demasiado tradicio-
nal (donde los métodos, férmulas y algoritmos son lo mas importante) hace
de los estudiantes mds “digitadores” que “aprendices de matematicas”?
(Notese que ensefianza y aprendizaje son dos conceptos separados que no
tienen necesariamente algo en comin). ;Puede el uso inadecuado de la tec-
nologfa llegar a impedir el aprendizaje?
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CAPITULO 3

{SON LAS CALCULADORAS GRAFICAS EL
CATALIZADOR PARA UN CAMBIO REAL EN LA
EDUCACION MATEMATICA?

JAIME CARVALHO E SILVA

En muchos paises, la ensefianza de las matemdticas ha tomado siem-
pre la forma cldsica de clase magistral. Para la mayoria de los profe-
sores, esto se hace mds obvio en los niveles de secundaria y
universidad. Se han dado experiencias muy satisfactorias y cambios
significativos en el curriculo oficial en casi todas partes, a la vez que
se han producido grandes cantidades de material. Pero dentro de la
clase de matemdticas, los profesores hablan y los estudiantes escu-
chan. El conjunto de los exdmenes nacionales, evaliian mds el conoci-
miento rutinario que el pensamiento critico o independiente. Pero con
la diseminacion de la calculadora grdfica las cosas tendrdn que cam-
biar. Casi todas las rutinas usuales se volverdn triviales. Y las mdqui-
nas nunca resolverdn los problemas; los que las utilizan tendrdn que
reflexionar sobre lo que deben hacer, y como interpretar los resultados
expuestos por la calculadora. Por supuesto, los computadores pueden
tener el mismo efecto; pero no son, y nunca serdn tan accesibles como
la calculadora grdfica. Por lo menos desde el grado décimo, la accesi-
bilidad de la calculadora grdfica tendrd un impacto en la ensefianza
comparable al impacto de la disponibilidad de los textos escritos des-
pués de Gutenberg.

NO HAY UN USO GENERALIZADO DE LOS
COMPUTADORES EN EL SALON DE CLASE

Muchos matemadticos y educadores piensan que la tecnologia deberia ser
ampliamente empleada en la clase de matematicas. No vamos a explicar las
razones que sustentan esta idea porque ya se han discutido en una multitud
de lugares (por ejemplo en Smith, 1988), y al respecto se conocen muchos
ejemplos interesantes y variados (como los de Ponte, 1991). Igualmente,
varios capitulos de este libro se refieren al tema.

La realidad, sin embargo, es que no se hace un uso generalizado de la
tecnologia en la clase, tanto a nivel secundario como universitario. En Por-
tugal podemos decir que muy pocas escuelas tienen computadores disponi-
bles para la ensefianza de las matematicas (la mayoria se usan para ensefar
informatica). En la universidad no existe ningin curso en el cual los com-
putadores se utilicen de alguna manera para enseflar cdlculo o dlgebra

P. GOMEZ & B. WAITS (EDS.). PAPEL DE LAS CALCULADORAS EN EL SALON DE CLASE, 21-30
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lineal. En Brasil, en 1995, Gilda Palis se refirié a un curso en la Universi-
dad de Rio de Janeiro como “el primero en utilizar herramientas tecnoldgi-
cas a este nivel de estudios” (Palis, 1995).

En otros lugares, como los Estados Unidos o el Reino Unido, muchas
escuelas y universidades tienen computadores, pero no podemos decir que
se utilicen rutinariamente (como puede inferirse, por ejemplo: de las actas
de sesiones del séptimo ICTCM —como los articulos de Antonio Lépez et
al. y Adrian Oldknow —; del hecho de que muchas escuelas todavia estdn
aplicando para recibir donaciones para comprar computadores; o de las dis-
cusiones de la lista de la reforma CALC.). Bert Waits escribio: “Los estu-
diantes de una clase tipica rara vez tienen acceso a un computador durante
la clase de calculo” (Waits, 1992).

La razén principal para esto es de origen financiero. De hecho, aunque
los computadores son relativamente baratos, atin no es posible equipar las
escuelas con computadores ni crear laboratorios porque el problema invo-
lucra a miles de alumnos y varias materias diferentes que quieren usar estos
recursos. El gran niimero de estudiantes implicado es la razén por la cual
un autor concluyé: “La tnica actividad para las masas en la escuela es,
préacticamente, la explicacion del profesor con base en un texto” (Teodoro,
1992).

Bert Waits confirma esta afirmacién: “[la mayoria de los profesores de
célculo] se quejan de que es casi imposible programar las clases de mate-
madticas en un laboratorio de computadores porque los laboratorios estdn
completamente reservados para clases que no son de matemadticas” (Waits,
1992). En un estudio realizado en Portugal se informa que: “Como dificul-
tades en el uso de computadores para la ensefianza de matemaéticas, Julia
hace referencia esencialmente al aspecto logistico, como la inexistencia de
un salén equipado con suficientes computadores para que todos los alum-
nos de un grupo puedan trabajar simultdnea e individualmente” (Canava-
rro, 1994).

Asi pues, las ventajas del uso de la tecnologia en la clase de matemati-
cas no se encuentran al alcance de todos los estudiantes simplemente por-
que no hay suficientes computadores en las escuelas. Esto continuard
siendo un problema por un buen tiempo. Ademds, porque la nueva tecnolo-
gia convierte a la anterior en obsoleta, y los programas nuevos y mas inte-
resantes no correrdn en computadores viejos. Aun mds, en muchos paises la
situacién econdmica impide la adquisicién masiva de computadores para
las escuelas.
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LAS CALCULADORAS PUEDEN USARSE DE MANERA
GENERALIZADA EN EL SALON DE CLASE

Las calculadoras graficas son tan baratas hoy en dia, que muchas escuelas
ya estan comprando grandes cantidades para que las usen sus alumnos.
Muchos estudiantes pueden incluso comprar su propia calculadora y estd
dentro de los limites de la realidad esperar que los programas de apoyo
estatal compren calculadoras para los estudiantes con dificultades econémi-
cas, si se reconoce la importancia de tal necesidad.

El hecho de que las calculadoras puedan utilizarse en los exdmenes
locales y nacionales, constituye una razén para su uso generalizado en la
clase, como fue sefialado por varios participantes en la reforma CALC para
el caso de los Exdmenes de Clasificacién Avanzados en Estados Unidos. Es
imposible permitir el uso de computadores en los exdmenes, pero 1o mismo
no se cumple para las calculadoras; de esta manera los exdmenes pueden
incluir preguntas que puedan responderse sélo con la ayuda de una calcula-
dora gréfica, y asi, se incrementaria el nimero de habilidades que los profe-
sores y alumnos consideran importantes desde el punto de vista de los
exdmenes nacionales.

Hoy en dia en Portugal muchos estudiantes usan calculadoras cientifi-
cas; su uso fue recomendado por primera vez en 1994. El uso de las calcu-
ladoras gréficas fue recomendado en septiembre de 1995 para la escuela
secundaria, pero s6lo recientemente el Ministro de Educacién aprobé su
uso en los exdmenes nacionales a partir de 1998.

Como dijo Bert Waits: “Las calculadoras graficas baratas traen el poder
de la visualizacién a todos los estudiantes de cdlculo en formas que no son
posibles con computadores de escritorio costosos” (Waits, 1992).

LLAS CALCULADORAS PUEDEN CAMBIAR
NUESTRA MANERA DE ENSENAR

Bert Waits menciona diez actividades fundamentales realizadas con “tecno-
logia de visualizacién de apoyo” en el trabajo de clase de los estudiantes
durante el proyecto de Calculadoras y Pre-célculo por Computador (un pro-
yecto que involucraba mds de 1.000 escuelas en los Estados Unidos). Estas
actividades son:

1) Abordar los problemas numéricamente.

2) Utilizar manipulaciones algebraicas analiticas para resolver ecuaciones
y desigualdades y luego sustentar por medio de métodos visuales.

3) Utilizar métodos visuales para resolver ecuaciones y desigualdades y
luego confirmar por medio de métodos algebraicos analiticos.
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4) Modelar, simular y resolver situaciones de problema.

5) Utilizar escenarios generados por computador para ilustrar conceptos
matematicos.

6) Utilizar métodos visuales para resolver ecuaciones y desigualdades que
no pueden ser resueltas o resultan poco pricticas al utilizar métodos
algebraicos analiticos.

7) Realizar experimentos matematicos y formular y comprobar conjeturas.
8) Estudiar y clasificar el comportamiento de diferentes clases de funciones.
9) Intuir conceptos de célculo.

10) Investigar y explorar las conexiones varias entre las diferentes represen-
taciones de una situacién de problema.

El hecho de que las calculadoras gréficas puedan utilizarse de manera gene-
ralizada, permite el uso efectivo de todas estas actividades. Estos son dife-
rentes tipos de actividades esenciales para lograr los objetivos que
normalmente se plantean en las matemdticas de secundaria. En Portugal al-
gunos de los objetivos del curriculo oficial son:

* Interpretar fenémenos y resolver problemas recurriendo a fun-
ciones y sus graficos.

* Expresar el mismo concepto en diferentes maneras y lenguajes.

* Analizar situaciones de la vida real por medio de la identifica-
cién de modelos matemdticos que permitan su interpretacion y
solucién.

Estos objetivos pueden ser alcanzados sélo si la dimension grifica se ex-
plora correctamente. Ejemplos escogidos cuidadosamente pueden hacer una
gran diferencia en la clase de matemdticas. Sebastido e Silva (Silva, 1965 -
66) dice que esto es muy importante al discutir un ejemplo de integrales en
célculo: “[...] tomado como centro de interés, un ejemplo basté para poner
inmediatamente al estudiante en contacto con varios de los principales linea-
mientos del cdlculo integral, desde el punto de vista tedrico-practico. Ade-
mds, ayudé a mostrar finalmente, dentro del campo de andlisis, en qué
consistia la préctica real, muy diferente de la pseudo-practica de los cursos
tradicionales, secundaria o universidad, basada en innumerables recetas que
en la mayoria de los casos nunca se aplicardn”. En un momento en que los
computadores no eran tan accesibles, él juzgé que la ensefianza con tecnolo-
gfa a la manera del laboratorio resultarfa una gran ventaja: “Se adelantaria
mucho, si normalmente se orientara la ensefianza de estos temas desde cen-
tros de interés como el anterior —tan semejante como sea posible a la activi-
dad de laboratorio; es decir, basado en el uso de computadores, dentro o
fuera de las escuelas, en los laboratorios de calculo”.
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Si se permite la entrada de las calculadoras graficas a las escuelas,
entonces la realidad serd muy diferente de como es ahora: “Aparentemente
no hay duda de que crear ambientes en donde los estudiantes puedan pro-
ducir —experimentar, escribir, investigar, discutir, construir— parece ser
una tarea casi imposible en nuestras escuelas” (Teodoro, 1992).

La experiencia que ya tenemos muestra que la situacion de la ensefianza
de las matemadticas en las escuelas cambiard bastante: “Cuando un profesor
utilizé la calculadora grafica con alumnos del Afio 10, se encontré con que
no sélo estaban completando el trabajo asignado, sino que también estaban
buscando patrones en los resultados para poder realizar predicciones acerca
de las nuevas expresiones. La velocidad de progreso que las calculadoras
permitieron, llevé a todos los grupos a aumentar su conocimiento y com-
prension de los gréficos, una tarea que habria tomado mucho mds tiempo, si
cada estudiante hubiese tenido que trazar cada gréfico; y posiblemente no
habria llevado a todos los estudiantes al mismo nivel de superacién” (Stra-
dling, 1994).

Estas nuevas formas de trabajar en la clase pueden catalizarse a través
del uso generalizado de las calculadoras graficas de una manera que no
habria sido posible con computadores. Lo anterior, cambiard totalmente la
forma en que los estudiantes comprenden las matematicas: “Experimentar,
discutir y reflexionar son tres elementos esenciales que la integracién pro-
gresiva del computador en el trabajo practico puede ofrecer al profesor”
(Canavarro, 1994).

UN EJEMPLO

El nuevo curiculo de secundaria que serd usado en Portugal a partir de 1997
incluye varios ejemplos del uso de las calculadoras graficas en las matema-
ticas de la clase. Uno de ellos se relaciona con el estudio de las desigualda-
des. Mencionamos cuatro ejemplos.

Ejemplo 1

Resuelva la desigualdad

2x%—5x3-15x2+10x+9<0.

Al emplear la calculadora grafica en la ventana [—-10, 10] x [-10, 10], se
encuentran inmediatamente cuatro ceros.
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Figura 1.

El grifico que se obtiene contiene toda la informacién relevante porque este es
un polinomio de cuarto grado y por lo tanto tiene mdximo cuatro ceros reales.
Los ceros son aproximadamente -1.98,-0.55,1.03,y 3.9 y la solucién para el
conjunto de la desigualdad es [-1.98 ...,-0.55 ...]U [1.03 ..., 39 ...].

Ejemplo 2
Si miramos una tabla de valores con variaciones de 0.5 para el polinomio
del ejemplo anterior (figura 2), observamos que en los puntos -2,-0.5,1y 4

el polinomio toma siempre el valor de 1. Debe haber una explicacién para
este hecho.

S = EEl
Y5.500 1000 1.000

2.0 | 1000 1.E00 =1p.k0
“1.500 | -1g.FE c.aon =800
1000 | -9.000 c.Eon -Eo.’t
= E0n 1000 0010 ~e8.00
0000 a0 B0 “E4.00
LEan 8.7E0 ERILIL 1.000

=20 L = PG S Tl R

Figura 2.
Ejemplo 3

Resuelva la desigualdad

X3 +4x2-3x-2<0.

Aqui podemos apreciar con facilidad que 1 es una raiz. Al dividir el polino-
mio por (x — 1) obtenemos

3 +4x2-3x-2 = (x=1) (¥2+5x+2).
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517V sy +17'?

27 2 ’
y por lo tanto la desigualdad dada puede resolverse facilmente. La solucién

€S
. —5—171/2} u{—5+171/2 1}
T2 2

Esta conclusién extraida por el método manual puede ser corroborada con
la calculadora gréfica:

El polinomio de segundo grado tiene raices

U

Figura 3.

Ejemplo 4
Resuelva la desigualdad
x3+10x2-3x-2<0.

Si  utilizamos la calculadora grifica en la ventana de
[-10, 10] x [-10, 10], no vemos nada interesante.

Figura 4.
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Necesitamos una ventana diferente. Al escoger la ventana
[-1, 1] x [0, 20] aparece una curva similar a una pardbola, que no corta
el eje x.

Figura 5.

Sabemos que debe haber algo mas en el grafico porque cualquier polinomio
de tercer grado tiene por lo menos una raiz real. Después de experimentar
con algunas ventanas mds, encontramos una cerca a -10.2. As{ pues la solu-
cidn es (-o,-10.2...].

n=-10. 22404 Y=0

Figura 6.

EL FUTURO

Tal como sefial6 Ian Stewart, hoy en dia se piensa que “la manera de llegar
a las ideas es tan importante como las ideas mismas” (Stewart, 1995). Ya
no se puede tener una actitud pasiva ante las matemadticas, si se pretende
comprender alguna parte de las matemadticas o lo que éstas representan en
realidad.

La tecnologia es una parte de esto y los estudiantes deben estar prepara-
dos para ella: “Lo importante es su habilidad para establecer un didlogo
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inteligente con las herramientas que ya existen, algunas de las cuales los
estudiantes ya poseen y otras que adquirirdn en el futuro” (Guzman, 1993).

Todo esto, incluso las nuevas “matematicas experimentales” (Stewart,
1995), se puede poner en préctica con las calculadoras graficas. A su vez, la
accesibilidad de las calculadoras gréficas obligard a todos a enfrentar estos
aspectos.

El problema econdémico no serd un obstdculo: “Muchos de los proble-
mas criticos relacionados con el uso de la tecnologia de la informacién en
el tercer mundo quiza puedan resolverse a través del uso de la calculadora
grifica” (Laridon, 1995).

La diseminacion de las calculadoras gréficas llevard a un gran cambio.
Casi todas las rutinas para efectuar cdlculos se volverdn triviales. Y las
madquinas nunca resolverdn los problemas; los que las utilizan tendrdn que
reflexionar sobre lo que deben hacer, y como interpretar los resultados
expuestos por la calculadora. Por supuesto, los computadores pueden tener
el mismo efecto; pero no son, y nunca serdn tan accesibles como la calcula-
dora grafica. Por lo menos desde el grado décimo, la accesibilidad de la cal-
culadora gréafica tendrd un impacto en la ensefianza comparable al impacto
de la disponibilidad de los textos escritos después de Gutenberg.
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CAPITULO 4

MUCHO MAS QUE UN JUGUETE.
IMPACTO DEL USO DE LAS
CALCULADORAS GRAFICAS EN LA
ENSENANZA DEL CALCULO EN SECUNDARIA

THOMAS P. DICK

A menudo las calculadoras grdficas son descartadas como simples
“juguetes” en comparacion con los poderosos computadores. Sin
embargo, su accesibilidad en términos de portabilidad, facilidad de
manejo y costo ha resultado en una influencia e impacto sobre la edu-
cacion matemdtica que ha sobrepasado al de los computadores. Este
trabajo discute el efecto importante que las calculadoras grdficas han
tenido sobre la ensefianza de cdlculo en la educacion secundaria.
Hacemos una aproximacion a las experiencias del Proyecto de
Conexiones en Cdlculo que involucra cerca de 400 profesores de
secundaria en los Estados Unidos que emplean las calculadoras grdfi-
cas para ensefiar cdlculo desde un punto de vista “multi-representa-
cional”. También resaltamos las maneras en que las calculadoras
grdficas pueden ser empleadas para la visualizacion en una instruc-
cion matemdtica mds avanzada y como la iltima generacion de apara-
tos de bolsillo ha evolucionado hasta convertirse en un grupo de ver-
daderas mdquinas para aprender matemdticas.

A menudo las calculadoras graficas son descartadas como simples “jugue-
tes” en comparacion con los poderosos computadores. Sin embargo, su
accesibilidad en términos de portabilidad, facilidad de manejo y costo ha
resultado en una influencia e impacto en la educaciéon matemdtica que ha
sobrepasado al de los computadores. En este trabajo deseo discutir cémo
una calculadora gréfica puede ser utilizada como herramienta para la inves-
tigacién matemadtica, la exploracion y el andlisis en cdlculo. Haré un acer-
camiento riguroso a mis experiencias y a las de otros profesores en el
Proyecto de Conexiones en Célculo, un programa para el mejoramiento de
la actividad pedagdgica financiado por la National Science Foundation con
el fin de diseminar los esfuerzos de reforma relacionados con el célculo a
cerca de 400 escuelas secundarias en Estados Unidos.

El programa de Clasificacion Avanzada (AP) proporciona oportunida-
des para que estudiantes de secundaria ganen créditos en la universidad o
se clasifiquen en lugares avanzados en cursos universitarios en muchos
establecimientos de los Estados Unidos. Aunque no existe un “curriculo
nacional” para el célculo en Estados Unidos, la descripciéon de cursos AP

P. GOMEZ & B. WAITS (EDS.). PAPEL DE LAS CALCULADORAS EN EL SALON DE CLASE, 31-48
© 2000. “UNA EMPRESA DOCENTE” IMPRESO EN COLOMBIA.
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podria casi aspirar a esta funcion. De los aproximadamente 600.000 estu-
diantes que se inscriben en cursos de célculo en los Estados Unidos cada
afio, cerca de 120.000 son estudiantes de secundaria que toman los exdme-
nes de Clasificacién Avanzada en célculo.

El programa de Clasificacién Avanzada se encuentra en una posicion
unica dentro de esta era de reforma curricular del calculo. Por un lado, la
credibilidad del programa depende en gran parte de que la descripcién de
un curso (y la evaluacién del desempeifio del estudiante en el curso) refleje
un curso de cdlculo con un nivel universitario apropiado. No obstante, las
diferencias entre los cursos universitarios de cédlculo son probablemente
una constante alta a causa de los varios proyectos de reformas emprendidos
simultdneamente en todo el pais. En consecuencia, para tratar de mantener
el ritmo de las reformas, el programa AP ha tenido que implementar los
cambios mds profundos en los tultimos 30 afios, incluyendo el requeri-
miento de las calculadoras gréificas en sus exdmenes y cambios sustanciales
en la filosofia y direccién de sus descripciones de los cursos.

En este trabajo, me concentraré en los cambios ocurridos en el célculo
de las escuelas secundarias sobre el cual, tengo la sensacion, las calculado-
ras graficas han actuado como un catalizador. Estos cambios incluyen la
manipulacién de la imagen en la pantalla como instrumento bésico de
investigacion del comportamiento de las funciones. De manera particular,
la nocién de linealidad local, un tema comiin a muchos proyectos de
reforma en cdlculo, ha cambiado profundamente la aproximacion bésica al
problema de diferenciacion. La explotacion de esta idea simple pero pode-
rosa también ha motivado una introduccién temprana de los campos de
pendientes y el método de Euler al curso de célculo (temas anteriormente
pospuestos hasta cursos de ecuaciones diferenciales mas avanzadas y/o
andlisis numérico). La capacidad numérica computacional ha permitido el
surgimiento de un nuevo énfasis en modelacién. Diré que estos cambios
reflejan mucho mds que la simple adicién o reemplazo de temas en un
curriculo —ellos cambian la dindmica de la clase y nos dan una nueva pers-
pectiva para apreciar las facultades fundamentales del cdlculo.

EL PODER DEL ACERCAMIENTO EN LA PANTALLA

En muchas ocasiones simplemente deseamos generar rapidamente un gra-
fico para nuestra inspeccién y consideracién en la clase de matematicas. Si
fuera para estos fines, la calculadora grafica ya seria una ayuda invaluable,
al permitir a todos los estudiantes participar activamente en la produccion
de sus propios ejemplos y no sé6lo en la aceptacion de los del profesor. Para
que este punto no pase de largo como una simple introduccién, déjenme
decir que ésta no es una diferencia trivial en la clase donde se emplea la
calculadora gréfica. En mi propia ensefianza del cdlculo, uso muchos de los
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mismos ejemplos grificos que siempre he usado. Lo que he notado ahora
con las calculadoras gréficas es un cambio real en el lenguaje de los estu-
diantes. Por ejemplo, si dibujo en el tablero un grafico de la funcién

y destaco el “hueco” en el grafico representado por la discontinuidad remo-
vibleen x = 1, éste es el grifico del profesor. Pero si todos los estudiantes
en la clase grafican exactamente la misma funcién en una pantalla que
muestra el “hueco”, se escucha un significativo cambio en el tono:

“Oigan, ;por qué mi grdfico tiene un hueco?”
(dirigiéndose a otro estudiante)
“;Tu grdfico también tiene un hueco?”

La calculadora gréfica otorga una sensacioén de posesion personal de los
gréficos, y este fendmeno por si solo puede hacer una tremenda diferencia
en la dindmica de una clase.

El acercamiento como herramienta para investigar el com-
portamiento de las funciones —limites
No hay duda de que los limites son parte del lenguaje bésico en célculo (el
debate estd en el nivel de rigor mds apropiado para un curso introductorio
de cdlculo). Si pensamos en el limite de una funcién en un punto como una
descripcion matemadtica de su comportamiento local, entonces, la calcula-
dora grafica es nuestro microscopio de investigacion.

He aqui una coleccion bdsica de funciones (ninguna exética) que mues-
tran tipos clésicos de comportamientos locales de funciones, cada uno de
los cuales puede ser muy bien investigado usando una calculadora gréfica:

. . . 2_
Una discontinuidad removible en x =1 y = x~ -1
x—1
P . 1
Una asintota vertical en x =1 Y=
. . 1
Un salto discontinuo en x =0 Yy = arctan p

Otra discontinuidad esencial en x =0 = sen ( )

Otra discontinuidad removible en x =0 =x sen(



34 THOMAS P. DICK

El uso de la calculadora grifica para explorar el comportamiento de las fun-
ciones es una herramienta pedagdgica poderosa, pero su naturaleza discreta
nos impone limitaciones. Por ejemplo, un hueco en el grafico de una funcién
no serd apreciable en una calculadora grifica a menos que i) la posicion del
hueco se encuentre en la visualizacion de la pantalla y ii) las dimensiones de
la pantalla coloquen la ubicacién del hueco precisamente en la localizacién
del pixel. De manera similar, el tener una calculadora en modo de graficos
de puntos o de puntos conectados ejerce influencia en la forma en que la dis-
continuidad pueda aparecer.

Los épsilons y los deltas del escalamiento

Si pudiéramos imaginarnos una maquina grafica infinitamente precisa,
podriamos volver a plantear, de manera inflexible, muchas de las definicio-
nes de cdlculo en términos de la visualizacidn en pantalla. Por ejemplo, he
aqui una definicién rigurosa del limite de una funcién en un punto: pode-
mos escribir

lim f(x) =L

X —a
para decir que dada una escala vertical cualquiera (en el rangoy)de L — € a
L + ¢, podemos encontrar una escala horizontal correspondiente (en el
rango x)de 1 — 8 a a+ d tal que el graficode y = f(x) se mantiene en la
pantalla de izquierda a derecha (excepto tal vez en x = a).

La altura de nuestra visualizacion en pantalla juega el papel de la vecin-
dad de nuestro épsilon de L, y el ancho juega el papel de la vecindad de
delta de a. Imaginese un juego en el que un jugador asigna la tolerancia de
épsilon por colocar el rango de y entre L —€ y L + €. El otro jugador no
puede modificar estos pardmetros y debe encontrar un rango en x que esté
entre - y a+ 0 para tener la grdfica de y = f(x) en la pantalla (la
Unica excepcion que estd permitida es cuando x = a). Si el segundo juga-
dor tiene siempre una estrategia ganadora entonces la funcién f tiene un
limite L cuando x se aproxima a a. De hecho, si este es el caso, entonces
una seleccion suficientemente pequefia de 8 resultard en un grafico hori-
zontal.

Una consecuencia natural de esta definicién corresponde a un fenémeno
comunmente observado en las calculadoras gréficas: cuando se hace un
acercamiento horizontal de una grifica de una funcién continua, ésta se
aplana. Por acercamiento horizontal, quiero decir utilizar una nueva escala
en la pantalla de tal manera que el rango vertical permanece constante pero
el rango horizontal representado en la pantalla se convierte en un intervalo
menor. En términos de un comportamiento global de una funcién, un fend-
meno similar puede ser observado: si la funcién tiene una asintota horizon-
tal, los alejamientos horizontales hacen que la grifica se vea como la
asintota. En realidad, las calculadoras graficas no son infinitamente precisas.



MUCHO MAS QUE UN JUGUETE. IMPACTO DEL USO DE LAS CALCULADORAS GRAFICAS... 35

Para ver estas limitaciones representadas de forma espectacular, trate de ha-
cer un acercamiento horizontal repitiendo de a factor de diez en el gréfico de

y=(1+x)1/%,

LA DERIVADA Y LA LINEALIDAD LOCAL

Diga la palabra “cdlculo” a alguien que ha tomado el curso, inclusive si fue
hace afios, y casi con seguridad se mencionard la derivada. Sin embargo, si
ahonda en el problema un poco més en busca de detalles, no se sorprenda
que los recuerdos estén dominados por la manipulacién de simbolos: “Si
claro, es donde bajas el 2 de x° al frente para producir su derivada 2x.”
(Inclusive escuché una vez a alguien decir que era de alli que provenia el
término diferenciaciéon —jel mover el exponente habia diferenciado la
nueva expresion de la vieja!).

No, no estoy aqui para decir que las habilidades algebraicas no son
importantes en cdlculo. De hecho, muchos sostendran que las habilidades
algebraicas, o la carencia de éstas, determinan en dltima instancia, en qué
medida el célculo es un filtro o una barrera para el ulterior estudio de las
matemdticas y de la ciencia. Pero sostendré que algo verdaderamente tra-
gico ha sucedido si la manipulacién de simbolos es un recuerdo mas dura-
dero de la nocién de derivada que su interpretacion geométrica como curva
de una gréfica de una funcion, o su interpretacién fisica como la proporcién
de cambio instantdneo.

Si el cdlculo fuera una religién, entonces estas dos nociones centrales
de derivada serian parte del evangelio, y los profesores de cdlculo serian los
predicadores. Mientras que, sin duda, predicamos el evangelio, deberiamos
recordar el viejo proverbio: “Escucho y olvido. Veo y recuerdo. Hago y
comprendo.” Lo que los estudiantes ven y hacen bastante es manipular sim-
bolos, ya que las técnicas de 1dpiz y papel habian sido la tinica tecnologia al
alcance general hasta hace muy poco. Por consiguiente, no es una sorpresa
que para muchos, los recuerdos sobre derivada sean de reglas, férmulas y
recetas algoritmicas —los rituales del cdlculo. Cuando los rituales se desa-
rrollan con atencidn y aprecio por sus significados de base, entonces cobran
un valor intrinseco. De otra manera, son précticas superficiales mas recor-
dadas por la forma que por la funcién.

(Como puede la nueva tecnologia, particularmente en la forma de cal-
culadoras gréficas, ayudarnos a ensefiar cdlculo? Permitanme compartir
con ustedes una experiencia que llega al fondo del asunto. En uno de mis
primeros talleres con calculadoras grificas, los participantes estaban expe-
rimentando y practicando con el cambio de escala de los grificos. En un
momento dado, uno de los profesores de cdlculo en el fondo del salén
levant6 su calculadora y exclamé: “jAcerqué tanto este grafico que se ve
una linea recta!” (ver figura 1).
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Figura 1. La linealidad local aproximada de y = sen x
se aprecia al hacer un acercamiento

De pronto se detuvo, y casi se podia ver el bombillo encendido encima de
su cabeza. “Eso es algo realmente significativo, o no?” En este momento
quedé capturado lo que yo creo es uno de los cambios en énfasis mds inte-
resantes que la tecnologia puede aportar al calculo: la nocién de linealidad
local aproximada como la propiedad clave de las funciones diferenciables.
Esta nocién es precisamente fuente de resultados importantes y profundos
en célculo diferencial, y el combustible de muchas de sus aplicaciones.

Lo que resulta trascendental de la nueva tecnologia grafica es que hace
de la linealidad local un evento visual accesible y dindmico. Con la simple
aproximacioén al grafico de una funcién diferenciable, nos volvemos testi-
gos activos de este comportamiento local de la funcién (tal y como al ale-
jarnos podemos observar directamente el comportamiento global o
asintético de la funcién). Permitanme resaltar algunas de las ventajas de
este cambio de énfasis.

Tangentes y las mejores aproximaciones lineales

En el curso tradicional de célculo, la derivada en un punto es a menudo
descrita como la pendiente de la tangente, la cual a su vez se define como el
limite de las inclinaciones de las secantes. La construccion de esta tangente
rdpidamente se convierte en un problema de la gallina y el huevo. El esti-
mar visualmente la pendiente de una tangente dibujada a mano en un gra-
fico también dibujado a mano, constituye una propuesta engafiosa (y poco
exacta), que puede incluso llegar a crear dudas en las mentes de los estu-
diantes sobre la existencia de esa recta tangente. Encontrar el limite de las
pendientes de las secantes a mano es un trabajo considerable aun para fun-
ciones polinomiales simples. Por lo tanto, el problema de hallar la ecuacién
de una recta tangente generalmente es uno que viene después del desarrollo
de las reglas de manipulacion simbdlica para férmulas derivativas. El resul-
tado final de la manipulacién simbdlica es una funcion lineal definida glo-
balmente y = mx +b (esto es, definida para todos los nimeros reales).
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Ahora, la idea de una tangente como grafico de una aproximacién lineal
parece extrafia, ya que la recta tangente es claramente una horrible aproxi-
macion para la mayoria de los valores. Por ejemplo, la funcién constante
y = 0 parece ser una mejor aproximacidn lineal global a la curva del seno,
que la aproximacion de tangente lineal en el origen (ver figura 2).

Figura 2. La tangente es una buena aproximacion
local solo a la grdfica de una funcion

El contraste, el simple acercarmiento en una grafica de una funcién diferen-
ciable hace que la nocién de una aproximacion lineal tnica sea evidente por
si misma. De hecho, si se tuviera que graficar tanto la funcién original como
la recta tangente en una escala que acercara lo suficiente, los gréficos no po-
drian distinguirse el uno del otro. Es mds, es claro que esta aproximacion
realmente s6lo es “mejor” en un sentido local.

Estimacion numérica de la derivada

Escoger dos puntos para obtener la pendiente de esta linea aparentemente
recta es equivalente a encontrar la pendiente de una secante, y el cdlculo de
una secuencia de estos cocientes se facilita en gran medida por la presencia
de la tecnologia. Esta es una caracteristica no grafica invaluable de la nueva
generacion de calculadoras: la habilidad de definir con facilidad una fun-
cién o una expresion para su evaluacion repetida. Para calcular el cociente
diferencial de un polinomio cubico para una secuencia de este tipo, se nece-
sita una cantidad ridicula de pulsaciones en la mayoria de las calculadoras
cientificas, pero para una calculadora gréfica, el cociente diferencial sélo
tiene que ser definido una vez y la convergencia de una secuencia y sus
valores pueden ser investigados facilmente.

La decision sobre la pareja de puntos que se debe utilizar para una
buena aproximacion de la pendiente de la linea tangencial constituye una
pregunta interesante. La figura 3 muestra dos posibilidades (el punto de
tangencia es el punto en el centro de la ventana).
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Ay
Ay

7

Ay _ f(x+h) —f(x) Ay _ f(x+h) —f(x—h)
Ax h Ax 2h

Figura 3. Cocientes diferenciales y simétricos diferenciales

La primera eleccién de puntos representa el cociente diferencial para un
cambio positivo en la entrada de A x; el segundo representa lo que se deno-
mina cociente simétrico diferencial, donde los dos puntos utilizados se
localizan simétricamente con respecto al punto de tangencia. El cociente
simétrico diferencial tiende a ser una aproximacion mucho mds precisa de
la pendiente en la mayorfa de los puntos. No obstante, genera mds errores
provenientes de las consideraciones de simetria. Por ejemplo, el cociente
simétrico diferencial es O en x = 0 para la funcién de valor absoluto, donde
ninguna pendiente estd definida.

La derivada como funcion

Cuando progresamos de la nocién de derivada en un punto a la de derivada
como funcién, de nuevo la tecnologia proporciona maravillosas oportuni-
dades para establecer la conexidn entre las dos a nivel grafico. Al conside-
rar el cociente diferencial en si mismo como una funcién, este puede ser
utilizado para aproximar la funcién derivada. La figura 4 ilustra esto para la
funcién seno (al utilizar A x = .01 se produce una grafico notablemente cer-
cano al grafico de la funcién coseno).

La posibilidad de graficar ficilmente tanto una funcién como su deri-
vada en el mismo conjunto de ejes nos da la oportunidad de considerar la
relacion grafica libre de trabas, sin el filtro de las manipulaciones simbdli-
cas.

Esto ha dado origen a dos de mis ejercicios de clase favoritos: uno es
graficar una funcién y su derivada, sin proporcionar las férmulas para nin-
guna de las dos, y hacer que los estudiantes determinen cudl es cudl. Otro,
consiste simplemente en pedirle a los estudiantes que predigan la aparien-
cia del gréfico de la derivada a partir de la apariencia del grafico de la fun-
cion original. Al usar la tecnologia se obtiene acceso a una realimentacion
inmediata y satisfactoria.
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sen (x+0.01) —sen (x)
0.01

y = sen x y =

Figura 4. La grdfica del cociente diferencial se aproxima
a la derivada del grdfico de la funcion

Los papeles se han invertido. Los graficos generados por la tecnologia pue-
den ser usados para comunicar eficientemente y discutir el significado de la
derivada en lugar de usar la derivada como una herramienta para graficar.
iGraficar se ha convertido en el medio y no en el fin del célculo!

Las capacidades numéricas y graficas de las calculadoras entran a jugar
un papel en el estudio de derivadas de orden mayor. Los cocientes de la
segunda derivada pueden ser facilmente evaluados y el grafico de una
segunda derivada superpuesto al gréfico de la funcidn original y su primera
derivada, lleva a un verdadero aprendizaje por descubrimiento por parte de
los estudiantes. Es més probable que los estudiantes noten que un cero de la
segunda derivada indica una proporciéon de cambio extrema mds que un
cambio en concavidad. Inclusive las derivadas parciales de primer y
segundo orden de funciones de varias variables, pueden ser investigadas en
una simple calculadora gréfica. Al “congelar” los valores de todas las varia-
bles independientes menos una y hacer un acercamiento al grifico de la
funcién resultante de esta variable, se puede identificar las derivadas par-
ciales de primer orden. Al examinar secuencias de estos graficos parametri-
zadas por valores de otra variable, se obtiene una pelicula que proporciona
informacidn acerca de las derivadas parciales de segundo orden.

RECUPERAR LA GRACIA DE LAS
ANECDOTAS DEL CALCULO

La habilidad de exhibir la linealidad local aproximada de funciones dife-
renciales de una manera visual tan dindmica, s6lo con hacer un acerca-
miento al grafico, ha ocasionado un cambio profundo en la manera de
ensefiar cdlculo. Permitanme compartir algunas “anécdotas” sobre las nue-
vas percepciones que mis estudiantes y yo hemos compartido a través del
uso de las calculadoras graficas.
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Una anécdota de dos lineas —La regla de 1'Hopital

Primero, consideremos un problema de dlgebra: dadas dos rectas no verti-
cales que se cruzan en el mismo punto a sobre el eje x (ver figura 5), com-
pare la razén de las coordenadas y en x = b con la razén de las respectivas
pendientes de las lineas.

Figura 5. ;Cudl es la razony; / y, en x = b?

Unos pocos cdlculos revelan que las razones son las mismas:

Yy
Yy My

il

Ahora, supongan que tenemos dos funciones f yg que tienen un cero en
comin y que son diferenciales en x = a. Ya que f yg son aproximadamente
“localmente lineales” en x = a, el hacer un acercamiento en su gréfico
puede crearnos una imagen exactamente como la de abajo (ver figura 6).

y=g (x)

Figura 6. Manera de motivar la regla de I’Hopital grdficamente:
Si f (x) y g(x) se aproximan a 0 cuando x se aproxima a a , entonces el
limite de la razon f (x) /g (x) es el mismo que la razon de f' (x) /g (x)
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Una anécdota de dos ecuaciones diferenciales —Campos
de pendientes

La nocion de linealidad local puede ser sacudida para proporcionar una
herramienta visual fantistica con el objeto de visualizar las propiedades
cualitativas de una antiderivada, o mas generalmente, las soluciones a fun-
ciones diferenciales. Para ilustrar la simplicidad de la idea, considere la
ecuacion diferencial simple

4y _

1
dx x°

Recordemos que la derivada nos da esencialmente informacién sobre la
pendiente local. En otras palabras, esta ecuacién diferencial nos dice que
un acercamiento del grafico de una solucién y =f(x) en cualquier valor par-
ticular de x se verfa como un trozo de la linea con pendiente//x. Para plas-
mar esta informacién graficamente, podriamos trazar varios acercamientos
representativos de estas curvas de solucién en un tramado de puntos de
nuestra eleccién, como muestra la figura 7.

e e e e e
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Figura 7. Un campo de pendiente para la ecuacion diferencial dy/dx =1/x
y algunas curvas posibles de solucion (los puntos de la cuadricula estdn
espaciados 0.25 unidades aparte en la ventana [-2,2] por [-2,2])

Los campos de pendientes permiten a los estudiantes ver muchos de los as-
pectos gréficos cualitativos de las antiderivadas, incluyendo lo que relaciona
a miembros de la familia de curvas. Ellos pueden estar acostumbrados a in-
vestigar ecuaciones diferenciales de la forma dy/dx = G (x,y) ,donde G
es una expresion en x y y. jEstas ecuaciones diferenciales pueden desafiar la
solucién analitica!
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Ahora, echemos otro vistazo a nuestro ejemplo de campo de pendiente
para dy/dx = 1/x. Una solucién y = f (x) a esta ecuacién diferencial
satisface f” (x) = 1/x.Si g es un inverso de esta funcion f, entonces, por
el teorema de la funcién inversa para las derivadas, debemos tener

En otras palabras, g debe ser su propia derivada y la solucién a la ecuacion
diferencial

Q..'&
R I=
1
<

Simplemente al reflejar nuestro campo de pendiente previo con respecto a
la linea y = x (tal y como hacemos con los grédficos de funciones inver-
sas), obtenemos el campo de pendiente para esta ecuacién diferencial
nueva y una nueva apreciacién de las relaciones fundamentales entre loga-
ritmo natural y funciones exponenciales (ver figura 8).

A
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Figura 8. Campos de pendientes para (dy)/ (dx) = 1/x
ypara (dy)/ (dx) =y

Una anécdota de dos problemas —El teorema fundamental

del calculo

La principal anécdota de todos los que cursan el primer afio de célculo es el
teorema fundamental del calculo. Desafortunadamente, la ensefianza tradi-
cional del cdlculo tiende a relegar este profundo teorema al nivel de una
ayuda computacional para integrales definidas, por 1o menos en la mente de
los estudiantes. El teorema fundamental establece que podemos fabricar
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una antiderivada “por pedido” para cualquier funcién continua: dada una
funcién continua f, la funcion

F(x) = _[f(x)dx
a

satisface la ecuacion diferencial dy/dx = f(x) (con la condicién inicial
F(a) = 0). En su lugar, los estudiantes quedan impresionados con un
simple corolario de este resultado: si F es una antiderivada de f, entonces

b
Jf(x)dx = F(b) -F(a).
a

Ni mencionemos el hecho de que se necesita ser increiblemente afortunado
para encontrar una funcién para la cual uno conozca una antiderivada ce-
rrada. jPor eso nos aseguramos de que los estudiantes corran con esta suerte
en los libros de texto! (Un profesor de quimica, en sus sesenta, una vez me
comentd que usaba la integracién diariamente en su investigacion y sin em-
bargo no habia visto una integral como ésta desde el cdlculo para principian-
tes).

Si queremos que los estudiantes aprecien el teorema fundamental del
célculo y de hecho descubran por ellos mismos este extraordinario resul-
tado, entonces la tecnologia nos proporciona nuevas perspectivas y oportu-
nidades. Aqui tenemos tres aproximaciones diferentes que he empleado
para llevar a los estudiantes a encontrar esta importante “gracia” por ellos
mismos.

1) Use la calculadora grafica para trazar la funcion

X
F(x) = _[f(x)dx.
a
Trace el grafico de esta derivada y comparelo con el de y = f (x).
2) Use la calculadora grafica para trazar un campo de pendiente para la

ecuacion diferencial (dy) / (dx) = f(x) y luego superponga el gra-
fico de la funcién

F(x) = _[f(x)dx.

(Se ajusta el gréfico al campo de pendiente?
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Para estos dos métodos, una buena interrogacién que continde con el pro-
ceso es preguntar el efecto de cambiar el limite menor de integracién dea a
algiin otro nimero (una translacion vertical). El tercer método compara las
soluciones a dos problemas muy diferentes.

Problema 1

Use una sumatoria de Riemann con un niimero n de subintervalos de igual
longitud para estimar

b
jf(x) dx .

Solucion I

b
J.f(x) dx =

fA+f(a+Ax)Ax+f(a+2Ax)Ax+ ...+ f(a+ (n—1)Ax) Ax .

Problema 11

Use el método Euler con n pasos para predecir F (b), dado que F satisface
la ecuacién diferencial F' (x) = f(x) y la condicién inicial F (a) = 0.

Solucion I1

El método Euler es facil de motivar con campos de pendientes. Tenemos un
punto inicial (a, 0)en el grifico de nuestra solucién y = F (x). También
tenemos la pendiente de la curva en ese punto, F' (a) = f(a) a saber. Al
usar nuestro diferencial determinado como Ax = (b-a)/n, podemos
estimar el valor de F(a+ Ax) como F (a) +Ay = f(a)Ax. Podemos
repetir nuevamente este proceso en el punto nuevo (a + Ax, f (a) Ax), y
continuar hasta obtener una prediccion.

Fh) =f()Ax+f(a+2Ax)Ax+ ...+ f(a+ (n—1)Ax) Ax.

La “gracia” proviene de notar que la solucién aproximada para la ecuacién
diferencial y su condicién inicial es exactamente la misma de la solucién
aproximada para nuestro primer problema de encontrar la integral definida.
iEsto sugiere fuertemente que los dos problemas originales deben estar
relacionados muy de cerca!
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Una anécdota de dos funciones —acercamientos de
potencia
Suponga que f(0) = g(0). Podriamos decir que f'y g concuerdan en

x = 0, pero ;qué tan bien? jPodemos medirlo empiricamente usando una
calculadora grafica! Nuestro criterio estd dado por los graficos de

y = |x|" . Si se acerca sucesivamente en el grifico de tal funcién en (0,0)

con una escala horizontal factor de 10 y una vertical factor de 10 (a esto
lo llamamos un acercamiento de potencia de orden m), entonces, algunos
cambios cualitativos pueden hacerse evidentes en la apariencia del grafico:

» Si m < n, entonces, el acercamiento de potencia hace que el gra-
fico se vea mds puntudo.

* Si m > n, entonces, el acercamiento de potencia hace que el gra-
fico se vea aplanando.

* Si m = n, entonces, el acercamiento de potencia no modifica la
apariencia del grafico.

Al emplear los acercamientos de potencia de varios 6érdenes en el grafico de
y = |f(x) —g(x)|, podemos determinar empiricamente el orden de
acuerdo de las dos funciones en x =0. Si una eleccién particular de m en el
acercamiento de potencia hace que el grafico se vea mds puntudo en el ori-
gen, fue que escogimos un m muy pequefio. De la misma manera, si nuestra
eleccion hace que el grifico se vea aplanado, fue que escogimos un m muy
grande. Cuando hemos encontrado una eleccién de m que después de varios
acercamientos repetidos no modifica la apariencia del grifico de
vy = |f(x) —g (x)| fue que encontramos el orden de acuerdo de fy g en
x=0.

En cambio, si tenemosf (a) = g (a), entonces podemos usar los acer-
camientos de potencia centrados en el punto (a,0) para detectar el orden

de acuerdo entre dos funciones en x = a . Se deja al lector la consideracién

de la relacién entre el orden de aproximacion que se encontrd al experi-

mentar con los acercamientos de potencia y el término principal de la

expansiéon de la serie de Taylor de f(x)—g(x). Ensdyelo con
3

f(x) =senxy g(x) :x—% enx =0.

COMENTARIOS FINALES

Comenzamos con el poder del acercamiento para introducir la idea de
limite en cdlculo y terminamos con los acercamientos de potencia como
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herramienta para la investigacion de aproximaciones de funciones. La cal-
culadora grafica puede ser empleada para obtener ventajas a lo largo del
primer afio de cdlculo y estd cambiando de manera dramadtica la naturaleza
del célculo en la escuela secundaria en Estados Unidos.

Las capacidades numéricas y grificas de la nueva tecnologia estan tra-
yendo herramientas verdaderamente nuevas a la clase de célculo. En parti-
cular, tenemos ahora los medios para realizar una aproximacién multi-
representacional al concepto de derivada: numéricamente al usar la calcula-
dora para aproximar cocientes diferenciales de manera rdpida y fécil; grafi-
camente para explotar la linealidad local de diferenciabilidad de una
manera visual dindmica, y simbdlicamente al usar tal vez los dos métodos
tradicionales tanto como algunas capacidades simbdlicas algebraicas que
se encuentran hoy en dia hasta en las maquinas portétiles. Se nos presenta
la oportunidad de ayudar a los estudiantes a construir un tejido valioso de
comprension de la derivada, con miltiples conexiones entre las tres repre-
sentaciones.

Algunos han comparado la comprension de los estudiantes luego de un
curso de cdlculo con una curva exponencial de disminucién (algunos sos-
tienen que hay un salto de discontinuidad inmediatamente después del exa-
men final). La asintota horizontal de esta curva representa la esencia que
los estudiantes retienen mucho después de que el curso ha terminado. Al
proporcionarles la oportunidad de ver y hacer mds con el célculo, creo que
podemos aumentar significativamente la comprensién asintética de nues-
tros estudiantes. Tal vez la reaccién mds comuin que obtendremos en un
futuro de la palabra ‘derivada’ serd: “Ah, si, es como cuando uno hace un
acercamiento a un grafico hasta que es lineal, y mide su pendiente”.

Calculadoras graficas —la nueva generacion

La capacidad de las generaciones mds recientes de calculadoras gréficas
para trabajar estadisticamente con datos tabulares (y en el caso de aparatos
como el Laboratorio Basado en Calculadoras TI que puede inclusive reco-
lectar los datos directamente) y adaptar los diferentes modelos a esos datos,
proporciona las herramientas para ayudar a hacer posible este nuevo énfa-
sis. En particular, el método estdndar de examinar diferencias de primer y
segundo grado en modelacién produce una unién excelente con las deriva-
das de primer y segundo grado en célculo. Por ejemplo, la figura 9 muestra
datos que representan la poblacion de bacterias durante un periodo de
tiempo en un ambiente con recursos limitados.

Tanto la TI-83 como la HP-38G permiten calcular diferencias de primer
y segundo orden de estos datos y trazar graficas dispersas de listas de datos
de los puntos. En la figura 9 se muestran los gréficos de los datos de puntos
originales y las diferencias de primer orden donde podemos ver el punto de
inflexion de una curva que corresponde al extremo de la otra curva.
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) ) poblacién
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Figura 9. Andlisis de diferencias de primer y segundo grado
de una poblacion de células de bacterias

Cada nueva generacion de calculadoras gréaficas trae herramientas mas rapi-
das, faciles y poderosas para las clases de matematicas. Para ensefiar cdlculo
con un enfoque multi-representacional, las avenidas numéricas y gréficas
creadas por estas mdquinas son casi esenciales. A medida que los nuevos
aparatos portétiles traen mds capacidad de manejo algebraico de simbolos a
la clase de matematicas (por ejemplo, la Texas Instruments TI-92), el debate
sobre lo que constituye habilidades tradicionales esenciales se hard mds pro-
nunciado.

He encontrado muy 1itil la distincién entre herramientas matematicas
(mdaquinas disefiadas como herramientas generales de computacién y gene-
racién de gréaficos para las cuales los profesores diseflan actividades
pedagdgicas) y micromundos (programas de computador disefiados peda-
gbgicamente para el aprendizaje de un drea particular de las matematicas).
En general, las calculadoras gréficas han caido en la categoria de herra-
mientas. Los ambientes de investigacién geométrica de tipo Cabri propor-
cionan un ejemplo de micromundo portatil. Sin ser tan poderosa, la nueva
Hewlett Packard 38G suministra ApLets creados para el usuario que son
esencialmente micromundos miniatura en una amplia variedad de dreas
matematicas. Mientras la tecnologia continde transformando el panorama
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educativo, jugard, sin duda, un papel importantisimo en las clases de mate-
madticas a medida que nos acomodamos a un nuevo milenio.

Thomas P. Dick

Mathematics Department
Oregon State University
Corvallis, OR 97331-4605 USA
tpdick@math.orst.edu



CAPITULO 5

LA TEXAS INSTRUMENTS TI-92 cOMO
VEHICULO PARA LA ENSENANZA Y APRENDIZAJE
DE FUNCIONES, GRAFICOS Y
GEOMETRIA ANALITICA

GREGORY D. FOLEY

Entre 1986-1990 el autor fue investigador principal del proyecto de
Pre-cdlculo Asistido por Computador y Calculadora ( C°PC) de la
Universidad del Estado de Ohio, proyecto que desarrollé un curriculo
para estudiantes de iltimos aiios de secundaria con el objetivo de
reforzar sus habilidades de resolucion de problemas, y mejorar su
compresion de funciones, grdficas y geometria analitica. Este trabajo
explora el interrogante: ;Como deberia revisarse este curriculo a la
luz de la Texas TI-92, un elemento de apoyo hibrido de calculadora
grdfica y computador?

ANTECEDENTES

El proyecto C?PC creado hace unos 13 afios, es un esfuerzo continuo de
desarrollo curricular y perfeccionamiento docente dirigido por Franklin
Demana y Bert K. Waits. El componente de perfeccionamiento docente
estd basado en unos cursos intensivos de verano, de algunas semanas de
duracidn, para profesores en ejercicio. Miles de profesores han asistido a
estos cursos dictados en todo Estados Unidos. Los cursos estdn dirigidos
por un grupo de profesores de secundaria como parte del programa Profe-
sores Ensefiando con Tecnologia (Teachers Teaching with Tecnology, T3),
cuya direccién general se encuentra en la Universidad de Texas en Arling-
ton. El componente de desarrollo curricular ha llevado a la creacion de una
serie de textos para secundaria y universidad cuya primera edicién regular
fue Demana y Waits (1990). Desde un comienzo, el curriculo ha sido dise-
flado para ayudar a los estudiantes a adquirir las habilidades y compresion
necesarias para el estudio exitoso del cdlculo y las ciencias. Los materiales
del texto se enfocan en funciones y graficas porque la falta de comprensién
de las gréficas y las funciones por parte de los estudiantes explica la mayor
parte de sus dificultades en cdlculo y porque el enfocar la atencién de los
estudiantes en estos puntos, mejora su disposicién hacia la materia.
Demana, Waits, Clemens y Foley (1997) es una revisién y reelabora-
cién importante de las anteriores ediciones que refleja la experiencia
ganada durante dos afios y medio de evaluacion piloto y de campo, junto
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con el proceso de maduracion de siete afios en los que se utilizaron las edi-
ciones anteriores. El proceso de perfeccionamiento ha sido influenciado por
las recomendaciones de la Asociacién Matemdtica Americana de Universi-
dades (1996) y el Consejo Nacional de Profesores de Matematicas (NCTM,
1989) y por los movimientos de reforma al cdlculo en Estados Unidos. Para
proporcionar apoyo y balance al enfoque en funciones y gréficas, el curri-
culo desarrolla habilidades y comprension en dlgebra y trigonometria a la
vez que ayuda a los estudiantes a aprender como modelar problemas de la
vida real.

Se han realizado numerosos estudios de investigacion relacionados con
este proyecto. Algunos ejemplos son Browing (1989), Dunham y Osborne
(1991) y Quesada y Mazwell (1994). Otras investigaciones estdn resumidas
en Dunham y Dick (1994).

Las caracteristicas distintivas del curriculo C2PC incluyen aplicaciones
reales a datos genuinos (a la Freundenthal, 1991); la conexién de represen-
taciones verbales, algebraicas, numéricas y gréficas; el uso de calculadoras
gréficas y tecnologia asociada; una aproximacién sistemadtica a la resolu-
cion de problemas; y el desarrollo de los cimientos del célculo. El uso de la
calculadora gréafica estd integrado a lo largo del curriculo. Esta tecnologia
se utiliza para ayudar a visualizar y resolver problemas y desarrollar las
habilidades de visualizacién de graficas por parte de los estudiantes. Las
funciones de creacién de tablas, matrices y estadisticas se explotan tam-
bién. Los énfasis matemdticos que se abarcan son la visualizacién de panta-
llas y escala, comportamiento local de funciones, comportamiento final de
funciones, soluciones grafico-numéricas, transformaciones geométricas y
representaciones de conexion multiple.

El proceso sistematico de resolucién de problemas que se repite a lo
largo del material del curriculo, depende de la conexién de las representa-
ciones verbales, algebraicas, numéricas y gréificas de los problemas. Se
espera que los estudiantes lean el enunciado para su comprensioén, que
determinen la situacién de los problemas, qué respuesta se busca y los
datos o condiciones relevantes y, a menudo, que dibujen una figura. El
segundo paso es modelar el problema. Después, el problema se resuelve
algebraicamente, o si esto es dificil o imposible, el problema se resuelve
gréifica o numéricamente. A menudo un segundo método es empleado para
sustentar o confirmar la solucién. Si el segundo método es algebraico, usa-
mos el verbo confirmar para enfatizar que el método establece el resultado
de manera légica y firme. Por otro lado, si el método de la segunda solucién
es numérico o grafico, usamos el verbo sustentar para sugerir que estos
métodos graficos no son exactos sino aproximados y que ellos no estable-
cen el resultado sino que solamente corroboran evidencia. El paso final de
interpretacion hace referencia al paso de revision de Pdlya (1957). Interpre-
tar significa poner los resultados matemadticos de vuelta en el contexto de la
situacién problemadtica verbal. A lo largo de este proceso de resolucion de
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problemas, los estudiantes establecen conexiones direccionales entre las
representaciones verbales, algebraicas, numéricas y gréficas. La figura 1
muestra las 12 conexiones direccionales. La situacion problemadtica se
cierne sobre las otras como el contexto de soporte. La representacién alge-
braica estd en el centro del diagrama para indicar el papel central determi-
nante del édlgebra. Las tres representaciones matemadticas —algebraica,
numérica y grafica— estdn estrechamente relacionadas como se sugiere por
el tridngulo angosto que forman en la figura. La resolucion, confirmacion y
sustentacién ocurren dentro de este tridngulo. Los nodos numéricos y grafi-
cos estdn por debajo de los algebraicos para mostrar que estos primeros
sustentan el dlgebra. Las tres conexiones interiores sugieren los diferentes
pasos que pueden estar involucrados en la realizacién de una interpretacion
de la solucién; a menudo debemos pasar a través del dlgebra para darle sig-
nificado a tablas y graficos.

Sltuacnon problematlca

(verbal)
Representacion
Algebraica
Representacwn Representacnon
Numérica Grafica

Figura 1. Conexiones entre las representaciones de un problema

OBJETIVOS DEL TRABAJO

(Como deberia revisarse el curriculo C2PC a la luz de la Texas TI-92, un
elemento de apoyo hibrido de calculadora gréifica y computador? Este tra-

bajo examina el interrogante teniendo en cuenta las capacidades de la TI-
92:

e operar con enteros, nimeros racionales, nimeros reales o nime-
ros complejos;

e definir, manipular algebraicamente, graficar y tabular funciones
de una variable y ecuaciones paramétricas (funciones de valor
vectorial en dos dimensiones definidas paramétricamente); y

* resolver ecuaciones, encontrar ceros de funciones y factorizar y
expandir expresiones.
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La pregunta acerca de como deberia revisarse el curriculoC?PC a la luz de
otras caracteristicas de la TI-92 (que se enumeran a continuacién) no se
considera aqui, aunque merece una investigacion cuidadosa:

¢ definir, manipular algebraicamente, graficar y tabular secuen-
cias, ecuaciones polares y funciones de dos variables;

operar en listas, vectores y matrices cuyos datos sean enteros,
nimeros racionales, nimeros reales o nimeros complejos;

organizar, presentar, procesar y analizar datos;

escribir, almacenar, editar y ejecutar programas; y

construir y explorar objetos geométricos de manera dindmica e
interactiva.

Se consideran brevemente las capacidades algebraicas, que junto con otras
caracteristicas similares a las de un computador separan a la TI-92 de las cal-
culadoras gréficas ordinarias. En el nivel introductorio de dlgebra la pre-
gunta ha sido respondida, por lo menos parcialmente, en forma de articulo
por Heid (1989) y en forma de texto por Fey, Heid, et al. (1995). El trabajo
realizado por Fey, Heid y sus colegas proporciona una base sobre la cual se
puede construir. Ademds, la investigacion extensiva y el desarrollo del dlge-
bra por computador como herramienta para la ensefianza y aprendizaje de
matemadticas de pre-grado en los proyectos de reforma al cdlculo en los Esta-
dos Unidos (resumidos en Leitzel & Tucker, 1994, y Tucker, 1990), en la
misma linea el trabajo de Tall (1992) y muchos otros dan posibles direccio-
nes hacia las cuales se puede apuntar. Articulos recientes sobre la TI-92 (Fis-
chbeck, 1996; Waits y Demana, 1995) ofrecen ideas adicionales.

EJEMPLOS PARA CONTEMPLAR

La Texas Instruments TI-92 con capacidades de Derive es una magnifica
calculadora de cuatro funciones. De hecho, serfa interesante investigar el
uso de la TI-92 en manos de nifios de 5 a 10 afios de edad, quienes podrian
explorar conteo y otros patrones bdsicos con nimeros ya que la TI-92 no
salta a notacidn cientifica tan pronto como lo hacen otras calculadoras (ver
la figura 2).

A medida que los nifios se hacen m4s grandes, ellos pueden investigar
cudntas manos son posibles en el juego de cartas “bridge” (635 013 559
600), descubrir por qué la representacion decimal de 25 termina en seis
ceros al considerar su primera factorizacion y realizar aritmética racional
exacta con facilidad. Estas tres actividades se sugieren en la figura 3.

La capacidad de realizar aritmética racional de la TI-92 va mds alla de
la computacién bdsica. Por ejemplo, la aproximacién racional a 7, de
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Figura 2. Patron de niimeros de escuela primaria
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Figura 3. Combinatorios, teoria de niimeros, aritmética racional

Ramanujan's, que no puede distinguirse del 7 real en la mayoria de las cal-
culadoras, no es un problema para la TI-92, como se ilustra en la figura 4.
Esto nos lleva al reino de las matematicas de pre-célculo, donde, entre otras
cosas, deseamos distinguir entre valores aproximados y exactos y entre
nimeros racionales e irracionales. (A propdsito, el comando “approx”
empleado en la figura 4, puede evitarse facilmente al usar la tecla especial

con el diamante verde).

La TI-92 con su inclinacién a las respuestas exactas, produce algunos
resultados para funciones transcendentales que dan qué pensar, como se
muestra en la figura 5. (Las dos ultimas respuestas se obtienen solamente
cuando el modo complejo ha sido escogido con anterioridad).
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Figura 4. Aproximacion a © de Ramanujan’s
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Figura 5. Valores transcendentales de funciones

La resolucién de ecuaciones cuadréticas, también, puede ser realizada en el
contexto de los nimeros complejos o reales como se indica en la figura 6.

Fzw Fz=-r Fy=- FE FB
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Figura 6. Resolucion de ecuaciones cuadrdticas
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La factorizacién de polinomios puede realizarse a través del campo de nu-
meros racionales, reales, complejos o inclusive a través de los niimeros
complejos con partes reales, racionales e imaginarias, como se expone en las
figuras 7 y 8. La figura 8 también ilustra la potencia del comando “define”,
que abre las puertas a una aproximacion funcional a las matemaéticas.

i Fzr Fxv | F4r FE F&
- E AlgebralCalc|0ther |PramI0|Clear a—=z..
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(zw+B+1] (2 x-B+1](3=-2
)
factuP(Ex“3+x“2 Lxt2 . xD
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Figura 7. Factorizacion de una raiz cibica a través de los
niimeros racionales y reales
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Figura 8. Definicion y factorizacion de un polinomio de quinto nivel




56 GREGORY D. FOLEY

Los ejemplos restantes provienen de mi experiencia como profesor de un
curso preparatorio sobre resolucién de problemas matemaéticos para profe-
sores de matematicas de secundaria en la Universidad Estatal Sam Houston,
en enero-mayo de 1996. El texto del curso era “Numeros complejos y geo-
metria” por Hahn (1994), un libro maravilloso para tal curso. El grupo tam-
bién trabajé con Dunham (1991) y Embse (1993). El articulo de Sunham
encaja con los ejemplos mostrados en las figuras 6-8, y las ideas de Embse
inspiraron la siguiente solucién a uno de los problemas de Hahn: encuentre
los menores enteros positivos m y n que satisfagan

(A +if3)" = (1=i)" (Hahn, 1994, p. 51).

1 Fzr Fzv |_ F4w* FE FE
- E Hlaebra|Calc Dther*TPr*ngDTElear* a-z...

I-1+i-ﬁ+u 1+[3 4

] -3 W 1-1
i

= e 3 .2
“icm

il e v 3
Eﬂ EAD AUTD FAE_47c0

Figura 9. Numeros complejos vy w en formatos polar y rectangular

Solucion

Almacene 1 +i./3 como v y1—1i como w. Cambie a formato de visualiza-
cién polar y evaliie v y w para revelar sus argumentos (dngulos) y médulos
(valores absolutos), como se muestra en la figura 9. Observe que debido a
que |w|? = |v|, n debe ser el doble de m. Asi que en modo de gréficos
paramétricos,sea m = t y n = 2t (veala figura 10).

1M _Few 7 FF T TECeL S ”
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Figura 10. Ecuaciones paramétricas para graficar las potencias de v’y w
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Establezca un rango apropiado de valores 7 y una pantalla de visualizacion
apropiada, como en la figura 11. Grafique las partes reales e imaginarias de
vt y w2t y trace a lo largo del gréfico hasta la solucién t = 12 (vea la

figura 12), lo que implica m = 12 y n = 24 . QED.

i Fzr

- E En:u:-mT
tmin=0.
tmax=13.
tstep=.2
®min=-1200,
®max=4oa0a,
®=cl=10Q00,
umin=-2500.
grax=3C0a0,
y=cl=1000,

Il EACAUTD il

Figura 11. Los valores ty la pantalla para las potencias de vy w

1 Fevr |_ F3 F4 FE* | FG* |FF
- E Zoom|Trace |Resraph|Math|Draw| -

ol 496, uc i,

LEAIN EAC AUTH EAE

. op . 24
Figura 12. Grdfico de las potencias de vy w, con coordenadas para w

El siguiente ejemplo muestra el poder de la geometria analitica y compleja
y la TI-92: para cualquier nimero complejo z#0, mostrar que
z,-z,1/z,-1/%, 1,y 1 son cociclicos (Hahn, 1994, p. 117).

Solucion

Cuatro puntos en el plano euclidiano son cociclicos si y sélo si la razén cru-
zada de la representacion de sus nimeros complejos es un nimero real. As{
pues definimos la razén cruzada y z en la TI-92 y conmutamos la razén cru-
zada de cuatro de los puntos. Como el resultado es un nimero real, los cua-
tro puntos involucrados en el cémputo son cociclicos. Los otros dos puntos,
-1y —-1/%, son las imagenes espejo a través del eje imaginariode 1y 1/z
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respectivamente y porque el centro de los cuatro puntos originales debe,
por simetria, descansar en el eje imaginario, todos los seis puntos son coci-
clicos. QED.
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Figura 13. Combinatorios, teoria de niimeros, aritmética racional

La TI-92 abre de par en par el campo de la geometria analitica y compleja
—un campo en donde los puntos en el plano son nimeros que gozan del
campo de propiedades y pueden ser considerados alternativamente como
vectores, como pares cartesianos, o como pares polares, seguin lo indique la
situacién. Este es s6lo uno de los muchos reinos matemaéticos que se han
hecho mads accesibles para el estudiante de pre-cdlculo gracias a la TI-92.
Esta es una calculadora del futuro cercano. ;Qué contenido, secuencia y
didéctica requiere el nuevo mundo para la ensefianza y aprendizaje de fun-
ciones, grificas y geometria analitica?
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CAPITULO 6

CALCULADORAS GRAFICAS Y EDUCACION
MATEMATICA EN PAISES EN DESARROLLO

PEDRO GOMEZ

Al permitirle al estudiante experimentar con ‘“nuevas” formas de
aprender y de “ver” las matemdticas, las calculadoras grdficas afectan
el proceso de aprendizaje y, como consecuencia, pueden ejercer presion
sobre profesores y diseiiadores de curriculo en el proceso de ense-
fianza. De esta forma, cuando se dan las condiciones adecuadas, esta
nueva tecnologia puede reforzar el proceso de cambio que estd
teniendo lugar en la ensefianza y el aprendizaje de algunas dreas de las
matemdticas. Sin embargo, en los paises en desarrollo no existen nece-
sariamente las condiciones para que se establezca esta relacion dind-
mica entre el curriculo y la nueva tecnologia. La utilizacion de las
calculadoras presenta entonces una serie de riesgos y oportunidades.
El efecto que ellas pueden tener en el comportamiento de los estudian-
tes y, por consiguiente, en el cuestionamiento que los profesores pue-
den hacer sobre su propia prdctica, puede utilizarse en estos paises
como un medio para iniciar y consolidar un proceso de cambio a tra-
vés de la innovacion curricular y la formacion de profesores. Los pai-
ses desarrollados y la comunidad internacional pueden hacer aportes
importantes en este sentido.

INTRODUCCION

Este capitulo comienza presentando una breve descripcion de los tres nive-
les del curriculo y de dos visiones acerca de lo que significa ensefiar y
aprender matemadticas. En seguida, se describen las implicaciones de la
introduccion de las calculadoras en el curriculo. Se consideran después el
estado de la educacion matemdtica en los paises desarrollados y el papel de
las calculadoras graficas en la ensefianza y el aprendizaje de las matemati-
cas en esos paises. Se describe a continuacién el estado de la educacion
matemadtica en los paises en desarrollo, para después identificar algunos de
los riesgos y de las oportunidades que presenta la introduccién de las calcu-
ladoras gréficas en estos paises. Finalmente, se sugieren algunos de los
aportes que los paises desarrollados y la comunidad internacional de inves-
tigacion en educacién matematica pueden hacer a los paises en desarrollo
de tal forma que la utilizacién de las calculadoras graficas se pueda emplear
como uno de los medios para iniciar y potenciar un proceso de cambio en la
enseflanza y el aprendizaje de las matematicas en estos paises.

P. GOMEZ & B. WAITS (EDS.). PAPEL DE LAS CALCULADORAS EN EL SALON DE CLASE, 61-73
© 2000. “UNA EMPRESA DOCENTE” IMPRESO EN COLOMBIA.
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CALCULADORAS GRAFICAS Y CURRICULO

Los diversos capitulos que se publican en este volumen muestran algunas
de las formas como la utilizacién de las calculadoras gréficas puede aportar
a la comprensién de los estudiantes a través de un proceso mads rico de
aprendizaje y ensefianza de las matematicas en el salén de clase!. No obs-
tante, éste no es un efecto inmediato. No basta con tomar la decision de
introducir las calculadoras gréficas en el salén de clase para que se obten-
gan los efectos positivos de su utilizacién. Se debe indagar acerca de las
condiciones que son necesarias para que la utilizacién de esta nueva tecno-
logia sea provechosa en el proceso de ensefianza y aprendizaje de las mate-
mdticas. Esto nos lleva a reflexionar acerca de los efectos de la utilizacién
de las calculadoras graficas en el curriculo y acerca de las visiones que se
pueden tener sobre la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas.

NIVELES DEL CURRICULO

Una perspectiva amplia del curriculo involucra tres niveles de andlisis: uno
“macro” o social donde intervienen los factores sociales, politicos, econo-
micos y culturales que definen las visiones, valores y tradiciones sobre las
matemdticas, su enseflanza y aprendizaje, y también las necesidades y
expectativas de la formacién matemdtica de los ciudadanos; un nivel meso
o intermedio en el que se ubica la institucién educativa como espacio
donde se encuentran elementos como las concepciones institucionales
acerca del profesor, el estudiante y las matematicas como saber cultural y
saber a ensefiar; y un nivel micro o didactico donde se relacionan el profe-
SOr con sus conocimientos y creencias, y el estudiante en la construccién
del conocimiento matematico, a través del desarrollo de un curriculo.

Los elementos culturales, politicos, econémicos y sociales definen las
caracteristicas del entorno del sistema educativo en el drea de las matemati-
cas. Estas caracteristicas se manifiestan en las direcciones que toma la poli-
tica educativa del gobierno y en la manera como se llevan a la practica, a
través de su influencia en las instituciones educativas. Alli se presentan una
serie de concreciones de esas lineas sociales, las cuales se expresan en el
disefio de un curriculo que no sélo abarca la organizacién de los contenidos
de la ensefianza, sino las posiciones ideoldgicas de la institucién sobre lo
que son las matematicas, su ensefianza y aprendizaje, el perfil del profesor
y del estudiante. Este curriculo se desarrolla en la relacién didéctica que se
entabla entre el profesor y el estudiante en la construccién del conoci-

1. A lo largo de este capitulo el término “matemadticas” se refiere a aquella porcién del curri-
culo de matemdticas para el que tiene sentido utilizar las calculadoras gréficas. Esto es, las
matematicas del dltimo ciclo de bachillerato y el primer ciclo universitario que incluye, entre
otros, el dlgebra avanzada, el precdlculo y el cdlculo diferencial e integral.
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miento matematico cuando se manifiestan los objetivos a lograr, los princi-
pios de evaluacién, la metodologia de ensefianza y la organizacién del
contenido (Rico, 1991; Gémez y Valero, 1995).

Visiones de las matematicas

De acuerdo con la visién “tradicional” de lo que significa ensefiar y apren-
der matematicas, la comprensién del estudiante es esencialmente procedi-
mental y simbdlica. “Saber matemadticas” significa para el estudiante
conocer un niimero suficiente de procedimientos (algoritmos) que le permi-
ten transformar una expresion simbdlica en una sucesién de otras expresio-
nes, de tal forma que la tltima expresién de la lista tenga la forma que él
reconoce como vdlida para proponer una respuesta. El estudiante debe ser
capaz de reconocer qué algoritmos le corresponden a qué situaciones, debe
conocer una forma vélida del algoritmo y debe ser capaz de aplicarlo de
manera correcta. Esta forma de ver y de trabajar en matemaéticas es muy
comun; por ejemplo, la mayoria de los estudiantes que entran a la Universi-
dad de los Andes en Bogota la tienen (Gémez, 1995) y las evaluaciones que
se han realizado en los colegios colombianos asi lo demuestran (MEN,
1992). Este tipo de formacién matemadtica es producto, al menos parcial-
mente, de una tradicion de las matematicas escolares de la cual el estu-
diante no es el unico participe (Gregg, 1995). Esta vision de las
matematicas escolares no solo se refiere al tipo de comprensién que tiene el
estudiante, sino también al tipo de visién que €l, el profesor, la institucién y
la sociedad tienen acerca de lo que son las matematicas, de lo que significa
aprender y comprender matematicas y de lo que para ellos debe ser la ense-
flanza de las mismas. Para ellos, las matemdticas son principalmente un
gran conjunto de expresiones simbdlicas (férmulas); saber matemadticas es
conocer los algoritmos que permiten transformar estas expresiones en
otras; y el buen profesor es aquel que presenta con mayor claridad los algo-
ritmos, logra que los estudiantes los retengan y evalia justamente este
conocimiento (poniendo en las evaluaciones ejercicios que mantengan la
forma de los ejemplos y ejercicios que se han hecho en clase, es decir, que
sean equivalentes desde el punto de vista del algoritmo).

Por otro lado, se puede también describir una “vision alternativa” de lo
que significa ensefiar y aprender matematicas. De acuerdo con esta vision,
los objetos matemadticos existen para el estudiante (Cobb, 1993). Estos
objetos matemadticos se encuentran representados en un conjunto interrela-
cionado de estructuras mentales. Estas estructuras se componen de nodos
intensamente conectados de tal forma que un mismo concepto puede ser
evocado desde diversos tipos de representacién —no sélo la representacion
simbdlica (Hiebert y Carpenter, 1992; Kaput, 1992)— y con diferentes
niveles en su status operacional-estructural (Sfard, 1991; Douady, 1995).
De esta forma el concepto no sélo evoca procedimientos, sino que el con-
junto de procedimientos y el concepto en si mismo se pueden ver como una
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globalidad que puede relacionarse con otros conceptos y procedimientos
matemadticos. Cuando el estudiante “ve” los objetos matematicos (en el sen-
tido de que hay una multiplicidad de representaciones dentro de una estruc-
tura, que pueden ser evocadas por una situacion problemadtica que involucra
el concepto), entonces el estudiante puede construir un discurso matema-
tico: puede y sabe que puede hablar acerca de estos objetos; el estudiante es
consciente de la existencia de una realidad matemadtica que es indepen-
diente de la autoridad del profesor y del libro de texto; el formalismo del
lenguaje matemadtico deja de ser un fin y se convierte en un medio; las
expresiones simbolicas se perciben como uno de los miltiples sistemas de
representacion con los cuales puede referirse a dicha realidad matematica; y
el conjunto de reglas sintacticas que lo rigen es visto como una consecuen-
cia de las propiedades de los objetos matematicos que conforman esta reali-
dad. El estudiante tiene entonces una “sensacién del simbolo” (Arcavi,
1994). Cuando el estudiante ve las matemadticas de esta manera €l puede
escribir y hablar sobre los objetos matemadticos en el mismo sentido en el
que lo harfa un matematico y esta actividad se convierte en parte central de
su visién de las matemdticas como discurso acerca de unos objetos, sus
caracteristicas y sus relaciones que debe ser compartido, discutido y vali-
dado con los demds (Kilpatrick, 1995; Sterrett, 1992). Y cuando él ve los
objetos matemdticos en este sentido, hay mayor probabilidad de que los
recuerde con el transcurso del tiempo y de que pueda transferir ese conoci-
miento a entornos diferentes de aquellos donde los construyd. Desde esta
perspectiva, saber mas matemdticas significa tener nuevas formas de cono-
cimiento, mds complejas en su estructura, que le permitan al estudiante ver
el conocimiento matematico con mayor amplitud y que, ademds de darle la
oportunidad de aprender mds y mejor, le permiten utilizar el conocimiento
adquirido de maneras mds potentes (Mayer, 1986).

Implicaciones de las calculadoras graficas

Una implantacién apropiada de las calculadoras graficas en la ensefianza y
el aprendizaje de las matemadticas puede tener efectos positivos en los tres
niveles del curriculo.

La calculadora ofrece al estudiante un medio y un sistema de represen-
tacién adicional a los que ya tiene a su disposicién. Al poner rapida y
“automdticamente” a disposicién del estudiante la representacion grafica de
los objetos matemadticos que se encuentran involucrados en la tarea a reali-
zar, la calculadora grifica influye en el tipo de estrategias que €l puede
seguir para realizar la tarea (Mesa y Gomez, 1996). El estudiante tiene a su
disposicion el tiempo de trabajo que habria utilizado produciendo la gréifica
por otros medios. El estudiante “ve” el problema, en el sentido de que la
solucién a éste deja de ser exclusivamente una situacioén en la que es nece-
sario efectuar una sucesién de procedimientos que transforman unas expre-
siones simbdlicas en otras. Cuando se efectian manipulaciones simbdlicas,
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éstas tienen sentido, al menos en cuanto a su relacién con la representacion
gréfica. El estudiante puede y tiende a experimentar y a formular conjeturas,
dado que la calculadora le permite rdpidamente conocer los resultados de
estos experimentos (“;como es la grafica de ...?”) y contrastar estas conje-
turas (“;qué pasa si ...?”). El estudiante tiende, de manera natural, a verifi-
car el resultado de su trabajo; a identificar cudndo el resultado no es vélido;
a reconocer que ha cometido errores; a buscar e identificar estos errores; a
reconocer las causas que los produjeron; y a corregirlas. Finalmente, las
caracteristicas fisicas (e.g., tamafio) de este nuevo medio de trabajo mate-
madtico inducen al estudiante a compartir y justificar sus realizaciones, a cri-
ticar el trabajo de sus compaiieros y, en general, a generar un espacio mas
fértil de interaccion social (Gémez y Rico, 1995; Gémez et al., 1996).

La introduccién de esta nueva tecnologia puede entonces tener un
efecto dindmico en el sistema curricular en general y en el proceso de ense-
flanza, en particular. Las calculadoras le permiten al estudiante experimen-
tar con “nuevas” formas de aprender y de “ver” las matemadticas. Al
hacerlo, ejercen presion sobre los diseiadores del curriculo y sobre los pro-
fesores para que ellos tengan en cuenta estos espacios dentro del proceso de
enseflanza. De esta manera, la institucion, al disefiar el curriculo, y el profe-
sor, al llevarlo a la préctica, pueden sentir la necesidad de adaptar sus visio-
nes acerca del conocimiento matematico, de la forma como los estudiantes
aprenden matematicas y la forma como se debe ensefiarlas, para reformular
los objetivos, el contenido, la metodologia y la evaluacién (Carulla y
Gémez, 1996).

Este proceso dindmico de interaccion entre las calculadoras graficas y el
curriculo puede entonces inducir y potenciar otro proceso: el de pasar de
una visién “tradicional” de las matemadticas, de su enseflanza y de su apren-
dizaje a una vision “alternativa” que siga mds de cerca los lineamientos pro-
puestos por la comunidad de educacién matemdtica (i.e., NCTM, 1991).

Por otra parte, al aportar al proceso de transicion de la visién “tradicio-
nal” de las matematicas a la visién “alternativa” y, por ende, al enfatizar
una comprensién mas profunda y compleja que permite utilizar el conoci-
miento matematico de maneras mds potentes, disminuyendo la importancia
del conocimiento puramente algoritmico de tipo simbdlico, la utilizacién
de las calculadoras puede aportar a un cambio en la vision social de las
matemadticas (Zarinnia y Romberg, 1987). La formacién matemadtica deja
de ser exclusivamente un requisito para que el individuo sea mds produc-
tivo y capaz de utilizar la tecnologia de una manera irreflexiva y pasa a ser
un elemento central de la capacidad del individuo para analizar, reflexionar
y tomar decisiones racionales acerca de su entorno (Skovsmose, 1992). De
esta forma, la sociedad puede mirar a las matemdticas como un factor
potenciador del desarrollo econémico y de las capacidades del individuo
para participar en los procesos politicos y sociales que le atafien.
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Sin embargo, el aporte de las calculadoras gréficas a este proceso
depende del estado de desarrollo de la sociedad en la que éste tiene lugar y
de las condiciones en las que se encuentra la educaciéon matemética en esa
sociedad. Es por esta razon que se da una diferencia importante en los efec-
tos sociales, institucionales y did4cticos de la introduccién de las calcula-
doras gréficas dependiendo del nivel de desarrollo del pais en el que se
realiza esta innovacion curricular.

CALCULADORAS GRAFICAS Y PAISES DESARROLLADOS

Desde hace varios afios, la educacion matematica de los paises desarrolla-
dos estd viviendo un proceso de cambio. Es el caso, por ejemplo, del movi-
miento de renovaciéon que se ha generado en los Estados Unidos con
motivo de la publicacién de los estandares curriculares y de evaluacién, los
estdndares para la ensefianza profesional de las matematicas y los estdnda-
res para la valoracién de las matematicas escolares, entre otros (NCTM,
1991a, 1991b, 1995). Es posible argumentar que este proceso de reforma se
ha centrado en los aspectos técnicos, dejando a un lado los aspectos éticos;
que ha subestimado la importancia de los profesores y de la escuela en el
proceso de ensefianza y aprendizaje; y que no ha llegado sino a una propor-
cion relativamente pequefia de los profesores (Stanic y Kilpatrick, 1992;
Usiskin, 1985). No obstante, este proceso de cambio se basa en una nueva
vision acerca de las metas de la educacion matematica, de la naturaleza de
las matematicas, de la forma en que ellas se pueden aprender y se deben
ensefiar, y de la utilizacién de la tecnologia, entre otros. Esta es una vision
compartida por toda una comunidad, tanto de profesores como de investi-
gadores, que trabaja en pos de unos ideales determinados (Romberg, 1993).
Por otra parte, en los paises desarrollados se evidencia una gran disponibili-
dad de mdquinas, junto con libros de texto y esquemas de formacién de
profesores que apoyan la utilizacién apropiada de la nueva tecnologia.
Finalmente, la comunidad de educacién matemadtica de estos paises ve con
buenos ojos la utilizacién de la nueva tecnologia, se estdn realizando gran
cantidad de proyectos de investigacién e innovacién que involucran la tec-
nologia y tanto las instituciones educativas, como la sociedad, apoyan este
proceso de cambio (Demana et al., 1996).

Por estas razones, es posible esperar que las calculadoras graficas apor-
ten de manera positiva a la mejora de la enseianza y el aprendizaje de las
matemadticas en los paises desarrollados. Ellas se convierten en un elemento
catalizador de un proceso que ya se encuentra en marcha.
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CALCULADORAS GRAFICAS Y
PAISES EN DESARROLLO

La situacién es diferente en los paises en vias de desarrollo. En Colombia,
por ejemplo, la sociedad, el sistema educativo, las instituciones educativas
y la mayoria de los profesores contindian teniendo una vision tradicional de
las matematicas (Agudelo, 1995). La comunidad de educacién matemaética
se encuentra en un estado incipiente de desarrollo y no ha asumido atin una
posicién con respecto a las metas de la educacién matemdtica, ni con res-
pecto a su papel en la formacién matemdtica del ciudadano. Los profesores
de matemadticas se encuentran mal preparados, tanto en su conocimiento
didactico, como en su conocimiento matematico. Ellos no estan acostum-
brados a innovar. Su trabajo se restringe a seguir los lineamientos impues-
tos por un curriculo oficial anticuado (Gémez y Perry, 1996). No existen
libros de texto, ni esquemas de formacién de profesores que apoyen la utili-
zacién de la tecnologia, y hay una minima disponibilidad de maquinas a
precios relativamente altos. Esta situacién genera dos tipos de actitudes con
respecto a la utilizacién de las calculadoras gréficas en el proceso de ense-
fanza y aprendizaje de las matemadticas: una actitud negativa y una actitud
ciega.

Quienes asumen la actitud negativa consideran que la utilizacién de las
calculadoras graficas va a ser perjudicial para la formacién matematica del
estudiante. Por esta razén, los profesores las rechazan o, en caso de que se
vean obligados a utilizarlas, adaptan la nueva tecnologia a sus formas de
ver y hacer las cosas, consolidando la visién tradicional de la ensefianza y
el aprendizaje de las matematicas. Como es natural, los exdmenes de estado
y los exdmenes de admision a las universidades estdn basados en y refuer-
zan esta vision tradicional acerca de lo que debe ser la formaciéon matema-
tica del estudiante y la forma como se puede lograr.

Quienes asumen la actitud ciega consideran que las calculadoras grafi-
cas son “la” solucién a los problemas de la educacién matemadtica y que su
simple introduccién en el curriculo puede aportar a resolver estos proble-
mas. En este caso, los profesores buscan “recetas” que les indiquen como
pueden utilizar la nueva tecnologia y las instituciones educativas esperan
resultados inmediatos como consecuencia de este “cambio metodolégico”.
Pero estos resultados no van a aparecer, dado que ni los profesores, ni los
disefiadores del curriculo han cambiado sus visiones. En poco tiempo,
como ha sucedido en algunos casos con la informética educativa, se culpara
a las calculadoras del bajo rendimiento de los estudiantes y se eliminard su
uso.
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RIESGOS

La introduccién de las calculadoras gréficas presenta entonces riesgos y
oportunidades para la educacion matemadtica en los paises en desarrollo. Al
percibir la calculadora grafica como la solucién a los problemas de la for-
macidén matematica de los estudiantes, diferentes sectores de la sociedad,
del sistema educativo y de las instituciones educativas, pueden presionar
una “introduccién forzada” de la tecnologia dentro del salén de clase. En
este caso, los profesores pueden asumir diferentes posiciones. Ya sea las
rechazan de plano y no las utilizan en el sal6n clase; adaptan la tecnologia a
su manera tradicional de hacer las cosas; o aplican ciegamente un conjunto
de recetas para su utilizacion. La utilizacién de la tecnologia no tendra
entonces un efecto positivo en el rendimiento de los estudiantes. Por el con-
trario, se culpard a las calculadoras del bajo rendimiento de los estudiantes
y ya sea se eliminard su uso o se utilizardn para reforzar la visién tradicio-
nal de la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas. De esta forma, las
calculadoras gréficas no aportardn a la mejora de la ensefianza y del apren-
dizaje de las matemadticas. Por el contrario, reforzardn un status quo,
opuesto a lo que se considera actualmente que debe ser la formacién mate-
mética del ciudadano.

El segundo riesgo consiste en que la tecnologia sea rechazada de plano
a todos los niveles. En este caso, el status quo no se modificard y se habra
perdido una oportunidad de cambiarlo.

OPORTUNIDADES

La utilizacién de las calculadoras gréficas en el curriculo presenta grandes
oportunidades para la educacién matemadtica en los paises en desarrollo. En
cambio de consolidar y potenciar un proceso de cambio (como es el caso en
los paises desarrollados), la nueva tecnologia puede aportar a que los dife-
rentes actores inicien este proceso de cambio. Para comprender cémo esta
nueva tecnologia podria aportar en este aspecto, es necesario reflexionar
sobre las caracteristicas del proceso de cambio y su relacién con las visio-
nes y las creencias de los profesores.

La forma como el profesor se comporta en el salén de clase es la expre-
sion de las creencias y de los conocimientos que él tiene acerca del tema de
estudio, de las metas de la educacion, de la forma como los estudiantes
aprenden y de la forma como se debe ensefiar y utilizar la tecnologia, entre
otros (Ernest, 1989; Thompson, 1984). Por consiguiente, para iniciar el
proceso de cambio es necesario que el profesor tenga la oportunidad de
vivir experiencias que pongan en juego sus visiones acerca de estos temas
de tal forma que se produzcan conflictos que lo obliguen a cuestionarse
sobre su prictica (Perry et al., 1995). Esta btisqueda del propio cuestiona-
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miento es la que puede generar cambios en la forma como el profesor “ve”
su interaccién con los estudiantes en el proceso de construccién del conoci-
miento y en la aproximacién que €l tiene hacia la utilizacién de la tecnolo-
gia 'y a la mejora de su formacién matematica y didactica.

Los esquemas tradicionales de formacion de profesores encuentran difi-
cultades para crear los espacios en los que los profesores puedan poner en
juego sus visiones y cuestionarse acerca de su practica. La utilizacion de las
calculadoras gréficas es una oportunidad para resolver algunas de estas difi-
cultades. Quienes estdn a cargo de la formacion de los profesores pueden
aprovechar el hecho de que la calculadora gréfica le permite al estudiante
asumir un nuevo papel en el proceso de aprendizaje y, por lo tanto, ejerce
presion sobre el profesor en el proceso de ensefianza. Cuando el profesor se
encuentre dentro de un ambiente en el que estd dispuesto a experimentar y
a reflexionar sobre su préctica, las calculadoras grificas, al afectar el com-
portamiento de los estudiantes en el salén de clase, pueden aportar a la
generacion del conflicto y del cuestionamiento que se busca en el profesor
(Valero, 1996).

La utilizacién de las calculadoras graficas como medio para iniciar un
proceso de cambio es una responsabilidad que deben asumir los encargados
de la formacién de profesores y la comunidad de educacién matemadtica en
general. En este sentido, se debe aprovechar circunstancias de descentrali-
zacion curricular como las que se dan en Colombia en la actualidad, para
involucrar a profesores e investigadores en procesos de innovacién curricu-
lar que incluyan la utilizacién de las calculadoras gréficas. Por otra parte, se
debe iniciar un proceso de promocién de la tecnologia dentro de la socie-
dad y el sistema educativo como medio para dinamizar el proceso de cam-
bio a través de la formacién de los profesores. Finalmente, se deben revisar
y reformular los esquemas actuales de formacién de profesores para que
tengan en cuenta la necesidad de generar cuestionamiento en ellos y para
que aprovechen las oportunidades que ofrecen las nuevas tecnologias.

APORTE DE LOS PAISES DESARROLLADOS

Los paises desarrollados y, en particular, la comunidad internacional de
educacién matemadtica, pueden aportar a este proceso. Por un lado, se hace
necesario que la comunidad, partiendo de una visién amplia del curriculo
que incluya las cuestiones éticas y morales, reflexione sobre la forma como
las calculadoras graficas han tenido efectos en la educaciéon matemadtica de
los paises desarrollados, los problemas que se han encontrado, los errores
que se han cometido en su implantacion y las estrategias exitosas que se
han puesto en prictica. Esta experiencia debe adaptarse a las necesidades
de los paises en desarrollo, con el propdsito de aportar conocimiento que
sea 1til para estos paises. La comunidad debe también hacer una pausa en



70 PEDRO GOMEZ

esta veloz carrera tecnoldgica en la que no se ha terminado de experimentar
con un modelo de miquina, cuando aparece uno nuevo que ofrece nuevas
posibilidades y genera nuevos problemas de investigacién y experimenta-
cién. Basta con que una calculadora le permita ver al estudiante las graficas
de las funciones para que esta tecnologia pueda convertirse desde ahora en
un medio importante para la solucién de algunos de los problemas de la
educacion matemdtica de los paises en desarrollo. Dadas las condiciones
que se viven estos paises, lo importante no es que se utilice la tltima tecno-
logfa existente, sino que se introduzca la nueva tecnologia de manera plani-
ficada, sistemdtica y reflexiva. Por esta razdn, es necesario que la
comunidad internacional de educacién matematica le ofrezca a estos paises
de manera clara y concisa la informacion necesaria para iniciar el proceso.
En este sentido es importante que se hagan esfuerzos para adaptar algunos
de los materiales existentes y muchos de los esquemas de formacién de
profesores de tal forma que las comunidades de educaciéon matematica de
los paises en desarrollo tengan los recursos necesarios que les permitan ini-
ciar y consolidar el proceso de cambio.

CONCLUSIONES

La introduccion de las calculadoras gréficas ofrece grandes oportunidades
para el desarrollo de la educaciéon matemadtica en los paises en desarrollo.
Pero la nueva tecnologia no es la solucién magica a los problemas de la
ensefianza y el aprendizaje de las matematicas en estos paises. Esta tecno-
logfa puede apoyar el inicio de un proceso de reforma en todos los niveles
al favorecer el disefio y puesta en prictica de experiencias que ponen en
juego la visién tradicional de la ensefianza y el aprendizaje de las matema-
ticas y, por lo tanto, generar situaciones en las que los diversos actores se
cuestionen acerca de sus creencias y su conocimiento, iniciando asi un pro-
ceso de cambio dentro del sistema. Pero esta tecnologia genera también
riesgos. Debemos ser conscientes de ellos. Al reflexionar sobre el proceso
que ella ya ha vivido con la nueva tecnologia y al ofrecer estrategias para
su utilizacién que estén acordes con las necesidades de los paises en desa-
rrollo, la comunidad internacional de educacién matemética puede ayudar a
que se eviten los riesgos y se aprovechen las oportunidades.
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CAPITULO 7

MODELAJE MATEMATICO
CON CALCULADORAS GRAFICAS

FIONA GRANT Y JOHN SEARL

El Laboratorio Texas Instruments de Trabajo con Calculadora (CBL)
utilizado con calculadoras grdficas, permite al estudiante iniciarse en
el modelaje matemdtico a través de la resolucion de problemas con
datos generados en la clase. La transferencia fdcil de datos a la calcu-
ladora de cada estudiante permite que ellos trabajen a su propio ritmo
de manera independiente ya sea individualmente o en grupos peque-
fios. Las actividades generan oportunidades de discusion entre los mis-
mos alumnos o entre estos y el profesor; aiin mds, las actividades
pueden facilitar conexiones intercurriculares entre las matemdticas y
las ciencias ademds de proporcionar un medio para el desarrollo de
conceptos en los estudiantes y demostrar aplicaciones prdcticas de las
matemdticas. En este estudio se ha evaluado el uso del CBL en un
niimero de escuelas escocesas y se ha llegado a la conclusion de que
las actividades son ricas en conceptos matemdticos, que pueden ser
modificadas segiin la madurez matemdtica de los estudiantes y que
mejoran la calidad del aprendizaje.

INTRODUCCION

Las calculadoras se estdn volviendo mds sofisticadas, més accesibles y
menos costosas. Se han hecho muchas proclamaciones ambiciosas sobre
los beneficios de estas herramientas en la educacién matemadtica, pero no
debemos confiar en el entusiasmo, opiniones o ilusiones. Las matematicas
son un medio poderoso de comunicacién y pueden usarse para resolver
problemas, describir la realidad y evaluar afirmaciones. La experimenta-
cién, observacion y critica reflexiva nos informardn sobre el papel poten-
cial de la calculadora en estos aspectos de las matemadticas para que la
tecnologia pueda mejorar el ambiente de aprendizaje y ensefianza. En este
trabajo describiremos uno de una serie de trabajos a pequena escala que
comprendian el uso de calculadoras en escuelas escocesas.

El Laboratorio Texas Instruments de Trabajo con Calculadora (CBL) es
un instrumento portétil de baterias que sirve para recolectar datos. Al CBL
se le pueden conectar una variedad de sondas para que datos tales como la
temperatura, intensidad de la luz, niveles de sonido y distancia puedan ser
recolectados y luego enviados a una calculadora grafica para su andlisis. El

P. GOMEZ & B. WAITS (EDS.). PAPEL DE LAS CALCULADORAS EN EL SALON DE CLASE, 75-91
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equipo permite a los estudiantes iniciarse en el modelaje matemético a tra-
vés de la resolucion de problemas con datos reales.

Este estudio ha evaluado el uso del CBL en un nimero de escuelas
escocesas de secundaria, entre 1995 y 1996. El proyecto abarcé 12 escuelas
y 530 estudiantes de la regiéon de Lothia. Las actividades fueron realizadas
con grupos completos de estudiantes de 13 + (S2) a 17 + (S6) afos de edad,
en clases de tamafios que variaban entre 8 y 30. Las observaciones de clase,
los informes y la discusién con los profesores proporcionaron informacion
acerca de los resultados que sirvieron para el desarrollo y la modificacién
de las actividades.

Las actividades requerian que los alumnos recolectaran y analizaran
datos con la ayuda de una calculadora grafica TI-82. La transferencia fécil
de datos a la calculadora de cada estudiante, a través del cable de conexion,
permite que ellos trabajen a su propio ritmo de manera independiente ya
sea individualmente o en grupos pequefios. Adicionalmente, el uso de un
proyector y una pantalla permite ver a toda la clase e integrar grupos gran-
des.

GRAFICOS DE DISTANCIA-TIEMPO
GENERADOS POR LOS ESTUDIANTES

El detector ultrasénico de movimiento registra la distancia de un objeto o
persona, en un rango de 0.5m. a 6m. Los estudiantes se mueven frente al
sensor para crear graficos propios de distancia-tiempo que se reproducen en
la pantalla al mismo tiempo que la persona camina.

Sensor de

=5 movimiento
=T
== —
» -
—
éﬁ» -
— - Caminante

Figura 1.
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Los estudiantes describen el grafico y relacionan su forma con la velo-
cidad y direccion del movimiento. La discusién sobre las diferentes formas
de los gréficos (rectos, parabdlicos, discontinuos, etc.) y si todos los grafi-
cos son posibles, anima a los estudiantes a verbalizar sus ideas. jLos puntos
fijos adquieren un verdadero significado!

La calculadora puede generar graficos de linea recta para que los estu-
diantes los imiten con una caminata. Los estudiantes analizan los grificos
para las distancias de partida y de llegada, la velocidad y la direccién.

A DIST(V)
o

Figura 2.

Estas actividades son relevantes ya que son personales y por lo tanto
poseen sentido. Hemos encontrado que las actividades no sélo resultan
entretenidas, sino que ademdas pueden proporcionar a estudiantes de todos
los niveles una mejor comprension intuitiva de los graficos de distancia-
tiempo. La disposicién inmediata de informacién sobre los resultados y la
posibilidad de experimentar y progresar, fomentan la discusién y critica
constructiva entre compafieros. A menudo los estudiantes son bastante
sagaces para poner a prueba sus propias preguntas. Por ejemplo, ;cOmo se
veria el grafico de alguien abriendo la puerta? ; Habria dos lineas separadas,
si dos personas caminaran frente al sensor?

Hemos observado que los estudiantes tienen preconcepciones que pue-
den ser puestas en tela de juicio, lo que lleva a una adaptacion cognitiva a
través de la acomodacion de la experiencia nueva en los esquemas existen-
tes (Skemp, 1986). Algunas investigaciones han mostrado que los alumnos
a menudo interpretan un gréfico de distancia-tiempo como un dibujo del
movimiento en el plano vertical y no como la relacién entre dos variables
(Kerslake, 1981). Brasell (1987) compar6 la efectividad de los graficos de
tiempo real y tiempo retardado. Ella encontré que un retraso, incluso de
s6lo unos 20-30 segundos entre el movimiento y la imagen, reducia el pro-
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greso en la comprensién de los estudiantes de los gréificos de distancia-
tiempo. “Los graficos de tiempo real permiten a los estudiantes procesar la
informacién del evento y el grafico de manera simultdnea en vez de secuen-
cial” (Brasell, 1987, p. 386) hecho que, impone menos esfuerzo a la memo-
ria de corto plazo. Nuestras observaciones sustentan la concepcién de
Brasell segtin la cual el aspecto dindmico de los graficos de tiempo real
puede motivar a los estudiantes a enfocarse en las caracteristicas claves del
gréfico, tales como cambios de velocidad y direccion.

Cuando los alumnos discuten y producen graficos, el profesor logra
penetrar un poco mas y ver el nivel de comprensién en que se encuentran
sus estudiantes. Es asi como hemos observado el desarrollo y cambio de los
conceptos de los estudiantes a través de los procesos de descripcion, pre-
diccién y evaluacién. Por ejemplo, la viabilidad de los gréficos en la
figura 3 ha generado discusiones interesantes.

A Distancia (m) ADistancia (m)
4 mn 6 o=
3me PR
2
2
1 =
i — 1 1 } L 8
2 Tiempo (s) 4 ! Tien?po (s)!
(a) ()
Figura 3.

Para el gréfico (a) los estudiantes sugirieron que se trataba de alguien cami-
nando en curva y volviendo al punto de partida. Este es un ejemplo de su
concepcion del grafico de distancia-tiempo como un dibujo del movi-
miento. Otra sugerencia es que se trata de dos personas caminando al
mismo tiempo. Al evaluar todas sus predicciones, los estudiantes encontra-
ron por ellos mismos que el grafico no es posible y luego justificaron su
conclusion con comentarios como:

no es posible viajar de vuelta en el tiempo

el sensor no puede registrar las distancias de dos personas
simultdneamente

En el gréfico (b), las lineas horizontales no causaron ningiin problema, pero
muchos alumnos estaban convencidos de que podian producir una linea ver-
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tical. Algunas sugerencias incluyeron saltos, alguien corriendo muy rapido
o una linea de personas que se mueven fuera del alcance del rayo por turnos.
De nuevo, al evaluar sus ideas, los estudiantes descubrieron que, a mayor
velocidad, mayor inclinacién del gradiente. Como un objeto no puede viajar
una distancia finita en tiempo cero, la mayoria de los estudiantes se dieron
cuenta de que una linea vertical era imposible. Ofrecieron explicaciones
como

uno no puede recorrer una distancia sin que esto
le tome algiin tiempo

uno no puede estar en todos los lugares de la linea vertical
(jsi!) al mismo tiempo.

Algunos alumnos, sin embargo, se resistian a cambiar su arraigada concep-
cién y ofrecian justificaciones como

seria posible, si se pudiera viajar lo suficientemente rdpido.

Luego de la verbalizacion en clase, los estudiantes expresan sus ideas en for-
ma escrita, lo cual los anim¢ a aclarar sus pensamientos. Este informe escri-
to le da al profesor un mejor conocimiento de lo que cada estudiantes piensa,
cosa que no es siempre posible en discusiones dentro de grupos grandes. En
el debate sobre un grafico parabdlico descubrimos, por ejemplo, que muchos
estudiantes hacen observaciones verbales sobre el cambio de velocidad,
pero en las descripciones escritas siguen escribiendo que uno se mueve a una
velocidad constante, desacelerando sélo para cambiar de direccién. Parece
que muchos estudiantes ven la pardbola como dos lineas rectas unidas por
un arco y no como una curva con un cambio continuo de gradiente.

/N

Figura 4.

Para los estudiantes que normalmente no se desempefian muy bien en las
matematicas escritas, la participacion en las actividades con gréficos de dis-
tancia-tiempo suministr6 la oportunidad de tener €xito en las matematicas.
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Estas actividades y tareas que los estudiantes se encuentran durante una
lecciéon de matemadticas, influyen en su actitud hacia la materia. Algunos
profesores comentaban cudn sorprendidos estaban de ver a alumnos, que
generalmente experimentaban una gran dificultad, tomar parte de manera
tan exitosa en estas actividades. Los profesores también mencionaron la
capacidad de contribucién de las actividades a la confianza y motivacién de
los estudiantes.

En las actividades de introduccién a los graficos de distancia-tiempo,
las interpretaciones son principalmente cualitativas. El grifico puede, sin
embargo, ser analizado mds cuantitativamente en términos de velocidad y
proporcién de cambio, lo que permite la comprension de conceptos de cél-
culo. Se pueden realizar estimaciones de velocidad al buscar el gradiente de
una cuerda y llevar a los estudiantes a observar que esto es constante para
una linea recta y varfa para una curva. Esto lleva a una discusién sobre gra-
dientes positivos y negativos, asi como sobre gradientes infinitos y gradien-
tes cero. Otra actividad permite la comparacién entre los grificos de
distancia-tiempo y de velocidad-tiempo de una caminata al frente del sen-
sor.

Los estudiantes encuentran un valor aproximado para el drea bajo el
gréfico de velocidad-tiempo, al sumar las dreas de los rectdngulos, y rela-
cionar esto con la distancia recorrida.

A

AT T

Figura 5.

INTENSIDAD DE LA LUZ

La sonda de luz registra la intensidad de una fuente de luz a diferentes dis-
tancias. Un bombillo de luz ordinario o la lampara de una bicicleta pueden
servir muy bien.
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Figura 6.

Desde la fuente de luz, O, la luz irradia sobre la superficie de la esfera. El
drea iluminada estd dada por a = 47r2. La intensidad de la luz, I, es la can-
tidad de luz por unidad de area, W es la potencia de la fuente de luz y r es el
radio de la esfera.

=W _ W
A 4pe?2
En consecuencia, la intensidad de la luz es inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia.

k
[==
7‘2

donde k es la constante de proporcionalidad dependiente de la fuente de
luz.

Esta demostracion préctica de variacion inversa es un ejemplo donde el
modelo matemdtico es bastante mas facil de construir para los estudiantes
por si mismos. Los alumnos encuentran un valor para k y consideran que el
modelo tedrico también se ajusta a los datos experimentales. El método
empleado para encontrar el valor de k dependerd de la madurez matemadtica
de los estudiantes. Estudiantes S4 han utilizado el método de ensayo y pro-
greso al considerar algunos datos mientras que estudiantes mayores han
utilizado un método de ajuste de raiz minima.
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Intensidad de la luz m W/m?
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Figura 7.
ONDAS DE SONIDO

El micréfono registra el sonido de un diapasén vibrando, un instrumento
musical o una voz humana. Los estudiantes pueden aplicar su comprensién
de periodicidad, amplitud, cambio de fase y medida de radianes para mode-
lar la onda de sonido por medio de un sinusoide. Ellos pueden comparar
diferentes instrumentos musicales y ver los fendmenos de pulsaciones y
armonicos.

Nos hemos dado cuenta de que los estudiantes disfrutan al ver la onda
de sonido de una nota que ellos han producido por si mismos y parecen
motivarse a modelar sus “propios” datos. Debido a que los coeficientes
involucrados no son enteros pequefios, a diferencia de las mayoria de pre-
guntas de los textos, los estudiantes no pueden “adivinar” facilmente sus
valores. En el proceso de ajustar el grafico a los datos, los alumnos desarro-
Ilan una comprension intuitiva de cémo los coeficientes afectan el gréfico.
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Diapasén

icréfono

Figure 8.

Sonido

Tiempo (S)

Figura 9.

PELOTA QUE REBOTA

Una pelota rebota bajo el sensor de movimiento y aparece un grafico de
distancia-tiempo.

jEsta actividad es rica en matematicas, aunque a veces la recoleccién
adecuada de datos resulte problematica! Los estudiantes pueden analizar
varios aspectos de los datos como los rebotes individuales, la altura de los
rebotes o el nimero de rebotes.

Los estudiantes usan el botén TRACE para leer las coordenadas de las
alturas de rebote del grafico. Alternativamente, al usar las listas de datos,
estudiantes mds avanzados calculan la altura mdxima de cada rebote al
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considerar los tres puntos alrededor del mdximo y adecuar una ecuacién
cuadrdtica por medio de estos puntos. Al calcular los radios de las alturas y

Altura (pies)
15 |
1k
05 |
0 1 1 1
1 2 3 Tiempo(s)

Figura 10.

verbalizar este ejemplo de una secuencia geométrica. Los comentarios de
los alumnos en S4, que todavia no conocian el término “secuencia geomé-
trica”, pero que habfan encontrado un radio comtn de aproximadamente
0.87, incluian:

La pelota rebota a 87% de la altura anterior
La siguiente altura es 0.87 de la anterior

Si se arroja la pelota desde Im, ésta deberia rebotar a una altura de
87 cm

Esta comprensién de la situacion fisica, les permitié construir una ecuacién
exponencial. Los estudiantes trazan las alturas de los rebotes individuales y
usan la informacion sobre la primera altura y el radio de rebote para ajustar
una curva exponencial por medio de los puntos.

Altura (pies)

y = 1.45%0.87

05 1

0 | | | | | | |

1 2 3 4 5 6 7
Numero de rebotes

Figure 11.



MODELAJE MATEMATICO CON CALCULADORAS GRAFICAS 85

El tiempo entre cada rebote también forma una secuencia geométrica que
puede ser analizada en una manera similar al procedimiento de modelacién
anterior. Esta idea puede desarrollarse al sumar una serie geométrica para
mostrar que, aunque tedricamente hay un nimero infinito de rebotes, la pe-
lota se detiene en una cantidad de tiempo finita.

Los estudiantes trazan los datos de un rebote. Esto forma una seccién
parabdlica en el tiempo. Luego, emplean la forma de vértice de la ecuacidn
cuadrdtica, y = a(x—p)2+¢q,y las coordenadas del punto critico para
encontrar una ecuacion que se adapte a los datos experimentales. Ellos esti-
man y perfeccionan un valor para a. Durante este proceso hemos observado
a muchos estudiantes que comienzan con un valor positivo de a, descubren
que debe ser negativo y entonces son capaces de decir por qué. La res-
puesta inmediata en la pantalla de la calculadora parece motivar a los alum-
nos a perseverar sin acudir a la ayuda del profesor. Finalmente, el modelo
se superpone a los datos originales.

Altura (pies) y= —17(x—0.965)2+1 26 Altura (pies)

Tiempo (S)

Figura 12.

ENFRIAMIENTO DEL AGUA

Se introduce la sonda de temperatura en agua caliente. Se deja la sonda en
el agua para medir la temperatura a medida que el liquido se enfria. Para
obtener un tiempo de recoleccién de datos més corto, luego de haber intro-
ducido la sonda en el agua, se puede colocar en agua a temperatura
ambiente o sostenerla en el aire para que se enftrie.

Los estudiantes modelan los datos experimentales en este ejemplo de
disminucién exponencial en el que ellos pueden comparar el efecto aislante
de los diferentes recipientes y relacionar sus resultados con la ley de
Newton del enfriamiento. Como variacidn, la sonda también se puede
poner en un recipiente con agua congelada.
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Sonda de temperatura

taza de

calculadora TI- 82 agua

umdad CBL

Figure 13.

Esta actividad no ha sido tan usada como las otras mencionadas en este tra-
bajo. Esto se debe a que las funciones exponenciales y logaritmicas tienden
a ser ensefiadas hacia el final de los cursos mas avanzados y, por lo tanto, no
se les considerd tan importantes para los alumnos como las otras activida-
des, en el momento de la realizacion del proyecto.

Temperatura °C

Datos originales mds grafico
y = ab*+c

Datos originales a
temperatura ambiente (°C)

Tiempo (mins)

Figura 14.

DISCUSION

En todas estas actividades el manejo del ambiente de aprendizaje es res-
ponsabilidad del profesor. El decide cudndo usar la actividad, ya sea como
una introduccién a un tema, como aplicacidn, o como consolidacion de la
teoria del libro. También decide si la recoleccion de datos sera realizada en
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grupos pequeflos o por toda la clase. Hemos descubierto que es posible
para un grupo de estudiantes realizar el experimento frente a toda la clase,
utilizando una calculadora OHP y una pantalla para que todos puedan ver
los datos experimentales. Esto facilita la discusién en clase antes de que los
datos sean transferidos a las calculadoras y mantiene a todos los alumnos
involucrados. Alternativamente, cada grupo de alumnos podria recolectar
su propio conjunto de datos. Por ejemplo, con una clase de 8 estudiantes,
cada pareja realiz6 el experimento del sonido con una nota musical que
tocaba o un sonido que producian ellos mismos. Cuando los datos tienen un
valor personal para los alumnos, ellos tienen un problema matemadtico
genuino para resolver, no un pseudo-problema impuesto por el profesor o
el libro. jEsto suministra motivacion y recompensa intrinseca para los estu-
diantes y ayuda a hacer divertidas las matemdticas! También ayuda a
demostrar que las matemadticas no son exclusivamente una materia encua-
dernada en libros, sino que tienen una relacién con el mundo real.

El profesor también decide qué tanto apoyo inicial e instrucciones debe
dar a los alumnos. Esto podria incluir el suministro de hojas de registro o
de guias para usar las funciones de la calculadora gréfica, o la tarea podria
dejarse completamente abierta para que los estudiantes la exploren. Asi se
genera la diferenciacion dentro de la clase. Es importante que esta diferen-
ciacién sea “determinada en gran medida por las habilidades de los alum-
nos y sus logros dentro de la actividad misma y no sea predeterminada por
el profesor” (DES, 1985, p. 27).

La mayoria de los estudiantes en S5 o S6 habian usado calculadoras
graficas. Normalmente la Casio fx-7000G en vez de la Texas Instruments,
ya que éste era el modelo mds cominmente encontrado en las escuelas de
Lothia en el momento de la realizacién del proyecto. Una clase S4 ya tenia
experiencia con la TI-82, pero normalmente los estudiantes en S4 no tienen
experiencia con ninguna calculadora grafica. Aquellos con experiencia con
un modelo diferente, se adaptaron rdpidamente a la TI-82. Los que no
tenian experiencia de ninguna clase, necesitaron mds tiempo para familiari-
zarse con algunas de la capacidades como el uso de la tecla TRACE para
escoger puntos de un grafico o como trazar un grafico de dos listas de
datos. jLos profesores también necesitan tiempo para familiarizarse con la
calculadora, para sentirse confiados al usarlas en la clase y para estar en
capacidad de enfrentar problemas como la “desaparicion” de graficos
cuando un StatPlot es desconectado accidentalmente! Inclusive si los datos
no pueden ser recuperados, es facil transferirlos de otra calculadora.

La falta de familiaridad con la calculadora puede llevar a veces a que la
concentracién requerida para “presionar el botén indicado” opaque las
matematicas. Unos pocos estudiantes mostraron falta de confianza en el uso
de las calculadoras. Esto se evidenciaba en su timidez y por comentarios
como “siempre sale mal cuando yo la toco” cada vez que algo inesperado
aparecia en la pantalla. Por el contrario, algunos alumnos (sobre todo
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nifios) eran tan hébiles para explorar las capacidades de la calculadora que
presionaban las teclas al azar sin detenerse a pensar en las matemadticas del
ejercicio.

Las actividades proporcionaron oportunidades de discusién entre los
mismos alumnos o entre ellos y el profesor (Cockcroft, 1982). Los estu-
diantes hicieron sus propias preguntas y buscaron aspectos que les interesa-
ron; expresaron sus propias ideas, formularon sus propias hipétesis y las
evaluaron segun la evidencia experimental; trataron de adaptar los resulta-
dos experimentales al modelo tedrico y trataron de explicar cualquier dife-
rencia. Desde un punto de vista constructivista del aprendizaje, el
conocimiento lo construye el individuo; no se recibe de manera pasiva de
una fuente externa, a menudo el profesor (von Glaserfeld, 1990). En tanto
que el individuo es quien realiza la construccion, la interaccién social con
otros (el profesor y los compaiieros) y el conocimiento y experiencias a
priori son también factores que influyen en el proceso de desarrollo de con-
ceptos del estudiante. “La elaboracién de matemadticas por parte del estu-
diante inclufa darle sentido a lo dicho por el profesor tanto como darle
sentido a sus propios descubrimientos” (Jaworski, 1994, p. 85).

El profesor proporciona actividades a las cuales los estudiantes llegan
con su propio nivel de comprensién y es a través de la interaccién con los
alumnos que el profesor puede tantear la situacion de estos niveles de com-
prensién. El perfeccionamiento de la comprensién es un proceso dindmico
de reorganizacidn (Pirie y Kieran, 1992). Por eso, en vez de planear y apli-
car rigidamente una secuencia de enseflanza planeada, el profesor “debe
revaluar constantemente el aprendizaje a medida que éste evoluciona den-
tro de la clase” (Pirie y Kieran, 1992). Es poco probable que las actividades
de recoleccién de datos produzcan exactamente los mismos resultados, si
se repiten. Ademads, los estudiantes contribuyen con sus propias ideas a los
experimentos y al proceso de modelaje. Este aspecto “no-duplicable” de
una actividad préctica le da la novedad que puede faltarle a una exposicién
mds conocida, a menudo repetida. El profesor aborda la actividad “como si
fuera” diferente y todos obtienen informaciéon nueva de ella. El puede
poner en duda creencias que no corresponden a la concepcién general y tra-
tar de guiar a los estudiantes hacia una comprensién mds profunda. Estas
actividades, entonces, también tienen una funcién de diagndstico, tanto en
la discusién oral como en los informes escritos de los estudiantes. “Debido
a que la compresion es un estado mental interno que debe alcanzarse de
manera individual por cada estudiante, no puede observarse directamente
por el profesor [...] Se puede obtener, durante la discusién, una indicacién
mucho mejor del nivel de comprensiéon que existe por medio de trabajo
préctico adecuado a través de actividades mds generales de resolucién de
problemas” (Cockcroft, p. 232).

Muchas de las actividades CBL son de uso apropiado en muchas mate-
rias ademds de las matemadticas, como en las ciencias bioldgicas y fisicas,
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agricultura, medicina, musica y estadistica. Las interconexiones curricula-
res se facilitan aun cuando el enfoque puede ser diferente en las diferentes
materias. El uso de esta tecnologia personal e independiente permite la rea-
lizacién de proyectos de trabajo de curso, individualmente o en pequefios
grupos y la creacién de horarios de estudio flexibles.

Una fuente eléctrica no es necesaria, a no ser que se utilice la OHP. Esto
quiere decir que los datos pueden ser recolectados fuera de la escuela en
lugares sin electricidad, como dreas rurales o paises en via de desarrollo.
Las impresiones de los graficos, las listas de datos y programas pueden
obtenerse por conexion por cable. Ademas los estudiantes pueden conser-
var una copia de sus datos y grabarlos en disquetes para su posterior andli-
sis. Sin embargo, no es necesario el acceso inmediato a un computador. Lo
anterior resulta util para un departamento de matematicas que no posea un
computador pero pueda acceder a €l en otro lugar y para las escuelas rura-
les de los paises en desarrollo, en donde el computador mds préximo puede
estar en la capital o en la ciudad més cercana.

Las actividades practicas han sido altamente recomendadas (Crokcroft,
1982, DES, 1985) pero rara vez se llevan a cabo en el salén de matematicas
de secundaria. “Existe una tendencia a minimizar la importancia del [...]
trabajo practico a finales de la primera etapa y durante la segunda. Sin la
suficiente experiencia practica, los estudiantes no estdn en capacidad de
relacionar los conceptos matemadticos abstractos con ninguna forma de rea-
lidad. Todos los estudiantes se benefician del trabajo practico adecuado sin
importar su edad o habilidad” (DES, 1985, p. 39).

Esta carencia de trabajo préctico se debe en parte al tiempo requerido
para instalar los aparatos y para realizar la actividad. Ademds, normalmente
los datos experimentales no son claros y precisos como una pregunta de
texto. Por eso, se deben tener en cuenta los errores y los grados de exactitud
perceptibles. A menudo los profesores no estan seguros de los beneficios de
las actividades practicas porque ya no se sienten en control de lo que los
estudiantes aprenderan y, entonces, prefieren no correr el riesgo de “desper-
diciar” su tiempo de ensefianza. Los curriculos se ven sobrecargados de
contenido. Los profesores, de secundaria especialmente, se sienten bajo
presion por los procedimientos de evaluacién y en muchos paises por eva-
luaciones externas. Muchos no se sienten a gusto al usar la nueva tecnolo-
gfa en la clase. Las actividades practicas y la modulacién pueden, por todo
lo anterior, ser consideradas como una distraccion de lo que se cree es la
tarea principal: asegurar que los estudiantes pasen los exdmenes. La forma-
cién de los profesores a través de cursos de introduccion y para profesores
en servicio es importante ya que los profesores necesitan tiempo para eva-
luar y examinar sus creencias acerca de las matemadticas. Las convicciones
personales afectan el comportamiento en clase (Ahmed, 1987). El reporte
Cockcroft (1982, para 234) recomendaba siete elementos que deberian ser
incluidos en las lecciones de matematicas:
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e explicacién del profesor
e discusion entre alumnos y entre estos y el profesor
* trabajo practico apropiado

* consolidacién y préctica de las habilidades y rutinas fundamen-
tales

¢ resolucién de problemas, incluyendo la aplicacion de las mate-
mdticas a situaciones de cada dia

* trabajo de investigacion.

Las actividades aqui descritas contribuyen a proporcionar un ambiente de
aprendizaje apropiado para todos los estudiantes. Ademas, ayudan al desa-
rrollo de conceptos al dar a los estudiantes oportunidades para discutir, cam-
biar concepciones erréneas, negociar ideas y construir su propia
comprension dentro de una atmdsfera relajada. El enfoque no estd en los
procedimientos algoritmicos, sino en la interpretacion grafica y desarrollo
de modelos matemadticos en contextos reales.

El estudio demostré que las actividades son ricas en conceptos matema-
ticos, que pueden ser modificadas segin la madurez matemadtica de los
estudiantes y que, cuando se usan apropiadamente, mejoran la calidad del
aprendizaje.
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CAPITULO 8

TECNOLOGIA DE APOYO Y MATEMATICAS:
HACIA LA ASOCIACION INTELIGENTE

PETER JONES

La marcha del cambio tecnoldgico es tan grande, que probablemente
cualquier intento por enfocarnos en una tecnologia particular y su
posible impacto en la ensefianza y aprendizaje de un tema matemdtico
especifico resulte ser de un valor efimero. Cada dia emerge una ver-
sion nueva y mds sofisticada que supera a la tecnologia existente en el
momento. ;Como podemos progresar en una situacion tan voldtil?
Una manera, es tratar de poner el problema en una perspectiva mds
amplia al reconocer que siempre hemos usado algiin tipo de tecnologia
para apoyar la actividad matemdtica en el salon de clase y para com-
prender lo que esto significa en el pasado y cudles son las implicacio-
nes para el futuro.

UNA REFLEXION SOBRE EL PAPEL DE
LA TECNOLOGIA EN EL PASADO

Si en la época anterior a las calculadoras se pedia multiplicar doscientos
treinta y cuatro por trescientos cuarenta y seis, la mayoria de los estudian-
tes habrian conseguido papel y ldpiz (o tiza y pizarrén). En un principio,
para anotar los dos nimeros, muy probablemente en la forma de 234 x 346,
y en segundo lugar, para anotar los pasos del extenso algoritmo de multipli-
cacioén de una manera similar a la que se muestra aqui abajo:

234
346
1404
936
702
80964

El papel y el ldpiz, como métodos de registro, y el extenso algoritmo de mul-
tiplicacién, como herramienta para reducir la multiplicacion larga a una se-
cuencia de multiplicaciones y sumas de un solo digito, son tipos de
tecnologia que la mayoria de los estudiantes necesitdbamos en la era previa
a las calculadoras para multiplicar con precisiéon y confiabilidad nimeros de
varios digitos. Si los nlimeros a ser multiplicados involucraban decimales,
por ejemplo, 2.34 x 0.0345 el algoritmo de multiplicacién se hacia mucho

P. GOMEZ & B. WAITS (EDS.). PAPEL DE LAS CALCULADORAS EN EL SALON DE CLASE, 93-101
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mds dificil de realizar y era normal recurrir a otro tipo de tecnologia, las ta-
blas de logaritmos, para facilitar la tarea. Las tablas de logaritmos permitian
la transformacién de productos complejos en sumas menos complejas que
podian ser resueltas sistemédticamente con la ayuda de ldpiz y papel, como se
muestra en la figura 1.

N° Log
234 0.3692
0.0346 1.4609
0.08096 1.0917
Figura 1.

Hasta los afios setenta, ésta era la unica tecnologia de computacién al
alcance de los estudiantes; de alli, su gran importancia en ciertas areas del
curriculo de matematicas. Esta importancia se aprecia en el siguiente ejem-
plo basado en la solucién dada en el texto de los sesenta, que se muestra en
la figura 2 (Rose, 1964).

Ejemplos del uso de la Regla de Seno
Ejemplo 14. - Resuelva el A ABC completamente cuando ¢ = 1916 ft., b =
1748 ft.y C =59° . [Este tridngulo estd dibujado en la Figura 137].

senB _ senC

Para encontrar B—

b c
y por lo tanto— senB = b S‘SCHC

Tomando todos los logaritmos—
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logsenB =1log1748 + logsen59° —log 1916
= 3.2425 + 1.9331 - 3.2823
= 1.8933 = logsen51°28'

~B = 51°28'
Entonces —A = 180° — (59° + 51°28")
= 69°32'

Figura 2. llustracion del uso de seno basada en una solucion
dada en un texto de los sesenta

Como consecuencia, en esa época, en los cursos de matematicas de los pri-
meros afios de secundaria, se empleaba una gran cantidad de tiempo y ener-
gia en ensefiar a los estudiantes a ser habiles en la realizacién de cémputos
con logaritmos. Desafortunadamente, como estas destrezas no se emplea-
ban sino hasta mucho después en la escuela, y por el tiempo y energia que
los estudiantes necesitaban para realizarlas, muchos profesores las conside-
raron como una parte significativa de las matemadticas de la época, y no
como una habilidad necesaria debido a la dependencia de las matematicas
del 14piz y el papel.

Una vez que la calculadora electrénica se hizo comiin en el salén de
clase, se acabd la necesidad de tablas de logaritmos para hacer computos.
Aun asi, en un taller para profesores sobre el uso de las primeras calculado-
ras cientificas a comienzos de los setenta (Barling, 1995), una de las razo-
nes que se daba a los profesores para introducir la calculadora en sus clases
era que ésta evitarfa la necesidad de poseer tablas de logaritmos. jSe afir-
maba que la calculadora podria ser empleada para generar los logaritmos,
hacer las adiciones y luego tomar los antilogaritmos para obtener la res-
puesta requerida!

(Por qué pasan cosas como ésta? En parte se debe a una falta de recono-
cimiento generalizada de que las matematicas, como toda actividad intelec-
tual humana, siempre estdn moldeadas por la tecnologia existente, pero
que, con el tiempo, la tecnologia “llega a formar parte de nuestro cons-
ciente de una manera tan profunda, que no nos percatamos de su presencia”
(Pea, 1993, p. 53). El resultado es que, efectivamente, la tecnologia se hace
“invisible”, mientras que las actividades que genera pueden llegar a ser
consideradas como actividades matemdticas por s{ mismas, por ejemplo, la
realizacion de cdlculos por medio de logaritmos. Por lo tanto, cuando se
introduce un nuevo elemento tecnolégico, como la calculadora electrénica,
es normal que se le promueva como un medio de “intensificar” la ense-
fanza de tales actividades, a pesar de que la tecnologia en si ha sido dise-
fada para eliminar la necesidad de tales célculos. La ironfa de usar un
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elemento tecnolégico como la calculadora para ayudar a hacer célculos con
logaritmos no debe pasar inadvertida.

Por ejemplo, digamos que queremos calcular la longitud del arco de una
curva y = Inx entre x = land x = /3. La solucién en la figura 3 estd
basada en una solucién de un texto de célculo tipico (Grossman, 1977).

SOLUCION. Dadof' (x) = ch tal que

B +1

sz.’.l\/3\1+xlzdx=-[1 B dx-

Sea u = tan® tal que

_ [w3secO sec20,, _ [w3_ secO(l + tan’6)
§= J.zt/4 tan 0 6 = jn’/4 tan 6 a0

_ (w3 secO ) _ n/S_( 1 0089 )J
_'[”/4(tan9+secetan0 do = L/f —— 22 et tand 10

= J.”f (csc B + sech tanf)d 6
/4

(=1In (csc O+ coth) + secO) \”/3

- {[ ln(7+7)+2}[ In(2+1) + 421}

In(J2+1) —InJ3+2- 2 = In (ﬁﬁl)w—ﬁ

Figura 3. Biisqueda de la longitud del arco de la curva
y=Inxentrex =1yx = 3, basada en una solucién
de un texto de cdlculo tipico (Grossman, 1977)

Al mirar esta solucién, vemos que guarda una similitud peligrosa con la
solucién al problema de la regla de seno dada en el texto de los sesenta. Pri-
mero, se utiliza un conocimiento tedrico para exponer la solucién del pro-
blema con ldpiz y papel. En el caso de la aplicacion de la regla de seno esto
resulta en una expresién aritmética compleja que luego se evalia con la
ayuda de tablas de logaritmos. En el problema de la longitud del arco la
solucién estd expresada en la forma de una integral definida que se evalda
luego mediante una substitucién apropiada y manipulacién algebraica para
permitir la transformacién de la integral original en forma estdndar. Los
resultados de la manipulacién se anotan con ldpiz y papel y, presumible-
mente, al final se usa una tabla de integrales estdndares para ayudar a eva-
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luar las integrales que dieron como resultado. De la figura 3 podemos
obtener que la longitud del arco es

m(d§+1)+2_dﬁzza9nsym&
NG

Sin embargo, si tenemos acceso a una calculadora gréfica como la TI-83,
podemos utilizar la capacidad de integracion numérica para obtener la
misma respuesta (vea la figura 4).

FRInL T I+ me aa
a1 L0502
- 172338283

Figura 4. Utilizacion de una TI-83 para evaluar
la integral para obtener la longitud del arco

Para la mayoria de los que aprendimos el cdlculo como una actividad de 14-
piz y papel seria dificil aceptar que los pasos involucrados en la evaluacién
de una integral definida en el problema de la longitud del arco no constitu-
yen matematicas utiles. Empero, si el propésito real de la actividad era eva-
luar la longitud del arco, entonces, el proceso como un todo puede no tener
mds valor intelectual para la mayoria de los estudiantes que el dominio de
un conjunto de habilidades necesarias para realizar cédlculos aritméticos
complejos con tablas de logaritmos.

Asi como la calculadora electrénica fue disefiada para evitar a los seres
humanos la necesidad de realizar cdlculos aritméticos complejos a mano, la
calculadora grafica con capacidad de integraciéon numérica fue disefiada
para evitar a los seres humanos la necesidad de, entre otras cosas, evaluar
integrales definidas complejas. Esto representa un desafio para aquellos de
nosotros que no conocieron otra tecnologia de apoyo a las actividades de
célculo que el lapiz, el papel y, posiblemente, las tablas de férmulas estin-
dares. Nosotros debiamos manejar a la perfeccién los métodos de integra-
cion para resolver los problemas mds avanzados, tal y como los estudiantes
en el pasado tenian que ser expertos en el computo con logaritmos. De este
modo, vemos que la tecnologia al alcance es un determinante primordial
del tipo de matemadticas que realizamos en clase y de cémo las realizamos,
tanto en el presente como en el pasado. Entonces ;qué hay de diferente
ahora?
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Para analizar esto, a un nivel que nos permita progresar, necesitamos reco-
nocer que la tecnologia que hemos usado para apoyar la enseflanza y el
aprendizaje de matemadticas en el salén de clase, tanto ahora como en el
pasado, puede ser considerada como “inteligente” ya que puede “llevar a
cabo procesos cognitivos significativos en favor del usuario” (Salamon,
Perkins & Globerson, 1991, p. 3). Inclusive el papel y el 14piz, cuando se
emplean para apoyar la actividad matemadtica, pueden ser considerados
como tecnologia inteligente. Por ejemplo, cuando se llevan a cabo manipu-
laciones algebraicas mediante el uso de papel y ldpiz, anotamos los resulta-
dos de los pasos intermedios, para no tener que conservar estos resultados
en nuestra memoria activa, al mismo tiempo que llevamos a cabo los pro-
ceso mentales involucrados en la manipulacion. Por esto, el papel y el lapiz
pueden ser vistos como inteligentes ya que los usamos para distribuir la
carga cognitiva cuando realizamos manipulaciones algebraicas. De manera
similar, el uso de una tabla de integrales estdndar distribuye la carga cogni-
tiva de evaluar una integral compleja, al reducir la cantidad de informacién
que necesitamos mantener en la memoria activa o recuperar de la memoria
a largo plazo, mientras que realizamos los pasos intermedios del proceso.

Si la vieja tecnologia del 14piz y el papel puede ser considerada inteli-
gente, ;qué la diferencia, entonces, de la nueva tecnologia informaética inte-
ligente? Mientras que la vieja tecnologia podia distribuir la carga cognitiva
al actuar como instrumento de almacenamiento, la tecnologia informadtica
no sélo almacena informacién sino que ademads posee la capacidad adicio-
nal de procesar bastante de esa informacién con un minimo de gasto de
energia por parte del usuario. Por ejemplo, una calculadora grafica con
capacidades simbdlicas de procesamiento puede almacenar una expresion
algebraica; pero luego, cuando se le ordene, puede también realizar una
variedad de procesos algebraicos del tipo que hubiera requerido un
esfuerzo mental considerable de nuestra parte, si estuviésemos trabajando
con lapiz y papel solamente. La habilidad de la tecnologia informaética de
almacenar y procesar la informacién matemadtica, aumenta de manera signi-
ficativa la posibilidad de compartir la carga intelectual con el usuario. Sin
embargo, esta tecnologia no puede planear, modelar, sintetizar, interpretar,
etc. En el presente estas son actividades intelectuales que posee solamente
la mente humana, que también puede, por supuesto, almacenar informacién
y realizar procedimientos basados en reglas. En la figura 5 se muestra un
esquema de las diferentes capacidades intelectuales de la tecnologia del
lapiz y el papel, la tecnologia informatica y la mente humana.

Las habilidades de razonamiento de nivel superior son las que, en
ultima instancia, realmente valoramos en matemadticas; pero en la practica
empleamos la mayoria del tiempo en la ensefianza y desarrollo de procedi-
mientos. En parte, esto de debe a que en una clase basada en el trabajo con
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Tecns)lggla Tecnologia | “Tecnologia”
del lapiz y . L
informdtica humana
el papel

Almacenamiento de informacién 4 4 4
Realizacion de procedimientos v v
basados en reglas
Modelaje, interpretacion, etc. 4

Figura 5. Vision esquemdtica de las diferentes capacidades
intelectuales de la tecnologia del ldpiz y el papel,
la tecnologia informdtica y la mente humana

procedimientos manuales, el dominio de estas habilidades es un pre-requi-
sito para emplear las matemadticas a un nivel intelectual superior. Desafor-
tunadamente, debido al tiempo gastado y al esfuerzo intelectual requerido
para desarrollar estas habilidades, la mayor parte de la instruccién en clase
se ha dedicado a la adquisicion de estas destrezas. Como resultado, el
dominio de éstas se ha convertido en el principal objetivo de la mayoria de
los cursos de matemadticas, y ha sido igualado a la habilidad en matemati-
cas. Por lo tanto, cualquier tecnologia que al parecer permita a una persona
la realizacién de tales tareas con tan sélo oprimir un botén, pone en peligro
nuestro concepto tradicional de lo que constituye habilidad en matematicas.
Sin embargo, esto s6lo es un problema, si continuamos considerando que la
inteligencia matemadtica reside por completo dentro del individuo. Como
veremos, esta concepcion también limita nuestra nocion del papel potencial
educativo de la tecnologia en la educaciéon matemaética.

ASOCIACION INTELIGENTE Y HABILIDAD MATEMATICA

(Cuadles son las consecuencias, para la educacion, de considerar que la tec-
nologia que empleamos para apoyar las matematicas es “inteligente”? Una
es el potencial desarrollo de lo que ha sido llamado asociacion inteligente.
En una asociacion inteligente, existe la posibilidad de que el desempefio
intelectual de la asociacion sea “mucho mds ‘inteligente’ que el del
humano solo” (Salamon et al., 1991, p. 4). Por ejemplo, con acceso a ele-
mentos de la tecnologia como una calculadora gréfica, los estudiantes tie-
nen la posibilidad de buscar métodos graficos de soluciones y andlisis que
van mucho mds lejos de lo que estos mismos estudiantes hubieran siquiera
esperado lograr con l4piz y papel solamente.

Esta posibilidad de que los estudiantes formen una asociacién inteli-
gente con la tecnologia en matematicas les da la capacidad de trabajar a un
nivel que podria ser completamente inalcanzable sin la ayuda de la tecnolo-
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gia. Esto, en efecto, pone en tela de juicio nuestras nociones tradicionales
de lo que constituye inteligencia matemadtica y cémo tendria que ser eva-
luada. ;Se deberia medir segtin el desempefio matemaético del estudiante sin
ninguna ayuda tecnoldgica, o surge la posibilidad de ser reconocida como
el desempefio matemadtico de un sistema coyuntural? Si aceptamos que un
estudiante que trabaja en asociacion inteligente con tecnologia informédtica
representa una forma legitima y vélida de actividad matematica, entonces,
debemos considerar la posibilidad de que la evaluacién de la inteligencia
matematica involucre la evaluacion de dicha asociaciéon. Mas aun, dado
que, a la larga, casi toda la actividad matematica real incluye el uso de
algtin tipo de tecnologia informatica de apoyo, se podria argumentar que
uno de nuestros principales intereses pedagdgicos deberia estar dirigido a
la labor de desarrollar estrategias de ensefianza para construir y evaluar la
inteligencia matemaética de tales asociaciones y no sélo del individuo.

Desafortunadamente, las asociaciones inteligentes no parecen generarse
espontdneamente y el reto para los profesores es desarrollar estrategias de
enseflanza para promover su formacién. Y, mds importante atn, es poco
probable que se lleven a la prictica a menos que los estudiantes tengan el
mismo acceso a la tecnologia actual que al 1dpiz y al papel. En este aspecto,
es probable que un elemento de la tecnologia de apoyo como la calculadora
grafica tenga mds potencial que un computador ya que ésta es lo suficiente-
mente barata y pequefia para estar al alcance de los estudiantes en todo
momento. Finalmente, existe también la necesidad de revaluar lo ensefiado,
ya que al trabajar con tecnologia, la comprensién y conocimientos requeri-
dos para desarrollar una asociacién matematica inteligente serdn casi segu-
ramente diferentes a aquellos requeridos por estudiantes que realicen su
trabajo en matemadticas sin acceso a la tecnologia.

RESUMEN Y CONCLUSION

En este trabajo he argumentado que cuando se estd reflexionando sobre el
papel mds reciente de la tecnologia informadtica de apoyo en la clase de
matematicas, tenemos que empezar por aceptar que siempre hemos usado
la tecnologia para apoyar la actividad matematica en clase, pero que por su
familiaridad, no hemos logrado separar qué constituye matemdticas en si y
qué es valioso solamente por esta tecnologia que tenemos a nuestra disposi-
cién. Como consecuencia, cada vez que surge un nuevo elemento, se da
una tendencia natural a acomodarlo a las actividades matemadticas con las
que estamos mas familiarizados, sin tomar realmente en cuenta su relevan-
cia dentro del nuevo ambito tecnolégico. Mientras que al parecer este aco-
modamiento ha sido, en la superficie, la fuente de beneficios pedagdgicos
significativos, al mejorar el aprendizaje de habilidades anteriormente difici-
les de enseifiar, tales usos de son mds comunes que permanentes (ver tam-
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bién, Kaput, 1992). En segundo lugar, necesitamos reconocer que la
tecnologia que hemos empleado para apoyar la ensefianza y el aprendizaje
de las matemdticas en la clase, ahora y en el pasado, puede considerarse
“inteligente” ya que posee la capacidad de reducir la carga cognitiva. Sin
embargo, la nueva tecnologia informética es cualitativamente diferente a la
vieja tecnologia del 1dpiz y el papel por su capacidad para almacenar y pro-
cesar informacién matematica. Finalmente, al reconocer su naturaleza
“inteligente”, permitimos la futura formacién de asociaciones intelectuales
que pueden llegar a poseer mucha mds inteligencia matemadtica que la inte-
ligencia humana por sf sola. Hacfa alli apuntdbamos cuando la tecnologia
de la clase estaba basada en ldpiz y papel, pero no éramos capaces de reco-
nocerlo porque el potencial intelectual de esta tecnologia era mucho menos
obvio que el de la nueva. Desde este punto de vista, los objetivos de la edu-
cacién matemadtica no estdn en cuestionamiento. Lo que se esté discutiendo
es la manera de alcanzar estos objetivos.
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CAPITULO 9

EVALUACION Y CALCULADORAS GRAFICAS

BARRY KISSANE, MARIAN KEMP Y JEN BRADLEY

Las calculadoras grdficas son herramientas poderosas en el aprendi-
zaje de las matemdticas y por ello queremos que nuestros estudiantes
aprendan a emplearlas de manera efectiva. El uso de estos computado-
res portdtiles personales ofrece oportunidades de aprender de mane-
ras interactivas y dindmicas. Sin embargo, solo cuando su uso se ha
integrado a todos los aspectos del curriculo, los estudiantes empeza-
rdn a darle la importancia merecida. Esto incluye su uso en todo tipo
de actividades de evaluacion como tareas, pruebas y exdmenes, y en
actividades y exploraciones que tienen por objetivo desarrollar la
comprension del estudiante. La incorporacion de las calculadoras grd-
ficas a las actividades de evaluacion requiere de una construccion cui-
dadosa de estas actividades. En este capitulo, discutiremos problemas
de equidad con respecto a los diferentes modelos de calculadoras,
niveles de uso de estas calculadoras y el propdsito y disefio de activi-
dades apropiadas. También describiremos una tipologia que hemos
creado para asistir en el disefio y produccion de actividades de evalua-
cion que promuevan el uso apropiado de las calculadoras grdficas,
pero que no comprometa objetivos importantes del curso.

INTRODUCCION

La importancia de las calculadoras graficas dentro de la educacién estd es-
trechamente relacionada con la probabilidad de que éstas estén disponibles
a los estudiantes en muchas situaciones: en salones de clase, al estudiar en
casa y, particularmente para este capitulo, en situaciones de evaluacién!. El
tamatfio, cardcter portatil y los comodos precios de las calculadoras gréficas
hace necesario reconsiderar la evaluacion de las capacidades matemaéticas
de los estudiantes bajo el supuesto de que les serd permitido el uso de las
calculadoras gréficas. Este capitulo proporciona un panorama y analisis de
las relaciones que existen entre las calculadoras graficas y la evaluacion, al
mismo tiempo que identifica una serie de problemas importantes.

En los dltimos afios hemos trabajado como equipo con el propédsito de
introducir gradualmente las calculadoras graficas en un curso de matemadti-
cas de pregrado en la Universidad de Murdoch en Australia Occidental
(Bradley, Kemp & Kissane 1994). Nuestra principal motivacién para
incluir calculadoras gréficas dentro de la estructura del curso era (y todavia

1. EI término “evaluacion” se utiliza en este capitulo como traduccion del término “asesment”
(nota del traductor).

P. GOMEZ & B. WAITS (EDS.). PAPEL DE LAS CALCULADORAS EN EL SALON DE CLASE, 103-130
© 2000. “UNA EMPRESA DOCENTE” IMPRESO EN COLOMBIA.
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es) el mejoramiento de la ensefianza y aprendizaje de las matemadticas. Sin
embargo, como otros lo han encontrado en circunstancias similares, algu-
nos problemas de evaluacién surgieron de manera natural y requirieron
nuestra atencién. Aunque algunos de estos problemas son susceptibles de
ser analizados en abstracto, la mayoria de ellos ha requerido trabajo prac-
tico en la ensefianza y desarrollo del curriculo. El interés del curso com-
prende trabajo en precélculo, dlgebra y trigonometria, aunque incluye
también algin trabajo sobre la nocién de funcién derivada. No obstante, el
desarrollo curricular que hemos llevado a cabo en este curso nos ha permi-
tido observar las implicaciones mas amplias del uso de las calculadoras
graficas en la evaluacion dentro de otros contextos educativos. Nuestro tra-
bajo ha sido respaldado, en parte, por una donacién del CAUT, el Comité
para el Avance de la Ensefianza Universitaria, una iniciativa del gobierno
australiano por promover trabajos innovadores de este tipo.

Al parecer atn existe poca literatura acerca de problemas de evaluacion
relacionados con las calculadoras gréficas (por ejemplo, ninguno de los tra-
bajos de Andrews & Kissane (1994) trataba este asunto). También es inte-
resante resaltar que, a pesar de la aparente disponibilidad de los
microcomputadores para la ensefianza de las matemdticas en los tltimos
tiempos, los problemas de evaluacién parecen no haber sido analizados con
cuidado por la literatura propia de la materia, que no ha sido prominente en
el andlisis de las relaciones entre tecnologia y educacién matemadtica. La
explicacién para este fenémeno es que hasta ahora no habia sido necesario
abordar el tema, ya que en la mayoria de los casos, los estudiantes no
habian tenido suficiente acceso a la tecnologia como para que se requiriera
tomar en cuenta su uso en la evaluacién. El desarrollo de la tecnologia per-
sonal de las calculadoras grificas ha cambiado esto y, por lo tanto, propor-
ciona una exhortacién para el presente trabajo.

{QUE ES EVALUACION?

La evaluacion en la ensefianza y el aprendizaje de las matemadticas se inte-
resa por encontrar qué es lo que los estudiantes saben, comprenden y pue-
den hacer, con miras a usar esta informacién de alguna manera. La
evaluacion toma dos formas. Los exdmenes formales son reconocidos alre-
dedor del mundo. Estos son algunas veces externos a la escuela, y también
hay versiones menos formales como las evaluaciones de clase y cuestiona-
rios, generalmente de menor duracién y circunscritos al salén de clase. En
la mayoria de los casos de evaluacién formal el tiempo es controlado y su-
pervisado. En tanto que existen muchos tipos de preguntas, éstas pueden, a
menudo, ser clasificadas en dos grandes grupos: preguntas de respuesta
corta, como preguntas de selecciéon multiple, que requieren que el estu-
diante examine y analice una situacién, y luego seleccione la mejor res-
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puesta entre las ofrecidas; y preguntas abiertas, que requieren que el estu-
diante estructure una respuesta por él mismo, y generalmente exige que
éste dé pruebas de su reflexién, no simplemente de la conclusién. Nuestra
experiencia e intereses recaen principalmente sobre la dltima categoria,
aunque mucho de este trabajo también tiene implicaciones para las pregun-
tas de respuesta corta.

La evaluacion formal tiene, a veces, un caracter de evaluacion defini-
tiva, tal y como una evaluacion externa solfa determinar en parte si un estu-
diante seria admitido en una institucién o programa determinado o no, o si
le era permitido graduarse. En situaciones competitivas a nivel nacional,
los niveles de exigencia pueden hacerse muy altos, y los problemas de las
calculadoras gréficas y la evaluacion pueden volverse de interés publico, no
sOlo problemas practicos para el profesor de matemaéticas.

Hay mucha informacion interesante que puede sacarse del trabajo de
los estudiantes en dmbitos menos formales, incluyendo tareas semanales,
proyectos e investigaciones, que pueden llevarse a cabo por los estudiantes
en colaboracion con herramientas tales como libros de texto dentro de 1imi-
tes de tiempo mucho menores. Segtin nuestra experiencia el uso de calcula-
doras graficas en estas situaciones es muy importante para el aprendizaje y
la evaluacion. Ademads, hay bastante evaluacion informal en la clase,
basada en observaciones, entrevistas y conversaciones. Aunque este tipo de
evaluacion formativa puede, discutiblemente, ser inclusive mas importante,
de hecho, que la evaluacién formal, no constituye el tema de este trabajo.

(POR QUE ES IMPORTANTE EL USO DE CALCULADORAS
GRAFICAS EN LA EVALUACION?

Las principales razones para tratar de llegar a un acuerdo en lo relacionado
con el uso de calculadoras gréficas estdn ligadas a la integracion de la tec-
nologia al curriculo (Kemp, Kissane & Bradley 1995). La coherencia de los
contextos de la evaluacion y el aprendizaje es bésica. Las calculadoras gra-
ficas gozan de un ventaja significativa sobre otros computadores en térmi-
nos de accesibilidad; los estudiantes estdn potencialmente en capacidad de
usar calculadoras en muchos lugares, como en las aulas, en casa al trabajar
en tareas o trabajos, y en situaciones de evaluacion formal. Aunque las cal-
culadoras graficas proveen nuevas oportunidades de aprendizaje importan-
tes y acceso a nuevas formas de enfrentar problemas matemadticos, en
nuestra experiencia, algunos estudiantes se sienten inclinados a subvalorar
ambas cosas si las calculadoras no estdn integradas dentro del programa de
evaluacidn, asi como dentro del resto del curriculo (Bradley, Kissane &
Kemp 1996). Esto es especialmente importante en el caso de la evaluacion
de alto nivel.
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Ahora se busca un tipo de cambio diferente, ya que se espera un nuevo
logro, con respecto al punto hasta el cual los estudiantes pueden hacer un
uso adecuado de la tecnologia; esto incluye decidir cudndo usar una calcu-
ladora grafica y cudndo no, usarla de manera eficiente, interpretar los resul-
tados obtenidos y describirlos en lenguaje matematico apropiado. Un logro
tan importante debe ser evaluado, lo cual implica cambiar el estilo tradicio-
nal de evaluacién.

Con respecto a la opinién de los estudiantes sobre el uso de calculado-
ras gréificas, ya hemos reportado informacion que sugiere la existencia de
un cambio positivo asociado con el uso en todas las dreas de evaluacion
(Kissane, Kemp & Bradley, 1995). En la tabla, abajo, se presentan las acti-
tudes promedio de grupos de estudiantes de pregrado exitosos hacia el uso
de calculadoras gréficas, sumadas a los resultados de 1996. El grupo de
1994 usaba calculadoras en clase y en una evaluacién de clase, pero no en
tareas o exdmenes finales, mientras que los otros dos grupos usaban calcu-
ladoras gréficas en todas las fases de la evaluacion. La calificacion estd
limitada de 1 a 4, estando la calificacion alta asociada con una actitud mas
positiva, y la de 2.5 con ambivalencia.

1994 1995 1996

El uso de las calculadoras graficas me ayudo a enten-

der gréficos de funciones racionales y polinomiales. 315319333

El uso de calculadoras grificas me ayudo a entender

. . - oo 3.10 3.13 323
gréficos de funciones trigonométricas.

Fue una buena idea el poder usar las calculadoras gra-

. 301 322 339
ficas en la evaluacion.

El uso de las calculadoras gréificas me ayudo a enten-
der la relacidn entre gréficos y soluciones a ecuacio-  2.96 320 3.35
nes y desigualdades.

El uso de las calculadoras gréficas me ayudo a enten-
der matrices y su uso para resolver problemas de siste- 2.88 3.09 3.33
mas de ecuaciones.

En general disfruté el uso de las calculadoras grificas. 2.83 3.03 3.30

Algunas preguntas de los trabajos deberian requerir el

uso de calculadoras graficas. 2.76 313 323

Creo que se nos deberfan permitir el uso de calculado-

ras gréficas en el examen final. 271335 353

Tabla 1. Calificacion promedio en elementos de Likert seleccionados
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Esta tabla ilustra claros cambios en grupos sucesivos de opinién con res-
pecto a las calculadoras gréficas. En tanto que el cambio de posicién en
asuntos concernientes a la evaluacion es bastante predecible, los cambios
no directamente relacionados con evaluacién apoyan los argumentos que
buscan la integracién de las calculadoras graficas en la evaluacién, para
aprovechar las consecuencias de un uso mas amplio. Mds detalles sobre
nuestras experiencias, lo relativo al curso y otros aspectos de las reacciones
de los estudiantes, se pueden encontrar en Kissane, Kemp & Brandley
(1995).

CAPACIDADES DE LAS CALCULADORAS GRAFICAS

Al considerar las relaciones entre evaluacién y calculadoras gréaficas, la ca-
pacidad matemadtica de las calculadoras necesita ser tomada en cuenta. Dos
problemas emergen con rapidez. En primer lugar, sin importar la forma
como son descritas, las calculadoras grificas son computadoras bastante
potentes y dan acceso a muchas capacidades matematicas que no son esen-
cialmente gréficas en su naturaleza. En segundo lugar, hay diferencias con-
siderables entre las capacidades de diferentes modelos. Los pares de
pantallas de calculadoras en las figuras 1,2 y 3 ilustran estos puntos.
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Figura 1. Prueba de hipdtesis de chi-cuadrado
en una Texas Instruments TI-83
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Figura 2. Solucion de un sistema lineal de ecuaciones en una Casio fx-9700
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Figura 3. Polinomio de Taylor en una Hewlett Packard HP-38G

Otros ejemplos para los cuales el principal apoyo matemadtico dado por la
calculadora no es esencialmente grafico, podrian haberse escogido facil-
mente (aunque puede tener un elemento grifico, como en el ejemplo de la
prueba de hipétesis arriba). Las calculadoras graficas pueden ser usadas di-
rectamente para encontrar términos sucesivos de una secuencia recursiva
definida, construir intervalos de confianza, desarrollar matrices aritméticas,
aproximar integrales definidas, operar con nimeros complejos, etc. Algu-
nas calculadoras recientes tienen capacidad de simbolos muy grande, por lo
cual generan preocupacion creciente tanto en disefio de curriculo como en
evaluacion. Algunos ejemplos ilustrativos se muestran en la figura 4, que
contiene pantallas de una Texas Instruments TI-92, el mejor ejemplo que se
encuentra del sistema algebraico de una computadora de mano.
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Figura 4. Manipulacion simbdlica en una Texas Instruments TI-92

Una complicacion que se presenta al considerar la evaluacién con calcula-
doras gréficas, especialmente mds alld del nivel local, donde se puede espe-
rar que todos los estudiantes tengan la misma calculadora, es que no todas
las calculadoras tienen precisamente las mismas capacidades. Las capaci-
dades mas sofisticadas de algunas calculadoras no estan siempre al alcance
en otros modelos. En algunos casos, esto es una consecuencia de variacio-
nes entre las capacidades dentro de una misma marca de calculadoras (tales
como las diferencias entre las Texas Instruments TI-81 y TI-83), mientras
que en otros casos las diferencias reflejan la heterogeneidad de visiones de
los fabricantes sobre lo que es importante a diferentes niveles. En muchos
casos, las diferencias se pueden minimizar por medio de la habilidad para
usar la calculadora o a través de programas cortos. Por ejemplo, a diferen-



EVALUACION Y CALCULADORAS GRAFICAS 109

cia de los modelos mds poderosos, ni la Texas TI-81 ni la Casio fx-7700
tienen una rutina de bisqueda automatica de raiz. Los programas cortos de
la figura 5 permiten a los estudiantes actualizar sus calculadoras para lograr
el mismo resultado, aunque de manera un poco menos eficaz, una vez que
hayan dibujado un grafico y hayan decidido aproximadamente dénde estdn
localizadas las raices. Los profesores pueden facilitar tal programa a los
estudiantes, quienes no tienen que saber mds acerca de programacién o del
procedimiento de Newton-Raphson para usar el programa, de lo que saben
los estudiantes que utilizan versiones de rutinas originalmente incluidas,
como éstas en una calculadora mds sofisticada.
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Figura 5. Programas cortos para una Texas Instruments TI-81
y una Casio fx-7700

Programas similares pueden escribirse para reducir otras diferencias, como
la de crear términos recursivos de una secuencia en una calculadora sin ca-
pacidad para funciones recursivas o para evaluar integrales definidas numé-
ricamente.

A diferencia de los ejemplos anteriores, algunas capacidades de las cal-
culadoras son mds dificiles de reemplazar, y constituyen, por lo tanto, una
preocupacion mds grande cuando se toma en cuenta la evaluacién. Algunos
ejemplos incluyen los graficos en coordenadas polares, los cdlculos aritmé-
ticos con nimeros complejos, la solucién automética de sistemas de ecua-
ciones lineales, la generacion de términos de series de Taylor, la
comprobacién de hipdtesis estadisticas y la manipulacion simbdlica, gene-
ralmente.

PROBLEMAS DE EQUIDAD RELACIONADOS CON
DIFERENTES MODELOS

Ha surgido una comprensible preocupacion por la posibilidad de que los
estudiantes mas acomodados puedan gozar de ventajas en el momento de la
evaluacion formal por el simple hecho de poder comprar calculadoras gra-
ficas mds sofisticadas, que normalmente cuestan mds que los modelos
menos avanzados. En tanto que puede ser posible (hasta un punto limitado)
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resolver tales problemas a nivel local al promover, o inclusive insistir, que
todos los estudiantes usen la misma calculadora gréfica, esta estrategia es
en s{ misma injusta y en ultima instancia incontrolable. En cualquier caso,
estas soluciones no son posibles a un nivel més amplio, fuera del &mbito de
una sola clase, escuela, distrito o estado.

Ya se ha empezado a acumular experiencia que indica que en la prictica
la mayorfa de los estudiantes tienden a usar las partes menos sofisticadas de
sus calculadoras de una manera mas eficiente, y a estar menos seguros en el
manejo de las capacidades mds sofisticadas. Con frecuencia, las operacio-
nes mds complejas de las calculadoras sélo son valiosas para usuarios mas
avanzados y experimentados. Nuestras observaciones informales en la Uni-
versidad de Murdoch son consistentes con este hecho. También es necesa-
rio reconocer que alguien que ha experimentado mds tiempo con una
calculadora avanzada estard, seguramente, en mejor capacidad de manejar
mds situaciones matemadticas que otras personas; de hecho, jseguramente
sabran mds de matemadticas por el solo hecho de haber pasado mds tiempo
usando su potente calculadora! En otras palabras, no es s6lo que la calcula-
dora tenga mds capacidades sino también influye quién la esté operando.

No obstante, el problema de la equidad es real, y necesita ser conside-
rado en el contexto de la evaluacién, particularmente evaluaciéon de alto
nivel como los Exdmenes Avanzados de Clasificacién en los Estados Uni-
dos, exdmenes de nivel A en el Reino Unido y exdmenes terciarios de
admision en Australia y cualquier otro lugar (Kissane, Bradley & Kemp,
1994).

Una solucidn parcial al problema es la especificacion y publicacion de
las capacidades minimas requeridas por cursos o exdmenes (como ocurre
con los Exdmenes Avanzados de Clasificacion en Célculo en Estados Uni-
dos). Esto traslada la carga a las personas responsables de las evaluaciones
para asegurar que las preguntas no se presenten mds faciles para alumnos
con calculadoras mas sofisticadas y al mismo tiempo, indica a los estudian-
tes, sus padres y profesores a qué capacidades se debe estar seguro de tener
acceso. En el caso de los estudiantes con modelos menos costosos, 0 sim-
plemente menos avanzados, se les deben facilitar programas cortos como
los mostrados en la seccién anterior, con la suficiente anticipacién como
para que se familiaricen con su utilizacién fluida.

Esta forma de utilizacién de programas evidencia que los estudiantes
necesitan tener acceso a la memoria de las calculadoras, y sugiere que seria
bastante injusto que las baterias fueran removidas o la memoria borrada
antes de un examen. A su vez, esta posicion revela un problema reciente
relacionado con la capacidad de almacenamiento de texto en algunos
modelos de calculadoras. Aunque se puedan almacenar cantidades limita-
das de texto en cualquier calculadora gréfica (simplemente al escribir un
programa formado por palabras, por ejemplo), algunas calculadoras ofre-
cen de hecho la posibilidad de escribir, guardar y recobrar anotaciones. Los
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estudiantes con tales calculadoras, en una situacion de evaluacion en la cual
no se requiera que las memorias sean borradas, pueden sacar ventaja de
esto. Aunque superficialmente este hecho puede ser preocupante, no es
conceptualmente diferente a permitir a los estudiantes la referencia a hojas
de notas, tablas con férmulas matematicas e inclusive examenes con libro
abierto. Desde hace un tiempo, en la Universidad de Murdoch, de manera
rutinaria, hemos permitido a los estudiantes llevar consigo a los exdmenes
una péagina o dos de anotaciones, para recalcar el énfasis de que el razona-
miento matematico no es esencialmente un problema de memorizar infor-
macioén, sino de escoger adecuadamente la formulacién matemadtica del
problema, interpretar las soluciones de manera inteligente, expresar los
argumentos matemadticos y asi sucesivamente. Puede ser, sin embargo, que
el uso continuado de calculadoras grificas sirva de vehiculo para incitar a
los profesores de matematicas a considerar con mds detenimiento cudles
son las caracteristicas verdaderamente importantes del trabajo matematico.

Asi como un minimo de capacidades, las calculadoras grificas ya han
progresado hasta el punto en el cual es necesario reconocer que algunas
capacidades son tan poderosas que la habilidad para manejar modelos
menos experimentados, por alta que sea, no podré superar los problemas de
equidad. El ejemplo mds obvio de esto es la Texas TI-92, algunas de cuyas
pantallas se han mostrado antes. En este momento, aunque las desigualda-
des a nivel local se puedan reducir de la manera mds obvia (asegurdndose
de que todos los estudiantes tengan acceso similar a la misma calculadora),
parece no haber alternativa en contextos de evaluacién mds amplios que
restringir el uso de tales calculadoras, especialmente de aquellas capaces de
realizar manipulacién simbdlica extensiva. Un problema esencial es que
resulta demasiado dificil encontrar la diferencia entre las respuestas, en un
examen, de alguien que sabe mucho de matematicas y alguien que sola-
mente sabe usar su calculadora. A propdsito, esto es un problema aun
cuando todos los estudiantes tienen acceso a la misma calculadora. Por
supuesto, la “solucion” de prohibir el uso de la tecnologia en la evaluacién
no es el mejor recurso a largo plazo, y todavia tenemos mucho que reflexio-
nar acerca de ajustes en los curriculos y su evaluacién de la siguiente gene-
raciéon de calculadoras graficas. Este asunto es discutido con mayor
profundidad por Bradley (1995).

Algunos problemas de desigualdad pueden ser reducidos e inclusive
eliminados a través de un disefio cuidadoso de las actividades de evalua-
cién, como lo argiiimos mds adelante. Por ejemplo, si se le pide a los estu-
diantes que encuentren las raices de una funcién con una precisién de una
sola cifra decimal, en vez de varias cifras decimales, la ventaja normal-
mente ganada por la capacidad de busqueda automatica de raices sobre un
proceso de rastreo y aproximacién desaparece. De hecho, en muchas situa-
ciones practicas, ni las respuestas exactas, ni los decimales son importan-
tes; lo que importa es el niimero y naturaleza de las soluciones y su tamafio
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aproximado. En cualquier caso, incluso si en la prictica se garantiza un
nivel de exactitud mayor, esto no quiere decir que tengamos que exigirlo en
situaciones de evaluacién formal.

NIVELES DE UTILIZACION DE
CALCULADORAS EN LA EVALUACION

Hay esencialmente tres opciones para trabajar con calculadoras en situacio-
nes de evaluacién: las calculadoras se pueden usar sin ninguna restriccion
salvo por las limitaciones en modelos y capacidades; pueden ser totalmente
excluidas de la etapa de evaluacién, que es el caso de muchos planteles
alrededor del mundo; o puede darse una combinacién de las dos (como
cuando se requiere que una seccion del examen se realice sin calculadora).

Acceso ilimitado a las calculadoras

El argumento mds persuasivo para permitir el uso ilimitado de calculadoras
gréficas es que se asemeja mds a las situaciones normales de ensefianza y
aprendizaje. Si esperamos integrar la tecnologia a nuestros curriculos, es
prudente reducir las diferencias entre las condiciones de evaluacion y las de
una clase tipica. Por esto, nos inclinamos fuertemente por esta estrategia
del uso de las calculadoras. Con acceso ilimitado a calculadoras graficas, se
espera que los estudiantes escojan por ellos mismos cudndo y cémo usar
una calculadora, aunque se proporcione alguna guia para preguntas particu-
lares. También es posible plantear preguntas que nos permitan descubrir
directamente qué tan bien han aprendido los estudiantes a usar las capaci-
dades de sus calculadoras grificas al servicio de la solucién de situaciones
matematicas.

Evaluacion independiente del uso de calculadoras

Cuando el uso de calculadoras es permitido en la evaluacién, se ha suge-
rido que el énfasis deberia ponerse en el planteamiento de preguntas “neu-
tras” con respecto al uso de calculadoras, para las cuales no exista ventaja
de aquellos estudiantes con calculadora sobre otros que no tengan acceso a
una. Esta es, a nuestro parecer, una estrategia poco apropiada para resolver
los problemas de equidad. En primer lugar, las preguntas que se consideran
como “neutras” al uso de calculadoras a menudo no lo son, particularmente
para usuarios hébiles. Estos estudiantes pueden, con frecuencia, verificar
sus respuestas por medio de las calculadoras, y obtener asi, una ventaja
relativa sobre aquellos que no cuentan con dicha maquina. Por ejemplo, los
estudiantes que al tratar de determinar una integral indefinida, utilicen una
calculadora que pueda graficar funciones integrales estardn en una posicion
aventajada con respecto a aquellos que no cuentan con esta ayuda.
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Una forma de volver las actividades de evaluacién “neutras” al uso de
calculadoras, tal vez la principal forma, es usar expresiones simbdlicas en
lugar de nimeros. Aunque probablemente esto es efectivo al neutralizar la
influencia de las calculadoras graficas (en muchas, pero ciertamente no en
todas las situaciones, al menos como se indica en el ejemplo), puede facil-
mente tener la indeseable consecuencia de hacer la evaluacion bastante mas
dificil de lo que se pretendia, o de lo que era necesario (para una discusion
mds extensa ver Bradley (1995)).

Mids aun este tipo de prictica de evaluacién se encuentra peligrosa-
mente cerca de enviar el mensaje errado de que las calculadoras y su uso
inteligente no son realmente utiles. Las calculadoras grificas tienen el
potencial de ser un poderoso aliado para estudiantes que estdn aprendiendo
matematicas, para los profesores que las ensefian y para disefiadores que
tratan de traer al curriculo cambios que acepten y saquen provecho de la
invencién del microprocesador. Seria una tragedia si envidsemos a la
comunidad el mensaje de que las calculadoras gréificas no son realmente
aparatos Utiles después de todo.

Evaluacion sin calculadoras

La alternativa final para enfrentar los problemas de uso de calculadoras es
prohibir su utilizacién. Esto ciertamente soluciona un problema, pero a ex-
pensas de la creacion de otros. Cuando se deja de utilizar calculadoras gra-
ficas aunque sea en una sola parte de la evaluacion, perdemos la capacidad
de determinar si los estudiantes han aprendido o no ha hacer un uso inteli-
gente de la tecnologia. Cuando los profesores, autores de libros de texto y
disefiadores de exdmenes controlan cuando y cémo los estudiantes hardn
uso de sus calculadoras, cualquier oportunidad o incentivo para hacer que
aprendan a tomar estas decisiones por ellos mismos desaparece. La evalua-
cion sin calculadora impide a los estudiantes desarrollar tales habilidades
de discriminacidn, aspecto crucial del uso inteligente de cualquier tipo de
maquina. En vez de incentivar el uso de calculadoras graficas para ayudar a
los estudiantes a pensar en matematicas, este tipo de practica fomenta que
s6lo lo hagan cuando se les ordena.

Un problema adicional aparece con los exdmenes que permiten el uso
de calculadoras graficas parte del tiempo, pero no siempre, ya que esto
puede hacer, inadvertidamente, un curso mds dificil. Es posible que una de
las consecuencias de esta préactica sea el aumento en los contenidos de un
curso, ya que los estudiantes deben saber tanto la forma antigua como la
nueva manera de resolver un problema matematico. De este modo, mien-
tras que invertir una matriz de 2 X 2 es bastante facil de hacer a mano, y
posiblemente también con una calculadora, lo mismo no es cierto para
matrices con dimensiones de 3 X3 o mas. Asi, en vez de considerar los
algoritmos numéricos para la inversion de una matriz de 3 X3 como un
curioso anacronismo histdrico, si se le pide a los estudiantes que hagan esto
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a mano ademds de que usen su calculadora a veces (discutiblemente una
manera mucho mds inteligente de emplear su tiempo), el efecto que se pro-
duce es que la calculadora ha creado mds trabajo para los estudiantes, lo
cual serfa una consecuencia irénica del uso de un instrumento original-
mente creado para ahorrar tiempo. El argumento de que los estudiantes
comprenderdn mejor lo que hacen si desarrollan fluidez con largos métodos
manuales es muy dificil de defender, aunque algunas veces se hacen inten-
tos. Para discutir usando una analogfa, muy pocos estudiantes, si es que hay
alguno, desarrollaron una mejor percepcién de la naturaleza de la raiz cua-
drada al sacarla por medio del tedioso, complicado y antiguo algoritmo que
se ensefiaba en las escuelas hasta hace s6lo 30 afios, que a través del uso de
tablas o calculadoras cientificas.

Por supuesto, algunos problemas matematicos son “neutros a las calcu-
ladoras” por naturaleza. Estos incluyen nociones de prueba, traduccién de
palabras a simbolos, andlisis de situaciones reales, manipulacién simbdlica,
modelamiento matemadtico y la mayoria de los aspectos de las matematicas
modernas; algunos ejemplos aparecen en la siguiente seccion. Tales activi-
dades pueden facilmente ser incluidas en exdmenes que permitan el uso de
calculadoras graficas.

DISENO DE ACTIVIDADES DE EVALUACION
PARA LOGRAR LA INTEGRACION DE LAS
CALCULADORAS GRAFICAS

Cuando se le permite a los estudiantes el uso de las calculadoras gréficas en
situaciones de evaluacién, es esencial que las actividades de evaluacion
sean disefiadas cuidadosamente con eso en mente. Esto requiere una vision
clara de lo que buscamos con una actividad de evaluacién especifica y una
buena comprension del papel de las calculadoras graficas en lo que estamos
tratando de encontrar. La integracién de las calculadoras gréficas en la eva-
luacién requiere mds atencion detallada que la simple aprobacion de su uso
en instrumentos de evaluacién existentes. En esta seccién proponemos y
ejemplificamos un andlisis de las relaciones entre actividades de evaluacion
y las calculadoras gréficas.

La primera etapa del disefio ocurre antes de que alguna actividad de
evaluacién sea planeada. Tal y como la seccidn precedente indica, se pue-
den adoptar diferentes niveles de uso de las calculadoras y se debe tomar
una decision al respecto y comunicérsela, adecuadamente, a los estudian-
tes. En términos pricticos, si suponemos que la evaluacién no serd inde-
pendiente de la calculadora, la decisién primordial que se debe hacer estd
entre “permitir”’ y “exigir” el uso de calculadoras graficas. Las dos posibili-
dades invocan imdgenes diferentes para la tarea del disefiador. En el caso
de “permitir” el uso de las calculadoras, hay un tono implicito de renuencia
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y refrenamiento en vez de estimulo. También hay una sugerencia implicita
de que algunos estudiantes pueden inclinarse por rechazar la oferta de usar
la calculadora grafica, o pueden no estar en capacidad de aceptar la oferta
por no tener acceso al equipo adecuado. En consecuencia, se debe prestar
atencion a como asegurar que no exista ninguna desventaja asociada con
este hecho.

Los mensajes asociados con “requerir” el uso de calculadas graficas son
bastante diferentes. Se supone que la calculadora gréfica forma parte de las
“herramientas de trabajo” de los estudiantes, y se espera de estos, a su vez,
que demuestren que son capaces de usarla en forma eficiente y auténoma
en las circunstancias apropiadas, al trabajar con problemas matematicos.
También se espera que se den cuenta de que algunas veces no es apropiado
usar una calculadora gréfica, o que su uso debe ir apoyado y complemen-
tado de varias maneras a través de andlisis matemdticos cuidadosos. En
pocas palabras, cuando las calculadoras son integradas a la estructura de un
curso, su uso serd requerido en la evaluacién y no simplemente tolerado.

Como resultado de nuestra experiencia en el proceso de integrar las cal-
culadoras gréficas a la estructura de los cursos, hemos desarrollado una
tipologia (tabla 2) de las posibles relaciones entre las actividades asigna-
das a los estudiantes en la evaluacion y nuestras intenciones con respecto al
uso de las calculadoras grificas.

Se cuenta con un uso generalizado de las calculadoras graficas

1 Alos estudiantes se les aconseja de manera explicita o inclusive se les
ordena el uso de calculadoras graficas

2 Las alternativas de uso de las calculadoras gréficas son muy ineficaces
3 Las calculadoras gréficas son usadas s6lo como calculadoras cientificas

Se cuenta con que s6lo algunos estudiantes
usen las calculadoras graficas

4 Tanto el uso como el no-uso de las calculadoras gréficas resulta conve-
niente

No se cuenta con el uso de las calculadoras graficas
Se requieren respuestas exactas
Se requieren respuestas simboélicas
Se requieren explicaciones de razonamiento escritas

[c<BEEN B Y|

Las actividades requieren la extraccion de las matemadticas de una
situacion o la representaciéon matemadtica de una situacid

9 El uso de las calculadoras graficas es ineficaz

10 Las actividades requieren que una representacioén de una calculadora
gréfica sea interpretada

Tabla 2. Uso esperado de las calculadoras grdficas y exdmenes
(De Kemp, Kissane & Bradley, 1996)




116 BARRY KISSANE, MARIAN KEMP Y JEN BRADLEY

Esta tipologia estd descrita mds extensamente en Kemp, Kissane & Bradley
(1996). Aqui sélo tenemos espacio para describir e ilustrar brevemente los
diferentes tipos de relaciones intencionales. La siguiente seccidén también
contiene un buen nimero de ejemplos.

Se cuenta con el uso de las calculadoras graficas

Existe un nimero de razones por las cuales podriamos disefar actividades
de evaluacion para las cuales se contara con el uso de las calculadoras gra-
ficas. La mds apremiante entre éstas es que algunas veces no hay otra alter-
nativa para el estudiante que usar la calculadora gréfica para resolver un
problema. En otras ocasiones, pueden haber alternativas, pero son poco
practicas porque toman demasiado tiempo, o son muy complicadas. En
nuestra tipologia, hemos identificado separadamente la situacién en la que
a los estudiantes se les aconseja explicitamente el uso de calculadoras grafi-
cas para una actividad en particular, en vez de esperar que decidan esto por
su propia cuenta. Por ejemplo, considérense las siguientes preguntas de un
examen:

a. Haga el grifico de la funcién f(x) =2r senx + cosx, para
-1t < x < tmostrando los puntos criticos.

b. Use el grfico para solucionar 2x semx + cosx =2 sobre este inter-
valo.

Existen procedimientos tradicionales, usando el cdlculo, para identificar los
puntos criticos de una funcion y por lo tanto para realizar un gréfico de la
funcién en un intervalo. Sin embargo, los estudiantes que atiin no hayan
estudiado célculo (e inclusive aquellos que hayan estudiado cdlculo, pero
deseen s6lo una solucién aproximada y no una exacta) encontrardn una
valiosa ayuda en la calculadora grafica en situaciones como ésta. No obs-
tante, a menudo, el buen uso de las calculadoras graficas para trazar curvas
no es un asunto trivial. La pantalla de calculadora que se muestra en la
figura 6 ejemplifica algunas de las maneras en las que los estudiantes utili-
zan la calculadora para ayudarlos en su reflexion.
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Figura 6. Uso de una Casio fx-9700 para graficar una funcion
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La primera pantalla muestra qué pasaria si un estudiante usara los ejes pre-
determinados, aun si la calculadora estuviera puesta en radianes (lo que,
por supuesto, no es siempre el caso). Para producir un grafico como el de la
segunda pantalla se requiere que el estudiante realice algunos andlisis ma-
tematicos, incluyendo una reflexién acerca de cudles puntos del gréfico son
“criticos”.
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Figura 7. Uso de una Casio fx-9700 para examinar una desigualdad

Tal y como lo sugiere la figura 7, la solucién de la desigualdad en la parte
(b) puede requerir que los estudiantes sombreen (en la realidad o en sus
mentes) el drea sobre y = 2, y también puede requerir trazado o uso de pro-
cedimientos automdticos para encontrar puntos de interseccién. En cada
caso, una reflexion substancial de tipo matematico estd involucrada. Puede
ser preferible aconsejar a los estudiantes menos experimentados el uso de
sus calculadoras gréficas (una pregunta tipo 1 segln nuestra tipologia) y
podemos inclusive sugerirles coémo hacerlo. Sin embargo, abordar esta pre-
gunta sin el uso de una calculadora grafica no seria apropiado para la mayo-
ria de los estudiantes, como para esperar que nos permitiera evaluar bien
algunos aspectos importantes del logro en matemadticas.

Como anotamos anteriormente, el caso del uso de las calculadoras gra-
ficas en matemadticas no estd restringido al trazado y andlisis de graficos de
funciones. El siguiente ejemplo ilustra otro contexto en el cual se contarfa
con el uso de una calculadora gréfica.

Ejemplo

Un estudio de salud entre los adultos compara el promedio de horas em-
pleadas ejercitindose (x) con la medida del estado fisico en que se encon-
traban (y), dentro de una muestra pequefia. Los datos se muestran a
continuacion.

x 5319291 113 2.1 81 45 90 62 58 192 140 155 162 109 14.1
y 26 129 6.1 59 24 58 53 80 3.7 148 129 98 103 13.1 80 123

(Para comprobar que ha insertado los datos correctamente, note que las me-
dias de x y y son 10.65625 y 8.36875 respectivamente).
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a. Encuentre la recta que mejor corresponda a estos datos. En una ora-
cién o dos describa qué tan bien pueden ser modelados los datos con
una linea.

b. Una de las anteriores observaciones parece ser un agente intruso.
(Cudl? Explique como puede usar una grifica de dispersién para
detectar el intruso.

c. Extraiga el intruso mds obvio identificado en la parte (b), y encuen-
tre la recta mds apropiada para el conjunto de datos restante.

d. Describa dos maneras, una grifica y una numérica, de decir qué
recta de (c) es mds apropiada para los datos que en (a).

e. Use la recta en (c) para predecir el estado fisico de alguien que ejer-
cita 12 horas a la semana en promedio.

Una ventaja significativa de las calculadoras gréficas sobre las cientificas es
que ofrecen la oportunidad de efectuar andlisis de datos del tipo enunciado
aqui. Una vez los datos estdn almacenados en la calculadora, estos pueden
ser analizados en diferentes maneras, los intrusos pueden ser extraidos para
determinar sus efectos directamente y se puede esperar iniciativa por parte
de los estudiantes para decidir cémo abordar preguntas importantes. Es mas
probable que la evaluacion de este tipo de actividades sea congruente con
los objetivos del curso, con la ensefianza en clase y con précticas estadisti-
cas adecuadas.

Se cuenta con que sé6lo algunos estudiantes usen las calcu-

ladoras graficas

Si un estudiante escoge o no hacer uso de la calculadora para una tarea en
particular depende tanto del estudiante como de la tarea. Creemos que es
apropiado que ocurra alguna variacién y que se espere que los estudiantes
necesiten ayuda en la toma de buenas decisiones sobre cudando y cémo uti-
lizar sus calculadoras graficas. Como ilustracién, considérese el siguiente
ejemplo.

Ejemplo

Una microbiologa estd estudiando el crecimiento acelerado de un virus.
Ella estima que un espécimen contiene 14 mil células de virus y que el nu-
mero de ellas que se incrementa es el 6% cada hora.

a. ;Cudntas células tendrd el virus al cabo de 15 horas?

b. (Cudnto tiempo tomard antes de que el espécimen alcance 20 mil
células?

Hay muchas formas de que los estudiantes respondan a la parte (a). Por
ejemplo, un estudiante experimentado puede simplemente calcular
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14(1 .06)15 en una calculadora cientifica. Un estudiante menos experimen-
tado puede construir una secuencia recursiva como la que mostramos en la
figura 8, en la que un término nuevo es generado cada vez que se ejecuta el
comando Ans* 1.06 al presionar la tecla “Enter”.
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Figura 8. Uso de una Texas TI-81 para generar
una secuencia recursiva

Otro estudiante puede usar las capacidades de funciones recursivas de su
calculadora y construir una tabla de valores, o un grafico de valores discre-
tos que pueden ser trazados. Similarmente, cuando respondan a la parte (b)
de la pregunta, algunos estudiantes hardn uso de varias capacidades de las
calculadoras graficas (tales como encontrar puntos de interseccién de
y= 14 (1.06)* y y = 20, usar un comando de “resolver”, desplazarse
sobre una tabla de valores, etc.). Algunos estudiantes que saben de logarit-
mos pueden preferir resolver la ecuacién 14 (1.06)* = 20 comenzando por
eliminar el logaritmo de cada lado. Sin importar el método empleado, los
estudiantes tendrdn que lidiar con problemas de exactitud e interpreta-
cién de su respuesta.

No se cuenta con el uso de las calculadoras graficas

Hay un nidmero de situaciones de evaluacién en las que las calculadoras
gréficas no son apropiadas, y la tipologia resume cudles son. La siguiente
pregunta ofrece un ejemplo de un curso elemental de célculo:

T
3
senx
Encuentre el valor exacto de | ————
1+ cosx
0

Preguntar por el valor exacto requiere que la respuesta sea expresada como
In (4/3) luego de que la integral se haya resuelto simbdlicamente. Si una
calculadora gréfica (sin grandes capacidades de manipulacién simbdlica)
fuera usada por los estudiantes, la integral numérica que se obtiene se podria
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utilizar como verificacién de la respuesta simbdlica. Sin embargo, esto no se
podria considerar como una respuesta apropiada.

USO PLANEADO DE LAS CALCULADORAS GRAFICAS

En esta seccion utilizamos la tipologia para ilustrar cémo las actividades de
evaluacién pueden ser disefiadas y adaptadas con el propésito de reflejar
los diferentes usos apropiados de las calculadoras gréficas. Hemos esco-
gido tomar un contexto particular, relacionado con la comprensién de las
relaciones entre funciones y sus graficos, para mostrar como la tipologia
puede ayudar a considerar el disefio de actividades de evaluacion adecua-
das. Otros contextos se pueden considerar de manera semejante. Para el
que hemos escogido, cada uno de los diferentes tipos es relevante, aunque
éste no sea necesariamente el caso para todos los contextos.

Cada una de las preguntas ilustrativas estd relacionada con una funcién
cibica particular f (x) = x3—x + 4 . Para conveniencia del lector, un gra-
fico de esta funcién se muestra en la figura 9, creado en una Texas Instru-
ments TI-92 dado -5<x<5 y —4<y<6. El grifico tiene la misma
forma del grifico de g(x) = x3—x = x(x—1) (x+ 1) desplazado
hacia arriba cuatro unidades.

Fz [F4 TFE™|_FE* T
Zoom|Edit o[

< |Ai1|stal

EAL UTU FURC

Figura 9. Grdfico de f (x) = x3 = x +4 en una Texas Instruments TI-92

Las diez actividades de evaluacién proporcionadas aqui han sido escogidas
para mostrar cdmo diferentes aspectos del razonamiento y comportamiento
matematico de los estudiantes pueden ser abordados al formularse pregun-
tas de diferentes maneras. Por conveniencia, nos referimos aqui a la tipolo-
gia por ndmero. Las preguntas no deberian verse como simples
alternativas; ellas tratan diferentes aspectos de esta funcion y sus gréficos.
Similarmente, no es probable que se le exija a los estudiantes que respon-
dan a varias de estas preguntas en el mismo examen o trabajo. El propésito
de proporcionar estos ejemplos es el de ilustrar las clases de razonamiento
necesarios cuando se disefa actividades de evaluacién con el posible uso
de las calculadoras gréficas en mente.
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Tipo 1
Use su calculadora gréfica para encontrar soluciones x> —x +4 = 0, con
exactitud de dos cifras decimales.

Los estudiantes inexpertos pueden necesitar consejo acerca de cuando e
inclusive como usar su calculadora grafica. Una actividad como ésta puede
emplearse para determinar si los estudiantes pueden utilizar un proceso de
refinamiento numérico y comprender el concepto de la solucién de una
ecuacion o no. La figura 10 muestra algunas posibles iteraciones sucesivas
en una Texas Instruments TI-82. La primera pantalla puede ayudar a los
estudiantes a darse cuenta de la probabilidad de la existencia de una tnica
soluciodn, localizada en algun lugar entre x = -2 y x = -1; la segunda pantalla
verifica que de hecho sélo existe una solucion en este intervalo; la tercera
pantalla permite una aproximacion a la solucién de la exactitud aproximada
que se debe obtener.

A A A
| o | - -1 SEE
"2 "z -1.0 -.oca “1.798 | -ageEs
-1 Y -1.0 iy “1.798 | -.0i46
o Y -1. o7 - -.ggo
i Y “1.6 1.50y A .o0zrg
£ 10 1.k c.1zk -1.79E | .oliy?
k] B "1 c.6EE “1.794 | L0Els
== =z =-1.796

Figura 10. Uso de tablas en una Texas Instruments TI-82
para resolver una ecuacion

Esta actividad también evalua si los estudiantes comprenden el significado
de “con exactitud de dos cifras decimales”. Los estudiantes mds experi-
mentados o hdbiles que han descubierto cémo usar las funciones de solu-
cién automadtica de sus calculadoras (si las tienen) pueden preferir usarlas
en vez de la iteracion tabular.

Tipo 2
Resuelva con exactitud de dos cifras decimales x3 —x+4 = 0.

Sin guia alguna, los estudiantes deben decidir en este punto qué proce-
dimiento es el apropiado. En varias calculadoras gréficas, existen muchas
posibilidades. Por ejemplo, la figura 11 y la figura 12 muestran un método
grifico en una Texas Instruments TI-82 y el uso de una funcién de bus-
queda automdtica de raiz en una HP-38G.

Sin importar qué maquina o método sea escogido, el estudiante necesita
saber como preparar la calculadora para resolver una ecuacion, y ademas se
le exige que proporcione una solucién al nivel de exactitud especificado.
Los estudiantes necesitan estar en capacidad de desenvolverse en los dife-
rentes modos, mends y sintaxis de la calculadora y saber cémo interpretar
las pantallas que resulten. Por ejemplo, el procedimiento de extraccion
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Figura 11. Utilizacion de la busqueda automdtica de raiz
en la Texas Instruments TI-82

............. SOLVE sYMEODLIC VIEW S
' E15n"3—n+d=0H
EzZ:

Figura 12. Utilizacion de la aplicacion Solve
en la Hewlett Packard HP-38G

automadtica de raices de la TI-82 estd ejecutada con precision, sin embargo,
el estudiante ain necesita percatarse de que la “raiz” es necesaria (ain
cuando la actividad de evaluacién no utiliza este término), conocer la
importancia de la “conjetura” y ser capaz de reconocer 3E-13 como un
nimero muy cercano a cero. Una actividad de evaluacién como la que
hemos mostrado suministra muestra que los estudiantes pueden hacer uso
de sus calculadoras gréficas y evidenciar su razonamiento matematico.

Tipo 3
Dadof (x) = x3—x+4

a. Evaluar f(-1.795) y f(-1.799).

b. Proporcionar un estimado (con tres cifras decimales) para el valor
decsif(c) = 0.

Aunque esta pregunta no requiere mas calculo que el que se puede obtener
de una calculadora cientifica, y también requiere algin conocimiento de
interpolacién lineal, un usuario habilidoso de una calculadora grafica puede
facilmente encontrar formas eficientes de completar la parte (a) y puede
usar un método alterno que le ayude con la parte (b).

Tipo 4
Dado f(x) = x3—x+4,resolverf(x) = 12-x.
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Algunos estudiantes preferirdn resolver esta ecuacion analiticamente desde
el principio, reduciendo la ecuacién a x3 = 8. Sin embargo, otros pueden
usar sus calculadoras para encontrar el resultado (x = 2) y luego buscar
una solucidn analitica, antes de percatarse de que ésta parece ser un entero.
(Esto no es diferente a darse cuenta que una expresion cuadratica pudo ha-
ber sido factorizada después de usar la formula cuadritica que produce una
raiz racional).

Tipo 5
Resuelva exactamente x3 —x +4 = x +4.

Reconocer la diferencia entre nimeros exactos y aproximados y, por lo
tanto, ser capaz de resolver ecuaciones es mas bien dificil, y muchos estu-
diantes no lo logran hasta que alcanzan etapas mds avanzadas de su conoci-
miento matematico. Hoy en dia, en muchas calculadoras grificas, uno de
los resultados exactos (x = 0) se puede obtener rdpidamente a través de
rutinas de solucién o de una solucién grafica. Aunque la mayoria de las cal-
culadoras no dan de hecho un entero como resultado, parece que lo hicie-
ran, ya que no existe punto del decimal después del cero, como
consecuencia de la aproximacion hecha por la calculadora. Por esto, un
estudiante usando una Casio fx-9700 puede generar pantallas como la de la
figura 13 luego de replantear la ecuacion en la forma de x3 —2x = 0:

ST+ i ol=a - PYTE Er N
] B 1 _ b
L I I EEEEEL I[ IBELHI
al -rmmatl
-2 1.41421 356237
| i) =R [ER S ) [FIiEFT]

Figura 13. Resultados aproximados de una ecuacion ciibica
en una Casio fx—9700

Sin embargo, los demds resultados estdn dados como decimales (e.g.,
1.41421356237). Aunque algunos estudiantes reconoceran los resultados
como iﬁ , otros no; ademds, muchos estudiantes usando aqui una calcu-
ladora que requiera hacer conjeturas iniciales para obtener soluciones, pue-
den no encontrar el tercer resultado (e inclusive el segundo). Sélo una
solucién analitica seria una respuesta matemdaticamente adecuada para una
pregunta de esta naturaleza, y se espera que el estudiante se de cuenta de
que el comando “resuelva exactamente” tiene este significado. Aunque la
solucién presentada por un estudiante en respuesta a esta pregunta puede
no referirse para nada a la calculadora, el razonamiento del estudiante
puede ser asistido por ésta, o la solucién numérica proporcionada por la
mdquina podria ser usada para reafirmar que su respuesta analitica es co-
rrecta.
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Tipo 6
Resuelvaparax: x3—x+4 = (a—1)x+4.

A diferencia de la ilustracién del tipo 5, s6lo una solucién analitica es
posible aqui; los estudiantes que ingresan la ecuacion directamente al drea
de solucién de la calculadora pueden encontrar que ésta parece proporcio-
nar una respuesta incorrecta. De hecho, la calculadora considerard la varia-
ble a como una constante, usard su valor numérico actual (dato ingresado
previamente) y luego procederd a “resolver” la ecuacion.

Tipo 7

Use el hecho de que la solucién a x> —x = 0 seax=-1,0,y 1 para expli-
car por qué h (x) = x2(x2-2) tiene puntos de inflexién en (-1,-1), (0,0)
y (1,-1).

Esta pregunta requiere que el estudiante escriba una explicacion, basada
en su comprension de las relaciones entre estos dos graficos. Aunque pueda
resultar ttil graficar las dos funciones para entender a cabalidad la pre-
gunta, la respuesta a esta pregunta deberia depender de la observacion de
que una de la funciones sea la derivada de la otra.

Tipo 8
El recipiente de un liquido tiene la forma de una caja rectangular con un
pequefio cuello cilindrico en el centro de la parte superior de la caja. El
cuello puede contener 4cc de liquido. Las dimensiones de la caja son tales
que la longitud de uno de los lados de la base es 1 cm menos que su altura y
la longitud del otro lado es 1 cm mds. Exprese el volumen del recipiente
como una funcién de su altura.

Claramente, preguntas como la del ejemplo del tipo 8 no se ven afecta-
das por la disponibilidad de las calculadoras gréficas.

Tipo 9
La solucién a x3—x+4 = 0 es -1.796 (con tres decimales). Encuentre
la(s) solucién(es) a (x—1)3— (x—=1) +4 = 0.

La intension de la pregunta es determinar si los estudiantes comprenden
las relaciones entre los graficos y las ecuaciones y el efecto de las transfor-
maciones horizontales en el grafico de una funcién o no. Los estudiantes
que comprendan estas relaciones tendrdn poca dificultad en escribir rdpida-
mente la solucion de x = -0.796. Seria bastante ineficaz usar las calculado-
ras gréficas para resolver este problema, atin cuando es posible hacerlo. La
figura 14 muestra cémo los usuarios experimentados de una Texas TI-83 o
de una Hewlett Packard HP-38G pueden empezar a abordar el problema
graficamente.

Para cada una de estas calculadoras, el grifico apropiado serd trazado
por los comandos mostrados. Sin embargo, los estudiantes con suficiente
experiencia como para reconocer que la translacién horizontal estd involu-
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Figura 14. Funciones definidas con translacion horizontal
en una TI-83 y una HP-38G

crada, no necesitardn los graficos para luego manipularlos y poder resolver
la ecuacidn; esto resultarfa ineficaz para alguien con ese nivel de compren-
sion. Similarmente, por supuesto, seria innecesario e ineficaz ingresar la
ecuacion (x—1)3— (x—1) +4 = 0 directamente en la calculadora gra-
fica para resolverla.

Tipo 10

El gréfico aqui abajo muestra una funcién cubica y la curva y = 4 grafi-
cada para -4.7<x<4.7 y —2<x <6. Encuentre la expresién simbdlica
de la funcién ciibica.

n=1 . jl Y=Yy

Figura 15. Pantalla de una Texas Instruments TI-82 para ser interpretada

Las preguntas del tipo 10 sirvieron a un propdsito muy ttil, y pueden llegar
a ser bastante reveladoras sobre los conceptos erréneos de los estudiantes,
aunque se debe prestar cuidado a que la respuesta no sea ambigua (o el mé-
todo de calificacion sea tolerante con un rango de respuestas correctas). El
punto (1,4) trazado en la figura 15 estd incluido para permitir a los estudian-
tes corregir sus respuestas de una manera eficiente. La intencién de esta pre-
gunta es que los estudiantes razonen, partiendo de su conocimiento de la
forma del grafico, las raices y las transformaciones verticales, que la funcién
graficada es una translacion vertical de 4 unidades de una funcién con raices
en -1, 0 y 1(aparentemente, por lo menos para el grafico). Por lo tanto una
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posible opcién para la funcién es y = x(x—1) (x+1) +4. A muchos
estudiantes les gustaria asegurarse de que su razonamiento estaba correcto
al graficar la funcidn en sus calculadoras gréaficas.

Las diez ilustraciones que hemos presentado de disefio de actividades
de evaluacién sugieren que no existe una alternativa fécil a la considera-
cion cuidadosa del posible razonamiento de los estudiantes y su respuesta a
actividades de evaluacion en la etapa de disefio, lo cual, por supuesto, tam-
bién es el caso de tipos de evaluacién mas comunes que aquellos que invo-
lucran el uso de calculadoras gréficas. Las posibles respuestas de los
estudiantes a las actividades dependen de los niveles de experiencia de
estos, tanto en términos de razonamiento matematico como en términos de
fluidez del uso de las calculadoras.

Si los estudiantes poseen calculadoras, seguramente tratardn de hacer
uso de ellas para resolver preguntas (como las de arriba) para las que se
supone que el uso de la calculadora no es necesario. Cuando se evalia la
respuesta de los estudiantes a las actividades, normalmente la inica eviden-
cia disponible para nosotros es aquello que ellos escriben; como se muestra
arriba, existen muchas oportunidades para que el razonamiento matemético
de un estudiante se vea apoyado, retado e influenciado por el uso discipli-
nado de las calculadoras graficas. Es precisamente por esta razon, que las
calculadoras graficas son potencialmente ttiles tanto a estudiantes como a
profesores de matemadticas. Aun cuando las respuestas de los estudiantes a
una pregunta no muestren necesariamente estos efectos de manera expli-
cita, es necesario tenerlos en cuenta en la etapa de disefo.

IMPLICACIONES DEL USO DE LAS CALCULADORAS
GRAFICAS EN LA EVALUACION

Tal y como ya sugerimos, el uso de las calculadoras en la evaluacién es un
paso importante hacia la integracion de la tecnologia en el curriculo. Antes
de que se dé este paso, no es probable que se den cambios substanciales en
el curriculo, ya que es factible que las calculadoras grificas se tomen sim-
plemente como una herramienta extra, opcional, aunque deseable. Luego
de que se da el paso, sin embargo, es mds posible que los que desarrollan el
curriculo, los profesores y sus estudiantes vean a las matematicas con nue-
vos o0jos. El uso de las calculadoras gréficas tiende a producir el efecto de
motivar el uso y posesion de calculadoras, sobre todo para evaluaciones de
alto nivel.

Un efecto probable es que la disponibilidad de las calculadora graficas
puede trivializar algunos procedimientos matemdticos que hoy en dia
toman mucho tiempo. Un buen ejemplo es la solucién de sistemas de ecua-
ciones lineales. Muchos estudiantes (probablemente demasiados) aprenden
esto como un procedimiento mds bien complicado, especialmente para sis-
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temas con mas de dos ecuaciones. A los estudiantes les toma un buen
tiempo aprender estos procedimientos, y se emplea una gran cantidad de
tiempo extra desarrollando y manteniendo la fluidez. Aun asi, pocos discu-
tirdn que este tiempo fue bien empleado, en términos de lograr que los estu-
diantes desarrollen y comprendan la naturaleza de las ecuaciones lineales.
Sin embargo, no es mucho lo que se comprende cuando se sabe como y
cudndo utilizar la eliminacién de Gauss-Jordan o la regla de Cramer, y
muchos profesores consideran el tiempo empleado en esto como un mal
necesario mas que como una produccién intelectual. De hecho, toma tanto
tiempo desarrollar habilidad en la solucién de sistemas, que muchos de
nosotros no hemos tenido tiempo para dedicar a la mas importante tarea de
construir dichos sistemas; en consecuencia, hemos ensefiado, frecuente-
mente, a nuestros estudiantes como resolver una sistema que alguien més a
construido, pero hemos sido mucho menos exitosos al ensefiarles cémo
construirlos por ellos mismos. Tal vez podremos restaurar un poco el
balance si los estudiante pueden usar una calculadora grafica para trabajar
con los procedimientos de rutina. El uso de la calculadora gréfica posible-
mente nos permitird reconocer mejor a qué aspectos de las matemadticas
vale la pena prestar atencion y cudles son menos merecedores del ya dema-
siado escaso tiempo disponible para ensefiar y aprender.

Un segundo tipo de efecto de usar las calculadoras gréficas en la eva-
luacién se relaciona con el potencial de los estudiantes de desarrollar per-
cepcién matemdtica. Un ejemplo tiene que ver con el trazado de gréficos de
funciones elementales. Antes de las calculadoras graficas, se esperaba que
los estudiantes aprendieran a trazar los grificos de las funciones, y a
menudo requerfan de bastante tiempo para lograrlo. Sin embargo, la expe-
riencia real de los estudiantes estaba relacionada con la mecénica de dibu-
jar el grafico, y mucho menos relacionada con lo que el grifico realmente
significaba, para qué servia, y por qué alguien podria necesitar dibujar uno,
excepto por la obvia razén de que el libro de texto ordenaba que asi se
hiciera. Al dibujar los graficos a mano, los estudiantes, con frecuencia,
marcan muchos mds, o muchos menos puntos de los que en realidad nece-
sitan porque han desarrollado muy poca intuicién acerca de como se debe
ver un gréfico. Esto es extremadamente ineficaz. Resulta irénico que antes
de la disponibilidad de las calculadoras gréficas, tan pocos estudiantes
dibujaran un gréifico por su propia iniciativa, como si no creyeran realmente
en la utilidad de estos. Si muchos de los detalles mecanicos pueden rele-
garse a una mdquina, los estudiantes podrdn prestar mds atencidn a usar el
gréfico para algtin propdsito; inclusive existe la posibilidad de que se per-
caten de que algunas preguntas son bastante apropiadas para buscar un
apoyo grafico. Si se libera tiempo para trabajar con gréficos en vez de tra-
bajar haciéndolos, podemos ser mds optimistas en cuanto a que nuestros
estudiantes perciban las conexiones reales entre los gréficos y las ecuacio-
nes, o vean que los gréficos de funciones continuas se ven como lineas rec-
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tas si se les mira lo suficientemente cerca, o que el gradiente de una curva
cambia de negativo a positivo en un punto minimo local, y asi sucesiva-
mente. Los gréficos tienen mucho que decirnos, pero parece que los estu-
diantes han estado muy ocupados dibujandolos como para poder escuchar.
El uso de las calculadoras graficas en la evaluacién, y por ende su integra-
cién en un curso, puede incrementar los niveles de percepcion matemdtica
de manera significativa.

Una tercera clase de implicacidn es que podemos aprovechar la oportu-
nidad dada por las calculadoras gréficas para ampliar el curriculo. Un buen
ejemplo de esto ocurre con el andlisis de datos. Antes del uso de las calcu-
ladoras graficas en la evaluacion, era irracional esperar que los estudiantes
emprendieran un andlisis de datos, y cuando tal andlisis estaba incluido en
la evaluacion, el conjunto de datos era siempre muy reducido (o se daba
resumido). Con frecuencia, el énfasis estaba en la computacion de estadisti-
cas numéricas, y se le prestaba poca atencion a las relaciones entre las
variables y a las inferencias que se podian hacer de los datos. Sélo se utili-
zaban las regresiones lineales con minimos cuadrados, ya que todo lo
demads era demasiado complicado. Sin embargo, si los estudiantes tienen
una calculadora gréifica con un nimero de modelos de regresién, como
todas las calculadora graficas tienen hoy en dia, tiene sentido un ligero
cambio en el curriculo para examinar datos con miras a encontrar, com-
prender y usar las relaciones, aunque no aparezcan en forma lineal. Pese a
que la estadistica matematica relevante es muy sofisticada para una audien-
cia de secundaria, la idea de que los datos pueden ser modelados con varios
tipos de funciones, de los cuales la lineal es sdlo una, es bastante accesible
para la gran mayoria.

Desde la perspectiva del desarrollo de curriculo, una implicacién del
uso de calculadoras gréficas en la evaluacion es que aprender a escoger y
usar la tecnologia puede ser contemplado como una meta explicita. Por
ejemplo, en revisiones recientes los cursos de una escuela de secundaria en
el oeste de Australia para sacar ventaja de las calculadoras gréficas, se afna-
di6 un nuevo objetivo general: “Los estudiantes seleccionardn y hardn uso
de la tecnologia apropiada”. Con este objetivo hecho explicito, podriamos
esperar que el tiempo y energia de clase sea empleado en tratar de ayudar a
los estudiantes a alcanzar el objetivo, y que un tipo de evaluacién del punto
hasta el cual los estudiantes se sienten inclinados y son capaces de usar las
calculadoras gréficas de manera inteligente se convierta en algo normal.

La preocupacién por los problemas de equidad se ha presentado con
frecuencia en Australia, con respecto a la disponibilidad de las calculadoras
gréficas en las actividades de evaluacién. Algunas personas han estado bas-
tante preocupadas por las consecuencias para las comunidades con menos
recursos, con menos posibilidades de adquirir tecnologia sofisticada. De
hecho, la inclusién de las calculadoras gréficas dentro de las estructuras de
evaluacidn, especialmente las estructuras de evaluacién de alto riesgo, pro-
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porcionan una razén poderosa para de que la tecnologia no sea un adorno
sino una parte necesaria del curriculo. Esto, a su vez, puede motivar mas
que nunca a las directivas de los planteles para proveer fondos para reducir
las desigualdades.

Una aplicacion final estd ilustrada en algunos de los ejemplos de la sec-
cion precedente. Cuando las calculadoras gréficas estdn disponibles en la
etapa de evaluacion, una variedad de métodos pueden ser incentivados, en
vez del enfoque tradicional de hacer matemadticas de la manera “correcta”.
Un ejemplo extensivo de esto, en el contexto de las ecuaciones, es ofrecido
por Kissane (1995). Mientras que puede argumentarse que es intrinseca-
mente mejor para los estudiantes aprender varias maneras de trabajar con
problemas mateméticos en vez de una sola, la principal razén para esta
multiplicidad de aproximaciones es que parece posible reforzar el desarro-
llo conceptual para obtener miltiples perspectivas accesibles para los estu-
diantes.

CONCLUSION

Todo tipo de evaluacién requiere de una reflexion cuidadosa, si se quiere
estar seguro de obtener informacion ttil y confiable sobre los logros y difi-
cultades de los estudiantes. El uso de las calculadoras grificas en la evalua-
cién presenta nuevos retos, que requieren un buen conocimiento de las
capacidades de la tecnologia y de los logros académicos que se buscan.
Aunque existen muchos problemas relacionados con el uso de las calcula-
doras graficas en la evaluacion, ninguno de ellos presenta obsticulos insu-
perables para el uso inteligente de las calculadoras. A pesar de que algunos
de los problemas estdn relacionados con falta de familiaridad con la tecno-
logia, y el hecho es que no es todavia universalmente accesible para los es-
tudiantes, hay problemas mds fundamentales y menos transitorios. Pero es
mucho lo que se puede ganar al integrar las calculadoras gréficas a las es-
tructuras de evaluacion. En particular, la educacion matemaética podrad final-
mente sacar provecho de las nuevas oportunidades que la tecnologia
personal ofrece. Se puede esperar que del esfuerzo por ajustarse a los pro-
blemas se deriven beneficios substanciales.
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CApITULO 10

VISUALIZACION DE SOLUCIONES
A CIERTAS ECUACIONES DIFERENCIALES
ELEMENTALES EN LA TI-85

JOHN F. LucAs

El tratamiento serio de las ecuaciones diferenciales de primer y
segundo orden es un enfoque relativamente nuevo que aparece en el
segundo curso de cdlculo en varios curriculos de reforma. Este trabajo
elabora sobre la perspectiva grdfica del Consorcio del Cdlculo en
Harvard (CCH), mediante el uso de la tecnologia de la calculadora
grdfica programable Texas Instruments TI-85. Los estudiantes pueden
llegar a alcanzar una comprension considerable sobre la naturaleza y
las soluciones de ecuaciones diferenciales a través del uso de una
combinacion de programas y la opcion grdfica DIfEQ de la TI-85.
Investigamos cinco soluciones diferentes. Primero, examinamos una
ecuacion presentada algebraicamente (modelo de inyeccion de droga)
a partir de la cual los estudiantes producen una ecuacion diferencial,
luego una solucion de campos de pendientes, y finalmente, una solu-
cion especifica presentada con opcion DIfEQ, que puede superponerse
al campo de pendientes y ser corroborada al trazar alli la solucion
algebraica conocida. Después de esto, ayudamos a resolver el misterio
de un asesinato por medio de la Ley de Enfriamiento de Newton y una
dimension de tiempo de “incremento negativo”, utilizando la capaci-
dad de rastreo para aproximar el momento del asesinato. Las siguien-
tes dos aplicaciones tratan sistemas de ecuaciones de primer orden —
un modelo S-I-R de una epidemia y un modelo depredador-presa con
campos de pendientes, trayectorias y andlisis de series de tiempo. El
iltimo ejemplo, considera la oscilacion en amortiguacion de un sis-
tema de resortes, donde primero se dibuja la curva de solucion y luego
se utilizan estimados para aproximar sus funciones de amortiguacion y
oscilacion.

En la Universidad de Winsconsin-Oshkosh, desde el otofio de 1992, hemos
estado empleando el curriculo del Consorcio de Célculo en Harvard y cal-
culadoras graficas programables (TI-85) para la ensefianza de todas las sec-
ciones de nuestro curso principal de calculo. Seleccionamos los materiales
CCH porque estdbamos buscando un respiro para introducir una reforma al
célculo y el de Harvard enfatizaba una fusién de varias perspectivas — gra-
fica, numérica, simbdlica y verbal — en el contexto de problemas interesan-
tes no estandarizados. La TI-85 era una pareja tecnolégica apropiada para el
curriculo por su accesibilidad, bajo costo, cardcter portatil y variedad de op-
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ciones de mend, incluyendo opciones graficas y numéricas. Ninguna de las
dos elecciones nos ha decepcionado. Por lo menos una docena de profeso-
res de nuestra facultad ha ensefiado un curso de nuestra secuencia de tres
semestres, y cinco de nosotros hemos ensefiado la secuencia completa que
incluye célculo de variables multiples.

Este trabajo estd enfocado en las ecuaciones diferenciales elementales,
que comprenden alrededor de 40% del segundo semestre del curso CCH.
La TI-85 tiene un mend (DifEq) que realiza graficos de solucién bastante
buenos para las ecuaciones de primer y segundo orden que aparecen en el
célculo de Harvard; esto permite a los estudiantes un acceso visual exce-
lente para el andlisis, interpretacion y, en algunos (pero no en todos) los
casos, comparacion con soluciones algebraicas. Se escribieron varios pro-
gramas auxiliares del método Euler (Numérico, Grifico y Sistemas de
Ecuaciones Diferenciales), Trayectorias, Campos de Pendientes y Series de
Tiempo para ayudar al estudiante con el trabajo grafico y numérico con
ecuaciones diferenciales.

Aqui examinaremos cinco problemas (cuatro de los cuales se han
tomado directamente del texto CCH) que ilustran el matiz del curriculo y la
aplicacion de la TI-85 como ayuda para el aprendizaje, particularmente el
aprendizaje visual. Estas situaciones incluyen ecuaciones diferenciales abs-
tractas (modelo de inyeccidn de droga), un modelo de epidemia S-I-R, el
misterio de un asesinato (con la Ley de Enfriamiento de Newton), un sis-
tema depredador-presa (petirrojos y gusanos) y un oscilador lineal armé-
nico (amortiguacién de un sistema de resortes).

HACIA ADELANTE Y HACIA ATRAS EN
UNA ECUACION DIFERENCIAL

Este ejemplo se introduce en clase luego de que los estudiantes han explo-
rado ecuaciones diferenciales faciles (predecibles), como

a. % = 0.5y cony(0) = 100 (0 y (1) = 17.3).

b. d_y = cosx con ¥ (0) = 1 (o cualquier otra condicién limite).

dx

En este punto, los estudiantes estdn familiarizados con los campos de pen-
dientes y el mend DifEq de la TI-85 (donde la variable dependiente es Q1 y
la independiente es t).

Se les da la ecuacion

y = Cxe "2 (siy(1) = 8.19, C=10)

y se les pide que diferencien, obteniendo
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% = Ce " (1-02x) .

—0.2x . .. .
Ahora, ellos reemplazan Ce con g de la ecuacién original, y obtienen

una ecuacion diferencial de la forma

dy _ Y q_
I = x(l 0.2x)

(ya conocemos la solucion especifica para esta ecuacion diferencial si la
-0.2x

condicion limite es i (1) = 8.19... .Es y = 10xe ).
Después, exploramos la situacién de forma visual de dos maneras:
a. Use el programa Campos de Pendientes en la TI-85 (ver Apéndice)

para construir un campo de pendientes en la ventana [0, 20] "

Salve la ilustracién del campo de pendientes seleccionando STPIC y
dandole el nombre de DE1.

b. Luego, prepare el menu de grificas DifEq como se muestra a conti-
nuacion:

* Q1= (Q1/t)*(1-0.2t)
* RANGE [1,20],, t=step .05, tplot 1 (el trazado empieza en el
valor tde 1), [0,20]  y [0, 20] y

* INITC QI1 = 8.19 (este es el valor de Q1,0 “y”, cuando t (0 “x”)

esl)
¢ GRAPH la curva de solucion, vemos la ventana mostrada en la
figura 1.
Figura 1.
. . -0.2x
* Algebraicamente, compare la solucién y = 10xe con

nuestro grafico seleccionado DRAW, luego DRAWF vy teclee
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10xe”(-0.2x). La curva trazada empezard en x = 0 (y llenard el
intervalo 0 <x < 1) y de ahi en adelante, seguird muy cercana-
mente el camino de la curva de solucion.

c. Finalmente, superponga el campo de pendientes sobre la curva de
solucién de DifEq al seleccionar RCPIC del ment y presionar la
tecla F que corresponde a DE1. De hecho ahora estamos viendo una
trayectoria en un campo de pendientes como se ve en la figura 2.

Figura 2.

EL MISTERIO DE UN ASESINATO

Este es el problema nimero 16 de la seccién 9.5 (pagina 511) de Hughes
Hallet et al. (1994) con la temperatura cambiada a ° Celsius. Un detective
encuentra la victima de un asesinato a las 9 a.m. La temperatura del cuerpo
es 31.7°C. La temperatura ambiente permanece constante a 20°C.
Suponga que la temperatura 7 del cuerpo obedece a la Ley del Enfria-
miento de Newton, escriba una ecuacion diferencial para T y resuélvala
para estimar la hora del asesinato.

La ecuacion diferencial es

dT
o = k(T-20)

con valores limite T (0) = 324 y T (1) = 31.7.

Al usar la separacién de las variables, los estudiantes resuelven primero
la ecuacién diferencial algebraicamente y establecen constantes a través de
valores limites para obtener

T = 20 + 12.4¢ "%

A partir de esto, la solucién requiere hallar el tiempo t (en horas desde las 9
am.,quees f = 0) para el cual T=37° (temperatura normal del cuerpo
de una persona con vida). La solucién produce ¢ = —5.26 horas, que signi-
fica 5.26 horas antes de las 9 a.m., 6 3:44 a.m. (Se le pide a los estudiantes
que interpreten el significado del tiempo negativo aqui).
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La solucién visual a este problema involucra un uso creativo de DifEq.
Durante la solucién algebraica (que tiene que preceder a la visualizacién,
por lo menos para establecer la constante k) encontramos que k = —0.06 .
Asf que la ecuacién diferencial es

dT
5 = -006(T-20).

Al utilizar DifEq, definimos

Q'1=-0.06(Q1-20).

Establezca tMin en 0 (9 a.m.) y tMax en -12 (doce horas antes de las 9 a.m.),
y tome tStep de -0.1 (como 6 minutos), tPlot de 0, y la ventana [-12, 0] x

y [0, 50] " Establezca INITC QI1 = 32.4 (la temperatura correspondiente a

tMin, que es t = 0 o 9 am.). El grifico se desarrolla de derecha a
izquierda (las flechas son anadidas) en la figura 3.

=22 y=37.041695905

Figura 3.

Para confirmar nuestra respuesta, ejecutamos TRACE al punto mds cercano
a un valor y de 37, y obtenemos t = —-5.3, que corresponde a 3:42 a.m.
para la hora aproximada del asesinato.

MODELO S—-I-R PARA UNA EPIDEMIA DE INFLUENZA

Este es el primer ejemplo de la seccion 9.8 de Hughes-Hallet et al. (1994).
La situacién inicial se desarrolla en un internado para varones con 163
estudiantes. Una semana después de las vacaciones de invierno (enero de
1978), un nifio habia desarrollado la gripe, luego dos mas, y para finales del
mes, casi la mitad de los jévenes habian enfermado. La mayoria de la
escuela habfa sido afectada cuando la epidemia se acabé a mediados de
febrero.
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El modelo S—I-R incluye los tres grupos:

(no enfermos atin pero que podrian

celnd ]
S: el nimero de susceptibles llegar a estarlo)
I: el nimero de infectados (aquellos enfermos en el momento)

(aquellos que habian estado enfermos y

R: el nimero de recuperados . .
ya no pueden infectar o ser infectados)

Una discusion de la situacién conduce al siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales:

ds

T -0.0026S1
dl
T 0.002651-0.51

Al eliminar ¢, tenemos la ecuacién diferencial con I (dependiente), S (inde-
pendiente)

Ell—_l.yg
s — S

con condicidn inicial S = 762 (susceptibles), I = 1 (infectado).

Existe una variedad de opciones disponibles en la TI-85 para ayudar en
la visualizacidn de las relaciones entre I, S, y ¢ (tiempo en dias).

a. Podemos esbozar el grafico I vs. S como un ecuacién diferencial de
primer orden en el menu DifEq

Q"1 =-1 + (192/)

(Aqui, t se refiere a los susceptibles
asi que t esta representado nuestra S.)

¢ Establecemos el RANGE en [762, 0] ;s

* t—step en -1 (variacién para el mdximo niimero de susceptibles
y 0 infectados), y

e ventana [O, 763]x y [0, SOO]y.

* la condicién inicial Q1 (que corresponde al tMin de 762) es 1.
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El grifico se desarrolla de derecha a izquierda (flechas afiadidas) en la
figura 4.

Figura 4.

b. Podemos usar el programa TRAJECTORY (Trayectoria, ver Apén-
dice) para esbozar una curva de solucién apropiada para el sistema
original de ecuaciones diferenciales. Este programa produce una
contraparte visual para el método Euler de dos variables. En este
programa, X se refiere a la variable independiente (aqui, S) y Y se
refiere a la variable dependiente (aqui, I). Nuestro sistema se vuelve,
luego de convertirlo a estas variables:

dx_ -0.0026*X*Y
dt

%: 0.0026*X*Y-0.5*Y

* Respondemos (al programa de subrutina llamado RANGE
Rango) con:

xMin O|{xMax 763 |xScl 0
yMin O|yMax 500|yScl 0

* luego X(0) = 762 (nimero inicial de susceptibles), Y(0) = 1
(ndmero inicial de infectados), y una variaciéon de tamafio
At=0.1.
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* Al presionar la tecla ENTER muchas veces sucesivamente (una
por cada paso), vemos una trayectoria que se parece a nuestra
curva de solucién de a., que se muestra en la figura 5.

Figura 5.

c. Finalmente, empleamos el programa TIMESERIES (Series de
Tiempo, ver Apéndice) para visualizar el comportamiento del indi-
viduo S y la poblacién I con el paso del tiempo. En esta situacién, X
se refiere a una de las variables dependientes, (aqui S, susceptibles)
y Y se refiere a las otras variables dependientes (aqui, /, infectados).

* Se nos pide que registremos

O = 0.0026%X*Y - 0.5+
dX_ _0.0026%x*Y
ar

* Examinaremos esto por 20 unidades de tiempo (aqui t, en dias).
De tal manera que nuestros datos de entrada son:

xMin O|{xMax 20 |xScl 1
yMin O|yMax 763|yScl 0

* Continuamos con X(0) = 762 (ndmero inicial de susceptibles),
Y(0) = 1 (nimero inicial de infectados), y una variacién de
tamafio At=0.1.

* Dos curvas se desarrollan simultdneamente. Los susceptibles
empiezan en 763 (tiempo t = 0) y bajan dramaticamente para
finalmente desaparecer. Los infectados empiezan en 1, llegan a
un méaximo de casi 300, y luego desaparecen hacia el 0. Nuestro
grafico se muestra en la figura 6.



VISUALIZACION DE SOLUCIONES A CIERTAS ECUACIONES DIFERENCIALES. .. 139

Figura 6.

MODELO DEPREDADOR-PRESA:
PETIRROJOS Y GUSANOS

Este es el segundo ejemplo de andlisis de sistemas de ecuaciones diferen-
ciales presentado en la seccion 9.8 de Hughes-Hallett et al. (1994).

e w = nimero de gusanos en millones

e r = numero de petirrojos en miles

Se da un sistema simplificado como:

dw_

E— w —wr
Q‘I -1+ wr
dt

A partir de este sistema, se le pide a los estudiantes que interpreten el creci-
miento o disminucién de cada poblacién en ausencia de la otra, y luego que
interpreten el efecto de la interaccidn (que es proporcional al término del
resultado). Podemos ver que los gusanos crecerdn exponencialmente en
ausencia de los petirrojos (el depredador), los petirrojos disminuirdn expo-
nencialmente en ausencia de los gusanos (la presa). La presencia de los
petirrojos afecta la poblacion de gusanos y la presencia de gusanos ayuda a
la poblacién de petirrojos.

Comenzamos nuestro andlisis visual con un campo de pendientes donde
los gusanos (variable x) son independientes y los petirrojos (variable y) son
dependientes. Nuestro sistema se traduce en

dr

dt _dr _dy _ —y+xy

dw ~ dw  dx  x-xy

dt
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Examinaremos las poblaciones de 0 a 3 millones de gusanos ([0,3] )y
de 0 a 3 mil petirrojos ( [0, 3] y)'

I T
A e T e e e
e T T
BT e e e e T B e e e

e T A

I S S R

e T

[

A -

Figura 7.

Se le indica a los estudiantes que visualicen el punto de partida (0.5, 0.5)
—medio millén de gusanos y 500 petirrojos— y sigan una curva de solu-
cién que contenga este punto. Los petirrojos disminuyen ligeramente a
medida que los gusanos aumentan, luego los gusanos y petirrojos aumentan
hasta que los gusanos llegan al maximo (cerca de 2 millones). Después de
esto, los petirrojos aumentan hasta que llegan a un méximo de alrededor de
200 a medida que los gusanos disminuyen. Ambos disminuyen hasta una
poblacién minima de gusanos de 400.000 y el ciclo se vuelve a repetir. Esto
se puede apreciar mejor al salvar la grafica (STPIC) del campo de pendien-
tes, llamar el programa TRAJECTORY para bosquejar la trayectoria en la
misma ventana empezando en X(0)= 0.5 Y(0)= 0.5 con una variacién de
tamafio At = 0.1, y luego recuperar (RCPIC) el campo de pendientes y
superponerlo a la trayectoria. Esto se muestra en la figura 8.

J o e e e e
A e e
o - e T
N T e e e
F LN

P

4 -

e —

Figura 8.

Al tener los campos de pendientes y las trayectorias a nuestra disposicion,
podemos visualizar facilmente el efecto ecoldégico de empezar con una
relativa falta de balance en la poblacién como (2,2.2).

El comportamiento ciclico de las poblaciones de petirrojos y gusanos a
través del tiempo se muestra al aplicar el programa TIMESERIES con las
siguientes especificaciones:
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(Ll{: -Y+X*X

t , (X = gusanos; Y = petirrojos)
§= X-X*Y

dt

Utilizamos una ventana de [0, 20] . por 20 unidades de tiempo,y [0, 3] y

para incluir tanto la poblacién de petirrojos como la de gusanos como
variables dependientes, con valores iniciales de 0.5 para las dos poblacio-
nes, y una variacion de tamafio At = 0.1. La primera curva en alcanzar un
mdximo es la poblacién de gusanos. Estas parecen ser periddicas y estar
separadas por un cuarto de ciclo. La figura 9 muestra la serie de tiempo.

Figura 9.

OSCILACION AMORTIGUADA:
UN RESORTE CON FRICCION

Este es el tema de la seccién 9.11 de Hughes-Hallett et al. (1994). Al apli-
car la ley de la fuerza de Newton (en su relacién con masa y aceleracién),
la Ley de Hooke's que indica que la fuerza es proporcional al desplaza-
miento y el hecho de que la friccién en un sistema de resortes tiene el
efecto de disminuir la velocidad, tenemos como resultado una ecuacion
diferencial de segundo orden que modela la situacién (ver figura 10).

Si s(t) = posicion de la masa en tiempo t,

entonces ds = v (t) = velocidad de la masa en el tiempo t

dt
s
y— =4 (t) = aceleracién de la masa en el tiempo t
dt
tenemos
PO O
at gy
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&—_E(d_s)_k(s)
dr2 - m\dt) m

? S positivo

— S=0 (posicién de equilibrio)
¢ S negativo

Ley de la fuerza de Newton: Fuerza = masax aceleracién

Tres fenémenos fisicos:

Ley de Hooke ’s: La fuerza es proporcional al desplazamiento

Friccion: Velocidad disminuye
Figura 10.

Para el ejemplo en la pagina 570 de Hughes-Hallett et al. (1994), asigna-
mos constantes para que la ecuacion diferencial se convierta en

2
d—;‘ = 4.4(%) —4.04s
dt

para la cual la velocidad inicial v (0) = 0.9123 metros/seg. (un movi-
miento ascendente) y la posicion inicial s(0) = 0.8415 metros (por
encima del punto de equilibrio).

Antes de aplicar cualquier método algebraico para resolver la ecuacién
diferencial sujeta a estas condiciones iniciales, podemos explorar la situa-
cién graficamente como se hace a continuacion.

En el modelo DifEq, Q1 representa la variable dependiente (aqui, la
posicién s), t representa la variable independiente (aqui, tiempo f). Enton-
ces, Q"1 representa una nueva cantidad (velocidad) que llamaremos Q2, y
Q'2 representa la derivada de la velocidad, o aceleracion.

Asi, tenemos las especificaciones
¢ Q"1 =Q2 (Q2 es velocidad)
* Q'2=-04Q2-4.04 QI (esta es la ecuacién diferencial).
Seleccionamos Q'2 para que las dos ecuaciones se consideren como relacio-

nadas y no como ecuaciones diferenciales separadas. Los datos RANGE son
los siguientes:
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e [0, 10] para t (intervalo de 10 segundos) y x (variable de ven-
tana horizontal, o tiempos)

* tStep = .1 (incremento de una décima de segundo)

e [-1, 1] paray (coordenadas de ventana vertical, o posiciones).

Nuestras condiciones iniciales son:
* QI1 =0.8415 (valor inicial de Q1, o posicién)
¢ QI2 =0.9123 (valor inicial de Q2, o velocidad)

Cuando realizamos el grafico, obtenemos la oscilaciéon amortiguada que se
muestra en la figura 11.

AN
vV

Figura 11.

En este punto, los estudiantes saben que la forma algebraica bdsica de la
solucién es

S (t) = (funcién de amortiguacién) (C, cos2t + C,sen2t).

El problema ahora es estimar la funcién de amortiguacién. Empleamos
TRACE a lo largo de la curva de solucién para aproximar los valores (%, s)
en los cuatro puntos maximos, y obtener asi, (.2,.9466), (3.4, .5012),
(6.5, .2631),y (9.7, .1359). Luego, colocamos los valores r en STAT EDIT
como una xList y los valores s como la yList, correspondiente, hacemos
una regresiéon exponencial (CALC, EXPR), y obtenemos la funcién expo-
nencial aproximada de disminucién

y = 1(0.8149)"
que a través de dlgebra se convierte en

-0.2x
y = le .
Volvemos al grifico de la curva de solucidn para la ecuacion diferencial, y
utilizamos DRAW, luego DrawF ¢ 02 | para trazar una corroboracién
visual de nuestra funcién de amortiguacion (ver figura 12).
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m
v

Figura 12.

De esta manera, hemos combinado aproximacién visual y un poco de dlge-
bra para obtener la funcién

S(t) = e02t(C cos2t+C,sen2t).

Cuando imponemos la condicién inicial s(0) = 0.8415 'y
v (0) = 09123, obtenemos constantes C1 = 08415y C2 = 05403,y
por ende la solucidn especifica

S(t) = e 02t(0.8415c0s2t +0.5403sen2t)

que puede ser corroborada visualmente en comparacién con la solucién
grafica al usar el mend DRAW funcién DrawF.

Como una perspectiva grafica final, podemos examinar la velocidad vs
la solucién de la posicién de la fase en el plano al hacer los siguientes ajustes
en nuestros datos DifEq. Necesitamos cambiar el RANGE para reflejar posi-

ciones a lo largo del eje x, (por lo tanto, [-2, 2] | ) y las velocidades a lo lar-

go del eje y (por lo tanto [-3, 3] y ). Una configuracién adicional incluye el

menu AXES, donde el eje x estd dado para Q (posiciones) y el eje y estd dado
para Q' (velocidades). Empleamos GRAPH para obtener la representacion
de la fase en la figura 13. Se le pide a los estudiantes que interpreten fisica-
mente dentro del sistema de resortes la direccién y magnitudes de las canti-
dades involucradas en esta representacion.

.
S

ate | | INTc | aes| ard

Figura 13.
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Una manera alternativa de ver el esquema de la fase es emplear el pro-
grama TRAJECTORY donde Y representa velocidades (Q2), y X representa
posiciones (Q1), con

dY _ _0.4%y-4.04%X
dt

dx

By

dt

y datos RANGE [-2,2] , [-3,3] , con X(0) = 0.8415, ¥(0) =0.9123, y

At =0.1. Al presionar ENTER repetidamente, generamos la imagen en la

figura 14.
/‘R y
\'::’J

Figura 14.

Los ejemplos anteriores llevan a los estudiantes por una excursién a través
de la variedad de ecuaciones diferenciales elementales, presentadas en el
curriculo del Consorcio de Célculo en Harvard para el segundo curso. Para
los profesores del nuevo célculo en escuelas o en universidades, estos
ejemplos ofrecerdn un vistazo de la ayuda visual que puede proporcionar la
tecnologia actual de las calculadoras graficas. {Con los adelantos que estdn
por venir, tanto los estudiantes como los profesores de matemadticas pueden
esperar experiencias verdaderamente agradables e interesantes!
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APENDICE (PROGRAMAS DE LA TI-85)

Programa de campo de pendientes (SLOPE FIELD)

:CILCD

:Outpt(1,5, “[SLOPE FIELD]")

:Pause
:CILCD
:Func
:FnOff
:CIDrw

:Outpt(3,1, “Enter dy/dx”)

:Disp “”

:InpST ST1
:STe-Eq(ST1,y1)
:FnOff

:RANGE
‘7(xMax-xMin)/83 — H
‘7(yMax-yMin)/55 - K
1/(4H)2 = A
1/(4K)? > B
xMin+.5H — x
:yMin+.5K —» Z

1 -1

:Lbl ONE

117

Z >y

:Lbl TWO

iyl -T
AN(A+B*TA2) — C
T*C - S

'y > AA

:Line(x-C,y-S x+C,y+S)
AA—y
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y+K =y
:1S>(J,8)
:Goto TWO
x+H — x
IS>(1,12)
:Goto ONE

:Pause
Programa de rango (RANGE)

Input (“xMin="xMin)
:Input (“xMax=""xMax)
:Input (“xScl="xScl)
:Input (“yMin=",yMin)
:Input (“yMax=",yMax)
:Input (“yScl=",yScl)

:Return
Programa de trayectoria (TRAJECTORY)

:CILCD
:Outpt(1,6,"[TRAJECTORY]”)
:Pause

:CILCD

:Func

:FnOff

:Outpt(3,1, “Enter dY/dt = f(X,Y)”)
:Disp “”

:InpST ST1

:St»-Eq(ST1,y1)

:Outpt(5,2, “Enter dX/dt = g(X,Y)”)
:Disp “”

“InpST ST2
:ST»-Eq(ST2,y2)
:RANGE

147
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:FnOff

:Disp “X(0)”

:Input X0

: X0 — X

:Disp “Y(0)”

Input YO

'YO—=Y

:Disp “Step size At”

Input At

:Lbl ONE

:Line(X, Y, X+y2*(At), Y+yl*(At))
X+y2*¥(At) ~ X

Y+yl*(At) ~Y

:Pause

:Goto ONE

Programa de series de tiempo (Time series)
:CLCD

:Outpt(1,5, “[TIME SERIES]”)

:Pause

:CLCD

:Func

:FnOff

:CIDrw

:Outpt(3,1, “Enter dY/clt=f(X,Y)”)

:Disp “”

:InpST ST1

:ST»-Eq(ST1, yl)

:Outpt(5,2, “:Enter dX/dt=£(X,Y)”)
:Disp “”
InpST ST2
:StEqe-(ST2,y2)
:RANGE
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:FnOff

:Disp “Initial X”

:Input X

:Disp “Initial Y”

Input Y

:Disp “Step size At”
Input At

0>t

:Lbl ONE

:Line(t,X t+A t, X+ A t*y2)
:Line(t,Y t+ A t,Y+A t¥yl)
X+Atty2 -5 X
Y+At¥yl - Y

HAt >t

If (xMax-t)*(t-xMin))> 0
:Goto ONE

:Stop
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CAPITULO 11

SOBRE EL IMPACTO DE LA PRIMERA
GENERACION DE CALCULADORAS GRAFICAS
EN EL CURRICULO DE MATEMATICAS DE
NIVEL SECUNDARIO

ANTONIO R. QUESADA

Antes de que la segunda generacion de calculadoras grdficas con ver-
daderas capacidades de manipulacion simbdlica empiecen a influen-
ciar las clases de matemdticas, es importante meditar sobre las
principales contribuciones hechas por la primera generacion. En este
capitulo presentamos cinco de estas contribuciones a través de una
seleccion de ejemplos que ilustran el impacto de las capacidades
numeéricas y grdficas, de las representaciones miiltiples y los métodos y
de las soluciones iterativas y recursivas.

Como suele ser el caso, la marcha rdpida de la tecnologia ha traido al mer-
cado la segunda generacion de calculadoras gréficas antes de que hubiéra-
mos tenido tiempo de analizar a profundidad el impacto de la primera
generacion en las clases de matemadticas. La reciente introduccién de la
Texas Instruments TI-92, la primera calculadora con verdaderas capacida-
des simbdlicas, crea nuevos interrogantes sobre qué cambios se necesitan, si
se necesitan, en el curriculo de matemaéticas, y sobre como integrar apropia-
damente su uso en la ensefianza de matematicas. Sin embargo, las capacida-
des numéricas y grificas de la primera generacién se conservan en la
segunda generacién. Por lo tanto, es apropiado detenerse y reflexionar sobre
algunas de las lecciones importantes que aport6 la primera generacion; lec-
ciones que no se han aceptado del todo, y que en la mayoria de los casos
atin no se han implantado en el curriculo.

Hay muchas dreas del curriculo en donde la calculadora grafica puede
tener un gran impacto en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas.
En este capitulo, se considerardn cinco dreas basicas como representativas
de este impacto. La primera hace referencia a la variedad de enfoques dis-
ponibles en la actualidad para resolver problemas, y, en particular, a las
ecuaciones y desigualdades. Luego, se considerardn las contribuciones
numéricas y graficas de estas herramientas. Los ejemplos que se dan mos-
trardn cémo estas capacidades hacen posible la introduccién a niveles mas
bajos de los conceptos y modelos matematicos, asi como de los métodos de
resolucién de problemas, tradicionalmente estudiados en los niveles supe-
riores por audiencias mds reducidas y avanzadas. La cuarta drea conside-
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rada se refiere al uso de la iteracién y la recursion, principalmente en la
pantalla principal.

La habilidad para representar visualmente los datos o para hacer cdlcu-
los por medio de representaciones multiples, facilita la comprension de los
estudiantes (NCTM, 1989). Las calculadoras graficas, en particular las ulti-
mas representativas de la primera generacidn, estdn equipadas con una
variedad de estructuras de datos que pueden almacenarlos, manipularlos y
presentarlos de muchas maneras diferentes. Las funciones y las relaciones
también pueden ser representadas mediante diferentes sistemas de coorde-
nadas. La quinta drea de consideracion investiga esta flexibilidad en la
representacién y manipulacién de datos y relaciones en multiples formas.
Esto se ilustrara resolviendo de diferentes maneras, mediante el uso de
varias representaciones, algunos de los ejemplos incluidos en las otras cua-
tro 4reas.

Varios ejemplos han sido escogidos en cada una de las primeras cuatro
categorias. En cada categoria la seleccion de problemas fue hecha de tal
manera que da una idea de la variedad de aplicaciones posibles; pero de
ninguna manera esta seleccién agota la categoria. Todos los ejemplos
deben hacerse accesibles a los estudiantes de secundaria. La sintaxis utili-
zada en los enunciados y las pantallas de todos los ejemplos corresponden a
una TI-82. Las pantallas incluidas, algunas veces en exceso, servirdn para
aliviar cualquier duda al reproducir las soluciones dadas.

DIFERENTES ENFOQUES PARA LA
RESOLUCION DE ECUACIONES

La resolucién de ecuaciones que involucran funciones algebraicas y tras-
cendentes es un tema repetitivo a lo largo de la escuela secundaria. Los
estudiantes aprenden diferentes técnicas para resolver ecuaciones segin las
propiedades de las funciones involucradas. A menudo, las ecuaciones pro-
puestas son cuidadosamente seleccionadas para que tengan coeficientes y
soluciones “amables”. Las calculadoras graficas expanden el grado de difi-
cultad y el rango de ecuaciones que pueden ser propuestas. Estas calculado-
ras facilitan la evaluacién de una solucién, para mayor precisiéon y para
lograr enfoques unificados a las soluciones, independientemente del tipo de
funciones involucradas. Tradicionalmente, las preguntas sobre desigualda-
des involucraban expresiones lineales, cuadraticas y racionales. En una
investigacion informal de libros de precélculo en 1992, encontramos que
noventa por ciento de los textos no incluian desigualdades que involucraran
funciones trascendentes. Dado que la realizacién de graficos ya no es una
actividad que toma mucho tiempo y las desigualdades ayudan a los estu-
diantes a pensar globalmente, puede valer la pena incrementar el nimero de
desigualdades que proponemos.
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Ejemplo 1
Resuelva la ecuacién sen(x - g) =x.

Solucion
Sin el uso de la tecnologia serfa imposible proponer este mismo problema a
los estudiantes antes de estudiar el algoritmo de Newton-Raphson en cal-
culo. La versatilidad de la calculadora grifica se ilustra al resolver esta
ecuacién por medio de métodos diferentes, ahora al alcance de los estu-
diantes de secundaria.

Empecemos por graficar las funciones

Y, = sen(x—gj YY, =X

y determinar visualmente un intervalo, digamos (-2,0), que contenga la
solucién (figuras la y 1b).

=zl LA=TAd

R et

m=amn oW -

Figura la. Figura 1b.

Solucién numérica mediante el uso del Teorema del Valor
Intermedio

Desactive y; y yp,ysea y3 = Yy, =Y, .

HELE SETLF # B
TElMin=-2 14 | 565
= -1F | ThzBEd
-1E | ZENFE
11 | ZiygeE
-1 Jizzay
-+ e
! 1000
=-.8
Figura Ic. Figura 1d.

Las figuras lc. y Id. indican la preparacién inicial y la correspondiente
tabla de valores. Luego de buscar en esta tabla, se encuentra un intervalo
donde la funcién cambia de signo. Ahora el subintervalo mds pequefio
[-1,-0.9] que contiene a cero es usado para redefinir Tblset, asi dejamos
TbiStart=-0.1 y ATbI=0.01. El proceso continua hasta que se alcanza el
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grado de precision deseado. Se puede retar a los estudiantes a determinar
numéricamente, es decir, sin mirar el grafico, el intervalo inicial que con-
tiene una raiz. Vale la pena recordar que se puede escribir un simple pro-
grama para emular la capacidad Table en las calculadoras gréificas mas
viejas.

Solucion numérica con el método de biseccion

Determinando la variable independiente en la configuracién de la tabla en

Ask, se obtienen los valores de la funcién correspondientes a cualquier

valor o expresion para x que se inserte en la linea de comandos al final de la

pantalla. Asi, si (a,b) es el menor subintervalo que contiene la raiz, el estu-
(a+b)

diante puede introducir ¢ = — y escoger el nuevo subintervalo,

digamos (a,c), de tal manera que la condicién f (a) f (c) <0 se satisfaga
(figura le).

A i
- L.651
L ol
-1 LEeay
'Ii ~HEBE
=(-1+ - 5072
Figura le.

Es comtn encontrar que cuando la solucién es un nimero real negativo,
una cantidad sorprendentemente grande de estudiantes comete errores.
Estos errores no parecen ser causados por conceptos erréneos de como fun-
cionan los algoritmos sino por falta de familiaridad con el orden de los
nimeros reales.

Iteracion en un punto fijo (método de Picard)

Inicialice x en Home Screen. Luego, proceda a asignar sucesivamente a x
el valor de la funcién evaluada en el valor anterior de x hasta que la dife-
rencia entre dos resultados consecutivos sea menor o igual a la precisién
deseada.

Figura If.
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Método de Newton

Sea
Y, = nDeriv (Y5, x, X).
Primero inicialice x con un valor cercano a la raiz, luego, recursivamente

calcule x — l, y asigne el resultado a x. Los estudiantes podrdn apreciar
y

cudn rapido converge este método en comparacién con los anteriores.

mlL AR

el B

=Wro Ny
- 997EZ5E939
923184558755
92942127
- F0E9421232

Figura Ig.

Utilizando la capacidad de resolucion automatica

oluweiyzne 1.2

-.98R9421232

Rt \
n=".98084=1 Y=

Figura 1h. Figura Ii.

En la pantalla seleccione root de y; como se muestra en la figura 1h, o
intersect de y; y y,. Alternativamente la figura 1i muestra el uso de la
capacidad de resolucién automdtica de Home Screen con un valor inicial
apropiado.

UTILIZACION DE LAS CAPACIDADES NUMERICAS
DE LA CALCULADORA GRAFICA

Antes del uso de la tecnologia, la aproximacion numérica a muchos con-
ceptos matemadticos era omitida o simplemente enunciada. Algunas veces
un ejemplo era presentado por el profesor o el libro. En general la gran can-
tidad de tiempo necesario para desarrollar muchos métodos numéricos (aun
con una calculadora cientifica) impedia su presentaciéon completa a la
mayoria de los estudiantes, y hacia que se les relegara como parte de la
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coleccion de técnicas que los estudiantes utilizan para mejorar la compren-
sién o para resolver problemas.

En la seccién anterior hemos visto dos métodos numéricos para resol-
ver ecuaciones trascendentes. Ahora, presentaremos algunos ejemplos adi-
cionales para ilustrar la variedad de aplicaciones de ideas numéricas
facilmente accesibles hoy en dia.

Calcular por ensayo y error
Ejemplo 2
Se ha estimado que una colonia de bacterias crece a una velocidad de

12.5% cada hora. Si el tamaifio inicial de la colonia es de 50.000, ;cuédnto
tiempo le tomard a la colonia alcanzar el tamafio de 200.000?

#1.
13266l . 8677

123531, 21684

Figura 2.

Solucion

Como lo ilustra la figura 2, realizando estimaciones y comprobdndolas
podemos aproximar la solucién en un periodo corto. Es importante resaltar
que la solucién requiere s6lo de la comprensiéon del modelo exponencial,
pero el uso de logaritmos no fue requerido.

Buisqueda numérica de extremos locales

Ejemplo 3

Encuentre el maximo local de

f(x) = -x3+3x2+x-3.

HELE =ETUF
ThlMir=1
aThl=.1
Indrnt:s [FEE
1{ \ [lerFend=s  [SIFLS

Figura 3a. Figura 3b.
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Solucion

Una exploracién o una simple mirada al gréfico de y, = f(x) enlafigura
3a muestra que existe un maximo relativo en el intervalo (1,3). Prepare la
tabla para que empiece en x = 1 con un incremento de ATbl=0.1.
Al explorar la tabla (figura 3c) encontramos un subintervalo donde hay un
pico. Al redeterminar la tabla para que empiece enx = 2.1 con ATbI=0.01,
en la figura 3d, un nuevo subintervalo mds pequefio (2.14,2.16) (figura 3e).
Este proceso de obtencién de subintervalos encajados que contienen los
extremos continda hasta que la longitud del subintervalo obtenido es igual
a la precision deseada.

" LTy AELE SETUF A ik
1.E | z&8E TblMin=2.11 T T
ig Z.BL aThl=.81 =iz | Z0rEL
£ = Indrnts [EEs TR o
%j% %EE% [lepends [FFHa E: E X
Ao 3553 247 | Zoray
=2.4 1=3. 879125
Figura 3c. Figura 3d. Figura 3e.

Exploracion numérica del comportamiento local de una
funcion

Ilustramos dos aproximaciones diferentes por medio de dos ejemplos. El
primero muestra que la velocidad de las calculadoras grificas modernas

hace que la caracteristica de la tabla sea una herramienta simple pero pode-
rosa para realizar andlisis.

Ejemplo 4

. senx
Explore el comportamiento cercaa x = 0.

Solucion

Sea

senx
1 x

y escoja Ask para la variable independiente en Table Setup. Luego dé a x
valores arbitrarios cercanos a cero, primero desde la derecha y luego desde

senx

la izquierda; vemos en la ilustracion de la figura 4 que — 1 cuando

x — 0. La simetria del grafico con respecto al eje puede leerse facilmente
en la tabla.
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A WE
-1 EETER
a1 | .BE03E
TR |
1 L]
E!
i
=. 99399933353
Figura 4.

La segunda aproximacién es mds sofisticada, ya que requiere del uso de
secuencias y listas. Sin embargo, la variedad e importancia de las aplicacio-
nes accesibles en célculo a través del uso de esta estructura de datos justi-
fica la inversién inicial de tiempo. Lo hemos empleado con éxito con
estudiantes de cdlculo de primer afio.

Ejemplo 5

. L. . x+1
Estime numéricamente lim | |

x> [Jx+2-1]

Solucion
Sea
v, = lx + 1]
2 \A/x +2- 1\
?El:i-%ilia “H-H- 1 L1 Lz Lz
] a 1 k ¢ "
(2.5 ~55 -.gea.) | Ty Shee | g
z Ly H - . EEC
£2.m4goma04s 2, | [ 200 | BN EEG
- S -4E -7
L1 Cpa=-,9999099
Figura 5a. Figura 5b.

En la figura 5a tenemos una secuencia definida
{-09,-0.99,-0.999, ...}

que se aproxima a -1 por la derecha. Asi pues, el comportamiento de la fun-
cion puede ser observado al dejar y,(L,) = L,. Como ilustra la lista

Ly = 2-L, enlafigura 5b, la funcion y, parece estar aproximéandose a 2.

Similarmente al ser

N
seq(—l—lO ,N, 1, 12J—>L4,y2(L4) —>L5,y L6 = 2—L5
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podemos ver que la funcién se aproxima a 2 cuando x se aproxima a -1
desde la izquierda.

Resaltamos que, a diferencia del enfoque algebraico, la estimacion
numérica de limites es un proceso directo que no cambia con el tipo de fun-
ciones bajo consideracion.

Exploracion numérica del comportamiento
global de una funcién

Ejemplo 6

Estime numéricamente lim ( 1+ lY .
X —> o0 X

Solucion

Sea

(1+3)
yl— +)_( .

Nuevamente se pueden usar dos enfoques diferentes para observar el com-
portamiento de y; a medida que x crece de manera ilimitada.

# o in:zl-jlilla HaHa 1145 L4 Lz Lz
100 Z.704E i 1EG z7iEz | LMEE
ol iisae e Ol ||
iEin m L2 2. ?18251828} iE1n | Eres | 1E-10

iE11 | EFiee | 1E-
R | EHE | chm
:=2.7182281825832 LzC1z0=1.3"12
Figura 6a. Figura 6b. Figura 6¢.

1) Utilizacién de Table. Con la variable independiente determinada en
Ask, se asignan valores arbitrariamente grandes a x. Como muestra la
figura 6a, la funcién parece aproximarse a e.

2) Utilizacién de lists. Cualquier secuencia divergente de términos positi-
vos puede ser empleada para emular x — oo . Los elementos de la lista
L, obtenida al evaluar y, en la secuencia escogida (figura 6b) parecen
converger hacia e. La figura 6c confirma que los elementos de

L, = e—-L,,seaproximan a0,y por lo tanto

lx
(1+3_c —>e como X — oo,
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Continuidad de funciones exponenciales

Antes de que una prueba formal de este hecho se presente en cdlculo avan-
zado, se le pide al lector de textos de dlgebra basicos que acepte que, para

los exponentes irracionales es suficiente pensar que, digamos a4, tiene el

. . . 1 14 141 1414
valor de aproximaciones sucesivamente cercanas a ,a4 ,4a ,a ,

14142 .
a , ... Algunos libros de texto presentan una tabla de valores para

ilustrar este hecho, pero los estudiantes rara vez hacen alguin célculo. Las
calculadoras gréficas permiten un enfoque participativo que puede ayudar a
desarrollar la comprensién numérica de este concepto (mientras que se
emplea la misma idea que se necesita para una prueba formal).

Ejemplo 7
Explore la continuidad de y = 3" enx = ﬁ

Solucion
Ya que ﬁ = 1.41421356 , podemos escribir

2

<32

372 515

1< 2<2 =3'<3

14<.n<15=3"<
141 < J3<142 =34 32 5142

141421356 < /3 < 1 41421357 = 31 1421350 _ 3:/2 3141421357

1) Siendo y, = 3" y al utilizar Table, las columnas de la derecha y de la
izquierda pueden parecer aproximarse al mismo valor. La figura 7a
muestra los valores de 3" para la secuencia de valores dex aproximan-

dose a ﬁ desde la izquierda.

# 5
1Y YH.8555
iyl | ure?
Tyly | ylrerr

ﬁ| ?ﬁ?ﬁ o e 1
4.7zHE

=1.41421
Figura 7a.




SOBRE EL IMPACTO DE LA PRIMERA GENERACION DE CALCULADORAS... 161

2) Utilizacion de lists. Una lista de valores aproximédndose a Ng) por la
izquierda puede ser introducida manualmente

{1,1.4,1.141, 1414, 14142, 141421, 1414213, ...} - L,

o puede ser generada, como se ve en la figura 7b. Similarmente, se

puede aproximar a 2 desde la derecha al ingresar

{2,1.5,1.42,1415,1.4143,141422, 1414214, ...} - L,,

o al generar la lista de una manera similar (ver figura 7c). Luego al defi-
nir

se puede apreciar en la figura 7d que las dos secuencias parecen aproxi-
marse al mismo valor. De manera equivalente, la secuencia

Ly = L;—L, se aproxima a cero. Parece claro ahora que la secuencia

de puntos

P
[g, 3qj%(«/§,3[2)cuand0 §—> ﬁ

se aproxima por cualquiera de los dos lados. Por lo tanto, el grifico de

y = 3 parece ser continuo x = J2.

eoi iFart CIZd*] eyl iFart CIZ2+] L= Ly Le
H:'-"'liEnH:H: B: 13: H+12~18"H. H. 8. 1 Yy, 6555 | 5,196z | TR
R I 12+l 4707 | 4.7ER | 0B
LB2 1.4H1421 3562 {2 1.5 1.42 1.4.(| F8208 [ A833 )| pEe,
ta i e ssaer0z | [Ba B 10152z || S0 | HEhE | itk
' ' | w.2Z88 | w.r2mA | T2E=7
| c (0= 5dAG1SVA. .
Figura7b. Figura 7c. Figura 7d.

Exploracion numérica de la convergencia de una serie

Ejemplo 8

1,
2

1X

M s

(Converge la serie

i
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Solucion

Se necesita afiadir un gran nimero de términos para obtener una idea de si
las sumas parecen convergir o no. Ya que la TI-82 permite listas de hasta 99
elementos procedemos a afadir subsecuencias consecutivas de este tamafio
(figura 8). A medida que se afiade cada grupo adicionales de 99 elementos,
se puede observar que la suma parcial tiende a estabilizarse. A la luz de este
ejemplo, vale la pena mencionar que el tamafio maximo de la lista se ha
incrementado a 999 en la TI-83.

E+5

5]

sumtsesl -Hé.H. 1
239, 1 0 +545

1.6348839

sumizsesil -He,H. 1

B, 198 _15+5+5

Figura 8.

UTILIZACION DE LAS CAPACIDADES GRAFICAS
DE LA CALCULADORA GRAFICA

Exploracion grafica de problemas epsilon-delta
Sea

lim f(x) = L.

X—a

Encuentre graficamente el mayor valor de & correspondiente a un € dado.
Siendo

vy =f(x,y,=L-eyy; =L+e.

Estime el valor inicial de 8 y haga un gréfico de las tres funciones en la
ventana

W= [a-06,a+06] X [L-¢,L+¢].

Utilizando Intersect calcule x; = y, Ny, y x, = ¥y, Ny, . Entonces el

mayor valor de d es

S = min(‘a—x1

,|a— xz‘) .

Inicialmente, en vez de pedirle a los alumnos que usen Intersect, se les
puede pedir que adivinen un valor para & y, mirando el grifico, lo modifi-
quen apropiadamente para obtener valores sucesivos mds pequefios. El
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valor de & serd aceptable cuando el grifico de y = f(x) vaya de
izquierda a derecha de la ventana.

Ejemplo 9

Dado que lim J/xZ+x-6 = J6, estime graficamente un & para
g=01 *73

Solucion
Las figuras 9a y 9b muestran las funciones definidas y sus graficos en la

ventana [2.9,3.1] X [A/E -1, A/6 + 1]. Las intersecciones en x de y; con
Y, ¥ y3 estdn guardadas en A 'y B respectivamente (figura 9c). Por lo tanto

8 = min(3-B,A-3)

proporciona el radio del intervalo simétrico mds grande alrededor de 3.

Flotl Flotz Flots <A
~N Rl R EHR—ED 3878893924
Rar]-CRY SRR | B
“MrELoe-01 2.938738253
“y= A—3
wMe= E7EeS9024 2
“I'"lﬁf Intersectinn -k
wWr= H=Z.0706998 _¥=z. EHO4ESF .

Figura 9a. Figura 9b. Figura 9c.

Resolucion grafica de desigualdades

Ejemplo 10
Resuelva [x2+3x -2/ <5—|x2+3x + 1|

Solucion

Sea
y, = |x2 +3x - 2| Yy, = 5-|x2+3x+1].

Los graficos de y, y y, enla figura 10a, y; = y, —y, enlafigura 10by
Y4 = Y,<Yy, en la figura 10c han sido dibujados en la ventana

[-4.7,2.5] x [-3.1,5.5] Ya que la dltima funcién es booleana, es conve-
niente seleccionar Axesoff. Al utilizar intersect, o root, 0 Zoom In respec-
tivamente, obtenemos la solucién: (-3.7913,-2) U (-1,-0.7913).
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; F\f;‘\ b o |
/ N

Figura 10a. Figura 10b. Figura 10c.

Aproximaciones polinomiales

Ejemplo 11

(Para qué valores de x es exacta (con exactitud de 0.1) la aproximacion

3
o X
cubica X_E de senx ,cercaax = 07?

Solucion

Para la condicion

senx—(x—x—3)
6

<0.1,

se tiene que

x3
senx — 0.1 <x——6—<senx+0.l.

Sea

3
y, =senx-0.1,y, = x—%,y Y5 = senx + 0.1 (figura 11a).

18izin ¥2—d.1
zBH-RH2AE
zBi=sin Hi+E.1
I.|=

A

aNle

.-:i :
B inEErELEtian
¥zl 4=1 gEEyBad [v=.Bmrcrous

Figura lla. Figura 11b. Figurallc.

e

-

Las figuras 11b y 1llc muestran cémo obtener la solucién
x € (-1.665,1.665) a la ultima desigualdad por medio de la realizacion
de un gréfico y la bisqueda de puntos de interseccion de y, con y; y y3.



SOBRE EL IMPACTO DE LA PRIMERA GENERACION DE CALCULADORAS... 165

Factorizacion de polinomios sobre los reales

Ejemplo 12
Factorice p (x) = 2x —x*—59x3 -~ 39x% — 17x — 6 sobre los reales.

Solucion
Las figuras 12a y 12b muestran el grafico de p(x) en la ventana definida por

[-6.1, 6.1] x [-3000, 200] y [0.6,0.15] x [-10,2.7] .

Claramente este polinomio tiene tres raices reales. Ademds, mediante una
simple observacion o el uso de trace, el conjunto de ceros racionales posi-
bles

1 3
= {41,4=, 42,43, +2 +
S {—1,—2, 12,43, 5 16}

puede ser reducido al menos extenso

r = 16 L
S = {-6,—36}.

1 L .
La figura 12¢ confirma que 3 6 son los tnicos ceros racionales. Por lo
tanto,

p(x) = 2x+1) (x=6) (X3+5x2+x+1).

Ya que la tercera raiz real es irracional, sin el uso de la tecnologia, nos ten-
drfamos que detener en este punto. Sin embargo, ahora es posible extender
este problema para obtener una aproximacion no sélo de la tercera raiz real
sino también del factor cuadratico.

Seay, = x3+5x2+x+1.

.lr\'\_ | :: l-;h

e

Figure 12a. Figure 12b. Figure 12c.

La capacidad de resoluciéon automdtica rdpidamente proporciona la raiz
irracional A=-4.8359759190814. Sea
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BEGoA)

El grifico de y; en [-2,2] X [-2,5] se muestra en la figura 12d. Luego
de encontrar el vértice de esta pardabola (B,C) = (-0.82010872, 0.20000575),
el factor cuadritico puede ser escrito como (x—B)2+ C, por lo tanto

Yy = (x=A) [(x-B) 24+ C] es una aproximacién del polinomio ctibico.

+H 1= = g ]
-4, 83597501 9f 3ok —1 PH-5
+B :BEF+SEE+E+1
SLEEZ2AL 12816 M=V s H—-Hx
*C yBixE-AMCCE-Brt +
L 2AARSYS197 E
Mifsirury s R ety
[s==loBzo1x lv=zesesrse 6=

Figure 12d. Figure 12e. Figure 12f.

Para ver qué tan buena es esta aproximacién podemos hacer dos cosas. Por
un lado, podemos hacer la gréfica de y; y y4, aplicar Trace y usando las fle-
chas verticales movernos entre puntos de ambas curvas que tengan la
misma abscisa (ver figuras 12g y 12h). Por el otro lado, podemos utilizar
table para hallar los valores de y5 = y, -y, , como en la figura 12i.

z 4 A | WE
ECEE| -EE -6
-29 | -EE-H
-£8 | -EE-g
=7 “BE-H
EE5 | -9E-H
EE | -BE-g
E4 | -BE-B
=1 ¥zl =1 y=i, x| =3
Figura 12g. Figura 12h. Figural2i.

Una excelente seleccion de aplicaciones numéricas y graficas asi como las
limitaciones y trampas de la tecnologia pueden encontrarse en el trabajo
precursor de Demana y Waits (1993, 1994) y en Dick y Patton (1994).

UTILIZACION DE LA ITERACION Y LA RECURSION

La capacidad de repetir una instruccién o un grupo de instrucciones al pre-
sionar una tecla, hace de la iteracién y la repeticion enfoques viables para
la resolucion de problemas con calculadoras gréficas. La solucion del ejem-
plo que sigue muestra la simplicidad y elegancia del enfoque recursivo.
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Ejemplo 13

Cuando Joe Smith naci6, sus padres, preocupados por los costos crecientes
de la universidad, depositaron 5,000 délares en una cuenta de ahorros que
pagaba un interés acumulado de 7.5%. a) ;Cudnto dinero habrd en la cuenta
después de 18 afios? b) ;Cudl serd el balance final, si los padres de Joe adi-
cionalmente al deposito inicial hubieran depositado 1,200 ddlares al final
del primer aflo, y luego le hubieran afadido una inflacién de 3% a la suma
de cada depésito anual durante los siguientes afios? ¢) Si suponemos que
los depdsitos anuales fueron constantes, jcudnto dinero se habria necesi-
tado para que el balance final de la cuenta alcanzara la suma de 80,000
ddlares.

FHEET

SEEE. B8 A.84

ns+l. @75 +1+TiA+1.875+A: 12606
SEro.Ha 2 +1+TiA+1.875+0+
SFrg.13 {1 HE 5373, BE} P0x1.83+0: £T.0,
211,48 .88 57rE.
EEYT.35 {3 a8 &211. 48} £1 1236 &575%:

Figura I3a. Figura 13b. Figura 13c.

Solucion

La solucién recursiva inicial para la parte a) de la figura 13a ha sido redefi-
nida en la figura 13b al usar dos constantes para almacenar los valores
actuales de tiempo y cantidad acumulada. Ademads, una lista con las dos
constantes ayuda a mantenerse informado de los valores después de cada
iteracion. Como se muestra en la figura 13c, una pequefia modificacién de
la solucién previa proporciona la respuesta a la parte b). Las figuras 13d,
13e, y 13f presentan una solucién alternativa a la parte b) mediante la utili-
zacién de secuencias recursivas y presentaciones de la cantidad acumulada
y el siguiente depdsito que debe hacerse. Debe resaltarse la simplicidad de
las soluciones (a la parte b) en comparacion con las férmulas tradicionales
para rentas anuales.

wBle—1#1. Oro e LE 7 [ T
FEUn—1 1 . B3 st arf=1208 = |3k | BE
it atard=g e |cHe: | 187
AHan=2 {2 | |
ﬁm?ﬁ;g Aommm| 51507 | BORG
Amax=2A [n=12
Figura 13d. Figural3e. Figura 13f.

Finalmente, las figuras 13g, 13h y 13i muestran la solucién a la parte c).
Primero, se hace una regresion lineal para los puntos que resultan de adivi-
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nar los diferentes valores para c¢ y evaluar la secuencia

u, =u, *1075+c enn = 18.Luego, la solucién se obtiene al inter-

sectar la recta de regresion con y, = 80000 .

e N T
18796 A
BET43. 494a4] | 1A
i = TR s B it P
re111, 23283
v 15200
Lz Cua=Fr2dE. P18,
Figura 13g. Figura 13h.
1nked £
dJ=ax+h
a=30. &7 738785
= BZ2E44
Intgrseckion
Hefrerdsl  Y=Biig
Figural3i. Figura 13j.
Ejemplo 14

Cada afio 40% de las personas que viven en apartamentos rentados en
Metrdpolis compran una casa mientras que 10% de las personas que poseen
una casa se mudan a un apartamento. Un estudio reciente descubrié que
actualmente 65% de los residentes viven en apartamentos. ;Qué cambios se
esperan en el porcentaje de personas que viven en apartamentos en el
futuro?

Solucion

Ya que los porcentajes para el afio préximo sélo dependen de los porcenta-
jes de este afio, podemos usar una cadena Markov con distribucién inicial
A = [0.35 0.65] y una matriz de transicion

g - [0901]
04 0.6

[AT#IE] [ETZ=1ET: [AT+An=
[[.575 .425]]

Firns+ [B] [[.682 .313]]
[[.&22 .313]] [ L 22811
[[.734 .256] ] [[.732 .282]]
(772 . 228] ] [[.200 . 266] ]
[[.¥586 21411 [[.508 , 28811

Figura 14.a Figura 14.b
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Como se ilustra en las figuras 14a y 14b, resulta sencillo calcular recursiva-
mente los vectores de distribucién para los siguientes afios, uno a uno o
usando potencias de dos. Al realizar con la ayuda de una calculadora gra-
fica los engorrosos cdlculos de matrices que estos problemas requieren,
quedamos libres para hacer énfasis en el modelaje. También se puede llevar
a los estudiantes a descubrir el comportamiento general de estos modelos
por medio de grupos apropiados de preguntas. Por lo tanto se puede pre-
guntar a) ;Cudl serd la distribucién final si el porcentaje inicial de las per-
sonas que viven en apartamentos es 75%? b) ; Qué pasarla si fuera 25%? c)
(Depende la distribucién final de la inicial? d) ;Qué pasa conB" a medida
que n crece?

Ademads de los algoritmos recursivos de Picard y Newton que ya hemos
mencionado, seguimos con soluciones iterativas y recursivas para otros
ejemplos. Las figuras 15a, I5b y 15¢ contienen soluciones iterativas en
Home Screen para los ejemplos nimero 4, 6 y 7 anteriormente considera-
dos.

I+H { I+H { 3+ H g
DAHEMECsin M3 18H+Mz C1+1 ~Ma"H H+ 1M 2 0iPart
9983341665 2.5937424 6| H2#18°H)>~<18"H2
29993 E3E5 Z.Th4213829 4.6205367E 2
2999992353 2.T1e923932 4. FRSSCSEE 2
SIS Z2aT15143927 4a TETEFIA3T
Figuralsa. Figura 15b. Figura 15c.

Se puede retar a un grupo de estudiantes honorificos a hacer programas
recursivos para el método de biseccién, como el de la figura 16a, disefiado
para Home Screen. Es de resaltar el uso de la constante booleana K para
decidir cudl mitad del subintervalo actual contiene el cero.

2Lt R 5 ol {
CLARDAZ3ME O M Eum fsesi ]l HE M,
1 tLarBErsk: KR+ 2 CHIZ 10 0+535: 0
FoOM*ESEM+C1-KO L[ p992C: 0, 52
L:il.F.R-L2 f186 1.63423392
{-1°8 13 195 1.63359629..

Figura I16a. Figura 16b.

Finalmente, la figura 16b muestra una version recursiva de la exploracién
en la convergencia de las series en el ejemplo 8.
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CONSIDERACIONES GENERALES Y CONCLUSIONES

Las contribuciones de las calculadoras graficas van mds alld de ideas rela-
cionadas con los contenidos. Las calculadoras graficas facilitan la explora-
cion y el descubrimiento, favorecen un enfoque participativo del
aprendizaje y promueven la interaccion entre estudiantes y profesor y entre
los mismos estudiantes. En un estudio reciente, Kover (1995) reporté que
cuando el instructor no traifa la pantalla de la calculadora a la clase, los
estudiantes adoptaban el papel pasivo de “tomar notas” y la interaccion
entre ellos, asi como el nimero de preguntas se reducia considerablemente.
Las calculadoras grédficas permiten a los estudiantes moverse mds libre-
mente de las representaciones numéricas a las grificas y a las simbdlicas.
Por esto, cada alumno puede abordar los problemas mediante diferentes
representaciones. Como resultado, la confianza personal de los estudiantes
parece aumentar al igual que su desempefio. Ellos han aceptado estos
hechos al escoger la habilidad para “verificar” sus respuestas como la prin-
cipal razén para preferir las calculadoras graficas (Quesada y Maxwell,
1994).

Los ejemplos vistos, asi como las soluciones presentadas, nos dan una
idea del potencial que existe para que se den cambios en el curriculo de
matemadticas. Concretamente, los estudiantes pueden explorar y resolver
problemas numérica y graficamente con una inversién de tiempo minima;
pueden usar representaciones multiples; pueden pensar recursivamente y
construir, sin programaciéon formal, soluciones simples que en algunos
casos eliminan la necesidad de férmulas prefabricadas. Ellos hacen grafi-
cos, resuelven problemas de optimizacion y ecuaciones trascendentes sin
utilizar el célculo.

Esta claro, que a través de la utilizacion de calculadoras gréficas, los
estudiantes no necesitan dominar los métodos algebraicos manuales para
poder modelar y resolver problemas mediante matrices. Tampoco necesitan
esperar a aprender cémo realizar graficos en cdlculo para poder visualizar
conceptos y propiedades y resolver problemas graficamente. En un
momento en el que la preocupacién por aumentar la apreciacién numérica
de los estudiantes va en aumento, ;no deberian estar usando mas métodos
numéricos?

La tecnologia permite evitar la sintaxis algebraica y los penosos y eter-
nos computos. Esto hace posible la presentacion de importantes métodos
matemadticos mds temprano y a audiencias mds amplias. Un caso son las
aplicaciones de las matrices. Cadenas de Markov, cadenas de matrices, el
modelo Leontiev, el modelo Leslie, programacion lineal, etc., son ejemplos
de modelos importantes que, gracias al dlgebra de matrices incluida en las
calculadoras, estdn empezando a aparecer en nuevos textos para matemati-
cas de secundaria (Brown, 1992; La Escuela de Ciencias y Matematicas de
Carolina del Norte, 1992; Core-Plus, en prensa). Las operaciones elementa-
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les incluidas en las calculadoras graficas facilitan el estudio del método de
Gauss para resolucion de sistemas de ecuaciones lineales. Aun mds, propie-
dades como la existencia de divisores cero, la falta de conmutabilidad de
los productos de las matrices e inclusive la existencia de matrices de poten-
cia nula pueden ser descubiertas facilmente por los estudiantes (al tiempo
que proporcionan una fuente para ejemplos opuestos para el modelo mas
familiar de los nimeros reales). Otra drea importante que ahora es de fécil
acceso es el andlisis de datos. El conocimiento y facil acceso a los diferen-
tes modelos de regresion para analizar datos y predecir, es particularmente
importante en un momento en el cual la informacién se estd convirtiendo
en una nueva mercancia.

La tecnologia nos estd forzando a reevaluar no s6lo qué temas ensefia-
mos sino en qué orden los ensefiamos, qué enfoque seguimos al introducir
un tema y finalmente, cémo evaluamos la comprension de los estudiantes.
A la luz de la importancia de la variedad de representaciones y enfoques a
la resolucién de problemas, asi como la importancia de los modelos mate-
madticos que las calculadoras gréficas han hecho accesibles, es dificil imagi-
narse como pueden ser excluidos del curriculo de matematicas en el nivel
secundario. Sin embargo, ;cémo puede afiadirsele algo a un curriculo que
ya estd sobrecargado? Las soluciones propuestas apuntan a una reduccion
de ejercicios de repeticion de dlgebra y algoritmos innecesarios para facili-
tar y aumentar la cantidad de problemas basados en la realidad y de com-
prensién conceptual (Usikin 1980; NCTM, 1989). En Estados Unidos,
siguiendo el ejemplo de la publicacion de los Estdndares de Evaluacion y
Curriculos para Matemdticas Escolares (NCTM, 1989), se han desarro-
llado varios curriculos nuevos o se estan evaluando los existentes (Proyecto
de Matemaiticas Core-Plus; Proyecto de Matematicas Interactivas, no publi-
cado; Proyecto de Matemadticas Escolares de la Universidad de Chicago,
1992; La Escuela de Ciencias y Matematicas de Carolina del Norte, 1996).
Al mismo tiempo estd creciendo el nimero de libros de célculo que com-
parten la misma filosoffa, que incluye la integracidn total de la tecnologia
(Hughes-Hallet, Gleason, et al., 1992; Smith y Lawrence, 1996). Los resul-
tados de estos y otros proyectos pioneros que estin rompiendo verdadera-
mente con la tradicién preparardn el camino para lo que parece ser el
siguiente paso logico: la integracion total de las calculadoras con capacida-
des simbdlicas y programas interactivos a lo largo del curriculo.
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CAPITULO 12

TECNOLOGIA EN LAS CLASES IMP

LYNNE ALPER, DAN FENDEL,
SHERRY FRASER, DIANE RESEK

El Programa Interactivo de Matemdticas (IMP) ha desarrollado un
nuevo curriculo de cuatro afios para secundaria que estd estructurado
alrededor de unidades de 5 a 8 semanas de duracion. Cada unidad se
concentra en un problema interesante, y, a través de la resolucion de
éste, los estudiantes desarrollan conceptos y habilidades nuevas. Las
calculadoras grdficas juegan un papel importante en el curriculo IMP
al involucrar simulaciones, adaptacion a curvas, operaciones con
matrices y programacion. En este trabajo se dan ejemplos del uso de
las calculadoras y algunos principios para su utilizacion.

EL CURRiCcULO IMP

El Programa Interactivo de Matemadticas (IMP) ha desarrollado un nuevo
curriculo de cuatro afios para secundaria, basado en problemas que integran
temas tradicionales de dlgebra, geometria y trigonometria de secundaria
con temas de otras dreas como estadistica y matemadticas discretas. Cada
unidad del curriculo se estructura alrededor de un problema o tema central
interesante y tiene una duracién de cinco a ocho semanas de duracidn.
Durante el transcurso de una unidad, los estudiantes desarrollan habilidades
y conceptos nuevos y los combinan con conocimientos previos para lograr
resolver el problema central.

El arribo de la tecnologia electrénica ha cambiado la manera en que se
trabajan muchos aspectos de las matematicas en la actualidad; y este cam-
bio ha permitido que los profesores y los disefladores de curriculos se enfo-
quen mds en las ideas matematicas y dediquen menos tiempo de la clase al
manejo de habilidades mecédnicas y de computacién. Las calculadoras gra-
ficas, a las cuales los estudiantes IMP tienen acceso en todo momento, jue-
gan un papel importante en el curriculo IMP. Las calculadoras se usan tanto
para reducir el gasto de tiempo en célculos rutinarios como para enriquecer
la comprensién de ideas profundas por parte de los estudiantes.

A comienzos del proceso de desarrollo del curriculo, IMP tom¢ la deci-
sién de basarse s6lo en tecnologia que pudiera ponerse con facilidad al
alcance de los estudiantes de la mayoria de las clases existentes. Encontra-
mos que, incluso en las escuelas que contaban con laboratorios de compu-
taciéon, el uso regular de los computadores resultaba a menudo

P. GOMEZ & B. WAITS (EDS.). PAPEL DE LAS CALCULADORAS EN EL SALON DE CLASE, 173-176
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inconveniente y engorroso para algunos estudiantes; por esto hemos hecho
de la calculadora grafica nuestra principal herramienta tecnolégica.

EJEMPLOS DEL USO DE LA CALCULADORA

Quizés la mejor manera de explicar el papel de las calculadoras en el curri-
culo IMP es a través de ejemplos. En las unidades descritas abajo, cada una
de unas ocho semanas de duracion, se dieron diferentes usos a las calcula-
doras.

El juego del marranito

El problema central de esta unidad de noveno grado es determinar la mejor
estrategia para un juego de dados. Los estudiantes aprenden conceptos fun-
damentales de probabilidad a través de experimentos con monedas y dados.
Las calculadoras graficas les permiten trabajar con una variedad mayor de
situaciones por medio del uso de un generador aleatorio de nimeros, al
tiempo que se encuentran en capacidad de explorar los resultados a largo
plazo luego de crear programas simples que lleven a cabo simulaciones.
Los estudiantes pueden comparar los resultados de las simulaciones con los
célculos tedricos de los valores esperados.

El pozo y el péndulo

Luego de leer un fragmento de la narracién de Edgar Allan Poe, los estu-
diantes de noveno grado tratan de estimar el periodo de un péndulo de 10
metros. Primero tratan de encontrar qué factores determinan el periodo, y
usan las herramientas estadisticas de la calculadora para encontrar la des-
viacién media y estdndar de los datos provenientes de varios experimentos.
Basados en estos resultados, llegan a la conclusién de que el periodo es
fundamentalmente una funcién de la longitud del péndulo. Luego usan la
capacidad gréifica de la calculadora para encontrar una funcién que se
ajuste con cierta precision a sus datos de péndulos de longitudes construi-
bles en clase y encuentran el valor de tal funcién para un péndulo de 10
metros. Finalmente, comparan este valor estimado con los resultados de la
construccién de un verdadero péndulo de 10 metros.

¢ Praderas o alamedas?

Esta unidad de undécimo grado pretende que los estudiantes resuelvan una
disputa de utilizacién de tierras al minimizar los costos bajo una variedad
de limitaciones. El problema involucra seis variables y un sistema de 12
desigualdades lineales. Los estudiantes ven que los métodos graficos (desa-
rrollados en un unidad anterior con programacién lineal de dos variables)
son inaplicables, pero estdn en capacidad de crear generalizaciones alge-
braicas de estos métodos que involucran la solucién de muchos sistemas de
seis ecuaciones lineales en seis incégnitas. Los alumnos desarrollan los
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conceptos de dlgebra de matrices que se necesitan para expresar el pro-
blema en forma de matriz, y luego utilizan la capacidad de la calculadora
para resolver el problema de esta manera.

A medida que el cubo gira

La tarea central en esta unidad de duodécimo grado es escribir un programa
que recree la visualizacién de un cubo girando en el espacio. El problema
involucra ideas geométricas complejas como rotacién en el espacio y la
proyeccién de un objeto tridimensional en una pantalla bidimensional. Las
representaciones de matriz, al igual que los conceptos de programacién
como los “loops” y uso de variables, juegan un papel importante en el ana-
lisis. Por lo tanto, la calculadora sirve como una herramienta en el analisis
del problema y como un medio a través del cual se encuentra la solucion.

PRINCIPIOS SUBYACENTES

(Qué tienen estos ejemplos en comun? ;Cudles son los principios subya-
centes para el uso de las calculadoras graficas?

Propdsito significativo de resolucion de problemas

Un aspecto importante del enfoque IMP a la tecnologia es que el uso de la
calculadora estd siempre motivado por un problema mayor. Por ejemplo, la
programacion de la calculadora no se estudia como un fin en s mismo, sino
como una herramienta para ayudar a la compresién de una idea importante
o0 a la culminacién de un proceso complejo.

Basada en experiencia concreta

En IMP Ia calculadora se utiliza sélo para hacer cosas que los estudiantes
entienden. Es decir, que antes de realizar cualquier actividad basada en el
uso de la calculadora, los estudiantes tienen experiencias de aprendizaje
que anclan el trabajo con la calculadora de manera mds concreta. Por ejem-
plo, los estudiantes tienen experiencias pricticas con simulaciones antes de
escribir (o utilizar) un programa que realice alguna; buscan lineas apropia-
das con gréficos hechos a mano antes de usar la funcién grafica para encon-
trar funciones que aproximen los datos; resuelven sistemas de ecuaciones
lineales a mano y desarrollan los conceptos que se esconden tras las opera-
ciones con matrices antes de utilizar la calculadora como una herramienta
de ahorro de tiempo en la resolucion de sistemas lineales; observan mode-
los fisicos de cubos que giran y hacen cdlculos a mano antes de escribir un
programa para computar los vértices apropiados para la figura proyectada.

Introduccion gradual de funciones de la calculadora
El tiempo es uno de los secretos para hacer de estos usos de las calculado-
ras experiencias de aprendizaje exitosas. Esto es valido tanto para los estu-
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diantes como para los profesores. Ellos pueden sentirse agobiados si se ven
confrontados con demasiadas caracteristicas de las calculadoras de una sola
vez. Debido a que siempre se tiene acceso a las calculadoras en una clase
IMP, los usuarios pueden familiarizarse gradualmente y sentirse a gusto
con su uso; esto a medida que experimentan con sus teclas, ensayan nuevas
ideas y exploran las diversas funciones.

EL FUTURO

Ahora sabemos que una tecnologia mas sofisticada pronto se hard accesible
en la clase. El curriculo IMP refleja hoy los avances entre los modelos de
calculadora TI-81 y TI-82, tales como la inclusion de tablas de funciones y
el mejoramiento en el lenguaje de programacién. Cuando los manipulado-
res simbdlicos alcancen la mayoria de las clases, ellos afectardn sin duda la
manera en que los estudiantes piensan y aprenden acerca de expresiones
algebraicas. A medida que estos cambios ocurren, es importante mantener
principios pedagégicos sélidos, para que el glamour de la tecnologia no
substituya a las oportunidades de buen aprendizaje. En este sentido seguire-
mos guiados por los principios fundamentales de que el uso por parte de los
estudiantes de la tecnologia en el curriculo matemaético deba estar bien fun-
damentado en experiencias concretas y en que este uso debe servir para un
propésito de resolucidn de problemas que tenga sentido.

Diane Resek

8 Poppy Lane
Berkeley, CA 94708
resek@math .sfsu.edu



CAPITULO 13

PROYECTO LATINOAMERICANO DE
CALCULADORAS EN LA EDUCACION
MATEMATICA PLACEM

PATRICK (RICK) SCOTT

El Proyecto Latinoamericano de Calculadoras en la Educacion Mate-
madtica (PLACEM) estd experimentando el uso de calculadoras en la
ensefianza de las matemdticas en siete paises latinoamericanos:
Argentina, Brasil, Chile, Colombia, Reptiblica Dominicana, México y
Venezuela. PLACEM ha recibido calculadoras y algo de apoyo finan-
ciero de la empresa Texas Instruments. Se ha encontrado solamente
algo de resistencia al uso de calculadoras y los resultados iniciales
indican cambios en las percepciones de los profesores sobre la natura-
leza de las matemdticas. Se estdn desarrollando materiales, se han
capacitado docentes y se han iniciado proyectos de investigacion. En
la mayoria de los paises se han enfrentado dificultades con la importa-
cion de las calculadoras donadas y habria que desarrollar una capaci-
dad de respuesta a la demanda emergente.

ANTECEDENTES

En Asia la UNESCO coordiné un proyecto piloto sobre la ensefianza de las
matemadticas usando calculadoras. Australia, Japon, Nueva Zelandia y
Pakistdn cooperaron examinando su curriculo matemadtico para averiguar
como seria posible mejorar la ensefianza a través del uso de calculadoras.
Prepararon materiales curriculares que requirieron especificamente el uso
de calculadoras. Cuando se concluy6 el proyecto, en Australia se decreto,
con el respaldo de la Asociacion Australiana de Profesores de Matematicas,
el uso de calculadoras en todos los niveles. En Nueva Zelandia se habia
desarrollado materiales curriculares con los cuales se usaron calculadoras,
y que subsecuentemente se incorporaron en nuevos textos nacionales. En
Japén se ha incluido el uso de calculadoras en sus nuevos objetivos nacio-
nales para la ensefianza de las matematicas. Y el ministerio de educacién de
Pakistdn decidié no recomendar el uso de calculadoras en el nivel primario.
En 1992, Ed Jacobsen, el especialista en educacién matematica de la
UNESCO, inicié un proyecto similar para América Latina, pero la falta de
fondos impidieron su implementacién. Posteriormente, el Comité Intera-
mericano de la Educacién Matemética (CIAEM) acordé aprobar el pro-
yecto y Texas Instruments proporcioné fondos. Junto con Jacobsen en la
coordinacion general del proyecto, estdn Patrick Scott de la Universidad de
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Nuevo México y Eduardo Luna, quienes en el momento de aprobar el pro-
yecto, eran vicepresidente y presidente del CIAEM respectivamente. El
financiamiento proporcionado por Texas Instruments ha incluido calcula-
doras y fondos para impresion de materiales y viajes que han permitido
reuniones de los coordinadores. Por su parte, los paises han hecho una con-
traparte para cubrir principalmente los recursos de personal y trabajo en el
terreno.

OBJETIVOS

Los principales objetivos del PLACEM son:

¢ Identificar categorias de la ensefianza y de la evaluacion en edu-
cacién matematica que sean aplicables al uso de calculadoras en
grados escolares (Kindergarten al tdltimo afio de nivel medio
superior) y a la preparacion de maestros.

Desarrollar, seleccionar y/o adaptar materiales curriculares y
metodologias de evaluacién que incorporen la funcionalidad de
las calculadoras para la ensefianza de las matemadticas y la eva-
luacién del aprendizaje.

Criticar la aplicabilidad de la funcionalidad de las calculadoras
Texas Instruments para el curriculo de los grados escolares que
incluyen desde el Kindergarten hasta el dltimo grado del nivel
medio superior y para las instituciones que tienen programas de
formacion de maestros.

Realizar experimentos preliminares en los que se usen materia
les desarrollados para evaluar la aplicabilidad pedagdgica, la
comprension y las actitudes de los alumnos, y las actitudes de
los maestros.

PAISES PARTICIPANTES

A continuacién hacemos una breve presentacion de los proyectos que se
han desarrollado en cada uno de los paises participantes.
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Argentina

Coordinador nacional: Carlos Mansilla
Universidad del Chaco
Rafael Ferreyra
Universidad Blas Pascal
Av. Italia 350
3500 Resistencia, Chaco
Argentina
unichaco@chaco.lared.com.ar

Calculadoras: TI-108, Math Explorer, TI-82, TI-85

Huelgas de profesores, cambios politicos y dificultades de importacién han
conducido a una situacién en la cual las calculadoras para el PLACEM
todavia no han llegado a Argentina. Se han realizado sesiones con profeso-
res en servicio para preparar grupos de profesores para usar las calculado-
ras cuando éstas lleguen.

Brasil

Coordinadores nacionales: Maria Salett Biembengut y Nelson Hein
Universidade Regional de Blumenau
Rua Antonio da Veiga, 140
CEP 89012900 Blumenau, SC, BRASIL
hein@furb.rct—sc.br

Calculadoras: Math Explorer, TI-30, TI-82

PLACEM-Brasil se divide en tres sub-proyectos: 1) capacitaciéon de profe-
sores, 2) el uso de calculadoras en la ensefianza media y media superior, y
3) el desarrollo de materiales. Los profesores que han asistido a los talleres
de capacitacion han expresado interés en que sus escuelas adquieran calcu-
ladoras. Basados en una aplicacién inicial, se estdn revisando los materiales
para su reaplicacién durante el siguiente afio escolar con un correspon-
diente estudio del rendimiento de los alumnos. Mientras tanto se publicé un
articulo sobre el modelaje matemdtico con la TI-82 (Salett y Hein, 1995) y
se prepard una traduccién al portugués del manual de la Math Explorer.
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Chile

Coordinador nacional: Patricio Montero
Universidad de Santiago
Av. B. O'Higgins 3363
Santiago
Chile
pmontero@fermat.usach.cl

Calculadoras: Math Explorer, TI-30, TI-82

PLACEM-Clhile se enfrenta a la problemadtica con un acercamiento con tres
ejes. En una etapa inicial se exploro la posible resistencia de los profesores
frente a la introduccién de calculadoras en sus aulas. A través de reuniones
relacionadas con un programa de asistencia técnica a escuelas ofrecido por
la Universidad de Santiago que se llama Proyecto de Redes de Ayuda se ha
encontrado que algunos profesores tienden a pensar que la calculadora con-
duce a una perdida de destreza computacional y ain que las calculadoras
atrofian la mente. Ademas algunos expresaron el temor de que con algunos
modelos de calculadoras complejos no iban a poder usar todas las facilida-
des de la maquina y asi perder autoridad frente a los estudiantes. Una con-
clusién importante fue que la introduccién de calculadoras deberia llevar
una estrategia de cambio curricular para tratar cualquier resistencia detec-
tada.

También han iniciado una exploracién de maneras efectivas de la ense-
flanza y el aprendizaje de las matemadticas con el uso de calculadoras en la
ensefianza secundaria, media superior y superior. Estudiantes avanzados de
la licenciatura y del posgrado estan trabajando con tres catedraticos univer-
sitarios en la preparacion de materiales instruccionales para usar con las
calculadoras. Dichos materiales educacionales se someten a un proceso
cuidadoso de desarrollo y revisién.

En un tercer nivel han empezado a estudiar patrones de respuestas y
errores de los estudiantes en el uso de los materiales que se han desarro-
llado. Ademas, se estan desarrollando maneras de estudiar la relacion entre
habilidades cognoscitivas y el uso de la calculadora.

Finalmente, el PLACEM-Chile se ha comprometido con una propuesta
aceptada por el Ministerio de Educacién para comprar calculadoras gréfi-
cas como parte de un proyecto nacional de renovacion curricular y capaci-
tacion de profesores. También han participado en la identificacion de
caracteristicas que deberian incluirse en un manual pedagégico sobre el uso
de calculadoras graficas, condicién bdsica para su insercion en el sistema
educativo.
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Colombia

Coordinador nacional: Pedro Gomez
Universidad de los Andes
una empresa docente
Apartado Aéreo 4976
Bogota
Colombia
pgomez@uniandes.edu.co

Calculadoras: TI-85

PLACEM-Colombia formé parte de un proyecto ya existente de investiga-
cion y desarrollo en precdlculo en un centro de investigacion que se llama
una empresa docente en la Universidad de los Andes, en Bogot4. Entre los
estudios que se han publicado sobre el uso de calculadoras hay un articulo
de Mesa (1996). Ella identifica “lo bueno, lo malo, y lo feo” del uso de cal-
culadoras en un curso de precdlculo. Entre “lo bueno” menciona su propia
confrontacién con los elementos de precdlculo, la visiébn que tienen sus
estudiantes de la calculadora como otro poseedor de la “verdad” dentro del
aula, una visién nueva de los errores en el aprendizaje de las matematicas,
y un sentido en el cual las calculadoras sirvieron como un tema de conver-
sacion que conducia a mds colaboracién colegial. “Lo malo” tenia que ver
sobre todo con el precio en Colombia de la TI-85 y las dificultades ocasio-
nadas por el hecho de tener estudiantes que llegaron con cinco o seis distin-
tos modelos mds baratos. “Lo feo” tenia que ver principalmente con la
confrontacién con su propia visidn de exactamente que son las matemadticas
que fue limitada al principio y el rol de la evaluacién en el aprendizaje de
las matematicas. Otro resultado del trabajo con calculadoras en precédlculo
en una empresa docente ha sido la publicacion por el Grupo Editorial Ibe-
roamérica de un libro sobre Situaciones Problematicas en PreCélculo
(Gomez, et. al, 1996).

Repiblica Dominicana

Coordinador nacional: Sarah Gonzdlez
Pontificia Universidad Catdlica
Madre y Maestra
Apartado 822
Santiago de los Caballeros
Republica Dominicana

Calculadoras: Math Explorer

En la Reptiblica Dominicana el PLACEM ha podido conectarse con trabajo
significativo ya en marcha para mejorar la calidad de la ensefianza y el
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aprendizaje de las matemadticas en los tltimos afios de las escuelas prima-
rias. Se han realizado varios talleres para capacitar a profesores en el uso de
calculadoras. La mayor parte del tiempo se ha dedicado a esta actividad ya
que no habfa una tradicién en el uso de la calculadora. Ademds, una exten-
sién interesante del trabajo del nivel primario ha sido un interés renovado
en el uso de calculadoras en la universidad. Dicho interés ha recibido otro
incentivo con la donacién de calculadoras TI-85 de la Universidad de Barry
en Miami.

México
Coordinador nacional: Eduardo Mancera
Instituto Latinoamericano de Comunicacién
Educativa (ILCE)
Calle del Puente No. 45
Col. Ejidos de Huipulco

C.P. 14380 México D.F. México
mancera@servidor.unam.mx

Calculadoras: Math Explorer

El mayor nimero de proyectos especificos se han iniciado por el PLA-
CEM-México: pre-primaria, primaria, secundaria, medio superior y supe-
rior, tanto en el sector publico como privado. Los sub-proyectos han
involucrado a profesores y estudiantes de varias universidades, incluyendo
la Universidad Nacional Auténoma de México, el Instituto Politécnico
Nacional, y la Universidad Pedagégica Nacional, tanto como la Secretarfa
de Educacién Publica. El proyecto del nivel pre-primario busca actividades
con calculadoras que pueden usarse con nifios para desarrollar el sentido de
nimero. El proyecto de nivel primario trabaja con nifios de la calle. Los
proyectos del nivel secundario enfatizan el uso de la Math Explorer para
ayudar a comprender conceptos y resolver problemas. Uno de los proyectos
del nivel medio superior elabora videos de los estudiantes que estdn en gru-
pos cooperativos mientras trabajan en proyectos basados en el uso de cal-
culadoras TI-82. Se han realizado muchos talleres e impulsado programas
de diplomado. El Coordinador Nacional y dos de los coordinadores de
subproyectos participaron en la capacitacion T3 en la Universidad Estatal
de Ohio.



PROYECTO LATINOAMERICANO DE CALCULADORAS EN LA EDUCACION. .. 183

Venezuela

Coordinador nacional: Julio Mosquera
Universidad Nacional Abierta
Caracas, Venezuela
jmosquer@conicit.ve

Calculadoras: TI-82

La mayoria del trabajo del PLACEM-Venezuela ha sido con talleres para
profesores del nivel medio superior. Se han preparado unidades de activida-
des sobre funciones, funciones inversas, funciones trigonométricas, matri-
ces y tangentes a una curva. Se realiza un estudio piloto con estudiantes de
medio superior y el concepto de tangentes a una curva. La implementacién
de actividades en las aulas ha sido impedido por huelgas de maestros.

CONCLUSIONES

El PLACEM se estd desarrollando, aunque existe variabilidad en los proce-
sos y resultados entre los paises. En algunos se han logrado resultados que
se han publicado o presentado en eventos internacionales (e.g. Brasil,
Chile, Colombia, México), otros estdn en etapas avanzadas de su desarro-
llo, y en otros se estdn recién iniciando (Argentina).

Casi todos los paises han experimentado dificultades con la importacion
de las calculadoras. En algunos casos existia una serie complicada de docu-
mentos que debian ser completados para poder hacer la importacién exenta
de impuestos. En otros casos existia el papeleo engorroso y atn asi fue
necesario pagar impuestos. En la mayoria de los paises los sistemas de dis-
tribucién comercial de las calculadoras todavia estdn desarrolldndose.

Algunos paises han experimentado huelgas prolongadas de profesores
que han afectado las escuelas publicas en general y los proyectos de calcu-
ladoras en particular. Como las huelgas disminuyen el nimero de dias de
instruccion, a veces fue necesario abandonar las actividades que se habian
planificado con calculadoras.

Aunque el PLACEM ha encontrado algo de resistencia al uso de calcu-
ladoras, en general, la resistencia de estudiantes, profesores, administrado-
res y padres de familia no ha sido un problema. De hecho, en casi todos los
casos ha existido mucho apoyo para el uso de las calculadoras.

El hecho de que los simbolos en las teclas de las calculadoras se basan
en el inglés no ha sido un serio factor negativo en su uso con estudiantes
que hablan el espafiol o el portugués. Algunos problemas han surgido en el
uso de los modelos para retroproyectores debido a que dichos aparatos no
son tan accesibles para los profesores de los niveles primario y secundario
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de América Latina como lo son en los Estados Unidos. Los posters grandes
de las calculadoras se pueden aplicar mds a menudo.

Actualmente los paises estdn preparando algunos trabajos de investiga-
cién y de difusion sobre opciones y resultados del uso pedagégico de las
calculadoras. También estdn en el proceso de elaboracién, validacién y
optimizacion de materiales educativos que permitirdn ilustrar la factibili-
dad y beneficios en los aprendizajes cognoscitivos, afectivos y sociales de
los estudiantes. Ademds, se estdn preparando docentes que posibilitardn la
insercién apropiada de la calculadora en los esfuerzos latinoamericanos de
mejorar la calidad y equidad de la educacién.

Finalmente, hay preocupacion en varios paises por no querer generar
una demanda insatisfecha. Esto es, las actividades del PLACEM estin
impactando en una demanda emergente que en varios paises requiere del
desarrollo de mecanismos y procedimientos eficaces para su satisfaccion a
tiempo.
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CAPITULO 14

(DESAPARECERA EL ALGEBRA ELEMENTAL
CON LA UTILIZACION DE LAS NUEVAS
CALCULADORAS GRAFICAS?

JOSE R. VIZMANOS

Se comienza haciendo un breve recorrido historico sobre el desarrollo
del dlgebra desde Diofanto, Al Jwarizmi, Luca Pacioli, Tartaglia, Des-
cartes, etc. A continuacion se hace una relacion de los contenidos y
procedimientos algebraicos necesarios para los alumnos de la Ense-
fianza Secundaria y de Bachillerato, y como pueden hoy en dia ser
resueltos, muy fdcilmente, con una calculadora grdfica, para lo cual se
realizardn distintas ejemplificaciones con la TI-92. Por iltimo, se
insiste en que si bien los procedimientos algebraicos, en un futuro
proximo, podrdn estar obsoletos, no lo estardn las estrategias de pen-
samiento algebraico, ni los procesos de razonamiento que permiten
plantear mediante ecuaciones, situaciones dadas por descripciones
verbales. Esto, no sélo no ha perdido vigencia con la aparicion de las
calculadoras grdficas, sino muy al contrario, segiin mi punto de vista,
deberia ser un objetivo prioritario en la ensefianza secundaria. Por
todo ello pareceria necesario realizar una profunda revision de los
curriculos algebraicos para adecuarlos a la situacion futura.

UNA MIRADA AL PASADO

(Qué entendemos por dlgebra elemental? El dlgebra elemental es el len-
guaje con el que se comunica la mayor parte de la matematica. Gracias al
dlgebra podemos trabajar con conceptos a nivel abstracto y posteriormente
realizar aplicaciones.

El dlgebra elemental enlaza con la generalizacion de la aritmética para
ir posteriormente centrandose en su propia estructura y mayor coherencia
16gica. De ahi, la importancia que tienen los distintos usos de los simbolos
algebraicos, cuando escribimos A + B, podemos expresar desde la suma de
dos nimeros naturales a la suma de dos expresiones algebraicas, o como
una suma de matrices. As{ pues, hay una primera parte de representacion y
simbolismo para posteriormente pasar al desarrollo de los algoritmos y pro-
cedimientos que permiten trabajar formalmente con las expresiones alge-
braicas.

Pero lo que hoy entendemos por dlgebra ha sido el fruto del esfuerzo de
muchas generaciones que han ido aportando su grano de arena hasta conse-
guir este magnifico edificio que hoy en dia llamamos dlgebra.
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Parece ser que los egipcios ya conocian métodos para resolver ecuaciones
de primer grado. En el Papiro de Ahmes (1650 a.C.) se dice asi: “Calcular
el valor del montén si el montén y el séptimo del montén es igual a 197,
pero para resolver problemas de este tipo se utilizaban métodos aritméticos
como por ejemplo la regla de falsa posiciéon. Los babilonios resolvieron
algunos sistemas de ecuaciones lineales muy sencillos. También segin des-
cubrié Neugebauer en 1930, los babilonios manejaron ecuaciones cuadrati-
cas con gran soltura.

Hacia el siglo VI (a.C.) aparece en la matematica griega el método
deductivo y hacia el siglo IV (a.C.) lo que se podria llamar el dlgebra
geométrica y ejercicios como: “Dada la suma y el producto de los lados de
un rectangulo, hallar dichos lados”, fueron tratados de forma muy distinta a
como lo hacfan los babilonios. Parte de este dlgebra geométrica lo trata
Euclides en sus Elementos.

Pero el mas importante de los algebristas griegos fue Diofanto de Ale-
jandria. Poco se sabe de su vida, aun cuando en su tumba figura una ins-
cripcion que traducida a una ecuacidn lineal nos informa algo de ella. A
Diofanto se le puede considerar el padre del dlgebra antigua. Su obra mas
importante fue Arithmetica, tratado de trece libros de los que s6lo han
sobrevivido los seis primeros. No es un texto de dlgebra, sino una coleccién
de problemas sobre aplicaciones del dlgebra. La influencia de Diofanto ha
sido mucho mayor de la que se cree. El propio Pierre de Fermat (1601-
1665), lleg6 a su célebre ultimo teorema, cuando intentaba generalizar un
problema que habia visto en la Arithmetica de Diofanto: “descomponer un
cuadrado dado en suma de otros dos cuadrados”.

Los matematicos indios Brahmagupta (598-7) y Bhaskara (1114-1185)
aportaron al desarrollo del dlgebra soluciones generales para las ecuaciones
cuadréticas incluyendo las dos raices aun en casos en que una de ellas es
negativa.

Uno de los miembros mds distinguidos de la Casa de la Sabiduria de
Bagdad es el matemadtico y astronomo Al-Khowarizmi (hacia 780-850). En
su obra Algebra estudia con detalle los seis tipos de ecuaciones lineales y
cuadréticas que tengan una raiz positiva. Su forma de resolver las ecuacio-
nes es preferentemente geométrica conectando asi con el dlgebra griega de
Euclides.

Pero el dlgebra clasica, como nosotros la conocemos hoy en dia se desa-
rrolla propiamente en el Renacimiento, que es cuando se produce la pri-
mera ruptura entre el dlgebra antigua y el dlgebra cldsica. En 1494, el
italiano Luca Pacioli (1445-1514) public6é Summa Arithmetica en la que se
incluia la resolucién de ecuaciones de primero y segundo grado. En dicho
tratado se comenzaba a utilizar una rudimentaria dlgebra simbdlica. Pero
sobre la ecuacién cubica, Pacioli tenfa una impresién muy pesimista sobre
su resolucidn, llegando a pensar que las ecuaciones cubicas y, no digamos
la cudrticas, estaban fuera del alcance del élgebra.
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Escipion del Ferro (1465-1526) acepté el reto de Pacioli y lleg6 a
encontrar una férmula para la ecuacién cibica disminuida de la forma
ax3+cx+d = 0, su descubrimiento se lo revel6 a su discipulo Antonio
de Fior (1506-7?).

También Nicolo Fontana (Tartaglia) (1500-1557) presumia de resolver
ecuaciones cubicas de la forma x3 + mx2 = n, pero no sabia como resol-
ver las ecuaciones cubicas disminuidas, hasta que retado por Fior, lleg6 a
encontrar la solucién para este tipo de ecuaciones.

Ludovico Ferrari (1522-1565) logré encontrar un procedimiento para
resolver la ecuacién algebraica de cuarto grado.

Jerénimo Cardano (1501-1576) public6é Ars Magna en donde incluia el
método de resolucién de algunos tipos de ecuaciones cubicas que le habfa
revelado Tartaglia, a pesar de su promesa de no hacerlo ptblico, método
conocido hoy dia como “resolucién por radicales”. Pero si los nimeros
negativos resultaban sospechosos en el siglo XVI, sus raices cuadradas
resultaban totalmente absurdas. Estos eran los inicios de la aparicién de lo
que hoy en dia llamamos niimeros complejos.

En 1572 Rafael Bombelli (1526-1573) publicé su tratado Algebra, en el
que dio un paso mds en la resolucion de las ecuaciones ctibicas expresando
las soluciones en la forma 2 + /=1 . A Bombelli hay que agradecer el haber
descubierto que los nimeros imaginarios juegan un papel importante en el
desarrollo del dlgebra.

El matematico francés Francisco Vieta (1540-1603) propuso un nuevo
enfoque para la resolucién de ecuaciones cibicas. Ademds comenzé el
estudio de las relaciones entre las raices y los coeficientes de una ecuacién,
que complet6 el matemdtico flamenco Albert Girard (1590-1633), con la
publicacion de su obra Invention nouvelle en l'algebre, en 1629. René Des-
cartes (1596-1650) en su Libro I: La geometria incluye un sistema de ins-
trucciones detalladas para resolver ecuaciones cuadrdticas, pero por
métodos geométricos, como lo hacian los griegos de la antigiiedad.

Tanto Cardano como Ferrari no supieron encontrar procedimientos para
la resolucién de ecuaciones algebraicas de 5° grado. Hasta que en 1824 el
joven matemadtico noruego Niels Abel (1802-1829), conmovié a toda la
comunidad cientifica demostrando que no era posible resolver por radicales
las ecuaciones de quinto o superior grado. Esto no queria decir que las
ecuaciones algebraicas de quinto o mds grado no tuvieran soluciones, sino
que no existia un método algebraico que permitiera obtener las raices de la
ecuacion en funcién de sus coeficientes. El descubrimiento de Abel enlaza
con el pesimismo de Luca Pacioli y se demuestra el fracaso del dlgebra
cuando se supera el grado cuarto.

Girard, ante la dificultad de extraer raices cuadradas de nimeros negati-
vos, fue el primero que se atrevié a conjeturar en 1629 lo siguiente: “Una
ecuacion de grado n tiene exactamente n raices, siempre que se cuenten las
imposibles”. Posteriormente Euler (1707-1783), Lagrange (1736-1813) y
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D’ Alembert (1717-1783), estudiaron el mismo teorema pero sin pensar que
las raices podian ser nimeros complejos. Es a Gauss (1777-1855) al que se
le debe el nombre de teorema fundamental del dlgebra. En su tesis doctoral
leida en 1799, critic6 los trabajos de Euler, Lagrange y D’ Alembert y dio
una demostracion del teorema, que se apoyaba en consideraciones geomé-
tricas, por lo que no resultaba del todo convincente. En 1816 publicé dos
nuevas demostraciones y 5 afios antes de su muerte publicé la cuarta
demostracion tratando de encontrar procedimientos puramente algebraicos.

A principios del siglo XVIII, el matemaético inglés Roger Cotes (1682-
1716) y el francés emigrado a Inglaterra Abraham de Moivre (1667-1754)
redujeron la resolucién de la ecuacién 7 -1 = 0, a la divisién de la circunfe-
rencia en n partes iguales, mostrando asi un buen dominio de los nimeros
complejos.

Pero el dlgebra sigue desarrolldndose y en el siglo XVIII y XIX surge
una nueva ruptura pasando del dlgebra cldsica al dlgebra moderna, con
aportaciones de matemadticos como George Peacock (1791-1858), iniciador
del pensamiento axiomadtico, que luego desarrollardn matemadticos como
Augustus de Morgan (1806-1871), Sir William Rowan Hamilton (1805-
1865) y George Boole (1815-1864). No podemos olvidar en esta época a
los dos algebristas mds prolificos del siglo XIX, los ingleses Arthur Cayley
(1821-1895) con el estudio de las matrices y J.J. Sylvester (1814-1897) con
la teoria de los invariantes. Finalmente Evariste Galois (1811-1832) con la
creacion de grupo hace de este concepto abstracto la idea central de la teo-
ria de ecuaciones algebraicas dando por terminada el dlgebra clésica.

CONTENIDOS ALGEBRAICOS NECESARIOS PARA LOS
ALUMNOS DE ENSENANZA PRE-UNIVERSITARIA

Comencemos diciendo que se entiende por ensefianza pre-universitaria a la
enseflanza que reciben los alumnos antes de entrar a la Universidad, mas
concretamente nos referimos a la Enseflanza Secundaria Obligatoria
(E.S.O.) para alumnos de 12 a 16 afos y el Bachillerato para alumnos de 16
a 18 afios. Asi pues, en Espafia la enseflanza pre-universitaria estd dirigida
aproximadamente a alumnos menores de 19 afios.

¢Cudles son los contenidos algebraicos necesarios para estos
alumnos?

Teniendo en cuenta los curriculos actuales y sin tratar de ser exhaustivos,
los contenidos algebraicos que estudian los alumnos en este periodo son los
siguientes:

* Polinomios: operaciones
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* Expresiones algebraicas: operaciones

* Resolucién de ecuaciones de primer grado

* Estudio de inecuaciones de primer grado

* Resolucion de ecuaciones de segundo grado

* Estudio de inecuaciones de segundo grado

* Resolucién de ecuaciones ctibicas con una solucion entera
* Resolucién de ecuaciones bicuadradas

* Resolucién de ecuaciones algebraicas de grado n con n-2 raices
enteras

¢ Resolucion de ecuaciones irracionales

* Resolucion de ecuaciones trascendentes (logaritmicas, exponen-
ciales, trigonométricas, etc.)

* Matrices: Operaciones
¢ Determinante de una matriz cuadrada. Matriz inversa

* Sistemas de ecuaciones lineales: Métodos de Gauss, Cramer y
Rouche.

APLICACIONES DEL CALCULO ALGEBRAICO
SIMBOLICO CON LA TI-92

Con la aparicién de las calculadoras graficas, con posibilidad de construc-
cién de tablas, es posible resolver cualquier tipo de ecuaciones ya sea alge-
braica o trascendente, por métodos numéricos o grificos. Mais
recientemente con la aparicién de la calculadora TI-92, que lleva incorpo-
rado el CAS (Calculo algebraico simbdélico) es posible realizar todo tipo de
célculos algebraicos. As{ por ejemplo:
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Asf pues, podemos concluir que los procedimientos algebraicos con el CAS
no presentan hoy en dia ninguna dificultad.




({DESAPARECERA EL ALGEBRA ELEMENTAL CON LA UTILIZACION DE LAS NUEVAS... 191
UNA MIRADA AL FUTURO

De lo visto hasta ahora se deduce que los esfuerzos que ha realizado la
humanidad para encontrar algoritmos y procedimientos que permitan desa-
rrollar destrezas algebraicas asi como para resolver ecuaciones, han sido
muy loables, e importantes en su momento, pero hoy en dia estdn total-
mente obsoletos. ;Qué sentido tiene actualmente resolver una ecuacién
ctibica por radicales, cuando, como acabamos de ver, podemos hacerlo de
forma tan sencilla? ;Quiere esto decir que los alumnos de estas edades no
tendrdn que estudiar dlgebra, teniendo en cuenta que las calculadoras le
resolverdn con toda facilidad la ecuacién?

Evidentemente nuestros alumnos deberdn seguir estudiando &dlgebra
pero el curriculo del dlgebra que se deberia proponer en un futuro deberia
de dejar de centrarse exclusivamente en la soltura manipulativa para dar
una mayor importancia a las propias estructuras conceptuales del dlgebra
como medio de representacion y de los métodos algebraicos como herra-
mienta para la resolucién de problemas. Pero esto, deberia llevar a un cam-
bio en cuanto al tiempo de docencia de cada una de las partes.

Hasta ahora cada vez que se ensefiaba un contenido, pongamos por
ejemplo las operaciones con matrices, se dedicaba mucho tiempo al célculo
de expresiones con operaciones con matrices, pero como este tipo de calcu-
los es pesado y laborioso, resulta que cuando podriamos empezar a estudiar
las aplicaciones del cédlculo matricial que es lo realmente importante, no
queda tiempo y por otra parte resulta humanamente imposible calcular con
papel y l4piz la potencia décima de una matriz para poder estudiar un pro-
blema de Markov.

Por el contrario, en un futuro proponemos dedicar mucho tiempo a los
conceptos y a las estructuras de pensamiento algebraico, y menos tiempo a
la manipulacién algebraica tales como la resolucién de ecuaciones, ya que
esta puede hoy en dia ser resuelta en tan solo un instante y siempre con el
mismo procedimiento. En cambio, parece importante dedicar mucho mas
tiempo a la aplicacién del dlgebra a distintas situaciones, para lo cual utili-
zaremos la tecnologia existente.

Simplifiquemos un poco las cosas y pongamos tan solo un ejemplo.
Supongamos que a los alumnos de 14 afios se les ensefia por primera vez la
resolucién de ecuaciones lineales. Tradicionalmente se venia dedicando
mucho tiempo, aproximadamente cuatro semanas, resolviendo ecuaciones
que ya estaban planteadas, haciendo de este tiempo un periodo repetitivo y
aburrido. A continuacidn se dedicaba, generalmente muy poco, a veces tan
sOlo una semana, para el planeamiento y posterior resolucion de ecuaciones
de primer grado a partir de enunciados interesantes que obviamente resulta-
rdn mucho més motivadores que simplemente la utilizacion de una serie de
reglas y recetas que el alumno llega a dominar con todo detalle, pero que en
muchas ocasiones no sabe realmente lo que hace, ni por qué lo hace.
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Frente a esta situacion proponemos realizar una cambio sustancial par-
tiendo de situaciones concretas suficientemente motivadoras que justifi-
quen la necesidad del lenguaje algebraico para que, mediante su
simbolismo y representacién, podamos plantear la ecuacién lineal corres-
pondiente. Posteriormente, y tan s6lo para ecuaciones suficientemente sen-
cillas, tratar de resolverlas mediante papel y ldpiz aplicando los
procedimientos algebraicos tradicionales. Pero esta etapa manipulativa
correspondiente a los procedimientos algebraicos puede recortarse mucho,
teniendo en cuenta que los alumnos pueden utilizar una tecnologia ade-
cuada, que les permite resolver las ecuaciones muy facilmente, tanto por
métodos analiticos, como por métodos numéricos y/o graficos. Y en cam-
bio, parece muchisimo mds interesante dedicar mds tiempo al plantea-
miento de las ecuaciones que se deducen de la lectura de enunciados
diversos aplicados a diferentes campos de la vida cotidiana y mucho mads
proximos al alumno, que a la resolucién de esas ecuaciones que se pueden
hacer facilmente con una calculadora.

CONCLUSIONES

Evidentemente el objetivo principal de la ensefianza de la matematica en la
secundaria en todos los paises es capacitar al alumno para enfrentarse a los
retos que la vida en el futuro les pueda presentar. Ahora bien, ;cémo ayuda-
mos mds a nuestros alumnos, ensefidndoles a aplicar como autématas
reglas y recetas que permiten hacer cosas que resuelve facilmente la tecno-
logia o ensefidndoles a pensar, cosa que todavia no pueden hacer ni los
ordenadores ni las calculadoras? Incluso pensando en los futuros universi-
tarios, quienes obviamente deberdn realizar un uso mucho maés frecuente de
destrezas algebraicas, un objetivo importante tendré que ser el conseguir un
nivel adecuado de suficiencia en este tipo de destrezas y procedimientos.
Sin embargo, también estos alumnos se van a encontrar que la tecnologia
presente y no digamos nada la futura les va a exigir un replanteamiento de
los niveles de destrezas que se deben conseguir.

En resumen, y a modo de ejemplo, se trata de poner mds énfasis en el
planteamiento de las ecuaciones que es una forma de desarrollar estructuras
de pensamiento algebraico que en la propia resolucién de la ecuacién, que
hoy en dia ya no es tan importante. De hecho téngase en cuenta que todavia
no existe ninguna calculadora u ordenador a la que se le edite un enunciado
de un problema y automadticamente plantee la ecuacidn, en cambio hoy en
dia existen diversos programas de ordenador y calculadoras a las que se les
edita la ecuacion y con tan solo apretar la tecla Enter se puede obtener rapi-
damente su solucién. Tan s6lo a modo de ejemplo volvamos a releer algu-
nos de los célebres problemas clasicos:
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La vida de Diofanto

Este timulo cubre aqui a Diofanto.

jContemplad este prodigio!

Mediante la habilidad del fallecido esta piedra muestra su edad.
Para ser nifio Dios le concedi6 la sexta parte de su vida;

En una duodécima parte mds le crecid la barba sobre las mejillas;
En otra séptima parte mas contrajo el vinculo del matrimonio.

Al cabo de cinco afios naci6 de esta unién un hijo.

jPobre nifio bien amado! A la mitad de los afios

del padre habfia llegado cuando sucumbi6 ante el Destino.
Durante los cuatro afios siguientes ahuyentando de si la afliccion,
sumido en profundas reflexiones,

también llegé al fin temporal.

Tomado del Lilavati de Brahmim Bahskara (1114-1185), matemdtico
indio

De un enjambre de abejas, 1/5 de las abejas vinieron hacia una flor de loto,
1/34 hacian un banano. Un nimero igual a tres veces la diferencia entre las
dos cifras precedentes. jOh bella con ojos de gacela! vold hacia un arbol
Codaga (con corteza amarga suceddneo de la quina). Otra, por ultimo,
balancedndose, deambula por aqui y por alld en los aires, atraida al mismo
tiempo por el delicioso perfume del jazmin y del pandano. Dime, querida
mia, jcudntas son estas abejas?

Un problema de Euler (1707-1783)

Un padre deja una herencia de 8600 libras a sus cuatro hijos. Segtin el tes-
tamento, la parte del mayor debe ser inferior en 100 libras al doble de la
parte del segundo. La parte del segundo, inferior en 200 libras al triple de la
parte del tercero. Y la parte del tercero inferior en 300 libras al cuddruple
de la parte del mds joven. ;Cudl es la parte de cada uno?

La serie de Rachinski (siglo XIX)

Encontrar una serie de cinco nimeros enteros consecutivos tales que la
suma de los cuadrados de los tres primeros es igual a la suma de los cuadra-
dos de los otros dos.

¢;Donde reside la dificultad, en plantear la ecuacion, o
una vez planteada, resolverla?
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CAPITULO 15

COMPUTADORES: EN EL SALON DE CLASE:
UNA MIRADA HACIA EL FUTURO

BERT K. WAITS, FRANKLIN DEMANA

Es probable que los programas de computador de dlgebra simbdlica
que traen los computadores portdtiles como la Texas Instruments TI-92
lleguen a ser tan populares como lo son las calculadoras cientificas
hoy en dia. Muchos métodos de computacion manuales deberian vol-
verse obsoletos y esto va a requerir muchos cambios en el curriculo de
matemdticas del futuro. Este curriculo puede enfocarse mds en la reso-
lucion de problemas, la aplicacion de conceptos 'y la comprension.

INTRODUCCION

Las calculadoras electronicas tienen mds de 25 afios de existencia. Al
comienzo eran simples aparatos de “cuatro funciones” que sélo realizaban
aritmética bésica como la Texas “DataMath” que costaba $120 US en 1972.
Estas calculadoras fueron rapidamente reemplazadas por las “tablas de cal-
culo electrénicas”, calculadoras cientificas que realizaban importantes
computos sofisticados con una exactitud de 8 a 12 digitos. La primera cal-
culadora fue la HP-35 introducida en 1972 (costaba $395 US). En la actua-
lidad, las calculadoras cientificas son bastante baratas ($10 a 20 US) y han
cambiado de manera significativa el curriculo de matemadticas de la mayo-
ria de los paises. Por ejemplo, ya no gastamos tiempo ensefiando métodos
manuales para calcular valores de funciones trascendentes. Se podra
emplear mds tiempo en aplicaciones y comprensién conceptual, a medida
que el uso de la calculadora cientifica se generalice.

Hace diez afios, las calculadoras dieron un inmenso paso revolucionario
y afiadieron una nueva funcién sélo disponible en los computadores PC
mds grandes. Estas fueron las llamadas calculadoras graficas, inventadas
por Casio en 1985. Las calculadoras graficas empezaron una revolucién en
la ensefianza y el aprendizaje de las matemadticas. Las calculadoras graficas
baratas eran realmente computadores con programas de gréficos incluidos.
Se las podia considerar como computadores al alcance de todos los estu-
diantes por su bajo costo, facilidad de manejo y caracter portatil (Demana y
Waits, 1992).

Antes de la existencia de las calculadoras gréficas, los profesores conta-
ban tinicamente con costosos laboratorios de computadores (normalmente
en un recinto separado) para enriquecer la ensefianza y el aprendizaje de
matematicas con imdgenes computarizadas. S6lo unas pocas escuelas élites
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podian suministrar tal experiencia con regularidad a los estudiantes. No se
debe subestimar la importancia de estos pequefios aparatos portétiles y
poco costosos. Hoy en dia, las calculadoras graficas proporcionan a millo-
nes de estudiantes una experiencia significativa que enriquece su aprendi-
zaje con imdgenes por computador. Ahora, los profesores estin en
capacidad de presentar ideas matemadticas, conceptos y aplicaciones en
representaciones simbdlicas, numéricas y gréficas. Las calculadoras grafi-
cas han permitido el desarrollo de nuevas aproximaciones importantes al
aprendizaje de las matemadticas. En la actualidad, todos reconocemos que la
posibilidad de un curriculo de matematicas mas rico depende del acceso de
todos los estudiantes a las calculadoras gréficas.

Las calculadoras graficas poseen buenos programas numéricos y grafi-
cos propios. Sin embargo, carecen de tres aplicaciones muy importantes
para enriquecer las matematicas, aplicaciones que si poseen los computa-
dores de escritorio mds costosos: dlgebra simbdlica para computadores
(CSA), geometria interactiva para computadores y hojas de célculo. El uso
de CSA por parte de los estudiantes tiene una importancia particular para la
reforma al curriculo de matematicas. Se necesitaba un aparato practico (y
barato) que permitiera el acceso a CSA para el aprendizaje de matematicas.
La Texas Instruments dio el siguiente gran paso en la evolucién de las cal-
culadoras portatiles en 1995.

UNA MIRADA HACIA EL FUTURO

La Texas TI-92, introducida a finales de 1995, es un computador portatil
relativamente barato (2x el costo de una calculadora gréfica pero 25x mads
poderosa) con un sistema de dlgebra simbdlica (que usa algoritmos de
DERIVE) y un programa de geometria interactiva (una versién casi com-
pleta de CABRI II) incluidos. Sin duda, es la primera de una nueva genera-
ciéon de super calculadoras graficas. Seguramente otros fabricantes de
calculadoras seguirdn sus pasos con productos similares. Estas herramien-
tas computarizadas personales, baratas y féciles de usar que se encuentran
al alcance de los estudiantes contienen programas de computador potentes
y versdtiles y representan realmente “un computador para fodos los estu-
diantes de matemadticas”. Estas nuevas herramientas y sus sucesoras cam-
biardn de manera significativa el curriculo de matemdticas del futuro. Nos
trasladaremos de un énfasis en habilidades de manipulacion a un énfasis en
la comprension, los conceptos y la resolucién de problemas.

UTILIZACION DE LOS ESTANDARES NCTM

Una de las mayores preocupaciones que tenemos hoy en dia es que los
siguientes principios subyacentes acerca de la tecnologia de computadores
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(extraidos de Estdndares de Curriculo y Evaluacion para las matemdticas
Escolares. NCTM, 1989, p. 124) son todavia casi imposibles de implantar
en una escuela secundaria tipica.

Habrd un computador para efectuar demostraciones disponible en
todo momento en todas las aulas, y los estudiantes tendrdn acceso a
los computadores para trabajo individual y de grupo.

Una razon es el alto costo de los laboratorios de computadores, el manteni-
miento y problemas relacionados con entrenamiento. Otra razén es que de
acuerdo con lo estipulado en los Estdndares, los estudiantes tendrdn que
usar programas de computador mucho mds sofisticados de lo que la calcu-
ladora gréfica mds avanzada puede suministrar. Depender solamente de
computadores de escritorio y programas costosos instalados en laboratorios
de computadores es atin una inmensa barrera para la implantacién de refor-
mas serias al curriculo de matematicas.

Muchos profesores habian optado simplemente por no usar dlgebra
simbdlica y geometria interactiva para computadores en sus clases de mate-
maticas porque sencillamente no era practico o posible hacerlo. jAhora es
posible y practico! Por ejemplo, un grupo de calculadoras TI-92 constituye
un laboratorio de computadores portitil y poco costoso. Finalmente es
posible poner en préctica las sugerencias de Estdndares NCTM para los
grados 9-12 con respecto a la tecnologia informatica.

LA DECADENCIA DE LOS METODOS
MANUALES TRADICIONALES

En el pasado era necesario enseflar los métodos tradicionales de 4lgebra
simbdlica (métodos manuales de 1dpiz y papel) porque eran los unicos
métodos que existian para la manipulacién algebraica necesaria para
“resolver” problemas. Hoy en dia, éste simplemente no es el caso. Los
algoritmos CSA hacen ahora la manipulacion algebraica mds répido y con
mayor exactitud de lo que era posible con los métodos “tradicionales”.

Una de las noticias de primera plana del periédico USA TODAY de
marzo 26 de 1996 cubria la Cumbre de Educacién Nacional a la cual asis-
tieron 44 altos ejecutivos corporativos (CEO) invitados por los gobernado-
res de los diferentes estados de Estados Unidos. Un CEO, Richard
Notebaert de Ameritech, dijo: “Estamos tratando de contratar. Tenemos
dificultades para encontrar a las personas adecuadas. Estamos gastando
cientos de millones de délares en introducir alta tecnologia en las escuelas.
Pero todo esto es un desperdicio, si profesores y estudiantes no estdn en
capacidad de sacar provecho”.
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Creemos que lo que se necesita es un curriculo de matematicas de secun-
daria que aproveche la tecnologia informadtica para ayudar a los estudiantes
a convertirse en “solucionadores de problemas” eficaces y cuidadosos.

UN NUEVO RETO

Los profesores de matemadticas tienen un nuevo reto. Nuestra comunidad
no puede ignorar por mds tiempo el impacto del uso que los estudiantes
dan al dlgebra simbdlica y geometria interactiva por computador sobre el
curriculo de matemadticas. Esta nueva generacion de herramientas computa-
rizadas portétiles se hard tan popular como las calculadoras gréficas. Debe-
mos afrontar el hecho de que para realizar muchas de las “manipulaciones”
asociadas con matematicas, el dlgebra simbdlica y la geometria interactiva
por computador son herramientas mejores —mucho mejores— que el lapiz
y el papel.

Estas nuevas herramientas también sirven para ilustrar mejor conceptos
y aplicaciones importantes de las matemadticas. Debemos redefinir “habili-
dades bdsicas” para incluir aquellos métodos de manipulacién manual que
son fundamentales para entender el dlgebra como un lenguaje de represen-
tacién. Algunos métodos manuales tradicionales continuardn siendo nece-
sarios para las actividades relacionadas con matemadticas asi como los
métodos mentales tradicionales. Sin embargo, también debemos dejar de
emplear gran parte de nuestro tiempo en la ensefianza de métodos manuales
obsoletos para la realizacién de manipulaciones en dlgebra y célculo. Estos
métodos deben ser identificados. Ese es nuestro reto para el futuro.

Aqui tenemos dos ejemplos. Considere el tema favorito de todos: la fac-
torizacion de expresiones algebraicas, que todavia es muy importante. Des-
pués de todo, el teorema fundamental del dlgebra es un teorema de
factorizacion. Este teorema es clave para una comprensién matemdtica ade-
cuada como lo son las importantes conexiones entre factores, interseccio-
nes en x del grafico de la funcién, los ceros de las funciones y e
comportamiento de éstas. La figura 1 muestra el resultado de aplicar Factor

1 Few Fz¥ T_ F4¥ FE F&
- E Alaebral|Calc|0ther|PramI0|Clear a—-z..

 factor(2 %3 +5.x2 - 13 % - 30)
[+ 21 (=+3)[2x-5
factopr{2¥x"3+5¥x 2 —1 F¥x—30 ]
AL AUTD EUNC 1050

| AT

Figura 1.Un ejemplo de factorizacion con CAS
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(comando CAS para la expresion polinomial). Los factores (por inspec-
cién) nos dan la solucién para la ecuacion “expresion” = 0 y nos dan mucha
mds informacién acerca del comportamiento de la funcién polinomial en
forma no factorizada. Otro ejemplo del célculo son las “funciones parcia-
les” como una técnica de integracion. La figura 2 muestra el resultado de
aplicar Expand (comando CAS para funciones racionales simples g(x)).

i Fer F3= T_ Fur FE F&
- E Algebral|Calc|0ther |PramI0|Clear a-=z..
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- 1 + (K _ 1)2
expand{ {2y I—w+2 D (™2 -2u+12)
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Figura 2 .Descomposicion parcial de fracciones con CAS

jAhora es muy facil integrar g(x) (encontrar una antiderivada) mentalmente
a partir de reglas bésicas de integracion! El resultado de aplicar el comando
CAS Integrate antes de la descomposicion parcial de fracciones CAS se
muestra en la figura 3 (jsélo para comprobar nuestras habilidades de “inte-
gracién mental”!).

1 Fzr Faw | Fi™ FE F&
- E Algebra|{Calc[0ther [FramI0|Clear a-z..
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Figura 3.Computo de una integral indefinida con CAS

Creemos que los profesores definitivamente deben seguir ensefiando los
conceptos de factorizacién y descomposicion parcial de fracciones y su sig-
nificado (y por qué son ttiles). Sin embargo, las herramientas que usare-
mos para “factorizar” y “encontrar descomposiciones parciales de
fracciones” progresaran de los métodos manuales (historia) al uso por parte
de los estudiantes del CAS. Los profesores deben ensefiar los cémodos
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temas estdndar tradicionales, pero deben emplear mucho menos tiempo con
los métodos manuales (manipulacién) y mucho mds con las herramientas
CAS. Nuestro empefo no debe ser por eliminar temas tradicionales sino
por reducir la cantidad de tiempo empleado y cambiar las herramientas des-
tinadas a estos temas.

También requerimos de libros de texto y examenes que reflejen el uso
de estas herramientas de la nueva tecnologia y, por lo tanto, representen el
nuevo curriculo. Estamos comprometidos como nueva sociedad a encontrar
la manera apropiada de apoyar y patrocinar a los profesores que necesiten
capacitacion. Los profesores se dardn cuenta de la necesidad de estar cada
vez mds actualizados en la tecnologia y de volverse también reformadores
de curriculo.

UN PROBLEMA DE IMAGEN DE LAS MATEMATICAS

La comunidad matemética debe hacer un mejor trabajo en el tratamiento
del “problema de imagen de las matematicas”. A menudo el ptblico asocia
“hacer matemadtica” solamente con los computos mentales y manuales de
dlgebra y aritmética que aprendieron en la escuela. Necesitamos comuni-
car, de manera convincente, al publico en general, que “hacer matemadticas”
en el siglo 21 significa mucho mds que “hacer” las matematicas del pasado.
Las matemadticas escolares del futuro serdn mucho mds actualizadas tecno-
I6gicamente, interesantes, variadas y aplicables que en el pasado. Los
negocios y las industrias buscan empleados que puedan analizar, leer y
comprender situaciones problema, trabajar en grupo de manera coopera-
tiva, entender y usar la tecnologia y comunicarse de manera efectiva con
otros. El uso apropiado de la tecnologia en la enseflanza y el aprendizaje
ayuda a construir estas importantes habilidades en los estudiantes.

RESUMEN

Las calculadoras con programas de grdficos incluidos para el mejoramiento
de la ensefianza y aprendizaje de las matemadticas, tienen ya mds de diez
afios de existencia. Casio invent6 e introdujo en el mercado la primera cal-
culadora grafica en 1985 y comenzé una revolucién en la entrega de grdfi-
cos computarizados potentes y ttiles a millones de estudiantes de
matematicas. Ciertamente, las calculadoras gréificas baratas han cumplido
nuestro deseo de que todos los estudiantes de matemadticas tengan acceso
frecuente a la visualizacién por computador en actividades dentro y fuera
de la clase —un suefio que nunca hubiera podido ser realizado con compu-
tadores PC de escritorio en laboratorios de informética.

Nuestro mundo de la ensefianza y aprendizaje de las matematicas no
volverd a ser el mismo. Creemos que la Texas Instruments ha dado el pri-
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mer paso en la siguiente revolucion de la tecnologia informadtica de apoyo
disefiada para el uso en las matemadticas de la escuela. Han producido la
primera herramienta barata de apoyo que incluye dlgebra simbdlica y geo-
metria interactiva por computador disefiada para matemadticas y estudiantes
de ciencias. Seguramente, otras compaiiias de calculadoras producirdn pro-
ductos similares en un futuro.

Los estdndares NCTM (NCTM, 1989) dicen mucho en favor de los
contenidos y métodos que son necesarios en el curriculo moderno de mate-
madticas para todos los estudiantes. Hoy en dia, existe una nueva herra-
mienta que hace posible y prictica la visién del curriculo matematico
mejorado, basado en la tecnologia informadtica, del que se habla en los
Estdndares NCTM. Al facilitar la reduccién del tiempo empleado en méto-
dos manuales, esta herramienta proporcionard el tiempo de clase adicional
para las nuevas actividades matematicas recomendadas en los Estdndares.

Ahora necesitamos ser mds especificos y explicitos sobre un problema
controversial. No podemos seguir gastando el tiempo de clase haciendo
todo lo que hicimos en la pasada era del ldpiz y el papel y afiadiéndole los
muchos temas y métodos que nuestros estudiantes necesitan para el futuro
tecnoldgico al que tendran que enfrentarse. Pongamos manos a la obra y
lleguemos a un acuerdo sobre qué computos, antafio realizados con ldpiz y
papel, pueden ser realizados con mayor eficiencia por computadores jlos
estudiantes estdn esperando nuestra respuesta!
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CAPITULO 16

EL CAMBIO DEL METODO EN LA EDUCACION
MATEMATICA JAPONESA GRACIAS A LA TI-82

SHIN WATANABE

Hasta ahora, la educacion matemdtica japonesa se ha caracterizado
por un enfoque en la formalidad y en las nociones abstractas y por el
empleo de una gran cantidad de tiempo en la realizacion de cdlculos.
Esto tiene que cambiar, y la introduccion de la calculadora grdfica
puede ayudar en el proceso de transformacion. En este trabajo mostra-
mos, a través de ejemplos en los cuales la calculadora se utiliza en
precdlculo, cdlculo diferencial y resolucion de problemas, como, con
las calculadoras grdficas, la ensefianza y aprendizaje de las matemdti-
cas puede hacerse mds interesante. Ahora muchos estudiantes pueden
ver y acercarse al conocimiento por medio del uso de la calculadora y
disfrutar las clases de matemdticas.

SISTEMA ESCOLAR JAPONES

Los japoneses pensamos que la educacién es importante en la construccion
de una buena sociedad. Por eso, tenfamos escuelas Terakoya en Edo (hace
200 afios), y construimos muchas escuelas elementales en todas las regio-
nes, hace 100 afios. Los padres de familia siempre han pensado que los
nifios deben asistir diariamente a la escuela; lo cual se ve reflejado en el
alto porcentaje de asistencia escolar: Jardin Infantil 84%, Escuela Elemen-
tal 100%, primeros afios de Secundaria 100%, dltimos afios de Secundaria
98% y Universidad 47%. Los japoneses creemos que el crecimiento econ6-
mico de nuestro pais se debe a la educacion escolar.

En Jap6n, la escuela elemental y los primeros afios de Secundaria son
obligatorios. Algunos alumnos presentan el examen para ingresar a una
secundaria privada. Si no logran ingresar, pueden entrar a la secundaria
ptblica sin presentar ninglin examen, pero muchos padres prefieren que sus
hijos asistan a una buena escuela privada. Como las calculadoras no se per-
miten en los exdmenes de admisidn, tampoco se utilizan en las clases de
matematicas de la escuela elemental o secundaria.

El gobierno japonés decide el curriculo para todos los niveles a través
de lo que se denomina el curso de estudio. Todos los profesores ensefian el
mismo contenido a sus alumnos y utilizan los mismos textos que deben
contar con la aprobacién del Ministerio de Educacién. Los profesores japo-
neses tienen una buena idea de cdmo ensefiar matemadticas sin calculadoras.
Sin embargo, el uso de las calculadoras se ha hecho obligatorio, y ahora
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debemos emplearlas desde las lecciones de quinto afio de la Escuela Ele-
mental. Este cambio puede crear una nueva educacién matemadtica en
Japon.

EDUCACION MATEMATICA JAPONESA

La principal caracteristica de la educacién matemadtica japonesa es el entre-
namiento en la realizacién de cdlculos. Dentro de esta ensefianza, los estu-
diantes aprenden métodos para calcular sin la ayuda de la calculadora y
s6lo se permite el uso de dbacos ;Por qué emplear tanto tiempo en la repe-
ticién de cdlculos sin ayuda tecnolégica dentro de las clases de matemati-
cas? Los profesores y alumnos creen que el poder de las matematicas reside
en la habilidad para calcular, piensan que “hacer matemadticas” es “realizar
célculos”. En cada clase, los alumnos, que alcanzan una gran rapidez, reali-
zan célculos mediante el uso del ldpiz y papel y los profesores a su vez los
evaldan segtn su habilidad para calcular. Esto tiene dos implicaciones. Una
es que el desempeiio japonés es muy alto en el IEA, Asociacién para la
Valoracién de Evaluaciones de Logro Escolar. La otra es que los estudian-
tes japoneses no desarrollan un proceso para el razonamiento en matemati-
cas.

(POR QUE NO USAR LA CALCULADORA EN LA
EDUCACION MATEMATICA JAPONESA?

Los célculos manuales (con dbaco) y mentales son muy importantes en las
matemadticas japonesas. Nosotros creemos que calcular con nimeros es
comprender el concepto matemadtico. La habilidad para calcular es la habi-
lidad para realizar matematicas. El estudio de las matematicas es la com-
presioén de los célculos. Por esto, muchos padres y profesores japoneses
estan preocupados por la baja en los logros en la habilidad para calcular.
Este punto es un gran impedimento para el uso de las calculadoras pues los
padres no quieren que sus hijos usen calculadoras en las clases. Otro pro-
blema es que las calculadoras no estdn permitidas en los exdmenes de
admisioén. No obstante, los japoneses dependen constantemente de la calcu-
ladora en su vida diaria y los estudiantes las usan todo el tiempo después de
la escuela. Inclusive para hacer sus tareas con la ayuda de los mayores.
Los siguientes son ejemplos de calculos manuales realizados al final de la
Escuela Elemental.

1) 35+47x2-12+3-8=
80+ (25-15) —2x3 =
(12+ (18+ (4+5) +2)) =
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2) 025x0.04 =
0.072x0.016 =

Los siguientes son ejemplos del uso de calculadoras manuales (dbacos):
1) (2.65x102.03 -2.65%2.03) =
20x3.14x5=

.1_
2) 221+65+5 =

4.5X§+5.37 =

3) o.3+}1+0.05>< (403 —1.15) +§ -
13 2
4) 134005 (403~ 115) + £ =

Queremos ensefiar la habilidad del pensamiento creativo en la clase de
matematicas. Lo que se cree comtinmente es que si los estudiantes ejercitan
en forma repetida y pueden realizar con éxito cdlculos mentales, aplicardn
esto para incrementar la eficiencia en el cdlculo manual con dbaco. Los
siguientes son considerados usos adecuados del calculo mental para incre-
mentar la eficiencia en el cdlculo manual a nivel elemental.

1) 2.65x%102.03 —2.65 x2.03
=2.65x (102.03 -2.03) factor comin
=2.65x 100
=256

2) 20x3.14%5

=3.14%x20x5 ley conmutativa
=3.14x 100

=314
3) 97 x 103
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(100 -3) x (100 +3) aplicando factorizacién
10000 -9

=9991

1) 97 +96 + 103 + 98 + 101 + 103
=100x6+ (—-3-4+3-2+1+3)
=600 + (-2)
= 598

La razén para no usar calculadoras es que los estudiantes normalmente no
se enfrentan a problemas en los cuales una calculadora pueda ser una herra-
mienta Util. Es mds, algunos textos prohiben de manera explicita el uso de
calculadoras para responder las preguntas, ya que con esta ayuda, los pro-
blemas serian demasiado faciles y resultarian absurdos. Por esta razén, nos
estamos perdiendo de las ventajas de las calculadoras como herramientas
que permiten a los estudiantes abordar problemas matemadticos interesantes.

EL IEA Y LA NECESIDAD DE UTILIZAR CALCULADORAS
EN LA EDUCACION MATEMATICA JAPONESA

El desempefio de los estudiantes japoneses en el IEA ha sido muy bueno.
El segundo estudio internacional de matemadticas (1980) fue un extenso
seguimiento de la ensefianza y aprendizaje de las matematicas en las escue-
las de veinte paises. El primer estudio se realizé en 1964 en treinta paises.
El resultado de la participacion japonesa en estos exdmenes muestra que
los estudiantes japoneses tienen un nivel alto en los aspectos del examen
relacionados con célculos, pero que su desempefio es bajo en los aspectos
relacionados con razonamiento, comparado con el rendimiento de los estu-
diantes de otros paises.

Facil epr s
. el . , Dificil
Adicion de fracciones con comin . .
. La raiz cuadrada es igual a
denominador
2 + 3 es ioual a (Cudl es la raiz cuadrada de
5Tg e 125759
5
A B A 6.25
5 3k
B =
40 B 30
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El primer problema se realiza muchas veces en la escuela; pero el segundo
no, y esto puede explicar las diferencias en el porcentaje de respuestas
correctas de los estudiantes japoneses. Ellos no han resuelto nunca este tipo
de problemas y esperan que los profesores les ensefien la manera.

EL PAPEL DE LA CALCULADORA
GRAFICA EN EL FUTURO

Como en Japén pensamos que la educacion consiste en ejercitar en la reali-
zacion de calculos, no vemos la necesidad de utilizar las calculadoras. Pero
ahora, el curso de estudio del grado quinto permite a los estudiantes el uso
de la calculadora y esto puede ayudar a cambiar el estilo de ensefianza en la
clase de matemadticas. Los alumnos podrdn volverse creativos, estardn en
capacidad de “ver” las matemdticas y, tal vez, disfrutardn realizdndolas.
Con las calculadoras ya no podemos insistir en mirar solamente si las res-
puestas estdn bien o no. Tendremos que tener en cuenta la manera en que se
producen.

USO DE LAS CALCULADORAS EN MIS CLASES

Las clases de matematicas son muy importantes para el estudiante de cien-
cias. El alumno se esfuerza en aprender métodos para calcular sin el uso de
calculadoras. Asi, el estudiante que puede realizar cdlculos muy bien es
altamente valorado. Este tipo de evaluacién no es el mejor ya que los estu-
diantes japoneses no tienen un buen sentido del pensamiento matematico.
Con la nueva tecnologia, la manera en que se han ensefiado las matemati-
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cas cambiard. Dejaremos atrés el cdlculo de las expresiones y empezaremos
a estudiar el concepto.

Ha sido muy grato para mi dictar las clases en las que he utilizado la
calculadora grafica. En estas clases los estudiantes dieron rienda suelta a su
energia latente para el aprendizaje de conceptos. Ahora, pueden compren-
der el concepto de matemadticas ya que la nueva tecnologia les permite ver
los objetos matemdticos y abordar nuevos tipos de problemas.

CAMBIAR LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS
CON LA TI-82

Considero importante el uso de la calculadora grifica en la ensefanza y
aprendizaje de las matemadticas. Los siguientes son algunos ejemplos de
uso de la calculadora.

La funcién paramétrica y su movimiento a medida que
ésta es trazada

Dibuje el grafico de la funcién paramétrica

X, cost

y, = sent

Los estudiantes japoneses pueden dibujar el grafico muy répido, eliminar el
pardmetro t y obtener la funcién x? +y? = 1. El grafico que resulta es el
circulo con centro en el origen y un radio igual a 1. Este problema es muy
sencillo para los jovenes japoneses.

1N
]/

Figura 1. Circulo unitario

Sin embargo, si el problema se cambia a encontrar las diferencias entre las
funciones paramétricas
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X

| = cost y X, = sent
y, = sent Y, = cost

entonces, los estudiantes japoneses no pueden entender la diferencia entre
las dos funciones. Ellos obtienen el mismo circulo unitario. Con la ayuda
de la calculadora gréfica, podemos ver la diferencia: uno gira hacia la dere-
cha, el otro hacia la izquierda.

an ™

X, = cost X, sent

cost

sent Yy

=
I

Figura 2. Dos circulos diferentes

Visualizacion de las funciones: series de Fourier

En mi clase utilizamos la calculadora gréfica para las series de Fourier. Las
series de Fourier son una rama de las matemdaticas muy importante para los
estudiantes de ciencias. En los cursos japoneses de mateméticas, ensefa-
mos la representacién de las series de Fourier con la férmula Euler-Fourier.
Este célculo es facil para los estudiantes japoneses, pero ellos no compren-
den su significado. Tenemos los elementos principales en la representacion
del célculo con la férmula Euler-Fourier. Y si podemos calcular la funcién
dada de las series de Fourier, entonces alli acabamos la clase ya que este
célculo constituye el propdsito principal de la leccién. Después enseniamos
la convergencia de las series de Fourier. La convergencia es mas dificil
para los estudiantes ya que no la comprenden; por esto, su progreso en
matematicas se estanca. Pero ahora, con la nueva tecnologia, ellos pueden
ver la forma de las funciones dadas y mostrar interés en las representacio-
nes de las series de Fourier.

Calculamos las series Fourier de la funcion

_ -1 if xe [-m, 0]
1 if xe [0, m]
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Los estudiantes pueden calcular las series Fourier, pero no saben lo que sig-
nifica. La expresion de las series de Fourier es

: é_l(senx+sen3x+sen5x )
y== 3 S

Usamos la calculadora gréfica para dibujar el gréafico de esta funcién de las

series de Fourier.
+i=
S
¥
Wr=10Hs
iz \./\-M/J
'-r'sf 1

Figura 3. Grdfico de la funcion y las series de Fourier correspondientes

Aprender a resolver problemas es explorar: maximos y
minimos de funciones

La calculadora grafica permite a los estudiantes explorar, ver los objetos
matematicos, y por lo tanto, disfrutar la clase de matemadticas. La tecnolo-
gia faculta a los estudiantes para realizar matemadticas. Mostramos el ejem-
plo de encontrar el lugar geométrico del maximo o minimo de las
funciones. En este ejemplo, nos sorprende la amplitud de los ejes ya que no
solemos encontrar este tipo de problema en los libros.

Yzcl=1A

Figura 4. El lugar geométrico del vértice de la pardbola
y=x2+ax esy = —x2

Calculo diferencial

Sin la calculadora, los estudiantes emplean la mayor parte de su tiempo
dibujando los gréficos de las funciones. Con la calculadora, ellos pueden
enfocarse en las caracteristicas de la funcién. Por ejemplo, cuando vemos
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el grifico de y = x3 —3x , podemos encontrar el punto especial, la inter-

VAEET It 22 g Gs
2218, 12. 143K
A

Figura 5. El lugar geométrico del mdximo o minimo de

y = x3—ax(a>0)esy = -2x3

VABE It 22 g Gs

Sa18, 12,1422

] = B T
FORMAT

V=cl=1686

Figura 6. El lugar geométrico del minimo de
y = x3—ax(a>0)esy = —0.5x3

seccién con el eje x y el eje y y los puntos extremos. Y queremos calcular
estos puntos. En este ejemplo, la linea horizontal estd dibujada cerca del

/ /
F~— ]

Figura 7. Grdficode y = x3—3x

punto méaximo (-1,2). Este no es exacto pero su valor es muy cercano.
Podemos encontrar con facilidad el punto por medio del célculo diferen-
cial. Es muy dificil encontrar el punto de inflexién (0,0). La visualizacién
de este grafico nos sugiere la existencia del punto.
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VISUALIZACION Y EXPLORACION: COMPRENDER Y
DISFRUTAR LAS MATEMATICAS

Realizamos estas clases de matemadticas con la ayuda de las calculadoras
gréficas. La visualizacion refuerza la comprension de los conceptos abs-
tractos. Antes de la calculadora, no podiamos ver los teoremas matemati-
cos. Los estudiantes estaban convencidos de que no podian comprender
estos teoremas y tomaban un papel pasivo y conservador ante el aprendi-
zaje; ademds, eran incapaces de abordar problemas nuevos. Pero ahora
tenemos alguna diversién en las clases con calculadoras. Las nuevas calcu-
ladoras gréficas, TI-82 y TI-92, son maquinas apropiadas para el aprendi-
zaje de las matemadticas que estamos usando en clase diariamente.
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