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TRAYECTORIAS HIPOTETICAS DE APRENDIZAJE
EN LA FORMACION INICIAL DE PROFESORES
DE MATEMATICAS DE SECUNDARIA'

Pedro Gémez y José Luis Lupiafiez

La nocion de trayectoria hipotética de aprendizaje ha despertado recien-
temente interés en la literatura de investigacion en educacion matemdti-
ca. Sin embargo, el papel que esta nocion puede jugar en la formacion
inicial de profesores de matemdticas de secundaria no es claro. En este
articulo, revisamos las diferentes interpretaciones de esta nocion y pro-
ponemos una adaptacion de la misma con la que el futuro profesor de
matematicas de secundaria puede recoger y organizar informacion para
el diserio de unidades diddcticas.

Términos clave: trayectoria hipotética de aprendizaje, aprendizaje, formacion de
profesores de matematicas de secundaria, planificacion.

The notion of hypothetical learning trajectory has arisen interest in re-
cent research literature in mathematics education. Nevertheless, the role
that this notion can play in preservice secondary mathematics teachers
training is not clear. In this article, we review some of the interpreta-
tions of this notion and propose an adaptation that can be used by pre-
service secondary mathematics teachers in order to collect and organize
information for the design of didactical units.

Keywords: hypothetical learning trajectory, learning, secondary mathematics
teacher training, planning.

En 1995, Martin Simon introdujo la nocién de trayectoria hipotética de aprendi-
zaje como parte de su modelo del ciclo de ensefianza de las matematicas (Simon,
1995). Este modelo, como el titulo de su articulo indica, era su propuesta para
“reconstruir la pedagogia de las matematicas desde una perspectiva constructivis-
ta” y abordaba una de las paradojas que se introdujeron con el movimiento de la
reforma de las matematicas: la tension entre una vision constructivista del apren-

! Este trabajo ha recibido el apoyo del Proyecto BSO2002-02799 del Ministerio de Ciencia y
Tecnologia.
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dizaje que requiere que la instruccion tenga en cuenta y se adapte a las actuacio-
nes de los escolares, y una idea tradicional de la planificacion de esa instruccion
que se basa en la bsqueda de unos objetivos predeterminados y en el disefio de
unas tareas para lograrlos. La Figura 1 presenta los principales elementos del ci-
clo de ensefianza de las matematicas, incluyendo aquellos que componen la tra-

yectoria hipotética de aprendizaje.
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(Simon, 1995, p. 136)

Simon y Tzur (2004, p. 93) identifican las principales caracteristicas de la nocion

de trayectoria hipotética de aprendizaje de la siguiente manera:

Una trayectoria hipotética de aprendizaje (THA) consiste en los objeti-
vos para el aprendizaje de los estudiantes, las tareas matematicas que se
usaran para promover el aprendizaje de los estudiantes, y las hipotesis
acerca del proceso de aprendizaje de los estudiantes (Simon, 1995).
Mientras que el objetivo del profesor para el aprendizaje de los estu-
diantes proporciona una direccion para las otras componentes, la selec-
cion de las tareas de aprendizaje y las hipotesis acerca del proceso de
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aprendizaje de los estudiantes son interdependientes. Las tareas se se-
leccionan con base en hipotesis acerca del proceso de aprendizaje; las
hipotesis sobre el proceso de aprendizaje se basan en las tareas pro-
puestas. Este constructo se fundamenta en los siguientes supuestos:

1. La construccion de una trayectoria hipotética de aprendizaje se basa
en la comprension del conocimiento actual de los estudiantes que recibi-
ran la instruccion.

2. Una trayectoria hipotética de aprendizaje es el vehiculo para planifi-
car el aprendizaje de unos conceptos matemadticos concretos.

3. Las tareas matematicas proporcionan las herramientas para promo-
ver el aprendizaje de unos conceptos matemdticos concretos y, por lo
tanto, son un elemento clave del proceso de instruccion.

4. Dada la naturaleza hipotética e inherentemente incierta de este pro-
ceso, el profesor se vera obligado a modificar sistemdticamente cada
aspecto de la trayectoria hipotética de aprendizaje.

El interés por este constructo se ha reconocido recientemente con la aparicion de
un numero de Mathematics Thinking and Learning dedicado a su discusion
(Clements y Sarama, 2004). Steffe (2004) resalta la relevancia de esta nocion
dentro de la educacion matematica de la siguiente manera (p. 130):

La construccion de trayectorias de aprendizaje de los nifios es uno de
los desafios mas urgentes a los que se enfrenta actualmente la educacion
matematica. Es también uno de los problemas mas apasionantes porque
es alli donde podemos construir nuestra comprension de las matemati-
cas de los nifios y como nosotros, como profesores, podemos influir en
esas matematicas.

No obstante, y aunque los diversos investigadores reconocen los tres elementos
centrales de la trayectoria hipotética de aprendizaje (objetivos de aprendizaje, ta-
reas matematicas e hipotesis sobre el proceso de aprendizaje), y aceptan los cua-
tro supuestos mencionados arriba, cada quien interpreta y usa la nocidon con pro-
positos y de maneras diferentes.

Se perciben dos usos claramente diferenciados: como herramienta de investi-
gacion y como herramienta para la planificacion. Los trabajos de Steffe (2004),
Lesh y Yoon (2004) y Clements, Wilson y Sarama (2004) son trabajos esencial-
mente de investigacion en los que se explora la trayectoria hipotética de aprendi-
zaje para temas concretos. Por otro lado, los trabajos de Gravemeijer (2004) y
Simon y Tzur (2004), aunque exploran también trayectorias hipotéticas de apren-
dizaje, se preocupan con mayor énfasis por su uso en la planificacion del profe-
sor. Finalmente, el trabajo de Battista (2004) se centra en la evaluacion. En todos
los trabajos, se desarrollan ejemplos de trayectorias hipotéticas de aprendizaje en
temas concretos. Para ello, los investigadores asumen el papel de profesores en



82 P. Gémez y J. L. Lupiafiez

aulas concretas. Aunque hay profesores que participan en algunos de los proyec-
tos, ellos no son quienes producen los resultados de las exploraciones. De hecho,
algunos de estos trabajos, como el de Steffe (2004) y el de Gravemeijer (2004),
ven la construccion de trayectorias hipotéticas de aprendizaje como un trabajo
del investigador, cuyos resultados pueden apoyar el trabajo del profesor.

Una de las principales diferencias en la interpretacion de la nocién entre es-
tos investigadores tiene que ver con el nivel de concrecion con el que la usan:
desde la planificacion de varias sesiones de clase, hasta el trabajo con actividades
especificas en una parte de una sesion de clase. Por ejemplo, Gravemeijer (2004)
indica que su propuesta de feorias locales de instruccion es “la descripcion y
fundamentacion para la ruta de aprendizaje prevista en su relacion con una colec-
cion de actividades de instruccion para un tema” (p. 107). Steffe (2004) y Lesh y
Yoon (2004) también utilizan la nocion para describir el aprendizaje de los esco-
lares a lo largo de varias sesiones en las que se trabaja en un tema. Por su parte,
Simon y Tzur (2004) ven la trayectoria hipotética de aprendizaje como una
herramienta para la planificacion de actividades de instruccion en el dia a dia de
un aula. Finalmente, Baroody, Cibulskis, Lai y Li (2004) sugieren que la nocién
de trayectoria hipotética de aprendizaje se puede utilizar para promover el “desa-
rrollo micro-conceptual” (p. 234), siendo ésta la actividad central de la instruc-
cion en el aula.

{Qué relacion hay entre la actividad diaria del profesor y la nocion de trayec-
toria hipotética de aprendizaje? En este punto encontramos ciertas discordancias
en las propuestas de algunos de los investigadores a los que hemos hecho refe-
rencia. Por un lado, una de las caracteristicas centrales de la nocién tiene que ver
con su caracter reflexivo: “hay una relacion reflexiva en la que la trayectoria
hipotética de aprendizaje es el trasfondo de los juicios y decisiones locales que, a
su vez, modifican la trayectoria hipotética de aprendizaje” (Gravemeijer, Cobb,
Bowers y Whitenack, 2000, pp. 249-250). Simon y Tzur (2004, p. 93), en el cuar-
to supuesto que indicamos mas arriba, enfatizan también el papel del profesor en
la construccion y revision permanente de la trayectoria hipotética de aprendizaje.
Pero, ;{como hacer compatible el proposito de que sea el profesor quien construya
y revise la trayectoria hipotética de aprendizaje con el hecho de que la totalidad
de los ejemplos que se tienen de trayectorias hipotéticas de aprendizaje han sido
desarrollados por investigadores que han asumido el papel de profesores? De
hecho, propuestas como las de Steffe (2004) y Lesh y Yoon (2004) son tan com-
plejas y técnicas que resultan poco practicas para los profesores. Por otro lado,
las propuestas de Simon y Tzur (2004) y Gravemeijer (2004) tienen un caracter
esencialmente preceptivo. Finalmente, Baroody, Cibulskis, Lai y Li (2004, p.
233) nos recuerdan que la validez ecoldgica se logra a costa de la falta de univer-
salidad: si se comprueba que una trayectoria hipotética de aprendizaje es valida
en una circunstancia particular (en un contexto y con unos estudiantes y un pro-
fesor concretos), esto no quiere decir que esa trayectoria hipotética de aprendiza-
je tenga sentido en otras circunstancias.
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Gravemeijer (2004, p. 107) aborda estas cuestiones y reconoce la dificultad
que tendrian los profesores para construir trayectorias hipotéticas de aprendizaje
como las que producen los investigadores. Pero, esto no quiere decir que lo inico
que se les pueda entregar sean secuencias de instruccion listas para usar. El su-
giere dos elementos que pueden ser ttiles para los profesores: (a) un marco de
referencia y (b) secuencias de actividades que les sirvan de ejemplo.

Pero, ;qué puede hacer un profesor con esta informaciéon? ;Como puede €l
usarla para producir y revisar sistematicamente su propia trayectoria hipotética
de aprendizaje para un tema, un contexto y unos escolares concretos?

FORMACION INICIAL DE PROFESORES DE MATEMATICAS
DE SECUNDARIA

Si, como argumenta Steffe (2004), “deben ser los profesores, al participar direc-
tamente en las actividades de construccion de los nifios, quienes deben producir
sus trayectorias hipotéticas de aprendizaje” (p. 115), ;qué capacidades® debe te-
ner el profesor para ser capaz de hacerlo? ;Qué se puede hacer en la formacion
inicial de profesores de matematicas de secundaria para desarrollar esas capaci-
dades?

La formacidn inicial debe ser la ocasion en la que los futuros profesores co-
miencen a desarrollar las competencias para construir trayectorias hipotéticas de
aprendizaje que les permitan disefiar y llevar a la practica actividades de aprendi-
zaje. Sin embargo, los futuros profesores que participan en este tipo de progra-
mas no tienen experiencia docente y, en general, no tienen acceso a la practica en
aulas de matematicas. Por consiguiente, ellos no pueden “participar directamente
en las actividades de construccion de los nifios” (p. 115). En lo que sigue, suge-
rimos una adaptaciéon de la nocion de trayectoria hipotética de aprendizaje que
tiene en cuenta estas restricciones.

Analisis Cognitivo

Nosotros participamos en programas de formacion inicial de profesores de ma-
tematicas de secundaria que buscan desarrollar en los futuros profesores capaci-
dades para disefiar unidades didacticas sobre temas matematicos concretos’. Por
ejemplo, ellos trabajan en temas como la esfera, el teorema de Pitagoras o la fun-

% La nocidn de capacidad ha sido objeto de estudio y analisis en la literatura de investigacion en
educacion, psicologia y filosofia. Las definiciones y caracterizaciones de esta nociéon son por
tanto numerosas, y en ocasiones algunas de ellas son incluso contradictorias entre si. No entra-
remos aqui en esclarecer todos esos significados, sino que describiremos mas adelante la posi-
cion que nosotros asumimos con respecto a esas interpretaciones posibles, y caracterizaremos lo
que entendemos por “capacidad” en el contexto de nuestra investigacion.

? Esta es una de las competencias que diversos colectivos consideran que debe tener el profesor
de matematicas (ver, por ejemplo, Beck, Hart y Kosnik, 2002; Recio, 2004; Rico, 2004).
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cion cuadratica. En el disefio de estas unidades didacticas, esperamos que los fu-
turos profesores pongan en juego un procedimiento, que denominamos andlisis
didactico (Gomez, 2002, pp. 262-285). El analisis didactico es un procedimiento
ciclico que describe como el profesor deberia idealmente disenar, llevar a la prac-
tica y evaluar actividades de ensefianza y aprendizaje. Esta compuesto por el ana-
lisis de contenido, el analisis cognitivo, el analisis de instruccion y el analisis de
actuacion. El analisis de contenido es el procedimiento en virtud del cual el pro-
fesor identifica, organiza y selecciona los significados de un concepto matemati-
co que considera relevantes para efectos de la planificacion de la instruccion. En
el analisis cognitivo, esperamos que ellos describan “sus hipotesis acerca de co-
mo los estudiantes pueden progresar en la construccion de su conocimiento sobre
la estructura matematica cuando se enfrenten a las tareas que compondran las ac-
tividades de ensefianza y aprendizaje” (p. 271). Siguiendo las ideas que descri-
bimos en el apartado anterior, y teniendo en cuenta las condiciones en las que se
realiza la formacion inicial, pensamos que esta descripcion del progreso de los
escolares debe fundamentarse en la identificacion, descripcion y relacion de cin-
co elementos:

1. las capacidades que los escolares tienen antes de la instruccion®;

2. las capacidades que se espera que los escolares desarrollen con motivo de la
instruccion;

3. las tareas que conforman la instruccion;

4. las dificultades que los escolares pueden encontrar al abordar estas tareas; y

5. las hipotesis sobre los caminos por los que se puede desarrollar el aprendizaje.

Partimos, por tanto, de la nocion de capacidad’. En el contexto de las matemati-
cas escolares, utilizamos este término para referirnos a la actuacion de un estu-
diante con respecto a cierto tipo tarea (por ejemplo, los problemas de transformar
una forma simbolica de la funcidon cuadratica —la estandar— en otra —la cano-
nica). Esta nocién de capacidad es coherente con las posiciones de Dorsch
(1985), que la describe como el conjunto de condiciones necesarias para llevar a
cabo una actividad concreta, y con las de Grant (1996) y Schulze (1994), que re-

* Aunque Simon no incluye este elemento en la propuesta original de la trayectoria hipotética de
aprendizaje, si enfatiza su importancia en su elaboracion posterior (Simon y Tzur, 2004, p. 93).

> La nocion de capacidad que esbozamos aqui surge de dos fuentes. Por un lado, de la teoria de
la actividad y sus elaboraciones posteriores. En dicha teoria, la actividad es la unidad basica de
analisis y tiene tres niveles: actividad, accion y operacion. Las actividades consisten en acciones
o cadenas de acciones que, a su vez consisten en operaciones. La actividad se orienta por la ma-
terializacion de una necesidad en un motivo. El objetivo de una accion es una representacion
mental consciente del resultado que se pretende obtener y tiene como proposito orientar la ac-
cion. Las operaciones son los modos en los que se pueden ejecutar las acciones. La actividad la
realiza un sujeto y la relacion entre el sujeto y el objeto (motivo) de la actividad estd mediada
por herramientas que pueden ser materiales o del pensamiento (Kutti, 1996).
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lacionan capacidad con los conocimientos, experiencias y habilidades necesarias
para desarrollar una tarea o actividad.

Afirmaremos que un individuo ha desarrollado una cierta capacidad cuando
¢l puede resolver tareas que la requieren. Por lo tanto las capacidades:

¢ son especificas a un tema concreto;

4 pueden incluir o involucrar otras capacidades; y

4 estan vinculadas a tipos de tareas.

Por ejemplo, diremos que un escolar ha desarrollado la capacidad de manejo del
significado grafico de los parametros de las formas simbolicas de la funcion cua-
dratica cuando haya evidencia de que €l puede resolver tareas que implican ese
aspecto. La nocion de capacidad es un elemento que relaciona los aspectos cogni-
tivos (un individuo desarrolla una capacidad), de contenido (es especifica a un
tema concreto) y de instruccion (se refiere a tipos de tareas o problemas) (ver
Figura 2).

Cognitivo

un individuo desarrolla
y manifiesta una capacidad

Capacidad
es especifica a un se pone en juego al
contenido concreto abordar tareas
Contenido Instruccion

Figura 2. Relaciones de la nocion de capacidad

Los primeros dos puntos del procedimiento que estamos sugiriendo requieren
que el futuro profesor organice informacion sobre: (a) lo que los escolares son
capaces de hacer antes de la instruccién y (b) lo que se espera que ellos sean ca-
paces de hacer después de la instruccion. Lupiaiiez, Rico, Goémez y Marin (2005)
han desarrollado un procedimiento para organizar esta informacion, basado en la
nocién de competencia®. Esta nocién permite establecer un vinculo entre la plani-
ficacion a nivel local (de unas actividades especificas en un tema concreto) y el

® Ellos utilizan la nocién de competencia siguiendo las ideas propuestas en el Proyecto PISA
(OCDE, 2004). Pero, como lo ha indicado Rico (En Prensa), el término “competencia” se usa
con diferentes significados en este reporte. Rico ha identificado y caracterizado cuatro signifi-
cados diferentes. Aqui nos referimos a dos de esos significados (p. 14): como conjunto de pro-
cesos (segundo significado) que deben ponerse en practica al resolver problemas matematicos,
por medio de cuya realizacion se muestra la competencia general (la alfabetizacion matematica,
primer significado).
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diseio curricular global (de una asignatura). Lupidfez y colaboradores (2005)
han seleccionado siete competencias:

1. pensamiento y razonamiento,
2. justificacion,

3. comunicacion,

4. estructura conceptual,

5. representacion,

6. fenomenologia y

7. modelizacion.

El procedimiento en cuestion permite establecer la medida en la que unas capaci-
dades dadas contribuyen al logro de las siete competencias (ver el ejemplo que
presentamos mas adelante en la Tabla 1). Esto se logra organizando las capacida-
des en las filas de una tabla e identificando a qué competencias contribuyen (co-
lumnas de la tabla). Por lo tanto, este procedimiento permite organizar la infor-
macion sobre el desarrollo matematico de los escolares con respecto a un tema
especifico antes y después de la instruccion. Pero, ;como identificar estas capa-
cidades y como establecer los caminos por los que se puede desarrollar el apren-
dizaje?

Analisis de Contenido y Capacidades

Supongamos que el profesor ha decidido que desea trabajar en una cuestion que,
por su experiencia o como consecuencia de la informacion que surge del analisis
de contenido, es importante dentro del tema de la funcidon cuadratica. Se trata de
desarrollar las capacidades necesarias para que los escolares puedan resolver
problemas que involucran el significado grafico de los parametros de las formas
simbolicas de la funcion cuadratica’. Supongamos, ademas, que la mayoria de los
alumnos son capaces de resolver algunas tareas relacionadas con el reconoci-
miento y la caracterizacion de esta funcion. Por ejemplo, pueden identificar los
diferentes elementos de las representaciones simbolicas y graficas, evaluar una
funcion, producir representaciones graficas de funciones cuadraticas especificas
y dar ejemplos de funciones cuadraticas con diferentes tipos de raices, entre otras
cosas. Sin embargo, la experiencia del profesor en cursos anteriores (que podria
ser corroborada en la literatura) le ha mostrado que los escolares tienen dificulta-
des para establecer la relacion entre las diferentes representaciones simbolicas y
la representacion grafica de la funcion. Esto quiere decir, por ejemplo, ser capaz
de reconocer y de utilizar hechos como que el parametro a representa la dilata-
cion de la grafica, que los parametros 4 y k en la expresion f(x)=(x-h)* +k
identifican las coordenadas del vértice, o que los parametros r, y r, en la expre-

" Este ejemplo se encuentra desarrollado en mayor detalle en Gomez (En Prensa).
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sion f(x) =a(x - r)(x —r,) identifican los cortes de la gréfica con el eje x (ver Fi-
gura 3). En otras palabras, el interés del profesor se centra en lograr que los
alumnos sean capaces de resolver problemas que involucran el significado grafi-
co de los parametros.

A

f(x):(x—4|1)2—2 \ >

fx)=(x-2)(x-6)

Figura 3. Relacion entre elementos simbolicos y graficos

El problema consiste entonces en encontrar formas de contribuir a que los alum-
nos puedan superar estas dificultades. La funciéon cuadratica es una estructura
matematica compleja y este tema es tan s6lo una faceta de esa complejidad.
Aunque el problema es cognitivo (el desarrollo de unas ciertas capacidades y la
superacion de unas ciertas dificultades), comprender y abordar ese problema
cognitivo requiere que se conozca con suficiente detalle la complejidad y multi-
plicidad de los significados del concepto funcion cuadratica. Dicho problema
cognitivo tendra significado, desde la perspectiva del disefio de actividades de
ensefianza y aprendizaje, cuando se haya producido una descripcion suficiente-
mente detallada del concepto al que se refiere. Para ello, es necesario realizar un
analisis de contenido de dicho concepto.

No pretendemos en este articulo presentar un andlisis de contenido detallado
de la funcion cuadratica. En la Figura 4 presentamos un mapa conceptual en el
que se identifican y relacionan las principales categorias en las que se puede or-
ganizar la multiplicidad de significados de este concepto. En ella se aprecia la
identificacion de cuatro sistemas de representacion y del aspecto fenomenologi-
co. Es posible desarrollar en detalle cada una de las representaciones, estable-
ciendo sus elementos (conceptos) y las relaciones entre ellos (procedimientos).
Por ejemplo, se podrian desarrollar en detalle cada una de las formas simbolicas
y establecer los procedimientos que las relacionan (i.e., completacion de cuadra-

dos para pasar de la forma simbolica estandar f(x) = ax? +bx +c ala forma ca-

nénica f(x)=a(x - h)2 + k, ver Figura 6).
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‘ Funcion cuadratica ‘

‘ Diversas Representaciones ‘ Fendmenos

‘ Numérica ‘ Geométrica

Valores de la ‘En el plano ‘ ‘ En el espacio ‘
funcién

Forma estandar

Elementos

Familias

1

1

Forma multiplicativa ‘

Forma canodnica

Forma del foco

Figura 4. Mapa conceptual general de la funcion cuadratica

En la Figura 5 se aprecian algunas de estas relaciones. Se observan algunos de
los procedimientos para transformar una forma simbolica en otra y algunas de las
posibles relaciones entre fendomenos y subestructuras de la funcion cuadratica
que les pueden servir de modelo. Y también se observa una primera aproxima-
cion a la relacion entre el sistema de representacion simbolico y el sistema de re-
presentacion grafico (que se llama, en la Figura 5, traduccion entre sistemas de
representacion). Esta relacion se establece entre elementos® de las diferentes
formas simbolicas (los pardmetros) y elementos de la representacion grafica (i.e.,
vértice, cortes con los ejes, foco, directriz). Aunque no se representa en la figura,
hay una gran variedad de conexiones (relaciones) entre estos elementos. Por lo
tanto, desde el punto de vista del andlisis de contenido, estos ejemplos dan mues-
tra de la complejidad del problema en cuestion.

¥ Estos son elementos del mapa conceptual en el que se representan los significados del concep-
to. Estos “elementos” corresponden a conceptos de la estructura conceptual correspondiente.
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Funcién cuadratica
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Figura 5. Conexiones entre elementos de un mapa conceptual parcial de la fun-
cion cuadratica

De hecho, es posible abordar con claridad la definicion de los aspectos cognitivos
gracias a la descripcion que surge del anélisis de contenido del concepto matema-
tico. En otras palabras, podemos concretar las capacidades que deseamos que
los escolares desarrollen y las dificultades que ellos pueden tener al abordar ta-
reas, solamente cuando, con motivo de haber realizado el anadlisis de contenido,
hemos identificado, organizado y seleccionado los significados relevantes del
concepto matematico en cuestion. En la Figura 6, hemos retomado la funcion
f(x)=(x-4)*-2 de la Figura 3 y hemos incluido algunos de los procedimientos
simbolicos y graficos que pueden estar involucrados en su analisis. Es decir,
hemos identificado y seleccionado algunos de los significados del concepto rela-
cionados con su estructura conceptual (conceptos y procedimientos) y con algu-
nas de sus representaciones. Estos son los significados que consideramos rele-
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vantes dentro del contexto del problema propuesto. Hemos omitido el analisis del
foco y la directriz y su correspondiente forma simbdlica para evitar una mayor
complejidad en el esquema. Este analisis mas detallado muestra que, desde una
perspectiva cognitiva, el manejo del significado grafico de los parametros de la
funcién cuadratica debe involucrar, al menos, el manejo de los procedimientos
para transformar una forma simbolica en otra, los procedimientos simbdlicos y
graficos que establecen la relacidon entre los parametros de la forma candnica y

las transformaciones graficas a partir de la forma simbolica estandar f(x) = X2
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\ \ / /
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\\ \x/ / S
/
\ /\ / g
\ y; / s
\\ , \\ ,/ '
2 SN\ N
fx)=x-4)"-2 ~ - S /
4
U
<] =
= S
g 2
gg |2 B
33 5
oo
£t
O 3
2 < % £(x) = (x-2) (x- 6
fx)=x"-8x+14 Expansion x)=(x-2)(x-6)
— >
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Figura 6. Conexiones y procedimientos

En la Figura 6 se observa la conexién entre la complejidad del anélisis de conte-
nido y la complejidad del andlisis cognitivo. La capacidad “manejo del significa-
do grafico de los parametros” implica otras capacidades y tiene su propia estruc-
tura y complejidad. Esto significa que no es posible considerarla de manera
aislada. La capacidad en la que nos hemos interesado forma parte de un grupo de
capacidades que tiene que ver con el manejo de conceptos, procedimientos y re-
presentaciones relacionados con la funcion cuadratica. Otras capacidades de este
tipo pueden ser, por ejemplo, el identificar caracteristicas comunes de familias de

parabolas o relacionar diferentes parabolas con la parabola estandar y=x2

(Lupianez et al., 2005).

El analisis de contenido proporciona la mayor parte de la informacion nece-
saria para identificar las capacidades que se pretenden desarrollar. En la Figura 6,
hemos incluido algunos de los procedimientos simbolicos y graficos que pueden
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estar involucrados en el analisis del tema. Hemos omitido el analisis del foco y la
directriz y su correspondiente forma simbdlica para evitar una mayor compleji-
dad en el esquema. Este analisis detallado muestra que el manejo del significado
grafico de los parametros de la funcidon cuadratica debe involucrar el manejo de
los procedimientos para transformar una forma simbolica en otra, los procedi-
mientos simbolicos y graficos que establecen la relacion entre los parametros de
la forma canénica, y las transformaciones graficas a partir de la forma simbdlica
estandar .

Siguiendo el procedimiento propuesto por Lupiafiez y colaboradores (2005),
en la Tabla 1 hemos identificado algunas de las capacidades que estan implicadas
en este problema y hemos marcado aquellas competencias a las que ellas contri-
buyen. Enumeramos las capacidades en las filas de tabla y las organizamos en
cuatro grupos. Las columnas corresponden a las siete competencias mencionadas
anteriormente, junto con una ultima columna con la que se pueden identificar di-
ficultades.

Tabla 1
Capacidades para el manejo del significado grdfico de los parametros de las for-
mas simbolicas

Competencias
Capacidades PM ] C EC R F M D
Ejecutar, comunicar y justificar los procedimientos de transformaciones simbolicas
Cl  Completacion de cuadrados v Vv v v
C2  Expansion v Vv v
C3  Factorizacion v Vv v
C4  Forma canodnica (a, h, k) v v Vv
Ejecutar, comunicar y justificar los procedimientos de transformaciones simbdlicas
C5  Forma foco (p, h, k) v Vv Vv
C6  Forma estandar (a, b, ¢) v Vv Vv
C7  Forma multiplicativa (a,r;,1p) v v Vv

Identificar, mostrar y justificar los siguientes elementos graficos

C8  Coordenadas del vértice v Vv Vv

C9  Puntos de corte con el eje Y v Vv Vv

C10 Puntos de corte con el eje X v Vv v

C11 Coordenadas del foco v Vv Vv

C12 Upbicacion de la directriz vV Vv

C13  Ubicacion del eje de simetria vV VvV Vv

Ejecutar, comunicar y justificar los procedimientos de transformaciones graficas
C14 Translacion horizontal v v v

C15 Translacion vertical v Vv v

C16 Dilatacion v Vv v

PM: pensamiento matematico, J: justificar, C: comunicar, EC: estructura conceptual, R: represen-
taciones, F: fenomenologia, M: modelizacion, D: dificultad.
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Posibles Caminos de Aprendizaje’

Abordar el problema que hemos propuesto implica recorrer el camino que lleve a
los escolares de una situacion en que han desarrollado unas capacidades basicas
con respecto a la funcion cuadratica'”, a otra situacién en la que los escolares son
capaces de resolver problemas que involucran el significado grafico de los para-
metros de las formas simbodlicas de la funcidon cuadratica. El futuro profesor pue-
de describir estas dos “situaciones” con la ayuda del procedimiento propuesto por
Lupianez y colaboradores (2005). Sin embargo, la informacion que hemos orga-
nizado en el analisis de contenido muestra que no hay un Gnico camino por el que
el aprendizaje se puede desarrollar si se quiere transformar la situacion inicial en
la situacién final''. Para pasar de una situacion a la otra, es necesario que los es-
colares desarrollen o ya hayan desarrollado una coleccion de capacidades inter-
medias. Puede haber diferentes caminos que involucran diferentes capacidades y
diferentes tareas pueden poner en juego diferentes capacidades de los escolares
(ver la Figura 7).

Punto
final

Punto
inicial

Figura 7. Posibles caminos de aprendizaje

En la Figura 7 hemos identificado algunas capacidades (Ci) y algunos caminos y
hemos diferenciado algunos vinculos con una linea continua para indicar una se-
leccion de caminos. Por ejemplo, una tarea puede requerir la determinacion de
las coordenadas del foco de la funcion f(x)=x>-8x+14, y, en consecuencia,
puede involucrar la completacion de cuadrados (C1), la identificacion de los pa-
rametros de la forma del foco (C5) y la identificacion de las coordenadas del vér-
tice (C7). El futuro profesor debe decidir qué capacidades pueden llegar a poner-

° Diferenciamos las expresiones “trayectoria hipotética de aprendizaje" y “posibles caminos de
aprendizaje”: la segunda no incluye el analisis de las tareas.

' Por ejemplo, proporcionar argumentos para justificar porqué una funcion es cuadratica o no, o
identificar elementos en la expresion simbolica de una funcion cuadratica: variable, exponente,
coeficientes principal, lineal e independiente, etc.

" Lesh y Yoon (2004) insisten en que, aunque algunos autores suponen que la trayectoria hipo-
tética de aprendizaje sigue un camino lineal, el desarrollo conceptual en matematicas tiene lugar
a lo largo de caminos en forma de arbol (pp. 224-225).
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se en juego con motivo de la tarea que ¢l proponga. El analisis de los posibles
caminos puede inducirlo a cambiar la tarea, dependiendo de su percepcion de
cuales son las capacidades relevantes en ese momento'”. Por ejemplo, puede de-
cidir disefiar una tarea que ponga en juego ciertas capacidades porque ellas con-
tribuyen a unas competencias que se consideran importantes dentro del disefio
curricular global (e.g., contribuyen a competencias que consideran relevantes en
el contexto en cuestion).

Posibles Caminos de Aprendizaje y Dificultades

Hay otro criterio que el profesor debe utilizar para identificar los posibles cami-
nos de aprendizaje y seleccionar las tareas: el profesor debe tener en cuenta su
conocimiento sobre los errores, dificultades y obstaculos de los escolares en el
tema. Por ejemplo, el profesor puede saber que sus estudiantes tienen dificultades
para identificar el foco de la parabola, para diferenciar las coordenadas del foco
de una parabola de las coordenadas de su corte con el eje de las ordenadas, o para
relacionar diferentes expresiones dentro de un mismo sistema de representacion
(en el procedimiento de completacion de cuadrados)".

Los ejemplos que hemos sugerido en el parrafo anterior hacen evidente la es-
trecha relacion entre la nocion de capacidad y la nocidn de dificultad. Son las dos
caras de una misma moneda. Cuando afirmamos que “un escolar tiene la capaci-
dad para...”, estamos mirando una cara de la moneda. La otra cara corresponde a
la afirmacion “el escolar tiene una dificultad al...”. Tanto la capacidad, como la
dificultad se evidencian cuando el escolar aborda una tarea. Decimos que el esco-
lar tiene una dificultad, cuando incurre en un error. Si resuelve la tarea apropia-
damente, afirmamos que esto puede ser evidencia de que ha desarrollado las ca-
pacidades correspondientes.

Por lo tanto, la enumeracion y descripcion de obstaculos y dificultades tiene
sentido cuando ya se han identificado y caracterizado las capacidades correspon-
dientes al tema en cuestion. El andlisis de las capacidades permite identificar el
punto inicial y el punto final de una coleccion posible de caminos'*: (a) lo que los
escolares son capaces de hacer antes de la instruccion; y (b) lo que se espera que
ellos sean capaces de hacer después de la instruccion. El analisis de los errores,
los obstaculos y las dificultades indica las cuestiones claves que hay que tener en
cuenta dentro de ese proceso. Son nodos de la red de caminos sobre los que el
profesor debe insistir. Las tareas que él disefie deben buscar poner en juego aque-
llas capacidades que involucran dificultades de los escolares. Por ejemplo, en la
Figura 8 hemos identificado la completacion de cuadrados como una capacidad
en la que los escolares tienen una dificultad. El profesor puede tener interés en
verificar si sus estudiantes manifiestan esta dificultad y contribuir a superarla.

2.0 de los recursos disponibles (Gomez, En Prensa).
'3 En el caso del futuro profesor, él tendria que obtener esta informacion de la literatura.
' Gravemeijer (2004, p. 22) los denomina los “puntos extremos de la instruccion”.
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Disenara entonces una tarea que implique que todos los caminos pasen por esa

capacidad. En la Figura 8, sugerimos una coleccion de posibles caminos de
. . . ., 15

aprendizaje que involucran la capacidad en cuestion ~.

| Cd g2 C5
Punto L 6 YesY 7
iniclal 0 TTTT°TTTT°7

' Punto
final

Figura 8. Posibles caminos de aprendizaje teniendo en cuenta dificultades

Analisis de Tareas

Hasta ahora hemos sugerido procedimientos para identificar y organizar las ca-
pacidades de los escolares antes y después de la instruccion y para tener en cuen-
ta las dificultades de los escolares en la descripcion de los posibles caminos a lo
largo de los cuales se puede desarrollar el aprendizaje. Pero, esta reflexion no ha
incluido la seleccion de las tareas. Qué caminos recorran los escolares dependera
de las tareas que se les proponga. La descripcion de las capacidades y de los po-
sibles caminos de aprendizaje le permiten al futuro profesor producir conjeturas
sobre esos caminos y, al hacerlo, revisar las tareas que puede proponer en su di-
sefio. Dado que, en el caso de la formacion inicial, las tareas no se llevaran a la
practica, el proceso es hipotético. En la Figura 9 describimos el procedimiento
que un futuro profesor puede realizar para seleccionar las tareas que formaran
parte de su propuesta de planificacion.

' Dependiendo de los recursos disponibles y del uso que el profesor haga de ellos, este analisis
se vuelve mas complejo. En particular, en (Gomez, En Prensa) se muestra que el uso apropiado
de la tecnologia (es decir el disefio de actividades de enseflanza y aprendizaje que tienen en
cuenta tanto el analisis didactico como las potencialidades de los diferentes recursos disponi-
bles) genera la posibilidad de una mayor variedad de posibles caminos de aprendizaje para una
tarea dada.
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Capacidades . Capacidades que
ya desarrolladas Dificultades se desea desarrollar
Punto inicial ———— Posibles caminos ——» Punto final

de aprendizaje

Tareas 1

Capacidades que se
pueden poner en juego

Tareas 2 4————
Figura 9. Ciclo de planificacion local

Como lo describimos en el apartado anterior, la caracterizacion de las capacida-
des antes y después de la instruccion y de los posibles caminos de aprendizaje, le
dan luces al futuro profesor sobre las capacidades que seria deseable que los es-
colares pusieran en juego al realizar las tareas. Con esta informacion, ¢l puede
disefiar y seleccionar una primera version de esas tareas (Tareas 1 en la Figura 9).
Una vez que tiene identificadas unas tareas, ¢l debe verificar cuales son las capa-
cidades que ellas requieren y aquellas que los escolares pueden poner en juego al
abordarlas. Esta revision le dara luces para revisar su propuesta de tareas y podra
producir una nueva version de ellas'® (Tareas 2 en la Figura 9).

CONCLUSION

El analisis que hemos hecho del significado de la nocion de trayectoria hipotética
de aprendizaje en la investigacion reciente en educacion matematica pone de ma-
nifiesto la importancia de esa nocion en la actuacion del profesor de matematicas
cuando disena actividades de ensefianza y aprendizaje. No obstante, la literatura
reciente que utiliza esta nocion presenta propuestas y ejemplos realizados por in-
vestigadores que asumen el papel de profesor, pero no dan necesariamente luces
sobre como un profesor puede utilizarla para su trabajo diario en el aula. En este
articulo hemos propuesto una adaptacion de esta nocion para el caso de la forma-
cion inicial de profesores de matematicas de secundaria. Esta propuesta se basa
en la idea de que el disefio y seleccion de las tareas que componen las actividades
de ensefianza y aprendizaje debe ser un proceso reflexivo y ciclico en el que, para

'® Este es el punto en el que el procedimiento que proponemos aqui se diferencia de los proce-
dimientos que se basan en la nocion de trayectoria hipotética de aprendizaje. En el caso, de la
trayectoria hipotética de aprendizaje, ésta se revisa con motivo de la actuacion en el aula de los
escolares al abordar las tareas.
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una tarea dada, se determinan las capacidades que dicha tarea puede poner en
juego y, a partir de ese andlisis y de los objetivos de aprendizaje que el profesor
se haya impuesto, ¢l puede modificar la tarea y analizarla de nuevo. Para realizar
este proceso ciclico, el profesor debe tener una idea de cudles son los posibles
caminos de aprendizaje que pueden llevar a los escolares desde su estado actual
(capacidades que ya han desarrollado) al estado que representa sus objetivos de
aprendizaje (capacidades que se quieren desarrollar). Para ello, el profesor debe
producir la lista de capacidades que considera relevantes con respecto a dichos
objetivos de aprendizaje. La identificacion, caracterizacion y seleccion de esas
capacidades surge del analisis de contenido del concepto matematico al que se
refieren estos objetivos. Este analisis de contenido implica, por su parte, la iden-
tificacion y organizacion de la multiplicidad de significados de dicho concepto,
junto con la seleccion de aquellos significados que se consideran relevantes para
la planificacion de la instruccion.

Al adaptar la nocion de trayectoria hipotética de aprendizaje al caso de la
formacion inicial de profesores de matematicas de secundaria, hemos propuesto
una herramienta que le permite al futuro profesor relacionar el analisis del conte-
nido matematico, las capacidades a desarrollar en los escolares acerca de ese con-
tenido, y el tipo de tareas que puede proponer a esos escolares para que desarro-
llen tales capacidades. De esta manera, el disefio de actividades de ensefianza y
aprendizaje se convierte en un proceso sistematico, abierto a la critica y discu-
sion, y que aborda la paradoja de la planificacion sugerida por Simon (1995).
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