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COMPLEJIDAD DE LAS MATEMATICAS
ESCOLARES Y DISENO DE ACTIVIDADES DE
ENSENANZA Y APRENDIZAJE CON
TECNOLOGIAl

“Technology without curriculum is only worth the silicon it is written on.”

Jim Kaput2

PEDRO GOMEZ

La tecnologia electronica puede llegar a ser un catalizador de los pro-
cesos de cambio en el aula de matemdticas. Sin embargo, los efectos
de la utilizacion de la tecnologia para la enseiianza y el aprendizaje de
las matemdticas dependen de como el profesor disefie y desarrolle el
curriculo, de tal forma que la tecnologia contribuya a que los escola-
res vivan experiencias matemdticas que sean relevantes para su apren-
dizaje. El diseiio y puesta en prdctica de actividades que utilicen la
tecnologia debe ser un procedimiento sistemdtico que tenga en cuenta
la diversidad de significados de los conceptos matemdticos y la com-
plejidad de los aspectos cognitivos y de instruccion del tema que se
pretenda tratar; que se base en las potencialidades de la tecnologia
dentro del contexto de los problemas que se quieran abordar y de los
conceptos que estos problemas involucran; y que utilice coherente-
mente esta informacion.

Technology can promote change processes in the mathematics class-
room. However, the impact of technology on the teaching and learning
of mathematics depends on how the teacher designs and develops the
curriculum, so that students can live mathematical experiences that are
relevant to their learning. Designing and implementing learning activ-
ities involving technology should be a systematic procedure. It should
take into account the multiple meanings of mathematical concepts, the
complexity of the cognitive and teaching aspects of the mathematical
topic at hand, and the possibilities offered by technology in the context
of the instructional problems to be faced and of the concepts involved
in them.

1. Esta es una version revisada y extendida de Gémez (2004).
2. Este articulo es un homenaje a Jim Kaput, quien murié trdgicamente en 2005 y a quien le
escuché esta frase en una de sus charlas en la reunién anual de 1a NCTM en 1994.
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palabras claves:

TECNOLOGIA Y APRENDIZAJE
DE LAS MATEMATICAS

Existe la creencia de que las nuevas tecnologias electronicas pueden llegar
a ser la solucion a muchos de los problemas de la ensefianza y el aprendi-
zaje en la escuela. En el caso de las matematicas, este mito parece estar atin
mds difundido en los medios, entre algunos padres de familia y algunas
otras instituciones (ver, por ejemplo, Penglase y Arnold, 1996). El deseo de
abordar estos problemas y la creencia en este mito ha llevado a algunas ins-
tituciones y gobiernos a invertir ciegamente en tecnologia. Todos hemos
oido hablar de al menos una institucién en la que los computadores se cui-
dan con recelo en una sala a la que cada escolar asiste una o dos veces por
semana. Muchos profesores de matemadticas se han encontrado con la obli-
gacion de utilizar la tecnologia en sus clases de matematicas, sin saber qué
hacer con ella. Aunque la tecnologia no puede ser, por si sola, la solucién a
ninguno de los principales problemas de la ensefianza y el aprendizaje de
las matematicas, no es posible ignorar sus potencialidades en el aula. Esta
importancia se expresa en el principio de tecnologia de los estandares de la
Asociaciéon Nacional de Profesores de Matemadticas de Estados Unidos
(NCTM, 2000, pp. 24-25):

Las tecnologias electrdnicas, tales como calculadoras y computado-
res, son herramientas esenciales para ensefiar, aprender y “hacer”
matemdticas... Los escolares pueden aprender mds matemadticas y
en mayor profundidad con el uso apropiado de la tecnologia... En
los programas de ensefianza de las matemadticas, la tecnologia se
debe utilizar frecuente y responsablemente, con el objeto de enrique-
cer el aprendizaje de las matemadticas por parte de los alumnos. La
existencia, versatilidad y poder de la tecnologia hacen posible y ne-
cesario reexaminar qué matemadticas deben aprender los escolares,
asi como también la mejor forma de aprenderlas. En las aulas de ma-
temdticas contempladas en los Principios y Estdndares, cada estu-
diante tiene acceso a la tecnologia con el fin de facilitar su
aprendizaje matemadtico, guiado por un docente experimentado.

3. Mientras que durante muchos afios el acceso de los escolares a la tecnologia en la escuela
fue limitado (por ejemplo, muchas instituciones tenian una unica sala de informatica), esta
situacion estd cambiando rapidamente (Figueras, 2005, p. 10). En los planes educativos de
la Junta de Andalucia, en Espaiia, se propone que haya un computador por cada dos estu-
diantes. Por su parte, paises como Inglaterra y México estan instalando pizarrones electr6-
nicos en gran cantidad de aulas.
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El principio de tecnologia enfatiza dos cuestiones: “qué matematicas deben
aprender los escolares” y “la mejor forma de aprenderlas”. En otras pala-
bras, la pregunta central de este principio se refiere al papel que la tecnologia
puede jugar en el disefio y el desarrollo de actividades con las que los esco-
lares puedan vivir experiencias matemdticas significativas para su aprendi-
zaje (Gémez, 1997).

La tecnologia no es mds que un recurso en el aula de matematicas. Sus
efectos en el aprendizaje de los escolares depende de muchos factores. Al
final de la cita anterior, se mencionan dos de ellos: el acceso a la tecnologia
y el conocimiento y experiencia del profesor. Es por esta razén que los estu-
dios sobre el impacto del uso de la tecnologia en el aula de matemaéticas no
pueden ser conclusivos (ver, por ejemplo, Kissane, 2002; Lagrange, Artigue,
Laborde y Trouche, 2001; Penglase, 1996; Ruthven, 1995). Qué mateméti-
cas aprenden los escolares y como las aprenden depende de muchas varia-
bles que no son posibles controlar por fuera de los entornos de investigacién
de los estudios especificos. No obstante, el aprendizaje de los escolares si
depende directamente del tipo de experiencias matematicas que ellos pue-
dan vivir dentro y fuera del aula. Este es un factor general que incluye a las
demas variables. Dentro de todas las experiencias matemdticas que los es-
colares pueden vivir, nos interesan especificamente aquellas en las que,
como profesores, podemos influir. Es decir, aquellas que surgen de las acti-
vidades que nosotros les proponemos, como producto del disefio y el desa-
rrollo curricular.

Las reflexiones anteriores pretenden centrar la problematica del uso de
la tecnologia electrénica en el aula en los procesos de disefio y desarrollo cu-
rricular. Aunque hay muchos aspectos de la relacion entre tecnologia y en-
seflanza de matematicas, mi interés en este articulo se focaliza en la relacion
entre el disefio y desarrollo curricular y el papel que la tecnologia puede ju-
gar en esos procesos. Pretendo abordar una pregunta que supongo que mu-
chos profesores se hacen cuando se enfrentan al uso de la tecnologia: “Si
ahora tengo este recurso disponible en clase, ;qué actividades les propongo
a mis alumnos para hacer el uso més eficaz y eficiente posible del mismo?”

CURRICULO Y TECNOLOGIA

Supongamos que estamos trabajando la funcién cuadritica con nuestros
alumnos de bachillerato. De las clases anteriores, sabemos que la mayoria
de ellos son capaces de resolver algunas tareas relacionadas con el recono-
cimiento y la caracterizacién de esta funcién. Por ejemplo, pueden identifi-
car los diferentes elementos de las representaciones simbdlicas y gréficas,
evaluar una funcién, producir representaciones graficas de funciones cua-
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draticas especificas y dar ejemplos de funciones cuadréticas con diferentes
tipos de raices, entre otras cosas (Lupidnez, Rico, Gémez y Marin, 2005).
Sin embargo, nuestra experiencia de cursos anteriores (que podria ser
corroborada en la literatura) nos ha mostrado que los escolares tienen difi-
cultades para establecer la relacién entre las diferentes representaciones
simbdlicas y la representacion grafica de la funcion. Esto quiere decir, por
ejemplo, ser capaz de reconocer y de utilizar hechos como que el pardmetro
a representa la dilatacion de la gréfica, que los parametros 4 y k en la expre-

sion f(x) = (x—h)2+k identifican las coordenadas del vértice, o que los
pardmetros 7, y r, en la expresion f(x) = a(x—r,)(x—r,) identifican
los cortes de la gréfica con el eje x (ver Figura N° 1). En otras palabras,

nuestro interés se centra en lograr que nuestros alumnos sean capaces de
resolver problemas que involucran el significado grafico de los pardmetros.

|
1= - 47 - 4 \

Y

76 =(x-2) (x- 6)

Figura N° 1. Relacion entre elementos simbdlicos y grdficos

Nuestro problema consiste entonces en encontrar formas de contribuir a que
nuestros alumnos puedan superar estas dificultades y quisiéramos utilizar la
tecnologia como un recurso para abordarlo y solucionarlo. ;Qué podemos
hacer? No basta con decir que vamos a utilizar calculadoras gréaficas o com-
putadores en clase. Cuando estemos en el aula, tendremos que proponer al-
gln tipo de actividad®. Es en estas circunstancias en las que la frase “voy a
utilizar las calculadoras graficas para trabajar en el significado grafico de los
pardmetros de las representaciones simbdlicas de la funcién cuadratica” es
una frase general que adquiere sentido tinicamente cuando propongamos un
disefio curricular que podamos desarrollar en el aula. ;Qué tipos de activi-
dades podemos proponer?

4. Utilizo el término “actividad” en un sentido amplio, que puede incluir la explicacién
magistral del profesor. La “actividad” de los escolares en este caso consiste en escuchar y,
si es el caso, tomar apuntes.
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Una primera aproximacién podria ser mostrar esas relaciones. Podria-
mos llevar un computador o una calculadora grafica al aula y mostrar que

cambios en el pardmetro a de la expresién f(x) = ax? +bx + ¢ implican
cambios en la dilatacidn de la grafica resultante. Inclusive podriamos utilizar
las potencialidades de la calculadora para realizar una simulacién en la que
se produzca la familia de funciones que resulta de variar los valores del pa-

rdmetroben f(x) = 2x%+bx —2 y podriamos sacar conclusiones sobre el
significado gréfico de este parametro.

Otra posibilidad seria que disefidramos unas actividades en las que nues-
tros alumnos pudieran ver en sus calculadoras los efectos graficos de cam-
biar los pardmetros. O podriamos proponerles una actividad con dos listas
de objetos: una lista de representaciones simbdlicas y una lista de represen-
taciones graficas. Les podriamos pedir que, sin ayuda de la calculadora, es-
tablecieran los emparejamientos correspondientes. Una vez hechos los
emparejamientos, les podriamos sugerir que utilizaran la calculadora para
verificar sus respuestas. También podriamos hacer una bisqueda en la red y
escoger alguna de las actividades que alli se encuentran y que puedan tener
alguna relacién con el tema del significado grafico de los pardmetros. Las
anteriores serfan algunas estrategias posibles para utilizar la tecnologia en
nuestra clase. Pero, ;es ésta una aproximacion eficaz y eficiente al proble-
ma? En otras palabras,

1) ;estamos abordando el problema que nos interesa?,

2) (tenemos algiin grado de certidumbre de que nuestra aproximacién
va a resolver el problema? y

3) (estamos logrando los mejores resultados posibles con los recursos
que tenemos disponibles (i.e., las calculadoras gréficas)?

EL PROBLEMA Y LA COMPLEJIDAD DE LAS
MATEMATICAS ESCOLARES

Las tres preguntas son importantes. Y aunque intuitivamente tendemos a
pensar que las respondemos afirmativamente cada vez que proponemos
actividades a nuestros alumnos, un analisis mas detallado de cada una de
ellas puede develar la gran complejidad que existe en los procesos de
disefio y desarrollo curricular, cuando estos procesos se refieren a un con-
cepto matemadtico concreto. Exploremos cada una de las preguntas por
separado. ;Cudl es el problema? Todas las actividades que he mencionado
tienen que ver con la problemadtica del significado grafico de los pardmetros
de las representaciones simbdlicas de la funcién cuadrética. Pero esto no
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quiere decir que estemos necesariamente abordando el problema que nos
propusimos al comienzo. Que nuestras actividades tengan como contenido
el significado grafico de los pardmetros no implica necesariamente que, al
realizar esas actividades, nuestros alumnos desarrollen las capacidades
necesarias para resolver problemas que involucren esas caracteristicas de la
funcién cuadratica y puedan superar las dificultades que tienen al respecto.
La funcién cuadritica es una estructura matematica compleja y el tema que
nos interesa es tan sélo una faceta de esa complejidad. Aunque nuestro pro-
blema es cognitivo (queremos que nuestros alumnos desarrollen unas cier-
tas capacidades y superen unas ciertas dificultades), comprender y abordar
ese problema cognitivo requiere que nosotros, como profesores, conozca-
mos con suficiente detalle la complejidad y multiplicidad de los significa-
dos del concepto funcién cuadratica. El problema cognitivo que nos
interesa tendrd significado, desde la perspectiva del disefio de actividades
de ensefianza y aprendizaje, cuando tengamos una descripcion suficiente-
mente detallada del concepto al que se refiere. Para ello, es necesario reali-
zar un andlisis de contenido de dicho concepto5 .

No pretendo en este documento presentar un andlisis de contenido deta-
llado de la funcién cuadratica. En la Figura N° 2 presento un mapa concep-
tual en el que se identifican y relacionan las principales categorias en las que
se puede organizar la multiplicidad de significados de este concepto. En ella
se aprecia la identificacion de cuatro sistemas de representacion y del aspec-
to fenomenolégico. Es posible desarrollar en detalle cada una de las repre-
sentaciones, estableciendo sus elementos (conceptos) y las relaciones entre
ellos (procedimientos). Por ejemplo, se podrian desarrollar en detalle cada
una de las formas simbdlicas y establecer los procedimientos que las rela-
cionan (i.e., completacion de cuadrados para pasar de la forma simbdlica es-
tandar f(x) = ax2+bx+c a la forma canénica f(x) = a(x-h)%+k,
ver Figura N° 4.

5. El andlisis de contenido es uno de los cuatro andlisis del andlisis diddctico. El andlisis
didéctico es un procedimiento ciclico que describe cémo el profesor deberia idealmente
disefar, llevar a la prictica y evaluar actividades de ensefianza y aprendizaje (Gomez,
2002). Esta compuesto por el andlisis de contenido, el andlisis cognitivo, el andlisis de ins-
truccion y el andlisis de actuacién. El andlisis de contenido es el procedimiento en virtud
del cual el profesor identifica, organiza y selecciona los significados de un concepto mate-
matico que considera relevantes para efectos de la planificacién de la instruccion.
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Figura N° 2. Mapa conceptual general de la funcion cuadrdtica

En la Figura N° 3 se aprecian algunas de estas relaciones. Observamos algu-
nos de los procedimientos para transformar una forma simbdlica en otra y
algunas de las posibles relaciones entre fenémenos y subestructuras de la
funcién cuadratica que les pueden servir de modelo. Y también observamos
una primera aproximacion a la relacion entre el sistema de representacion
simbdlico y el sistema de representacion grafico (que se llama, en la Figura
N° 3, traduccion entre sistemas de representacion). Esta relacion se estable-
ce entre elementos de las diferentes formas simbdlicas (los pardmetros) y
elementos de la representacion grafica (i.e., vértice, cortes con los ejes, foco,
directriz). Aunque no se representa en la figura, hay una gran variedad de co-
nexiones (relaciones) entre estos elementos. Por lo tanto, desde el punto de
vista del andlisis de contenido, estos ejemplos dan muestra de la compleji-
dad del problema que queremos abordar en clase.

REVISTA EMA VOL. 10, N°2 Y VOL. 10 N° 3, 2005



360 PEDRO GOMEZ

Funcién
cuadratica
Sistemas de Fenémenos
representacion
1
| J
Simbélico
A v A4 Maximizacién

A(x):—(x-10)2+100" A()=-2+20x | [ AGI=x(20x) de dreas

N_ Transf I t Transf J t Modelizacién J
sintactica sintactica

Traduccién entre

entre sistemas L.
prs —————— Modelizacién mm—
Graéfico AN

100A A 2,

80 o

60wt

> 40 um
204

i i 1>
/ 5 10 15 2 25 X

Figura N° 3. Conexiones entre elementos de un mapa conceptual
parcial de la funcion cuadrdtica

De hecho, podemos abordar con claridad la definicion de los aspectos cog-
nitivos gracias a la descripcion que surge del andlisis de contenido del con-
cepto matemadtico. En otras palabras, podemos concretar las capacidades
que deseamos que los escolares desarrollen y las dificultades que ellos
pueden tener al abordar tareas, solamente cuando, con motivo de haber
realizado el andlisis de contenido, hemos identificado, organizado y selec-
cionado los significados relevantes del concepto matemdtico en cuestion.

En la Figura N° 4, he retomado la funcién f(x) = (x —4)% -4 de la Figura
N° 1y he incluido algunos de los procedimientos simbdlicos y grificos que
pueden estar involucrados en su andlisis. Es decir, he identificado y selec-
cionado algunos de los significados del concepto relacionados con su
estructura conceptual (conceptos y procedimientos) y con algunas de sus
representaciones. Estos son los significados que considero relevantes den-
tro del contexto del problema propuesto. He omitido el andlisis del foco y
la directriz y su correspondiente forma simbdlica para evitar una mayor

REVISTA EMA VoL. 10,N°2 Y VoL. 10 N° 3, 2005



COMPLEJIDAD DE LAS MATEMATICAS ESCOLARES Y DISENO DE ACTIVIDADES ... 361

complejidad en el esquema. Este andlisis mds detallado muestra que, desde
una perspectiva cognitiva, el manejo del significado grafico de los pardme-
tros de la funcién cuadrética debe involucrar, al menos, el manejo de los
procedimientos para transformar una forma simbélica en otra, los procedi-
mientos simbdlicos y graficos que establecen la relacion entre los pardme-
tros de la forma canénica y las transformaciones grificas a partir de la

forma simbélica estandar h(x) = x2.
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Figura N° 4. Conexiones y procedimientos

En la Figuraa N° 4 podemos observar la conexidn entre la complejidad del
andlisis de contenido y la complejidad del andlisis cognitivo. La capacidad
“manejo del significado grafico de los pardmetros” implica otras capacida-
des y tiene su propia estructura y complejidad. Esto significa que no pode-
mos considerarla de manera aislada. La capacidad en la que nos hemos
interesado forma parte de un grupo de capacidades que tiene que ver con el
manejo de conceptos, procedimientos y representaciones relacionados con
la funcién cuadrética. Otras capacidades de este tipo pueden ser, por ejem-
plo, el identificar caracteristicas comunes de familias de pardbolas o relacio-
nar diferentes pardbolas con la pardbola estdndar y = x2 (Lupidnez et al.,
2005).

Lanocidn de capacidad es central en el andlisis cognitivo. En el contexto
de las matemadticas escolares, utilizo este término para referirme a la actua-
cién de un estudiante con respecto a cierto tipo tarea (por ejemplo, los pro-
blemas de transformar una forma simbdlica de la funcién cuadratica —Ia
estdndar— en otra —la canénica—). Afirmo que un individuo ha desarrolla-
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do, en alguna medida, una capacidad dada cuando €l puede resolver tareas
que la requieren. En la Tabla N° 1 he seleccionado y organizado aquellas ca-
pacidades que considero mas relevantes para el problema propuesto”.

Ejecutar, comunicar y justificar los procedimientos de transformaciones simbdlicas
C1 Completacién de cuadrados C3  Factorizacién

C2 Expansién

Identificar, mostrar y justificar los pardmetros
C4 Forma canonica (a, h, k) C6  Forma estandar (a, b, ¢)

C5 Forma foco (p, h, k) C7  Forma multiplicativa (a, r, rp)

Identificar, mostrar y justificar los siguientes elementos grdficos

C8 Coordenadas del vértice Cl1 Coordenadas del foco
C9  Puntos de corte con el eje Y C12  Ubicacién de la directriz
C10 Puntos de corte con el eje X C13  Ubicacion del eje de simetria

Ejecutar, comunicar y justificar los procedimientos de transformaciones grdficas
C14 Translacion horizontal C16 Dilatacién

C15 Translacion vertical

Tabla N° 1. Capacidades relacionadas con el significado grdfico de los
pardmetros de la funcion cuadrdtica

Abordar el problema que hemos propuesto implica recorrer el camino que
lleve a los escolares de una situacién en que han desarrollado unas capaci-
dades basicas con respecto a la funcion cuadrética7, a otra situacion en la
que los escolares son capaces de resolver problemas que involucran el sig-
nificado grafico de los pardmetros de las formas simbdlicas de la funcién
cuadrdtica. Sin embargo, la informacién que surge del andlisis de contenido
y que da lugar a la Tabla N° 1 muestra que no hay un Gnico camino por el

6. Lupidfiez et al. (2005) han desarrollado un instrumento para, dado un listado de competen-
cias, establecer en qué medida un grupo de capacidades contribuyen al desarrollo de dichas
competencias. De esta manera, es posible establecer un vinculo entre la planificacion local
para un concepto matematico concreto (como es el caso que discuto aqui) y la planifica-
ci6n global de una asignatura o un plan de estudios.

7. Por ejemplo, proporcionar argumentos para justificar porqué una funcién es cuadratica o
no, o identificar elementos en la expresién simbdlica de una funcion cuadrética: variable,
exponente, coeficientes principal, lineal e independiente, etc.
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que el aprendizaje se puede desarrollar si se quiere transformar la situacién
inicial en la situacion final. Para pasar de una situacién a la otra, es necesario
que los escolares desarrollen o ya hayan desarrollado una coleccién de ca-
pacidades intermedias®. Pueden haber diferentes caminos que involucran di-
ferentes capacidades y diferentes tareas pueden poner en juego diferentes
capacidades de los escolares (ver la Figura N° 5).

Punto
final

Punto
inicial

clo  cCil E
¢ Cc12 c3 .

Figura N°5. Posibles caminos de aprendizaje
En la Figura N° 5 he identificado algunas capacidades (Ci) y algunos cami-
nos y he diferenciado algunos vinculos con una linea continua para indicar
una seleccion de caminos. Por ejemplo, una tarea puede requerir la determi-

nacién de las coordenadas del foco de la funcién f(x) = x2—(8x + 12),
y, en consecuencia, puede involucrar la completacion de cuadrados (C1), la
identificacién de los pardmetros de la forma del foco (C5) y la identificacion
de las coordenadas del vértice (C7). Por lo tanto, debemos determinar qué
capacidades pueden llegar a ponerse en juego con motivo de la tarea que
propongamos. El andlisis de los posibles caminos de aprendizaje puede in-
ducirnos a cambiar la tarea, dependiendo de los recursos que tenemos dis-
ponibles (e.g., la calculadora grafica) y de nuestra percepcion de cudles son
las capacidades relevantes en ese momento.

En resumen, el andlisis cognitivo de nuestro problema es una cuestion
compleja. Esta complejidad estd vinculada con la diversidad de significados
de la funcién cuadratica como concepto matemadtico dentro de las matemd-

8. Por otro lado, a partir de nuestra experiencia podemos identificar que, para algunas de
estas capacidades, nuestros alumnos manifiestan dificultades. Un alumno manifiesta una
dificultad en relacién con una capacidad dada, cuando incurre en errores al abordar tareas
que ponen en juego dicha capacidad.

9. Laidea de “posibles caminos de aprendizaje” es una adaptacion (para la planificacién local
realizada por el profesor) de la nocién de “trayectoria hipotética de aprendizaje” propuesta
por Simon (1995; Simon y Tzur, 2004). La identificacion de posibles caminos de aprendi-
zaje no incluye el andlisis de tareas (Gémez y Lupidfiez, 2005).
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ticas escolares. Por lo tanto, el problema que identificamos al comienzo, re-
lacionado con el significado grafico de los pardmetros de la funcién
cuadrética, que parecia, “relativamente” sencillo, adquiere otra dimension.
Esta dimension expresa la complejidad de los temas de las matematicas es-
colares cuando los analizamos desde la perspectiva del andlisis diddctico.
Tenemos, ahora si, bases para responder a la primera pregunta. La informa-
cién que surge de los andlisis de contenido y cognitivo nos permite dar sen-
tido a la frase “significado grdfico de los pardmetros de la funcién
cuadrética” y, de esta manera, reconocer la complejidad y la estructura de
los aspectos semdnticos (diversidad de significados), cognitivos y de ins-
truccion involucrados.

ANALISIS DE INSTRUCCION Y TECNOLOGIA

La complejidad de las matematicas escolares que he puesto en evidencia en
el apartado anterior implica que hay también una cierta complejidad en los
procesos de disefio y seleccion de actividades para la ensefianza (el andlisis
de instruccion). No podemos suponer que cualquier actividad que tenga que
ver con el problema que queremos abordar y que ponga en juego la tecnolo-
gia de alguna manera vaya a tener éxito desde el punto de vista de los objeti-
vos de aprendizaje que nos hemos impuesto. ;Cémo disefiar o seleccionar
actividades? ;Qué actividades podemos llevar al aula que aborden el pro-
blema y utilicen eficaz y eficientemente la tecnologia disponible? Para res-
ponder esta pregunta tenemos que analizar las potencialidades que nos ofrece
la tecnologfia, dentro del contexto del problema que queremos abordar.

Podriamos llevar algunas transparencias con gréaficas parecidas a las del
apartado anterior y mostrdrselas a nuestros alumnos. Podriamos también
explicarles esas relaciones. Inclusive, podriamos hacer este tipo de demos-
tracion con la ayuda de una calculadora gréfica y el retro proyector. Pero,
(tendremos alguna certidumbre de que este tipo de actividad, en la que los
escolares son espectadores en una demostracion, les ayudara a desarrollar
las capacidades que identificamos arriba? Es muy posible que no. Para de-
sarrollar esas capacidades y superar las dificultades se requiere que nuestros
alumnos puedan vivir experiencias matematicas en las que ellos pongan en
juego su conocimiento (capacidades) y puedan reconocer que los errores en
los que incurren son producto de un conocimiento parcial (dificultades) que
deben reelaborar. Por lo tanto, al menos para el tipo de problema que quere-
mos abordar, las actividades que propongamos deben inducir a nuestros
alumnos a actuar. No pueden ser actividades en las que ellos jueguen el pa-
pel de espectadores. ; Cémo nos puede ayudar la tecnologia para lograr estos
propdsitos?
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Ya hemos visto que tecnologias como la pizarra y la tiza, el retro proyec-
tor de transparencias o la calculadora grifica manejada exclusivamente por
el profesor no son necesariamente muy eficaces para nuestro problema. De-
bemos utilizar tecnologias con las que nuestros alumnos pongan en juego su
conocimiento matemdtico. El 14piz y el papel son esenciales. Para el tema
que estamos tratando, la calculadora gréfica puede llegar a ser una tecnolo-
gia eficaz!®. Recordemos que la calculadora grafica permite el manejo diné-
mico de multiples sistemas de representacion. Esta es la caracteristica de
esta tecnologia que corresponde directamente con el problema que quere-
mos abordar. Observemos que, para este problema, no necesitamos utilizar
otras potencialidades de la calculadora grafica (como la posibilidad de rea-
lizar cémputos complejos, o la de explorar la relacion entre la estructura ma-
temadtica y los fendmenos de los que puede ser un modelo matematico). En
este caso, nos interesa la capacidad de la calculadora gréfica para producir y
relacionar rdpida y dindmicamente las representaciones simbdlica, grifica y
numérica de la funcién cuadrética. Esto implica que, dependiendo de las ac-
tividades que propongamos, nuestros alumnos podrén, entre otras cosas:

* producir la gréifica de cualquier expresion simbdlica de una fun-
cion cuadratica,

* observar valores especificos de una funcién cuadrética y relacio-
narlos con las representaciones simbdlica y gréfica,

* manipular y observar los efectos grificos de cambios en los
valores de los pardmetros de una forma simbdlica y

* producir conjeturas al respecto y verificarlas.

Aunque, como se aprecia en la lista anterior, la calculadora grafica puede fa-
cilitar la realizacion de algunas tareas que requieren capacidades concretas,
esto no significa que cualquier actividad en la que nuestros alumnos deban
“hacer algo” con la calculadora gréfica sea eficaz desde el punto de vista del
problema que nos interesa. Por ejemplo, darles una lista de expresiones sim-
bélicas de funciones cuadréticas y pedirles que produzcan sus graficas con-
tribuirfa muy poco a superar sus dificultades y a desarrollar buena parte de
las capacidades de la Tabla N° 1. En este tipo de actividad, ellos no ponen en
juego el conocimiento del que surgen esas dificultades. Algo similar puede
suceder si les pedimos que observen simulaciones en las que se representan
graficamente cambios en los pardmetros de la expresion simbdlica. Enton-

10. Veremos mds adelante que, en términos de la reflexion del apartado anterior, una de las
potencialidades de la tecnologia es la multiplicidad de posibles caminos de aprendizaje
que pueden generarse con tareas que la utilicen apropiadamente.
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ces, (qué tipos de actividades podemos proponer? No hay un procedimiento
sistemadtico para ello, mas alld de establecer la relacion entre la descripcion
detallada de nuestro problema1 ! y las potencialidades de los recursos que te-
nemos disponibles. En lo que sigue, analizo una de estas actividades.

EJEMPLO DE UNA ACTIVIDAD

La actividad que presento a continuacién forma parte de una serie de activi-
dades desarrolladas en “una empresa docente” (Gémez, Mesa, Carulla,
Gomez y Valero, 1996). En esta actividad presentamos algunas caracterfsti-
cas de un objeto matemadtico (funciones cuadraticas concretas) y le pedi-
mos a los escolares que identifiquen el objeto en cuestidn y describan otras
de sus caracteristicas. La actividad requiere que se rellenen los espacios en
blanco de la Tabla N° 2 (en las graficas, cada marca representa una unidad).
En clase, se espera que el profesor organice a los escolares en grupos de
tres o cuatro alumnos, cada uno con una calculadora grafica. Los grupos
trabajan en la actividad y el profesor guia y promueve la discusién interna
en los grupos. Cuando los escolares han trabajado en la actividad, el profe-
sor genera una discusion en clase a partir de la presentacién de las propues-
tas de los diferentes grupos.

(Qué implica esta actividad? ; Es relevante para nuestro problema? ; Uti-
liza eficaz y eficientemente la tecnologia? Observemos que, en esta actividad,

1) no hay un algoritmo preestablecido para resolverla y el camino para la
accién no se encuentra completamente especificado con anterioridad;

2) hay soluciones multiples (por ejemplo en la forma simbdlica utilizada) y
hay diversos caminos posibles para la solucidn;

3) hay multiples criterios que se pueden utilizar para tomar decisiones;
4) hay cierto grado de incertidumbre;

5) requiere asignar significado a cada uno de los elementos de la estructura
matemadtica en su relacion con los demds elementos y estableciendo la
estructura subyacente;

6) requiere la formulacién de conjeturas y su verificacion; y

7) no se puede resolver por prueba y error' 2.

11. En términos de los significados del concepto matematico, de las capacidades que conside-
ramos relevantes y de las dificultades que pueden presentar los escolares.

12. La formulacion de las caracteristicas de esta actividad se basan en las propiedades del pen-
samiento de alto nivel (Resnick, 1987).

REVISTA EMA VoL. 10,N°2 Y VoL. 10 N° 3, 2005



COMPLEJIDAD DE LAS MATEMATICAS ESCOLARES Y DISENO DE ACTIVIDADES ... 367

&
1l
<
Q ~ =N
2
= < < o)
2 k=) = oy
o = ) NS )
I3 N )
g Q = o = 3 6|
z = §7 2 3 = Q| g
= N © N 3] s | 9
Na) [ o S = ~ o
= > o] Q = Q
3] 0 1) £
$— - Q
o m o o
= O o
o1
<
< [5)
S 2| o
2 1 1 5 )
=X 0,0 x =0 (0, - = — & S
y (0,0) 7)) | Y i i gl
Z. S
¥
% S 3
9 7 35 =
0,2 (0—) =2 gL |
Omm
=28
——— §7° 5
X - O
E S <=
y
— 2
y=(x-2)
—_—1
X
= <
=25
S5 @
Y =g 5
e =73
sg=
Z 3=
x 0 Q
=R

Tabla N° 2. Actividad tipo “tabla” para la funcion cuadrdtica

La actividad es relevante para nuestro problema porque implica la posibili-
dad de una gran variedad de posibles caminos de aprendizaje e induce a los
escolares a proponer conjeturas de solucién y verificarlas. Al hacerlo, ellos
deben poner en juego su conocimiento sobre el significado gréfico de los pa-
rametros de la funcién cuadrética y relacionar los diversos elementos de las
representaciones simbdlica, grifica y geométrica (multiplicidad de capaci-
dades). Los escolares deben al menos:

1) utilizar la informacién de que disponen para encontrar una expresion
simbdlica de la funcion;

REVISTA EMA VOL. 10, N°2 Y VOL. 10 N° 3, 2005




368 PEDRO GOMEZ

2) verificar que esa expresion simbdlica es coherente con la informacion; y

3) producir otras formas simbdlicas de la funcién para determinar los otros
datos que se requieren.

Por ejemplo, en el caso de la segunda fila, los escolares pueden basarse en
la informacidén sobre el vértice para producir una conjetura sobre la expre-

sién simbélica en forma canénica y = a(x—h )2 + k (capacidades C4 y C8)
y producir la grafica en la calculadora y verificarla con la gréfica propuesta

(capacidades C8, C9 y C10). O pueden utilizar la informacién sobre el foco
y la directriz (capacidades C11 y C12) para producir una conjetura sobre la

expresion simbdlica en la forma y = #(x - xo)2 +y, (capacidad C5)y ve-

rificar esta hip6tesis con la calculadora (capacidades C8, C9, C10, C11 y
C12). Una vez hecho esto, pueden observar la gréfica para obtener una con-
jetura sobre las raices (capacidad C9), conjetura que pueden verificar con la
calculadora o simbélicamente produciendo la expresion en forma multipli-

cativa f(x) = a(x—r,)(x—r,) de la funcién (capacidad C7).

(Qué papel juega la calculadora grafica en estos procesos? En las situa-
ciones hipotéticas que he descrito en el parrafo anterior se aprecia el papel
de esta tecnologia. La calculadora grafica le permite a los escolares verificar
sus conjeturas. Los escolares pueden explorar las representaciones graficas
de diferentes propuestas de formas simbdlicas y, de esta manera, poner en
juego una variedad de capacidades. El uso de la calculadora gréfica libera a
los escolares del proceso tedioso de produccidn de graficas a partir de tablas.
Ademads, si observamos la séptima columna de la tabla, vemos que, gracias
al uso de la calculadora gréfica, los escolares pueden desarrollar capacida-
des para producir la grafica de una funcién cuadratica sin necesidad de pasar
por la representacién numérica (tablas) o de utilizar la tecnologia. Los esco-
lares pueden utilizar la calculadora de muchas maneras imprevistas y esto es
inevitable dentro del proceso de exploracion de la herramienta. Sin embar-
g0, si ellos buscan resolver los problemas planteados en la actividad tendran
que usarla eficaz y eficientemente.

El disefio y desarrollo de una actividad no se restringe a la produccién
de una tarea, (tal y como la he presentado) y a su puesta en juego dentro del
aula. Al pensar en una actividad, debemos también pensar en nuestra propia
actuacion en clase como profesores. Cuando proponemos la actividad a
nuestros alumnos y ellos la abordan, nosotros debemos saber qué hacer
cuando, dentro del trabajo de los grupos, surgen dudas, identificamos difi-
cultades, se incurre en errores, o se proponen caminos innovadores. También
debemos tener criterios para tomar decisiones a la hora de invitar a los gru-
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pos a presentar su trabajo, de inducir una discusién entre ellos, o de resumir
y sacar conclusiones sobre la discusion. ;Qué criterios utilizar para tomar
estas decisiones? Estos criterios deben surgir de la informacién que hemos
producido al realizar los andlisis de contenido y cognitivo, al analizar las po-
tencialidades de las tecnologias disponibles y al establecer las relaciones en-
tre ellos.

ANALISIS DIDACTICO Y USO DE TECNOLOGIA

En la Figua N° 6 se representan las cuatro cuestiones que he considerado en
los apartados anteriores. A través de un ejemplo, he descrito estas cuatro
cuestiones y las relaciones entre ellas. He sugerido que el uso apropiado de
la tecnologia (o cualquier otro material o recurso) es un problema de disefio
y desarrollo curricular. Esto significa que la tecnologia se debe usar con un
propdsito especifico relacionado con las capacidades y competencias cuyo
desarrollo esperamos promover en nuestros alumnos. Por lo tanto, el uso de
la tecnologfa requiere del andlisis cognitivo del tema que se piense tratar en
clase. He mostrado, que, para realizar el andlisis cognitivo, es necesario
realizar un andlisis de contenido de la estructura matemadtica en cuestion.
La informacién que surge de estos dos andlisis nos debe servir de base para,
por un lado, identificar y caracterizar el problema que queremos abordar en
el aula y, por el otro, para decidir cémo utilizar la tecnologia. Para ello, es
necesario que conozcamos sus caracteristicas y potencialidades. El disefio
(o seleccion) de las actividades deberd surgir de relacionar la informacién
que emerge de los andlisis de contenido y cognitivo con nuestro conoci-
miento de la tecnologia dentro del contexto del problema que queremos
abordar. Cuando establezcamos esa relacion, podremos proponer y gestio-
nar actividades que, ademds de ser relevantes desde el punto de vista del
aprendizaje de nuestros alumnos, utilicen eficaz y eficientemente la tecno-
logia disponible.

Anélisis Andlisis
cognitivo de contenido

Disefio y desarrollo
del curriculo

Caracteristicas de
la tecnologia

Figura N° 6. Los cuatro elementos del andlisis
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Se podria afirmar que esta propuesta tiene sentido solamente cuando todos
los escolares tienen disponible en todo momento la tecnologia mas avanza-
da. Pero el tipo de tecnologia y el acceso a ella son dos de las caracteristicas
que hay que tener en cuenta en el andlisis. De la misma forma, el andlisis de
contenido y el andlisis cognitivo pueden sugerir que una demostracion por
parte del profesor sea la manera mds eficaz y eficiente de usar la tecnologia.
Lo que sugiero en la Figura N° 6 es que el uso que se haga de la tecnologia
depende del problema concreto que se quiera abordar y de la tecnologia que
se tenga disponible. En algunos casos, decidiremos que no tiene sentido uti-
lizar la tecnologia. Pero lo haremos, con argumentos (basados en el andlisis
didactico y el andlisis de tecnologia) que nos permiten justificar nuestras de-
cisiones. También se puede argumentar que el procedimiento que he pro-
puesto requiere de mucho tiempo y esfuerzo y que, por consiguiente, no es
posible llevarlo a cabo dentro de las presiones de la rutina diaria del profe-
sor. Este argumento es parcialmente vélido. El andlisis didactico de una es-
tructura matematica es un procedimiento complejo y dispendioso. Por lo
tanto, no podemos realizarlo en detalle cada vez que abordamos una nueva
estructura matemdtica. En el transcurso de un curso académico podremos
trabajar en dos o tres estructuras matemadticas. No obstante, mientras que
trabajamos en esos temas, cuando nos enfrentamos a uno diferente, pode-
mos siempre formularnos una serie de preguntas que es posible responder
con el conocimiento y la experiencia que ya tenemos. Estas preguntas abor-
dan cada uno de los elementos de la Figura N° 6.

Analisis de contenido

1) ¢Cudles son los conceptos y procedimientos que conforman la estruc-
tura matemdtica?

2) ;(De qué maneras se puede representar el tema?

3) (Cudles son las relaciones entre los diferentes elementos de la estructura
conceptual y sus representaciones?

4) (Cémo se pueden organizar los fendmenos para los que la estructura
matematica puede servir de modelo?

Analisis cognitivo
1) ;{Qué capacidades han desarrollado ya nuestros alumnos?

2) ;(Qué capacidades esperamos que desarrollen con motivo de las activi-
dades que van a realizar?
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3) (Qué dificultades hemos percibido que los escolares muestran cuando
abordan el tema?

4) (Cudles son los posibles caminos de aprendizaje para el tema?

Tecnologia

1) ;Qué significados (conceptuales, procedimentales, representacionales y
fenomenoldgicos) se favorecen al utilizar la tecnologia?

2) (Qué capacidades se facilitan o se ponen en juego cuando se usa la tec-
nologia?

3) (Qué posibles caminos de aprendizaje se favorecen?

Disefio y desarrollo del curriculo

1) ;Qué actividades son relevantes para las capacidades que queremos
desarrollar en nuestros alumnos y para las dificultades que esperamos
que superen?

2) (Qué tareas pueden aprovechar las potencialidades de la tecnologia para
poner en juego dichas capacidades?

TECNOLOGIA Y DESARROLLO PROFESIONAL

La tecnologia es un catalizador de los procesos de ensefianza y aprendizaje
de las matemadticas, pero el éxito de su utilizacién depende de cémo el pro-
fesor disefie y desarrolle el curriculo de tal forma que la tecnologia contri-
buya a que los escolares vivan experiencias matemdticas que sean
relevantes para su aprendizaje. Es en este sentido que no se puede mirar a la
tecnologia como la solucién al problema de la ensehanza y aprendizaje de
las matemadticas.

Muchos de los argumentos a favor (o en contra) del uso de la tecnologia
en la ensefianza y el aprendizaje de las matemadticas se hacen al nivel de la
planificacién global del curriculo (ver, por ejemplo, la cita del NCTM al co-
mienzo de este articulo y Lagrange et al., 2001). Este es el nivel que Rico
(1997, p. 409) denomina “planificacion para los profesores”. En este articulo
he resaltado la importancia y relevancia de considerar el uso de la tecnologia
al nivel de la planificacién local del curriculo (Gémez, 2002, p. 256). El pri-
mer argumento es general: resalta las potencialidades de la tecnologia y las
relaciona con el curriculo de las matematicas escolares. El segundo argumen-
to es particular: tiene en cuenta la especificidad de cada concepto matematico
en sus diversas dimensiones (de contenido, cognitivo y de instruccién) y pro-
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mueve la necesidad de analizar la relevancia, la eficacia y la eficiencia con la
que un recurso concreto (e.g., la calculadora grafica) puede ser puesta en jue-
go en la planificacion y desarrollo de una unidad didactica.

El comportamiento del profesor en el salén de clase (en su interaccion
con los escolares para la construccién del conocimiento mateméatico) depen-
de de su conocimiento y de sus visiones acerca de las matematicas, su apren-
dizaje y su enseflanza (Dossey, 1992). Este comportamiento puede cambiar
en la medida en que estos conocimientos y estas visiones cambien. Para ello
se requiere que el profesor pueda vivir experiencias did4cticas que pongan
en juego y lo induzcan a cuestionar sus conocimientos y sus visiones. La ne-
cesidad de utilizar la tecnologia como nuevo agente didactico y la necesidad
de disefar actividades que aprovechen las potencialidades de la tecnologia
pueden convertirse en la oportunidad para que el profesor viva el tipo de ex-
periencias que se requieren dentro del proceso de cambio. El profesor, al en-
frentarse a estas nuevas situaciones, puede construir una nueva vision del
contenido matematico, del proceso de ensefianza y aprendizaje y del papel
que cada uno de ellos puede jugar en la construccién del conocimiento.
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