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ANALISIS DIDACTICO Y USO DE TECNOLOGIA
EN EL AULA DE MATEMATICAS

Pedro Goémez
Universidad de Granada

La tecnologia electronica (calculadoras graficas y ordenadores) puede llegar a ser un
catalizador de los procesos de cambio en el aula de matemdticas. Sin embargo, los
efectos de la utilizacion de la tecnologia para la enserianza y el aprendizaje de las
matematicas dependen de como el profesor diseiie y desarrolle el curriculo, de tal
forma que la tecnologia contribuya a que los escolares vivan experiencias matematicas
que sean relevantes para su aprendizaje. El disefio y puesta en prdctica de actividades
que utilicen la tecnologia debe ser un procedimiento sistemdtico que tenga en cuenta la
complejidad de los aspectos conceptuales, procedimentales y cognitivos del tema que se
pretenda tratar; que se base en las potencialidades de la tecnologia dentro del contexto
de los problemas que se quieran abordar; y que utilice coherentemente la informacion
que surge de estos analisis.

TECNOLOGIA Y APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS

Existe la creencia de que las nuevas tecnologias electronicas pueden llegar a ser la solucion a
muchos de los problemas de la ensefianza y el aprendizaje en la escuela. En el caso de las
matematicas, este mito parece estar ain mas difundido en los medios, entre algunos padres de
familia y algunas otras instituciones (ver, por ejemplo, Penglase, 1996). El deseo de abordar
estos problemas y la creencia en este mito ha llevado a algunas instituciones a invertir
ciegamente en tecnologia. Todos hemos oido hablar de al menos una institucion en la que los
ordenadores se cuidan con recelo en una sala a la que cada escolar asiste una o dos veces por
semana. Muchos profesores de matematicas se han encontrado con la obligacién de utilizar la
tecnologia en sus clases de matematicas, sin saber qué hacer con ella. Aunque la tecnologia no
puede ser, por si sola, la solucién a ninguno de los principales problemas de la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas, no es posible ignorar sus potencialidades en el aula. Esta
importancia se expresa en el principio de tecnologia de los nuevos estandares de la Asociacion
Nacional de Profesores de Matematicas de Estados Unidos (Nctm, 2000):

Las tecnologias electronicas, tales como calculadoras y ordenadores, son herramientas
esenciales para enseriiar, aprender y “hacer” matemadticas... Los escolares pueden
aprender mds matemdticas y en mayor profundidad con el uso apropiado de la
tecnologia... En los programas de ensenianza de las matematicas, la tecnologia se debe
utilizar frecuente y responsablemente, con el objeto de enriquecer el aprendizaje de las
matemadticas por parte de los alumnos. La existencia, versatilidad y poder de la
tecnologia hacen posible y necesario reexaminar qué matematicas deben aprender los
escolares, asi como también la mejor forma de aprenderlas. En las aulas de
matematicas contempladas en los Principios y Estandares, cada estudiante tiene acceso
a la tecnologia con el fin de facilitar su aprendizaje matematico, guiado por un docente
experimentado. (pp. 24-25, mi traduccion)

La tecnologia no es mas que un recurso en el aula de matematicas. Su impacto en el aprendizaje
de los escolares depende de muchos factores. Al final de la cita anterior, se mencionan dos de
ellos: el acceso a la tecnologia y el conocimiento y experiencia del profesor. El principio de
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tecnologia enfatiza dos cuestiones: “qué matematicas deben aprender los escolares” y “la mejor
forma de aprenderlas”. En otras palabras, la pregunta central de este principio se refiere al papel
que la tecnologia puede jugar en el disefio y el desarrollo de actividades con las que los escolares
puedan vivir experiencias matematicas significativas para su aprendizaje (Gomez, 1997).

Hay muchos tipos de tecnologias que se pueden utilizar en al aula de matematicas. De
hecho, el lapiz y el papel, o la tiza y la pizarra son tecnologias. En este capitulo, me referiré
exclusivamente a las tecnologias electronicas y centraré mi atencion particularmente en las
calculadoras graficas. No obstante, los argumentos que presentaré pueden ser validos parra otros
tipos de materiales y recursos. Las calculadoras graficas son una tecnologia electronica,
especifica a las matematicas, que ha venido siendo desarrollada con propositos didéacticos. No
entraré en los detalles de los tipos de calculadoras que existen actualmente en el mercado, ni
presentaré ejemplos de sus funcionalidades especificas o del tipo de problemas que pueden
resolver. Existe una gran cantidad de literatura en este campo (ver, por ejemplo, Casio, 2004;
Gomez & Waits, 2000; Sproule, 2004; Ti, 2004a). Cualquier profesor de matematicas de
secundaria que haya tenido una calculadora grafica a la mano y que se haya aventurado durante
un par de horas a seguir las instrucciones de las guias que vienen con ella reconocera las
potencialidades matemdticas de este recurso. Desde el punto de vista didactico, basta con
enfatizar que la principal cualidad de las nuevas tecnologias consiste en que le permiten al
escolar vivir experiencias matemdticas que no seria posible vivir de otra manera (Balacheff &
Kaput, 1996). Gracias al hecho de que, con estas tecnologias, es posible explorar y trabajar
dindmicamente en las diferentes representaciones de una estructura matematica, este recurso
ofrece la posibilidad de nuevas experiencias matematicas. Con ellas, se puede:

¢ Simular situaciones y explorar los efectos de cambios en las caracteristicas de una

situacion. Por ejemplo, es posible observar los efectos graficos del cambio en el
parametro b en la representacion simbélica de la funcién cuadratica f(x)=ax’+bx+c.

¢ Realizar coémputos complejos. Por ejemplo, las nuevas calculadoras traen moddulos
algebraicos integrados (del estilo Maple) que permiten resolver simbolicamente
ecuaciones de muchos tipos.

¢ Explorar la relacion entre las estructuras matematicas y los fendémenos para los que ellas
pueden ser un modelo. Este el caso del laboratorio basado en la calculadora de Texas
Instruments (Ti, 2004c). Por ejemplo, en la Figura 1 se insinua el uso de este dispositivo
para explorar los aspectos matematicos de la caida y el bote de una pelota (Ti, 2004b, pp
27-30).
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Figura 1. Uso del laboratorio basado en la calculadora. Bote de una pelota

Los estudios sobre los efectos del uso de la tecnologia electronica (ordenadores y calculadoras)
en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas no son conclusivos (ver, por ejemplo,
Kissane, 2002; Penglase, 1996; Ruthven, 1995). La mayoria de estos estudios exploran los
efectos de la tecnologia dentro de condiciones controladas que no son necesariamente posibles
de reproducir en el aula de matematicas de todos los dias. Algunas de estas condiciones tienen
que ver, por ejemplo, con:

¢ el acceso a la tecnologia,

¢ la formacion del profesor,

¢ las visiones que se tienen sobre las matematicas, la ensenanza y el aprendizaje, y

¢ el papel del curriculo.

El acceso a la tecnologia parece ser una de las variables centrales a la hora de valorar los posibles
efectos del uso de la tecnologia. Al analizar 54 trabajos de investigacion, Ellington {2003
#2437} que las capacidades operacionales y de resolucion de problemas de los escolares
mejoraron cuando las calculadoras se utilizaron como una parte integral de la evaluacion y la
instruccion. Los resultados no son conclusivos cuando la tecnologia no se utiliza en la
evaluacion, pero, en todo caso, la presencia de la tecnologia nno fue perjudicial para el desarrollo
de las capacidades matematicas de los escolares. encontrd queEl acceso a la tecnologia se puede
describir en dos dimensiones: quién tiene la tecnologia disponible y en qué momento la tiene
disponible. La primera columna de la Tabla 1 muestra quién y como se tiene acceso a la
tecnologia. En algunos casos, solamente el profesor tiene un ordenador o una calculadora
disponible; en otros casos, los escolares tienen que compartir el ordenador o la calculadora, o
tienen acceso individual a la maquina. Por otro lado, los escolares pueden no tener ningun
contacto con las maquinas, usarlas esporadicamente, solamente en clase o tenerlas disponibles en
todo momento, incluso en casa.

NuncaEsporddicamente|En clase|En todo momento
Sélo el profesor | —_
Parejas o grupos —
Individualmente

Tabla 1. Acceso a la tecnologia



Las casillas de la Tabla 1 se pueden recorrer de izquierda a derecha y de arriba abajo. Por
ejemplo, la casilla en la primera fila y la segunda columna representa aquella situacion en la que
el profesor lleva un ordenador o una calculadora a clase y hace algunas demostraciones con ellos.
Los escolares son espectadores en esa demostracion. La casilla correspondiente a la segunda fila
y segunda columna corresponde, por ejemplo, a una situacién en la que, de vez en cuando el
grupo de alumnos visita la sala de informéatica y cada escolar tienen que compartir un ordenador
con uno o mas compafieros. La situacion en la que el profesor lleva al aula una maleta de
calculadoras para que se usen durante la clase corresponde a la casilla de la segunda fila y la
tercera columna. Finalmente, la casilla correspondiente a la tercera fila y la cuarta columna
corresponde a aquella situacion en la que cada escolar tiene a su disposicion una calculadora que
puede llevar a casa. Seguramente la situacion ideal es ésta tltima. Pero, en la realidad, cada
institucion y cada clase tiene su situacion particular. Qué tecnologia y como y para qué se use
depende por lo tanto de qué tipo de acceso tengan profesor y escolares a ella. En este sentido,
¢éste es uno de los factores que pueden afectar los resultados que se obtienen en los estudios que
exploran los efectos del uso de la tecnologia.

La formacion del profesor es otro factor importante. El tipo de experiencias que los
escolares pueden vivir con el uso de la tecnologia depende del tipo de actividades que les
proponga el profesor. Y el abanico de posibles actividades que el profesor puede proponer
depende, entre otras cosas, de su conocimiento del funcionamiento y las potencialidades de la
tecnologia. Cada vez aparecen nuevos modelos de calculadoras y nuevos programas de
ordenador con nuevas funcionalidades. No es facil mantenerse al tanto de estos “progresos”. Las
visiones del profesor sobre las matemadticas, su aprendizaje y su ensefianza también pueden
determinar el tipo de actividades que ¢l les proponga a los escolares cuando la tecnologia esta
presente. Estas actividades serdn diferentes si el profesor considera que las matematicas son un
conjunto de procedimientos que sirven para resolver ejercicios de caracter simbodlico que se
aprenden realizando muchos ejercicios similares e identificando aquellos en los que se ha
incurrido en un error, o si el profesor considera que las matematicas son un cuerpo de
conocimientos que se construyen socialmente, forman parte de la cultura, para los que no existe
una verdad absoluta y que juega un papel en la vida de los escolares més alla de sus experiencias
dentro del aula.

El acceso a la tecnologia y el conocimiento y las visiones del profesor son tres ejemplos de
los multiples factores que pueden afectar el tipo de efectos que el uso de la tecnologia puede
tener en la ensenanza y el aprendizaje de las matematicas. Es en este sentido que los estudios
sobre el impacto del uso de la tecnologia en el aula de matematicas no pueden ser conclusivos.
Qué matematicas aprenden los escolares y como las aprenden depende de muchas variables que
no es posible controlar por fuera de los entornos de investigacion de los estudios especificos. No
obstante, el aprendizaje de los escolares si depende directamente del tipo de experiencias
matematicas que ellos puedan vivir dentro y fuera del aula. Este es un factor general que incluye
a las demas variables. Dentro de todas las experiencias matematicas que los escolares pueden
vivir, nos interesan especificamente aquellas en las que, como profesores, podemos influir. Esas
son las actividades que surgen de las actividades que nosotros les proponemos. Es decir, son
aquellas experiencias que son producto del disefio y el desarrollo curricular.

Las reflexiones anteriores pretenden centrar la problematica del uso de la tecnologia
electronica en el aula en los procesos de disefio y desarrollo curricular. Aunque hay muchos
aspectos de la relacion entre tecnologia y ensefianza de matematicas, mi interés en este capitulo
se focaliza en la relacion entre el disefio y desarrollo curricular y el papel que la tecnologia puede



jugar en esos procesos. Pretendo abordar una pregunta que supongo que muchos profesores se
hacen cuando se enfrentan al uso de la tecnologia: “Si ahora tengo este recurso disponible en
clase, ;qué actividades les propongo a mis alumnos para hacer el uso mas eficaz y eficiente
posible del mismo?”

CURRICULO Y TECNOLOGIA

Supongamos que estamos trabajando la funcidon cuadratica con nuestros alumnos de bachillerato.
De las clases anteriores, sabemos que la mayoria de ellos son capaces de resolver algunas tareas
relacionadas con el reconocimiento y la caracterizacion de esta funcion (por ejemplo, pueden
identificar los diferentes elementos de las representaciones simbolicas y graficas, evaluar una
funcién, producir representaciones graficas de funciones cuadraticas especificas y dar ejemplos
de funciones cuadraticas con diferentes tipos de raices, entre otras cosas (Lupianez, 2004). Sin
embargo, nuestra experiencia de afios anteriores (que podria ser corroborada en la literatura) nos
ha mostrado que los escolares tienen dificultades para establecer la relacion entre las diferentes
representaciones simbolicas y la representacion grafica de la funcion. Esto quiere decir, por
ejemplo, ser capaz de reconocer y de utilizar hechos como que el parametro a representa la
dilatacion de la grafica, que los pardmetros / y k en la expresion f(x)=(x—h)*> + k identifican
las coordenadas del vértice, o que los pardmetros r, y r, en la expresion f(x)=a(x—r)(x—r,)
identifican los cortes de la grafica con el eje x (ver Figura 2). En otras palabras, nuestro interés se
centra en lograr que nuestros alumnos sean capaces de resolver problemas que involucran el
significado grafico de los parametros.

A

f(x):(x—él)z—Z \ >

f(x)=(x-2)(x-6)
Figura 2. Relacion entre elementos simbolicos y graficos

Nuestro problema consiste entonces en encontrar formas de contribuir a que nuestros alumnos
puedan superar estas dificultades y quisiéramos utilizar la tecnologia como un recurso para
abordarlo y solucionarlo. ;Qué podemos hacer? No basta con decir que vamos a utilizar
calculadoras gréaficas u ordenadores en clase. Cuando estemos en el aula, tendremos que
proponer algln tipo de actividad. Es en estas circunstancias en las que la frase “voy a utilizar las
calculadoras graficas para trabajar en el significado grafico de los pardmetros de las
representaciones simbolicas de la funcidon cuadratica” es una frase general que asume sentido
unicamente cuando propongamos un disefio curricular que podamos desarrollar en el aula. ;Qué
tipos de actividades podemos proponer?

Una primera aproximacion podria ser mostrar esas relaciones. Podriamos llevar un
ordenador o una calculadora grafica al aula y mostrar que cambios en el pardmetro a de la
expresion  f(x)=ax>+bx+c implican cambios en la dilatacién de la grafica resultante.



Inclusive podriamos utilizar las potencialidades de la calculadora para realizar una simulaciéon en
la que se produzca la familia de funciones que resulta de variar los valores del pardmetro b en
f(x)=2x>+bx—2 y podriamos sacar conclusiones sobre el significado grafico de este
parametro.

Otra posibilidad seria que disefidramos unas actividades en las que nuestros alumnos
pudieran ver en sus calculadoras los efectos graficos de cambiar los parametros. O podriamos
proponerles una actividad con dos listas de objetos: una lista de representaciones simbolicas y
una lista de representaciones graficas. Les podriamos pedir que, sin ayuda de la calculadora,
establecieran los emparejamientos correspondientes. Una vez hechos los emparejamientos, les
podriamos sugerir que utilizaran la calculadora para verificar sus respuestas. También podriamos
hacer una busqueda en la red y escoger alguna de las actividades que alli se encuentran y que
puedan tener alguna relacion con el tema del significado grafico de los parametros. Las
anteriores serian algunas estrategias posibles para utilizar la tecnologia en nuestra clase. Pero,
,es ésta una aproximacion eficaz y eficiente al problema? En otras palabras,

1. ;estamos abordando el problema que nos interesa?

2. (tenemos algun grado de certidumbre de que nuestra aproximacion va a resolver el
problema?

3. (estamos logrando los mejores resultados posibles con los recursos que tenemos disponibles
(i.e., las calculadoras graficas)?

EL PROBLEMA Y LA COMPLEJIDAD DE LAS MATEMATICAS ESCOLARES

Las tres preguntas son importantes. Y aunque intuitivamente tendemos a pensar que las
respondemos afirmativamente cada vez que proponemos actividades a nuestros alumnos, un
analisis mas detallado de cada una de ellas puede desvelar la gran complejidad que existe en los
procesos de disefio y desarrollo curricular. Exploremos cada una de las preguntas por separado.
(Cudl es el problema? Todas las actividades que hemos mencionado tienen que ver con la
problematica del significado grafico de los parametros de las representaciones simbolicas de la
funcion cuadratica. Pero esto no quiere decir que estemos necesariamente abordando el problema
que nos propusimos al comienzo. Que nuestras actividades tengan como contenido el significado
grafico de los parametros no implica necesariamente que, al realizar esas actividades, nuestros
alumnos desarrollen la capacidad para resolver problemas que involucren esas caracteristicas de
la funcion cuadratica y puedan superar las dificultades que tienen al respecto. La funcion
cuadratica es una estructura matematica compleja y el tema que nos interesa es tan so6lo una
faceta de esa complejidad. Aunque nuestro problema es cognitivo (queremos que nuestros
alumnos desarrollen unas ciertas competencias y superen unas ciertas dificultades), comprender
y abordar ese problema cognitivo requiere que nosotros, como profesores, conozcamos con algiun
detalle la complejidad conceptual y procedimental que se encuentra involucrada en la estructura
matematica de la funcidén cuadratica. El problema cognitivo que nos interesa tendra significado
cuando tengamos una descripcion suficientemente detallada de la estructura matematica a la que
se reﬁer?. Para ello, es necesario realizar un andlisis de contenido de la estructura matematica en
cuestion .

' El analisis de contenido es uno de los cuatro analisis del andlisis diddctico. El analisis didactico es un
procedimiento ciclico que describe como el profesor deberia idealmente disefiar, llevar a la practica y evaluar



No pretendo en este documento presentar un andlisis de contenido detallado de la funcion
cuadratica. En la Figura 3 presento una estructura conceptual general del tema. En ella se aprecia
la identificacion de cuatro sistemas de representacion y del aspecto fenomenoldgico. Es posible
desarrollar en detalle cada una de las representaciones, estableciendo sus elementos (conceptos)
y las relaciones entre ellos (procedimientos). Por ejemplo, se podrian desarrollar en detalle cada
una de las formas simbolicas y establecer los procedimientos que las relacionan (i.e.,
completacion de cuadrados para pasar de la forma simbélica estandar f(x)=ax’+bx+c ala

forma canonica f(x)=a(x—h)*+k, ver Figura 5).

Funcion cuadratica

‘ Diversas Representaciones ‘
\ \
4{ Forma estdndar ‘ —‘ Elementos | | Valores de la| |En el plano | | En el espacio
funcion
Forma multiplicativa Familias

Forma candnica

Forma del foco

Figura 3. Estructura conceptual de la funcion cuadratica

En la Figura 4 se aprecian algunas de estas relaciones. Observamos ejemplos de los
procedimientos para transformar una forma simbolica en otra y de las posibles relaciones entre
fendmenos y subestructuras de la funcidon cuadratica que les pueden servir de modelo. Y también
observamos una primera aproximacion a la relacion entre el sistema de representacion simbodlico
y el sistema de representacion grafico (que se llama, en la Figura 4, traduccion entre sistemas de
representacion). Esta relacion se establece entre elementos de las diferentes formas simbolicas
(los parametros) y elementos de la representacion simbdlica (i.e., vértice, cortes con los ejes,
foco, directriz). Aunque no se representa en la figura, hay una gran variedad de conexiones entre
estos elementos. Por lo tanto, desde el punto de vista del andlisis de contenido, podemos apreciar
la gran complejidad de la competencia que se encuentra en la base del problema que queremos
abordar en clase.

actividades de ensefianza y aprendizaje (Gémez, 2002). Estd compuesto por el analisis de contenido, el analisis
cognitivo, el analisis de instruccion y el analisis de actuacion.
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Traduccién entre
entre sistemas

N

Figura 4. Conexiones en la estructura conceptual de la funcion cuadratica

De hecho, podemos abordar con claridad la definicion de los aspectos cognitivos gracias a la
descripcion que hacemos de la estructura matematica con el andlisis de contenido. En la Figura
5, he retomado la funcion f(x)=(x—4)>—2 de la Figura 2 y he incluido algunos de los
procedimientos simbolicos y graficos que pueden estar involucrados en su andlisis. He omitido el
analisis del foco y la directriz y su correspondiente forma simbdlica para evitar una mayor
complejidad en el esquema. Este andlisis mas detallado muestra que el manejo del significado
de la funcion cuadratica debe involucrar el manejo de los
procedimientos para transformar una forma simbolica en otra, los procedimientos simbdlicos y
graficos que establecen la relacion entre los parametros de la forma candnica y las

grafico de los parametros
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transformaciones gréficas a partir de la forma simbolica estandar f(x)=x’.
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Figura 5. Conexiones y procedimientos

En la Figura 5 podemos observar la conexion entre la complejidad del analisis de contenido y la
complejidad del analisis cognitivo. La competencia “manejo del significado grafico de los
parametros” implica otras competencias y tiene su propia estructura y complejidad. Esto
significa que no podemos considerarla de manera aislada. La competencia en la que nos hemos
interesado forma parte de un grupo de competencias que tiene que ver con el manejo de
procedimientos complejos relacionados con la funcion cuadratica. Otros procedimientos de este
tipo pueden ser, por ejemplo, el identificar caracteristicas comunes de familias de parabolas o
relacionar diferentes pardbolas con la parabola estindar y=x’. Pero hay otros grupos de
competencias que menciono aqui con el proposito de ubicar la competencia que nos interesa
dentro del contexto del analisis cognitivo (Lupianez, 2004):

¢

reconocer y caracterizar funciones cuadraticas (i.e., dar argumentos para justificar porqué
una funcidén es cuadratica o no),

manejar procedimientos simples relacionados con la funcion cuadratica (i.e., identificar
los intervalos de crecimiento y decrecimiento en la representacion grafica de una funcion
cuadratica),

estudiar la existencia de soluciones reales de una funcion cuadratica (i.e., dar ejemplos de
funciones cuadraticas con dos raices reales, con una raiz real doble y sin ninguna raiz
real),

encontrar las soluciones reales (si existen) de una funcién cuadratica (i.e., dar argumentos
para acotar las raices reales de una funcion cuadratica),

describir situaciones y contextos relacionados con la funcién cuadratica (i.e., describir
doénde pueden encontrarse formas u objetos parabdlicos en nuestro entorno), y

resolver problemas en diferentes situaciones y contextos del mundo real, a través de una
funcion cuadratica o de alguna de sus propiedades (i.e., expresar matematicamente, en
términos de una funcién cuadratica, situaciones del mundo real).



Cada uno de estos grupos de competencias se puede caracterizar en términos de una serie de
competencias especificas (de las que he dado un ejemplo). Ademas de estas competencias
cognitivas especificas a la funcidon cuadratica, deberiamos tener también en cuenta aquellas
competencias cognitivas genéricas, relacionadas con el pensamiento matematico (i.e.,
ejemplificar, relacionar, generalizar), con la justificacion (desarrollo y valoracion de argumentos
para justificar afirmaciones), y con la comunicacion (capacidades para expresar, comprender y
valorar afirmaciones de cardcter matematico). Finalmente, también podriamos tener en cuenta
competencias de tipo meta cognitivo (de regulacion y control de los propios procesos cognitivos)
y de tipo actitudinal (relacionadas con las actitudes hacia y las creencias de los estudiantes
acerca de las matematicas) (Lupianez & Rico, 2004).

Desde el punto de vista cognitivo, debemos también tener en cuenta los obstaculos y
dificultades a los que se enfrentan los escolares cuando abordan problemas relacionados con el
significado grafico de los pardmetros de la funcion cuadratica. Nuestra propia experiencia como
profesores nos debe permitir identificar algunos de ellos. También los podemos encontrar en la
literatura. Por ejemplo Zaslavsky (1997) identifica los siguientes obstaculos relacionados con
nuestro problema (ella los describe en términos de caracteristicas del conocimiento de los
alumnos):

¢ La grafica de la funcion cuadratica parece estar limitada a la parte visible del dibujo. La

grafica de la funcion cuadratica parece tener un par de asintotas.

¢ Se tiende a pensar que una parabola puede pasar por tres puntos colineales. Se hace una

similitud entre los coeficientes de la funcion lineal y la funcion cuadratica, desde el punto
de vista de su funcion en la representacion grafica.

¢ No se acepta como miembros de la familia de cuadraticas aquellas funciones que tienen

alguno de sus coeficientes igual a cero.

¢ El vértice de la parabola se determina tinicamente a partir de su abcisa.

Por su parte, Gomez y Carulla (1998) identificaron las siguientes dificultades originadas en la
instruccion:
¢ Reconocimiento de dos unicas formas simbolicas (estandar y factorizada).
¢ Desconexion entre las formas simbolicas.
¢ Desconexion entre los diferentes sistemas de representacion.
¢ Vision de los procedimientos de transformacion simbolica y de construccion de graficas
como cuestiones que hay que aprender porque se pueden evaluar.

La enumeracion y descripcion de obstaculos y dificultades tiene sentido cuando ya hemos
identificado y caracterizado las competencias correspondientes al tema en cuestion. El analisis de
las competencias nos permite identificar el punto inicial (lo que nuestros alumnos son capaces de
hacer ahora) y el punto final (lo que quisiéramos que nuestros alumnos fuesen capaces de hacer
después de la instruccion) de un proceso. El andlisis de los errores, los obstaculos y las
dificultades nos indica las cuestiones claves que tenemos que tener en cuenta dentro de ese
proceso.

En resumen, el andlisis cognitivo de nuestro problema es una cuestion compleja. Esta
complejidad estd vinculada con la complejidad de la funcién cuadratica como estructura
matematica dentro de las matematicas escolares. Por lo tanto, el problema que identificamos al
comienzo, relacionado con el significado grafico de los parametros de la funcion cuadratica, que
parecia, “relativamente” sencillo, adquiere otra dimension. Esta dimension expresa la
complejidad de los temas de las matematicas escolares cuando los analizamos desde la



perspectiva del andlisis didactico. Tenemos, ahora si, bases para responder a la primera
pregunta. La informacion que surge de los analisis de contenido y cognitivo nos permite dar
significado a la frase “significado grafico de los parametros de la funcion cuadratica” y, de esta
manera, reconocer la complejidad y la estructura de los aspectos conceptuales, procedimentales
y cognitivos involucrados.

ANALISIS DE INSTRUCCION Y TECNOLOGIA

La complejidad de las matematicas escolares que he puesto en evidencia en el apartado anterior
implica que hay también una cierta complejidad en los procesos de diseio y seleccion de
actividades para la ensefianza (el andlisis de instruccion). No podemos suponer que cualquier
actividad que tenga que ver con el problema que queremos abordar y que ponga en juego la
tecnologia de alguna manera vaya a tener éxito desde el punto de vista del aprendizaje de
nuestros alumnos. {Como disefiar o seleccionar actividades? ;Qué actividades podemos llevar al
aula que aborden el problema y utilicen eficaz y eficientemente la tecnologia disponible? Para
responder esta pregunta tenemos que analizar las potencialidades que nos ofrece la tecnologia,
dentro del contexto del problema que queremos abordar.

Podriamos llevar algunas transparencias con graficas parecidas a las del apartado anterior y
mostrarselas a nuestros alumnos. Podriamos también explicarles esas relaciones. Inclusive,
podriamos hacer este tipo de demostracion con la ayuda de una calculadora grafica y el retro
proyector. Pero, ;jtendremos alguna certidumbre de que este tipo de actividad, en la que los
escolares son espectadores en una demostracion, les ayudara a desarrollar las competencias y a
superar los obstaculos y las dificultades que mencionamos arriba? Yo creo que no. Para
desarrollar esas competencias y superar estos obstaculos y dificultades se requiere que nuestros
alumnos puedan vivir experiencias matematicas en las que ellos pongan en juego su
conocimiento y puedan reconocer que los errores en los que incurren son producto de un
conocimiento parcial que deben reelaborar. Por lo tanto, al menos para el tipo de problema que
queremos abordar, las actividades que propongamos deben inducir a nuestros alumnos a actuar.
No pueden ser actividades en las que ellos jueguen el papel de espectadores. ;Coémo nos puede
ayudar la tecnologia para lograr estos propdsitos?

Ya hemos visto que tecnologias como la pizarra y la tiza, el retro proyector de
transparencias o la calculadora grafica manejada exclusivamente por el profesor no son
necesariamente muy eficaces para nuestro problema. Debemos utilizar tecnologias con las que
nuestros alumnos pongan en juego su conocimiento matematico. El lapiz y el papel son
esenciales. Para el tema que estamos tratando, la calculadora grafica puede llegar a ser una
tecnologia eficaz. Recordemos que la calculadora grafica permite el manejo dinamico de
multiples sistemas de representacion. Esta es la caracteristica de esta tecnologia que corresponde
directamente con el problema que queremos abordar. Observemos que, para este problema, no
necesitamos utilizar otras potencialidades de la calculadora grafica (como la posibilidad de
realizar computos complejos, o la de explorar la relacién entre la estructura matematica y los
fenomenos de los que puede ser un modelo matematico). En este caso, nos interesa la capacidad
de la calculadora grafica para producir y relacionar rapida y dindmicamente las representaciones
simbolica, grafica y numérica de la funcion cuadratica. Esto implica que, dependiendo de las
actividades que propongamos, nuestros alumnos podran, entre otras cosas:

¢ producir la grafica de cualquier expresion simbolica de una funcidn cuadratica,

¢ observar valores especificos de una funcién cuadratica y relacionarlos con las

representaciones simbolica y grafica,



¢ manipular y observar los efectos graficos de cambios en los valores de los parametros de
una forma simbolica,
¢ producir conjeturas al respecto y verificarlas.

No obstante, esto no significa que cualquier actividad en la que nuestros alumnos deban ‘“hacer
algo” con la calculadora grafica sea eficaz desde el punto de vista del problema que nos interesa.
Por ejemplo, darles una lista de expresiones simbolicas de funciones cuadraticas y pedirles que
produzcan sus graficas contribuiria muy poco a superar sus obstaculos y dificultades. En este
tipo de actividad, ellos no ponen en juego el conocimiento del que surgen esos obstaculos y
dificultades. Algo similar puede suceder si les pedimos que observen simulaciones en las que se
representan graficamente cambios en los pardmetros de la expresion simbolica. Entonces, ;qué
tipos de actividades podemos proponer? No hay un procedimiento sistematico para ello, mas alla
de establecer la relacion entre la descripcion detallada de nuestro problema y las potencialidades
de los recursos que tenemos disponibles. En lo que sigue, analizamos una de estas actividades.

EJEMPLO DE UNA ACTIVIDAD

La actividad que presento a continuacion forma parte de una serie de actividades desarrolladas en
“una empresa docente” (Gomez, Mesa, Carulla, Gémez, & Valero, 1996). En esta actividad
presentamos algunas caracteristicas de un objeto matematico y le pedimos a los escolares que
identifiquen el objeto en cuestion y describan otras de sus caracteristicas. La actividad requiere
que se rellenen los espacios en blanco de la Tabla 2 (en las graficas, cada marca representa una
unidad). En clase, se espera que el profesor organice a los escolares en grupos de tres o cuatro
alumnos, cada uno con una calculadora grafica. Los grupos trabajan en la actividad y el profesor
guia y promueve la discusion interna en los grupos. Cuando los escolares han trabajado en la
actividad, el profesor genera una discusion en clase a partir de la presentacion de las propuestas
de los diferentes grupos.
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Tabla 2. Actividad tipo “tabla’ para la funcion cuadratica

(Qué implica esta actividad? (Es relevante para nuestro problema? (Utiliza eficaz y
eficientemente la tecnologia? Observemos que, en esta actividad,

¢

¢
¢

no hay un algoritmo preestablecido para resolverla y el camino para la accion no se
encuentra completamente especificado con anterioridad;

hay soluciones multiples (por ejemplo en la forma simbdlica utilizada) y hay diversos
caminos posibles para la solucion;

hay multiples criterios que se pueden utilizar para tomar decisiones;

hay cierto grado de incertidumbre;

requiere asignar significado a cada uno de los elementos de la estructura matematica en
su relacion con los demas elementos y estableciendo la estructura subyacente;

requiere la formulacion de conjeturas y su verificacion; y

no se puede resolver por prueba y error’.

La actividad es relevante para nuestro problema porque induce a los escolares a proponer
conjeturas de solucion y verificarlas. Al hacerlo, ellos deben poner en juego su conocimiento
sobre el significado grafico de los parametros de la funcion cuadratica y relacionar los diversos
elementos de las representaciones simbdlica, grafica y geométrica. Los escolares deben al

menos:
¢

utilizar la informacién de que disponen para encontrar una expresion simbolica de la
funcion;

verificar que esa expresion simbolica es coherente con la informacion; y

producir otras formas simbolicas de la funcidon para determinar los otros datos que se
requieren.

? La formulacion de las caracteristicas de esta actividad se basan en las propiedades del pensamiento de alto nivel
(Resnick, 1987).



Por ejemplo, en el caso de la segunda fila, los escolares pueden basarse en la informacién sobre
el vértice para producir una conjetura sobre la expresion simbodlica en forma canonica
y =a(x —h)*+k; producir la grafica en la calculadora y verificarla con la grafica propuesta. O
pueden utilizar la informacion sobre el foco y la directriz para producir una conjetura sobre la

expresion simbolica en la forma y=4—(x—x0)2+y0 y verificar esta hipdtesis con la
p

calculadora. Una vez hecho esto, pueden observar la grafica para obtener una conjetura sobre las
raices, conjetura que pueden verificar con la calculadora o simbolicamente produciendo la
expresion en forma multiplicativa f(x)=a(x —r,)(x —,) de la funcion.

(Qué papel juega la calculadora grafica en estos procesos? En las situaciones hipotéticas que
he descrito en el parrafo anterior se aprecia el papel de esta tecnologia. La calculadora gréfica le
permite a los escolares verificar sus conjeturas. Los escolares pueden explorar las
representaciones graficas de diferentes propuestas de formas simbdlicas. El uso de la calculadora
grafica libera a los escolares del proceso tedioso de produccion de graficas a partir de tablas.
Ademas, si observamos la séptima columna de la tabla, vemos que, gracias al uso de la
calculadora grafica, los escolares pueden desarrollar competencias para producir la grafica de
una funcidon cuadratica sin necesidad de pasar por la representacion numérica (tablas) o de
utilizar la tecnologia. Los escolares pueden utilizar la calculadora de muchas maneras
imprevistas y esto es inevitable dentro del proceso de exploracion de la herramienta. Sin
embargo, si ellos buscan resolver los problemas planteados en la actividad tendran que usarla
eficaz y eficientemente.

El disefio y desarrollo de una actividad no se restringe a la produccion de una tarea, (tal y
como la he presentado) y a su puesta en juego dentro del aula. Al pensar en una actividad,
debemos también pensar en nuestra propia actuacion en clase como profesores. Cuando
proponemos la actividad a nuestros alumnos y ellos la abordan, nosotros debemos saber qué
hacer cuando, dentro del trabajo de los grupos, surgen dudas, identificamos obstaculos y
dificultades, se incurre en errores, o se proponen caminos innovadores. También debemos tener
criterios para tomar decisiones a la hora de invitar a los grupos a presentar su trabajo, de inducir
una discusion entre ellos, o de resumir y sacar conclusiones sobre la discusion. ;Qué criterios
utilizar para tomar estas decisiones? Estos criterios deben surgir de la informacion que hemos
producido al realizar los analisis de contenido y cognitivo, al analizar las potencialidades de las
tecnologias disponibles y al establecer las relaciones entre ellos.

ANALISIS DIDACTICO Y USO DE TECNOLOGIA
En la Figura 6 se representan las cuatro cuestiones que he considerado en los apartados
anteriores. A través de un ejemplo, he descrito estas cuatro cuestiones y las relaciones entre ellas.
He sugerido que el uso apropiado de la tecnologia (o cualquier otro material o recurso) es un
problema de disefio y desarrollo curricular. Esto significa que la tecnologia se debe usar con un
proposito especifico relacionado con las competencias cuyo desarrollo esperamos promover en
nuestros alumnos. Por lo tanto, el uso de la tecnologia requiere del andlisis cognitivo del tema
que se piense tratar en clase. He mostrado, que, para realizar el analisis cognitivo, es necesario
realizar paralelamente un andlisis de contenido de la estructura matematica en cuestion. La
informacion que surge de estos dos analisis nos debe servir de base para, por un lado, identificar
y caracterizar el problema que queremos abordar en el aula y, por el otro, para decidir como
utilizar la tecnologia. Para ello es necesario que conozcamos sus caracteristicas y
potencialidades. El disefio (o seleccion) de las actividades deberd surgir de relacionar la



informacion que surge de los andlisis de contenido y cognitivo con nuestro conocimiento de la
tecnologia dentro del contexto del problema que queremos abordar. Cuando establezcamos esa
relacion, podremos proponer y gestionar actividades que, ademas de ser relevantes desde el
punto de vista del aprendizaje de nuestros alumnos, utilicen eficaz y eficientemente la tecnologia
disponible.

Analisis Analisis
de contenido

cognitivo ‘
Disefio y desarrollo

del curriculo

Caracteristicas de
la tecnologia

Figura 6. Los cuatro elementos del analisis

Se podria afirmar que esta propuesta tiene sentido solamente cuando todos los escolares tienen
disponible en todo momento la tecnologia mas avanzada (ver Tabla 1). Pero el tipo de tecnologia
y el acceso a ella son dos de las caracteristicas que hay que tener en cuenta en el analisis. De la
misma forma, el andlisis de contenido y el andlisis cognitivo pueden sugerir que una
demostracion por parte del profesor sea la manera mas eficaz y eficiente de usar la tecnologia.
Lo que sugiero en la Figura 6 es que el uso que se haga de la tecnologia depende del problema
que se quiera abordar y de la tecnologia que se tenga disponible. En algunos casos, decidiremos
que no tiene sentido utilizar la tecnologia. Pero lo haremos, con argumentos (basados en el
analisis didactico y el analisis de tecnologia) que nos permiten justificar nuestras decisiones.
También se puede argumentar que el procedimiento que he propuesto requiere de mucho tiempo
y esfuerzo y que, por consiguiente, no es posible llevarlo a cabo dentro de las presiones de la
rutina diaria del profesor. Este argumento es parcialmente valido. El analisis didactico de una
estructura matematica es un procedimiento complejo y dispendioso. Por lo tanto, no podemos
realizarlo en detalle cada vez que abordamos una nueva estructura matematica. En el transcurso
de un curso académico podremos trabajar en dos o tres estructuras matematicas. No obstante,
mientras que trabajamos en esos temas, cuando nos enfrentamos a uno diferente, podemos
siempre formularnos una serie de preguntas que podemos responder con el conocimiento y la
experiencia que ya tenemos. Estas preguntas abordan cada uno de los elementos de la Figura 6.

Analisis de contenido
1. ;Cuales son los conceptos y procedimientos que conforman la estructura matematica?
4. (De qué maneras se puede representar el tema?

5. ¢(Coémo se pueden organizar los fendmenos para los que la estructura matematica puede servir
de modelo?

6. (Como se relaciona la informacion que surge del andlisis de contenido con la informacion
que surge del analisis cognitivo?

Andlisis cognitivo

2. (Qué competencias han desarrollado ya nuestros alumnos?



3. (Qué compentencias esperamos que desarrollen con motivo de las actividades que van a
realizar?

4. (Qué obstaculos y dificultades hemos percibido que los escolares muestran cuando abordan
el tema?

Tecnologia

5. (Coémo podemos caracterizar los materiales y recursos disponibles en términos del analisis de
contenido del tema en cuestion?

6. De las caracteristicas y potencialidades de los recursos disponibles, ;cuales de ellos son
especificos a las competencias, obstaculos y dificultades que se identificaron en el analisis
cognitivo?

Diserio y desarrollo del curriculo

7. (Qué actividades son relevantes para las competencias que queremos desarrollar en nuestros
alumnos y para los obstaculos y dificultades que esperamos que superen?

7. (Cdémo podemos usar eficaz y eficientemente la tecnologia dentro de esas actividades?

TECNOLOGIA Y DESARROLLO PROFESIONAL
La tecnologia es un catalizador de los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas,
pero el éxito de su utilizacion depende de la forma como el profesor disefie y desarrolle el
curriculo de tal forma que la tecnologia contribuya a que los escolares vivan experiencias
matematicas que sean relevantes para su aprendizaje. Es en este sentido que no se puede mirar a
la tecnologia como /a solucion al problema de la ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

El comportamiento del profesor en el salon de clase (en su interaccion con los escolares para
la construccion del conocimiento matematico) depende de su conocimiento y de sus visiones
acerca de las matematicas, su aprendizaje y su ensefanza (Dossey, 1992). Este comportamiento
puede cambiar en la medida en que estos conocimientos y estas visiones cambien. Para ello se
requiere que el profesor pueda vivir experiencias didacticas que pongan en juego y lo induzcan a
cuestionar sus conocimientos y sus visiones. La necesidad de utilizar la tecnologia como nuevo
agente didactico y la necesidad de disenar actividades que aprovechen las potencialidades de la
tecnologia pueden convertirse en la oportunidad para que el profesor viva el tipo de experiencias
que se requieren dentro del proceso de cambio (Ruthven & Hennessy, 2002, p. 85). El profesor,
al enfrentarse a estas nuevas situaciones, puede construir una nueva vision del contenido
matematico, del proceso de ensefianza y aprendizaje y del papel que cada uno de ellos puede
jugar en la construccion del conocimiento.
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