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INTRODUCCION

Aunque la tecnologia® no es la solucién a los problemas de la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas, hay indicios de que €ella se convertira paulatinamente en un agente catalizador del
proceso de cambio en la educacién matemética. Gracias a la posibilidad que ofrece de mangjar
dinamicamente |os obj etos mateméticos en multiples sistemas de representacion dentro de esgue-
mas interactivos, la tecnologia abre espacios para que €l estudiante pueda vivir nuevas experien-
cias matemdticas (dificiles de lograr en medios tradicionales como €l 1apiz y €l papel) en las que
€l puede manipular directamente los objetos mateméticos dentro de un ambiente de exploracion.
Estas experiencias matematicas seran fructiferas siempre que se tenga en cuenta la complejidad
del contenido matematico a ensefiar, la complejidad de |os procesos cognitivos involucrados en el
aprendizaje de las mateméticas y €l papel fundamental que deben jugar los disefiadores de curri-
culo y los profesores en el disefio e implantacion de situaciones didécticas que, teniendo en
cuenta las dificultades y las necesidades de los estudiantes, aprovechen la tecnologia para crear
espacios en los que €l estudiante pueda construir un conocimiento matematico mas amplio y més
potente. El principal aporte de latecnologia consiste en que lainteraccion entre ella, €l profesor y
el estudiante est4 cambiando la visién que los actores tienen del contenido matematico y del pro-
ceso didactico.

En este articulo? se analizalarelacion entre latecnol ogiay laeducacion matematica. Paraello
se ubican las herramientas computacional es dentro de un modelo simplificado del proceso de en-
sefianzay aprendizaje de las mateméticasy seresaltael papel delos sistemas de representacion en
la comprensién de los conceptos matematicos. Con base en este modelo y estos conceptos se ana
liza el aporte que latecnologia ha hecho y puede hacer ala educacion matematica. El impacto de
latecnologia en laeducacion matematica se estudia desde varias perspectivas. Primero se discuten
los factores que han determinado el tipo de resultados didécticos que se han obtenido hastael mo-
mento gracias ala aparicién de la computacion personal. Después se describen brevemente los ti-
pos de programas de computador y de maquinas que se han producido para la ensefianza y
aprendizaje de las mateméticas. En seguida, se enumeran las realizaciones que se han logrado en
las diferentes &reas de la matemética escolar y universitaria. Dadas sus caracteristicas particulares
y su especificidad alaensefianzay aprendizaje de las mateméticas, €l temade las calculadoras (en
particular, las calculadoras gréficas) se analiza en una seccion aparte. El articulo termina con una
discusion acerca del papel del profesor como agente didactico en circunstancias en las que latec-
nologia esta presente.

PAPEL DE LA TECNOLOGIA EN LA EDUCACION MATEMATICA

Sistema didactico
Para poder identificar €l papel que la tecnologia juega en €l proceso de ensefianza y aprendizaje
de las matematicas y para poder explorar los efectos que su utilizacion tiene en el aprendizaje, es

1. Utilizamos el término tecnologia para designar todas aquellas herramientas (computadores, programas de computador,
calculadoras) que utilizan los Gltimos adelantos computacional es para aportar a proceso de ensefianza y aprendizaje de
|as mateméticas.

2. Lamayor parte de larevision que se hace en este articulo estd basadaen [1] y [2].



necesario hacerlo dentro de algun tipo de modelo que permita simplificar la complejidad de esta
situacion. Utilizamos las ideas de la didactica de 1as matematicas francesa como las ha presen-
tado Balacheff [3]. Este modelo ubica el aprendizaje como un proceso que tiene lugar en la inte-
raccién entre el sujeto (estudiante), el medio y los agentes didacticos (ver figura 1). Ladimension
cognitiva es el aspecto relevante del sujeto desde el punto de vista del sistema. Esta dimensién
cognitiva actUay reacciona alos estimulos que le proporciona €l medio. El medio vamas alla de
los aspectos materiaes (por ejemplo, tareas que hay que resolver) e incluye tanto las interaccio-
nes con los sistemas simbdlicos, como las interacciones sociales que pueden producir conoci-
miento. El medio es un sistema antagonista del sujeto. El medio estd en capacidad de actuar y de
reaccionar alas actuaciones del sujeto.

De acuerdo con este modelo, el conocimiento es una propiedad del sujeto en situaciény enin-
teraccion con € sistemaantagonista. El conocimiento eslacaracteristicadel sistemaquele permi-
te a éste permanecer en equilibrio. Esta interaccion es significativa porque permite satisfacer las
restricciones que condicionan la viabilidad de la relacién sujeto—medio. De estaforma, el conoci-
miento esta representado por lacapacidad del sistema paramantener un equilibrio dinamico cuan-
do se enfrenta a perturbaciones. Cuando la actuacion del medio no es reconocida por el sujeto
€como una actuacién esperada (perturbaciéon), €l sujeto debe adaptar su dimensién cognitiva a esta
nueva situacion de tal forma que se obtenga el equilibrio. En los sistemas escolares formales, la
condicién temporal (hay que desarrollar unas actividades en un tiempo determinado) y la condi-
cion epistemol égica (hay un saber de referencia con respecto al cual se trabaja) son las dos prin-
cipales condiciones que se tienen sobre el sistema.
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Figura 1. Sistema didactico. Tomado de [3]
Lafuncién del profesor (o de otros agentes didéacticos, como latecnologia) eslade organizar —a

través del disefio e implantacion de una situacién— un encuentro entre el sujeto y e medio para
gue surja el conocimiento. Este encuentro debe buscar, en general, que tenga lugar una perturba-



cion del sistema, de tal forma que la blsqueda de un nuevo estado de equilibrio del sistema pro-
duzca un nuevo conocimiento que esté acorde con las condiciones impuestas por el sistema (e.g.,
el conocimiento a aprender). El aprendizaje tiene lugar como proceso de reconstruccién de un
equilibrio del sistema. La accion del agente didéctico (profesor, tecnologia, en representacién de
lainstitucion encargada de la ensefianza) se encuentramediada por laestructura social de laclase,
los saberes iniciales de los estudiantes, el tiempo didéctico, el objeto de ensefianza y 1os saberes
dereferencia. Para que el conocimiento surja dentro de este sistema didéctico es necesario que el
agente didactico organice el encuentro entre el sujeto y el medio de tal forma que hayan perturba
ciones del sistema: brechas identificables por el sujeto entre el resultado esperado por €l y lo que
el medio le devuelve. LabuUsquedadel equilibrio por parte del sistema produce procesos de asimi-
lacién y acomodacion de los esquemas cognitivos del sujeto que generan la construccién de su co-
nocimiento matematico [4].

Los diferentes papel es que latecnologia puede jugar en € proceso de ensefianzay aprendizaje
de las mateméti cas se pueden identificar dentro del modelo que se acaba de describir. Por una par-
te, latecnol ogia hace parte del medio puesto que es una parte del entorno que intervieneen lasin-
teracciones con los sistemas simbdlicos. Por esta razdn, la tecnologia puede apoyar la accion del
agente didactico en el disefio de la situacidn que define el encuentro entre el sujeto y el medio. En
este sentido, la tecnologia puede jugar un papel tanto en el disefio de las situaciones que generan
perturbaciones del sistema didactico, como en la manera como estas perturbaciones afectan €l sis-
temay son reconocidas por el mismo. Finalmente, latecnologia puede jugar un papel en el tipo de
problemas que el sujeto puede afrontar, en lacapacidad del sujeto paratransformar unos problemas
en otros, en los sistemas de representacion utilizados por €l sujeto y en los esquemas de validacion
gue éste utiliza. De esta forma, se hace evidente que la evolucion de las concepciones del sujeto
puede depender de la presencia de la tecnologia, como agente didactico que influye en el funcio-
namiento del sistema.

Sistemas de representacion

La utilizacion de la tecnologia permite el manejo dinamico de multiples sistemas de representa-
cién de los objetos mateméticos. Esta es una de sus caracteristicas relevantes desde € punto de
vista del aprendizaje de las mateméticas. Los sistemas de representacion son un aspecto central
de lacomprension del sujeto acerca de los objetos matematicos y sus relacionesy de las activida-
des mateméti cas que éste gjecuta cuando realiza tareas que tienen que ver con esos objetos|[5], [1].
Las representaciones externas (actividades fisicas del sujeto) permiten organizar la experiencia
matematica que tiene lugar cuando se redliza una tarea. Las representaciones internas permiten
tener un modelo de laformacomo el sujeto organizainternamente lainformacién. Desde € punto
de vista de las actividades fisicas del sujeto, un sistema de representacion estd compuesto por un
conjunto de simbolos que se manipulan de acuerdo con reglas que permiten identificar o crear
caracteres, operar en ellos y determinar relaciones entre ellos. Un mismo objeto matemético
puede representarse en diferentes sistemas de representacion. Por jemplo, en € caso de las fun-
ciones, éstas pueden representarse en el sistema de representacion simbdlico (y = X2 - 4x + 3), en



el sistema de representacion gréfico (ver figura 2) y en e sistema de representacion tabular (ver
figura 3), entre otros.
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Figura 2. Representacion grafica  Figura 3. Representacion tabular
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La idea de sistema de representacion permite caracterizar las actividades que realiza un sujeto
cuando resuelve unatarea. Por un lado, se pueden hacer transformaciones sintacticas dentro de un
mismo sistema de representacion. En el caso del gjemplo anterior, la representacion simbélica de
lafuncién puedetransformarseeny = (x-1)(x - 3) y tambiéneny = (x -2)2 - 1. Delamismaforma,
dentro del sistema de representacion gréfico es posible hacer transformaci ones sintécticas cuando,
por ejemplo, se traslada la gréfica horizontal o verticalmente o cuando se varia la dilatacion. El
segundo tipo de actividad matemética es la traduccion entre sistemas de representacion. En este
caso se pueden relacionar |os efectos en la grafica de lafuncion de pasar de la expresion simbdlica
debasey = X2 alaexpresiony = (x —2)2 -1 (enlaque es posible identificar lalocalizacién del vér-
tice) o alaexpresiény = (x -1)(x - 3) (en la que se pueden ubicar las raices). En tercer lugar, las
situaciones reales (por gjemplo, el problemade la caidalibre de un cuerpo) se modelan matemati-
camente a expresar sus caracteristicas fundamental es en un sistema de representaci on matemético
(por gemplo, expresando la situacion como una relacién entre dos variables —distanciay tiem-
po— de acuerdo con una expresion simbdlica o gréfica). El cuarto tipo de actividad es la materia-
lizacion de entidades especificas o relaciones en objetos conceptual es sobre |os cuales es posible
efectuar otras operaciones. En el caso de las funciones, por g emplo, esta actividad le permite a
sujeto pasar de ver lafuncién como una“cajanegra’ que transforma unos nimeros en otros a ver
lafuncién como un objeto que puede ser diferenciado o integrado. En €l caso de laaritmética, esta
actividad le permite a sujeto pasar de ver la adicién como una operacion que permite producir un
nimero apartir de otros dos, aver laadicién como unaoperacién con caracteristicas propias como
laconmutatividad y la asociatividad. Esta Gltima actividad es de carécter diferente alas tres ante-
riores. Mientras que las tres primeras tienen que ver con la utilizacion de los sistemas de represen-
tacion, laultima se refiere ala manera como un manejo procedimental puede evolucionar y servir
de base parala construccién de una visién conceptual delos objetosy |as relaciones matematicas.
La comprension del sujeto puede evolucionar alo largo de dos gjes. un gje horizontal en €l que se
avanzaen el manejo delos sistemas de representaci on de un concepto matemético y un gje vertical
en el que se avanzaen el proceso de materializacion (de procedimenta a conceptual) de este mis-
mo concepto [6].

Hemos visto como |os objetos matemati cos se pueden representar en diversos sistemas de re-
presentaci6n externay cémo lacomprension en matematicas depende de laevolucién de las repre-
sentaciones internas [7] y de la manera como la percepcién de estos conceptos evoluciona desde
una perspectivaoperacional (procedimientos) auna perspectivaestructural (conceptos) [8]. Latec-
nologia, como agente didactico que organiza €l encuentro entre €l sujeto y el medio de tal forma
gue se generen perturbaciones del sistema, puede aportar de manera significativa en estos dos as-
pectos de la comprension en matemaéticas.



APORTE DE LA TECNOLOGIA A LA EDUCACION MATEMATICA

Las nuevas tecnologias computacionales ofrecen caracteristicas especiales que permiten pensar
en aplicaciones potentes para la ensefianza y €l aprendizaje de las mateméticas. En primer lugar,
laposibilidad de que € sistema pueda reaccionar alas acciones del sujeto permite disefiar progra-
mas (por ejemplo del tipo micromundos) en los que esta reaccion no solamente sea el producto
del modelo del conocimiento matemético en e que se basa € programa, sino también que €l
disefio del programa (y por consiguiente laformaen que el conocimiento mateméatico se encuen-
tra modelado) tenga en cuenta, a menos parcialmente, las caracteristicas del conocimiento a
ensefiar y las caracteristicas (dificultades y necesidades) del sujeto que aprende.

Ya hemos visto laimportancia del mangjo de los sistemas de representacion en el proceso de
comprensi6n de las mateméticas. Estaes uno delos aspectos en los que las nuevas tecnol ogias pue-
den aportar de maneramés significativa. A esta posibilidad de manejar 10s sistemas de representa-
cién se agrega el aspecto dinamico de |os sistemas que le permite a sujeto manipular los objetos
matematicos y sus relaciones, construyendo una experiencia matematica dificil de vivir de otra
manera.

El disefio de sistemas computacionales parala ensefianzay el aprendizaje de las matematicas
es un proceso compleo. Este disefio involucra una serie de condiciones de diversos tipos. Por un
lado, se encuentran las restricciones técnicas (tipo de sistema operacional, capacidades de las mé&
quinasy de las herramientas de desarrollo) que determinan qué se puede hacer y qué no se puede
hacer en el sistema. En segundo lugar, €l disefio de todo sistema requiere de una conceptualizacion
del conocimiento matemético a ensefiar desde € punto de vista de la manera como este conoci-
miento se define, serepresentay seimplantadentro del sistema. Finalmente, estan las restricciones
didécticas que determinan qué es lo que se busca desde €l punto de vista de la comprensién del
sujeto y lamaneracomo estos propaésitos se deben lograr. El sistema se encuentra determinado por
€ tipo de fenémenos que le presenta a sujeto (objetos, relaciones, problemas) y la manera como
estos fendmenos son presentados (interface). Esto determina el campo de experimentacion que se
ofrecey €l tipo de reacciones del sistema alas acciones del sujeto. El resultado es la experiencia
matemética que el sujeto vive cuando interactla con el sistema. Esta experienciamateméticatiene
lugar en un ambiente en € que se crea un cierto “contrato didactico” [9] entre €l sujeto, lamaguina
y €l profesor y en el que aparecen riesgos y oportunidades.

Paraevitar los riesgos y aprovechar las oportunidades esimportante que €l disefio de los siste-
mas tenga en cuenta tanto la complejidad del conocimiento a ensefiar (y la manera como ese co-
nocimiento vaa ser representado en € sistema), como lacomplejidad del proceso de comprension
del sujeto (modelaje de las estructuras cognitivas del sujeto) y el papel que el profesor y los dise-
fladores de curriculo pueden jugar en lainteraccion entre el sujeto y latecnologia en la construc-
cion del conocimiento matemético. Es necesario tener un modelo del sistema didactico en € que
seidentifiquen las condiciones que se encuentran determinadas por |as circunstancias particulares
del grupo de estudiantes y de la institucion en la que tiene lugar la instruccion. Desde este punto
devista, esimportante resaltar que € resultado final de estainteraccién no depende exclusivamen-
tedelacalidad del disefio del sistema computacional. El tipo de problemas que se le den a sujeto
para ser resueltos con la ayuda de latecnologiay laforma como el profesor interactle con el su-
jeto, con base en la experiencia mateméti ca que éste vive con lamaguina, pueden llegar a ser mas
importantes que & sistema mismo. La calidad de esta interaccion estd determinada por las carac-
teristicas de las perturbaciones generadas por las situaciones que se le proponen al sujeto con €l
apoyo de latecnologiay por €l papel que la tecnologia puede jugar en la blisqueda del equilibrio
del sistema de la cual surge el conocimiento y que tiene como producto el aprendizaje. Latecno-
logiapuedey debe ser un catalizador de un proceso en el que diversos agentes didacticos (profesor,
disefiadores de curricul o, programa de computador) crean espacios en los que el sujeto se enfrenta



aun medio que le crea conflictos (perturbaciones del sistema) con base en los cuales €l sujeto pue-
de avanzar en la construccion de su conocimiento matematico (bUsqueda de equilibrio del siste-
ma).

L as nuevas tecnologias (que aprovechan el manejo dindmico de mdltiples sistemas de repre-
sentacion dentro de esquemas interactivos) proveen grandes oportunidades para que €l encuentro
entre el sujetoy el medio (del que surge el conocimiento) sea un encuentro fructifero en el que el
sujeto viva una nueva experiencia matemética que le permita materializar |os objetos mateméticos
y sus relaciones (pasar de utilizarlos como herramientas procedimentales en procesos esencial-
mente algoritmicos a verlos como objetos matematicos con caracteristicas propias y que pueden
ser utilizados en la construccién de otros objetos y otras relaciones). En otras pal abras, latecnolo-
giaofrecelaoportunidad para que se consolide no solamente unanuevavisién del contenido mate-
maético, sino también nuevas visiones acercade lasrelaciones didacticasy del papel delosdiversos
agentes didacticos en el proceso de la construccion del conocimiento matemético por parte del su-
jeto. En este sentido, la tecnologia puede convertirse en un elemento central del sistemadidéctico
como agente didactico con funciones explicitas e importantes en e funcionamiento del sistema.

IMPACTO DE LA TECNOLOGIA EN LA EDUCACION MATEMATICA

L as expectativas

Fueron muchas las expectativas que se formaron acerca del papel que las nuevas tecnologias
podian jugar en la ensefianzay el aprendizaje de las mateméticas. Sin embargo, muchos de esos
suefios no se han realizado aln. Por un lado, aunque yano es el caso, durante un tiempo la poten-
ciade las maquinas y las caracteristicas de los sistemas operacionales y de las herramientas de
desarrollo restringieron las posibilidades para el disefio y evolucion de los programas de compu-
tador. Esto tuvo como consecuencia que estos programas tuvieran grandes deficiencias desde €l
punto de vista técnico, pero, sobre todo, desde el punto de vista didactico. Una proporcion impor-
tante de los primeros programas de computador estaban basados en una visién (en general impli-
cita) de la enseflanzay el aprendizaje de las mateméticas que promovia el aprendizaje mecanico
de algunos hechos matemaéticos. Por consiguiente, desde €l punto de vista del sistema didactico,
su aporte a la generacion de perturbaciones del sistema era muy pobrey €l tipo de conocimiento
gue podia surgir cuando se restablece el equilibrio del sistema no era muy profundo. Nos referi-
mos a |los programas de ensefianza asistida por computador del tipo “gercitar y practicar”.

Por otra parte, los estudiantes tenian un acceso restringido a las maguinas. Este sigue siendo
un problema importante en muchas instituciones educativas. En una institucion con 2.000 estu-
diantes organizada en grupos de 30 estudiantes, 10s 60 grupos tienen que “competir” por una sala
de computacion (de 15 o 30 méaguinas). Un calculo rapido permite ver que, en estas circunstancias,
un estudiante tendria acceso a una méguina maximo durante dos horas al mes. Inclusive si los es-
tudiantes pueden trabajar en las maquinas una o dos horas ala semana, éste es un tiempo reducido
s |o que se pretende es que la tecnol ogia aporte verdaderamente ala vivencia, por parte de los es-
tudiantes, de experiencias matematicas (situaciones que generen perturbaciones) de las cuales sur-
ja € conocimiento. Este problema se ird solucionando a medida que los estudiantes puedan
acceder individual y privadamente alos programas que se utilizan en la escuela (disponibilidad de
unaméguinapersonal y posibilidad de utilizar esos programas en esa maguina). Como severamas
adelante, en € caso de las mateméticas, ya ha aparecido otra solucion a este problema en laforma
de las calculadoras.

El conocimiento, las visionesy la actitud del profesor es el tercer factor que hainfluido en la
lentitud con laquelatecnol ogia se haincorporado al curricul o de matemaéticas. L os profesores han
tenido que enfrentarse a una nueva situacion pedagogica en la que se pueden ver “ obligados” auti-



lizar nuevas metodologias que no estan de acuerdo con la manera como ellos perciben las mate-
maticas, laformacomo los estudiantes deben aprenderlas y la manera como deben ensefiarse. Por
otra parte, muchos profesores expresan temores hacialatecnologiay el resultado tiende a ser una
situacion en laque el profesor adapta este recurso a su manera tradicional de manejar e proceso
de enseflanza y aprendizaje, en cambio de aprovecharlo para cambiar el funcionamiento del siste-
madidactico y € papel que €l puede jugar dentro de este sistema.

Tecnologia y temas matematicos

El tipo de programas de computador que se han desarrollado hasta el momento depende del con-
tenido matematico involucrado. Mientras que parala aritméticay la estadistica, 10s programas no
han necesariamente avanzado en su aporte a proceso didactico, en geometria, algebra, precdculo
y calculo se puede considerar que ha habido progresos importantes.

En el areadelaaritméticael computador se ha utilizado para el desarrollo de habilidades com-
putacionales en temas como la notacion decimal y latransicidn de laaritmética a dgebra. Existe
un gran nimero de programas comerciales que utilizan interfaces “interesantes’ para desarrollar
este tipo de habilidades. Sin embargo, son muy pocos|os programas que logran proponer entornos
gue vayan mas ala de la g ercitacion de habilidades y técnicas basicas y que busguen crear situa-
ciones en las que se generen perturbaciones significativas del sistema didactico. Parece evidente
que, para disefiar y desarrollar nuevos programas que vayan mas ala de la gjercitacion de habili-
dades bésicas, se hace necesario reconceptualizar € conocimiento matemético a este nivel.

Parael dlgebray € calculo se haproducido un nimero mayor de programas que buscan apro-
vechar el manejo de miltiples sistemas de representacion, el aspecto dindmico delossistemasy la
interactividad para permitir que €l sujeto viva una experiencia matemética diferente alatradicio-
nal. En este sentido, €l sujeto puede realizar aproximaciones exploratoriasalos problemas, trabajar
con problemasy situaciones mas complejasy reales (graciasalafacilidad delos sistemas parama-
nejar simbolismos méas complejosy pararealizar cal culos numéricos mas rapidamente), y desarro-
[lar unaaproximacion méas inductivay empiricaen contraposicién con la aproximacién tradicional
que tiende ser de tipo deductivo y algebraico. Dentro de esta nueva forma de trabgjar estos temas,
surgen inquietudes acerca de la pérdida de habilidades del mangjo simbdlico que los programas
realizan para€el sujeto y de unaposible pérdida en el aprendizaje conceptual. Sin embargo, resulta
evidente que los resultados, desde €l punto de vista del aprendizaje del sujeto, dependen no sola-
mente del funcionamiento del programa, sino también del cuidado con que € profesor seleccione
y disefie las situacionesy los problemas que el sujeto debe resolver con la ayuda de |os programas
[10].

La geometria es un campo en & que se han realizado desarrollos importantes. L os programas
del estilo de Cabri—-Gedmetra le permiten al sujeto ver y manipular los objetos matematicosy sus
relaciones dentro de esguemas inimaginables con el 14piz y el papel [11]. Buena parte de estos pro-
gramas parten de un modelo del conocimiento matemético en el quelos objetos se definen con base
en un nimero de propiedades invariantes de tal forma que cuando €l sujeto hace un dibujo, éste se
refiere realmente ala familia de objetos que comparten estas invariantes, y cuando € sujeto mani-
pulad dibujo (por g emplo, arrastrandolo en la pantalla), él puede estudiar las consecuencias de
su accion en relacién con lasinvariantes que han sido definidas. De estaforma, el sujeto tieneasu
disposicion un nuevo campo de experimentacion en e que los objetos matematicos y, por consi-
guiente, el conocimiento matemético asumen caracteristicas diferentes alas tradicionales.

Aunque las tecnologias computacionales revolucionaron la préactica de la estadistica, 10s pro-
gramas de computador existentes no han llegado alin air méas alla de simplificar el manegjo de los
datos. Hacen falta programas que le permitan al sujeto manejar, dentro de nuevos esquemas, la
complejidad cuantitativa, laexploracion del papel que pueden jugar €l andlisis de datos, |0os méto-
dos estadisticos y los model os probabilisticos, y € andlisis de modelos de situaciones reales. En



otras palabras, se requieren programas que |le permitan al sujeto desarrollar sus competencias para
seleccionar, combinar y analizar los métodos, ademés de manipular €ficientemente los datos.

Tipos de tecnologias

Es posible clasificar en diversas categorias los programas de computador y las herramientas tec-
noldgicas para la ensefianza y el aprendizaje de las mateméticas que se han producido hasta el
momento: micromundos, sistemas de simulacion, sistemas tutoriales, programas de inteligencia
artificial, aplicaciones de teleméticay calculadoras.

L os micromundos son sistemas en |os que se desarrolla una seméntica para un sistema formal
compuesto por objetos primitivos, relaciones elementalesy reglas paraoperar estos objetos. El do-
minio de fenomenologia (el tipo de fendbmenos que es posible representar en la pantalla) permite
establecer unarelacion entre los objetos primitivosy losfendmenos en lapantallay esto determina
el tipo de acciones que €l sujeto puede realizar y la manera como el sistema reacciona a estas ac-
ciones. Con estos sistemas el sujeto puede explorar la estructura de un conjunto de objetos
matematicos, |as relaciones que existen entre ellos y algunas de las maneras como estos objetos se
pueden representar. Mientras que el sujeto tiene gran autonomia con estos sistemas, no es posible
garantizar que un aprendi zaj e especifico puedatener lugar y, por consiguiente, |as situaciones (pro-
blemas) que |e sean propuestas a sujeto, para ser resueltas con la ayuda del sistema, son de gran
importancia. Programas como el Cabri—-Gedmetra y Derive entran en esta categoria. El Cabri—
Gedmetra, por gjemplo, es un entorno dinamico definido por un conjunto de objetos primitivos
(punto, recta, segmento, etcétera) y de acciones elemental es (dibujar unarecta perpendicular dados
un punto y unarecta, unarecta paralela, etcétera). Estas acciones primitivas pueden ser utilizadas
para crear acciones mas complejas. El sujeto puede manipular |os objetos que crea en la pantalla
“toméandolos’ de puntos especificosy “arrastrandolos’ detal forma gque se mantienen lasinvarian-
tes que fueron determinadas en la creacion de los objetos [11]. La principal consecuencia de este
tipo de disefio es que el micromundo se convierte en unaoportunidad paraque el profesor, teniendo
en cuenta las necesidades de los estudiantes, pueda disefiar una situacion, que aprovechando las
caracteristicas del entorno, puedagenerar perturbaciones en el sistemadidactico delas cuales pue-
dasurgir el conocimiento deseado.

Los sistemas de simulacion presentan a sujeto situaciones en las que es posible observar, de
manera dindmica, lo que sucede para un fendmeno especifico cuando se cambian algunos de los
parametros involucrados en él. Este es el caso ddl sistema MathCars desarrollado por Kaput [1].
En este sistema es posible estudiar e movimiento de un automaévil con base en diversas formas
(gréficas, simbdlicas, numéricas) de representar las caracteristicas de este movimiento. El sujeto
puede controlar algunas de estas caracteristicas (por jemplo, lavelocidad) y, dependiendo, de las
decisiones que tome, él puede ver en la pantalla representaciones coordinadas del tiempo, ladis-
tanciarecorriday lavelocidad.

La mayoria de los sistemas tutoriales son sistemas en los que €l sujeto recibe instrucciones y
reacciones de guia por parte del sistema que pueden ser bastante restringidas, puesto que estan ba-
sadas en unareferencia pre—establecida acerca del sujeto y no en laevolucién de su conocimiento.
En muchas ocasiones, es posible que el sujeto busgue adaptarse alas caracteristicas del tutor y op-
timizar su uso para efectos de resolver €l problema sin que sea posible garantizar que se obtiene el
significado deseado. Por consiguiente, la calidad del encuentro del sujeto y €l medio en entornos
gue involucren sistemas tutoriales depende de las posibilidades que estos sistemas ofrezcan para
construir situaciones en las que se puedan generar perturbaciones adecuadas segln el estado de
comprensién del sujeto.

Lainteligenciaartificial, como estrategiaparael disefio de programas de computador (sistemas
expertos) que pueden aportar al proceso de ensefianzay aprendizaje de las mateméticas constituye
la cuarta categoria de tipos de tecnologia en la educacion matemética. Desafortunadamente mu-



chas de las expectativas que se tuvieron con los intentos de utilizar lainteligencia artificial en la
ensefianzay el aprendizagje de las mateméticas no han tenido €l éxito esperado. Estos intentos bus-
caban, de algunamanera, automatizar €l proceso de ensefianza. Sin embargo, a no tener en cuenta
el papel del profesor y a simplificar la complejidad que se encuentrainvolucrada tanto en el con-
tenido matemético, como en el proceso aprendizaje y comprension de ese contenido por parte del
sujeto, estos intentos se han quedado cortos con respecto a sus propdsitos iniciales. El funciona
miento del sistema didéctico depende no solamente de factores aparentemente estables como €l
contenido matemati co. También depende de factores muy variables como laestructurasocia dela
clasey los saberesiniciales de los estudiantes. Por |o tanto, éste es un sistema extremadamente di-
ficil de modelar para efectos producir programas de computador capaces de reconocer y adaptarse
alavariedad de situaciones posibles y ala multitud de necesidades y circunstancias que determi-
nan el éxito del encuentro entre & sujeto y el medio.

La conexion entre computadores, ya sea por redes locales o través de I nternet, ha abierto nue-
vas posibilidades para la utilizacién de la tecnologia computacional en la ensefianzay el aprendi-
zagje de las matemdticas. Estas nuevas tecnologias permiten la telepresencia (el profesor puede
estar en un lugar y los estudiantes en otros), las clases virtuales, y la creacion de ambientes para el
aprendizaje colaborativo y las intervenciones de ensefianza a distancia. De esta forma, diversos
grupos de estudiantes y profesores distribuidos en lugares geograficamente diferentes pueden in-
teractuar alrededor de un tema o un problema. En este caso, €l concepto de sistema didéactico asu-
me caracteristicas muy diferentes a las tradicionales. Ya no se trata de un grupo de estudiantes
dentro de un sal6n de clase en € que hay un profesor que toma decisiones y unas maguinas que
pueden aportar a proceso. En este caso, tanto el sujeto, como el medio y las restricciones que con-
dicionan el funcionamiento del sistemay lamanera como éste evoluciona en la blsqueda de esta-
dos de equilibrio consecuencia de perturbaciones, son diferentes. Se requiere, por lo tanto, una
nueva conceptualizacion del proceso didactico y otra manera de modelar el sistema que tenga en
cuenta estas nuevas circunstancias.

Las calculadoras constituyen el sexto tipo de utilizacién de la tecnologia en la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas. Dada su especificidad alas mateméticas y sus caracteristicas par-
ticulares desde €l punto de vista de su papel en el funcionamiento del sistema didactico, las consi-
deramos en una seccion aparte.

Calculador as gr éficas. tecnologia en la ensefianzay el aprendizaje del
algebra, el precélculoy €l calculo
L as cal culadoras comenzaron a utilizarse en la ensefianzay aprendizaje de las matematicas desde
los afios 70 cuando aparecieron las primeras maguinas de bajo costo que permitian hacer las ope-
raciones aritméticas bésicas. En la actualidad existen diversos tipos de calculadoras; desde la cal-
culadora aritmética, pasando por las calculadoras cientificas y gréficas, hasta maguinas que tienen
la capacidad para hacer calculos simbodlicos y permiten la utilizacion de programas como €l
Cabri—-Gedmetra y el Derive. Todas estas maquinas tienen caracteristicas comunes. tienen un
teclado y una pantalla (cuyo tamafio varia segin el modelo), pero principalmente son maquinas
de bajo costo y totalmente portétiles. Su portabilidad las diferencia de los computadores. Mien-
tras que estos son un recurso compartido y disponible ocasionalmente, usualmente por iniciativa
del profesor, las calculadoras son un recurso individual, disponible libremente y utilizado por ini-
ciativadel estudiante. El hecho de que su utilizacion se dé dentro de un contexto y unaforma que
es fundamentalmente diferente de la de los computadores da lugar a que las consideremos de
manera especial en esta seccion.

L as cal culadoras avanzadas (como las cal culadoras gréficas) tienen la capacidad para manejar
de manera parcialmente dindmica por o menos dos sistemas de representacién de los objetos
mateméticos (gréfico, simbdlico y en algunos casos tabular). Se diferencian de los computadores,



desde el punto de vista de sus potencialidades didécticas, en que lamayoria de los model os tienen
poca capacidad paralainteractividad. Sin embargo, |as cal culadoras son un medio de trabajo que
ofrece un espacio permanentey fécilmente asequible paralaexperimentacion y laverificacion del
trabajo matematico. Laexperimentacion y laverificacion son ejemplos de formas de actuar del su-
jeto en el sistema didéactico que son dificiles de lograr en medios tradicionales como el 1&piz y €l
papel.

El impacto de la utilizacién de las calculadoras en la ensefianza y aprendizgje de las matema-
ticas ha dependido hasta ahora de dos tipos de factores. Desde el punto de vista social einstitucio-
nal, hadependido del grado con que el sistema educativo en general, y lainstitucion educativa en
particular, permiten su utilizacién en el salén de clase, en el trabajo del estudiante en lacasay en
las pruebas de evaluacion [12]. Por el otro, también ha dependido, desde €l punto de vista de sus
efectos en el aprendizaje, de laformacomo su utilizacién se encuentre integrada al disefio y al de-
sarrollo del curriculo en cuestion. A nivel institucional, las diferencias surgen de la medida en la
gue la utilizacién de las cal culadoras esta permitiday de si la institucion misma apoya el acceso
de los estudiantes a esta tecnol ogia. Desde € punto de vistade su utilizacion en €l saldn de clase,
las diferencias dependen del acceso a la tecnologia que se permite a los estudiantes, del conoci-
miento y el uso que € profesor hace de ella en la clase, de la manera como las tareas que se le
proponen alos estudiantes aprovechan sus potencialidades, y de la disponibilidad de las maquinas
en las pruebas de evaluacion. Con base en estas categorias es posible identificar tres fases en la
integracion de las calculadoras al curricul o: introduccién, adaptacion y consolidacion. Los efectos
delautilizacion delas cal culadoras en el sistema curricular pueden depender delafase deintegra
cidn en que se encuentren [10].

En un estudio realizado con calculadoras graficas en un curso universitario de precllculo, se
identificaron agunos de los efectos de esta tecnologia. Se mird la utilizacion de las calculadoras
gréficas en la ensefianzay el aprendizgje del precalculo, no solamente desde el punto de vista de
sus efectos en aspectos particulares del curriculo, sino también desde la perspectiva de la comple-
jidad y ladinamicadel sistemacurricular en el que se introdujo, de tal manera que fue posible ex-
plorar la forma como sus elementos se relacionan y evolucionan en el tiempo. Utilizando un
esgquema cuasi—experimental en el que se recogio informacién de un grupo de estudiantes que si-
guid € curriculo tradicional y de otros grupos que utilizaron lacal culadora, se estudiaron maltiples
aspectos curriculares de lainnovacion [13]. La utilizacién de latecnologia influyé en las visiones
gue lainstitucion encargada del disefio curricular, la profesoray |os alumnos tenian acerca de las
mateméticas, de su enseflanzay de su aprendizaje [14]. Este efecto en las visiones, junto con otros
factores (como, por gjemplo, €l cambio en la percepcion de la autoridad por parte del estudiante)
influyeron en el comportamiento de cada uno de los actores: lainstitucion reformul 6 el disefio cu-
rricular y el tipo de actividades que propuso para ser realizadas como parte del proceso de ense-
fanzay aprendizaje[15] y laprofesoray los aumnos cambiaron su comportamiento y sus actitudes
dentro del salén de clase [16]. Estos cambios en los comportamientos y |os resultados de los mis-
mos (i.e., nuevas actividades) influyeron en la forma como profesora y estudiantes interactuaron
dentro del proceso de construccion del conocimiento matematico [17] y los cambios en esta inte-
raccién tuvieron consecuencias en el rendimiento [10], €l aprendizaje[18] y las actitudes de los es-
tudiantes[19].

Presentamos a continuacion un gjemplo comparativo del tipo de tareas que pueden surgir con
motivo delautilizacion de latecnologia. Setratadel curso de precél culo mencionado anteriormen-
te. Lafigura 4 muestra un punto del examen final de este curso para los grupos que siguieron €l
curriculo tradicional y paralos grupos que siguieron €l curriculo que involucrabala utilizacion de
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las calculadoras gréficas. Alli se aprecian diferencias con respecto alas expectativas que se tienen
de laformacion matemética del estudiante.

Sin calculadoras Con calculadoras

Ladesigualdad X3—k2 g(x) tienecomo YA

. ., 1

Resolver la conjunto solucién a[O,Z] UJc,o°). Se )
desigualdad sabe que k y ¢ son nimeros positivos; g(x) -~
mSXIXI cortael ejedelasXeng;sih(x):x+2, la

funcién h(g(x)) tiene como asintotay=0. La -101

figuramuestralagréficade g(x). Hallek, ¢ \

y 9(x).
Figura 4. Punto de examen final de precélculo

Las diferencias que surgieron en el disefio curricular del curso estén relacionadas con un cambio
en las visiones del grupo de investigadores con respecto a saber a ensefiar y a laforma como se
cree que se debe aprender y ensefiar ese conocimiento. El grupo construyd unavision del conoci-
miento a ensefiar en la que se percibe una mayor complejidad y profundidad del contenido mate-
mético. El estudio de las funciones se hizo mas coherente gracias a laintroduccion del concepto
de familias de funciones, concepto que permite identificar las diferenciasy similitudes entre cada
unadelasfamilias (linea es, cuadréticas, etcétera). Por otra parte, el grupo se hizo més consciente
de la complegjidad de los objetos matematicos estudiados, complejidad que se expresa en dos di-
mensiones, principalmente: la riqueza de cada concepto matematico en cuanto a su expresion en
multiples sistemas de representaci 6n (simbdlico, gréfico, tabular, verbal); y lacomplejidad de cada
concepto en cuanto a su estatus, ya sea operacional y dindamico, ya sea estructural y estético.

Por otra parte, € grupo logré expresar en la préctica, y de manera explicita, su posicion ideo-
|6gica con respecto al aprendizaje: €l constructivismo social. La expresion préacticade estavision
(el individuo construye su conoci miento matemético dentro de un entorno social quesimulael fun-
cionamiento de las comunidades cientificas) llev6 a grupo a centrar buena parte de su atencién en
el disefio y utilizacién de situaciones probleméticas que, expresando las nuevas visiones del con-
tenido a ensefiar, indujeran alos estudiantes a construir su conocimiento matemético dentro de un
contexto de interaccion socia [20]. Estas nuevas visiones acerca del conocimiento a ensefiar, del
aprendizaje y de las mateméticas, se complementé con nuevas visiones del estudiante (como al-
guien mucho més capaz de enfrentar y resolver tareas complejas) y del profesor (como alguien ca-
paz y deseoso de aprovechar apropiadamente unamayor libertad en el desarrollo del curriculo).Es
asi como el nuevo disefio curricular pretende que el conocimiento construido por €l estudiante sea
coherente y holistico (en contraposicién con un conocimiento desagrupado de herramientas espe-
cificas); searico en sus aspectos procedimental y conceptual (buscando ir més ala de los hechos
y los agoritmos, hacialas estructuras conceptualesy procedimentales); y searico en |las conexio-
nes entre sistemas de representacion (buscando que un mismo concepto pueda ser visto desde di-
versas perspectivas y que éstas se encuentren conectadas). Se busca ademas que el estudiante
perciba que los problemas en mateméticas no tienen necesariamente una Unica respuesta, ni una
Unica estrategia de resolucion; que vea la utilidad préacticadel conocimiento que construye (como
medio paramodelar larealidad); que desarrolle sus capaci dades de comunicacion y argumentacion
matemética; que reconozca que el conocimiento se construye socialmente; que desarrolle la capa-
cidad para enfrentarse a lo desconocido (tareas que son diferentes de las que é ya conoce); que
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desarrolle su capacidad parainvestigar en mateméticas; y, en general, que desarrolle su capacidad
pararesolver problemas. Aungue desde un punto de vista superficial, el contenido sufrié solamente
cambios leves, un andlisis més detallado de |os temas tratados y de las tareas propuestas alos es-
tudiantes resulta en un tratamiento del contenido que expresalas visiones que se describieron an-
teriormente con respecto a conocimiento a ensefiar: tratamiento de familias de funciones, riqueza
en los sistemas de representacién y profundidad en las dimensiones operacional y estructural de
los conceptos.El manejo de lainteraccion entre el profesor y el estudiante dentro del salon de clase
alrededor del conocimiento matemético también sufrié cambiosimportantes, a pasar de unasitua-
cion en laque se seguiade cercael libro texto dentro de un esquema de exposicion del profesor y
resolucién individual de gjercicios tipicos por parte de |os estudiantes a una situacion de interac-
cidn en grupos de tres o cuatro estudiantes, que gira principamente alrededor de la resolucion de
situaciones probleméticas complejas y diferentes, seguida de discusiones de todo €l grupo de es-
tudiantes en las que se enfatiza la argumentacion y € consenso global para aceptar la validez de
las afi rmaci ones propuestas. Finalmente, laeval uacion dejo de ser exclusivamente unaherramienta
paraclasificar alosestudiantesy se convirtié en un medio atravésdel cual estudiantesy profesores
Se comunican en su proceso de interaccion en la busgueda de la construccién del conocimiento y
en el que sereconocen y enfatizan las capacidades de comunicacion y argumentacion, la coheren-
ciadel discurso, ladiversidad de estrategias posibles, la experimentacion y laformulacion y veri-
ficacién de conjeturas. Se introdujeron nuevos esquemas de trabajo tales como ensayos escritos,
portafolios y proyectos de investigacion.

Estos resultados muestran que los efectos de laintegracién de la tecnologia en el curriculo de
matematicas se centran en la construccion y consolidacion (por parte de los disefiadores del curri-
culo, delos profesores y de | os estudiantes) de nuevas formas de ver tanto €l contenido mateméti-
co, como larelacion didactica entre los estudiantes, os agentes didécticos (profesor y tecnologia
entre otros) en la construccion por parte del estudiante de un conocimiento matemético mas poten-
te.

TECNOLOGIA Y EL PAPEL DEL PROFESOR

Ya se presentaron argumentos que muestran la dificultad de disefiar y producir sistemas computa-
cionales que puedan automatizar eficientemente la ensefianza y que, por consiguiente, puedan
reemplazar a profesor. De hecho, el profesor juega un papel central en el proceso didéactico
cuando la tecnologia esta presente. La tecnologia es un catalizador de este proceso, pero el éxito
de su utilizacion depende de la forma como el profesor opere como agente decisor y negociador
de tal forma que la tecnologia aporte a un encuentro fructifero (desde el punto de vista del apren-
dizaje) entre el sujetoy el medio. El profesor es quien puede conocer e estado de los estudiantes
(sus dificultades y sus necesidades) y quien puede promover y decidir laforma como se debe uti-
lizar la tecnologia de manera eficiente. Estas decisiones se expresan en € tipo de situaciones
didécticas que € profesor proponga a estudiante y de la manera como estas situaciones didacti-
cas, a requerir o promover la utilizacién de la tecnologia, le permitan a estudiante vivir expe-
riencias matematicas que aporten a la construccion de su conocimiento matemético. Es en este
sentido que no se puede mirar a la tecnologia como la solucién a problema de la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas. No obstante, latecnologia es un catalizador del cambio. En parti-
cular, latecnologia, ademés de promover nuevas formas didéacticas que aporten al aprendizaje del
estudiante, también puede influir en laformacion de los profesores.

El comportamiento del profesor en el saldn de clase (en su interaccion con los estudiantes para
laconstruccién del conocimiento matemético) depende de su conocimiento y de sus visiones acer-
cade las mateméticas, su aprendizajey su ensefianza[21]. Este comportamiento puede cambiar en
la medida en que estos conocimientos y estas visiones cambien. Para ello se requiere que €l pro-
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fesor pueda vivir experiencias didacticas que pongan en juego y lo induzcan a cuestionar sus co-
nocimientosy sus visiones. La necesidad de utilizar la tecnologia como nuevo agente didéctico y
lanecesidad de disefiar situaciones didacticas que aprovechen las potencialidades de latecnologia
pueden convertirse en la oportunidad para que el profesor viva el tipo de experiencias que se re-
quieren dentro del proceso de cambio. El profesor, como €l estudiante, al enfrentarse aestas nuevas
situaciones puede construir una nueva vision del contenido matemético, del proceso de ensefianza
y aprendizaje y del papel que cada uno de ellos puede jugar en la construccion del conocimiento.

CONCLUSIONES

Latecnologiano esla solucion al problemade la ensefianzay aprendizaje de las matemaéticas. La
ensefianza no se puede automatizar y € profesor no se puede reemplazar. No obstante, las nuevas
tecnol ogias abren espacios en los que €l estudiante puede vivir experiencias mateméticas dificiles
de reproducir con los medios tradicionales como € 14piz y €l papel. En estas experiencias mate-
maticas el estudiante puede realizar actividades de exploracion en las que es posible manipular
directamente |os objetos matematicos y sus relaciones y en las que él puede construir una vision
mas ampliay mas potente del contenido matemaético. Para que esto suceda es necesariala partici-
pacion del profesor. El profesor es quien tiene la responsabilidad de disefiar |as situaciones didac-
ticas mas apropiadas para aprovechar las potencialidades de la tecnologia de acuerdo a las
dificultadesy las necesidades de | os estudiantes. Esta actividad de disefio e implantacion de situa-
ciones didécticas hace parte trascendental de laintegracion de latecnologiaal curriculo. Por esta
razon, se debe mirar latecnol ogia educativa como el encuentro de dos vertientes: aguella que pro-
duce sistemas computacionales con los que e estudiante puede vivir experiencias mateméticas y
aquella (a cargo de los disefiadores de curriculo y los profesores) que produce las situaciones
didécticas para que estas experiencias matematicas sean fructiferas desde € punto de vista de las
dificultades y las necesidades del estudiante en el proceso de construccién de su conocimiento
matemaético. Esta interaccion entre la tecnologia, el profesor y € estudiante estéa cambiando la
vision que los actores tienen del contenido matemético y del proceso didéactico. Este es el mayor
aporte de la tecnologia a la educacién matemética.

Queda mucho camino por recorrer. Por una parte, la evolucion constante de | os recursos tecno-
| 6gicos (sistemas operacionales, capacidad de las méaguinas, herramientas de desarrollo, sistemas
de interaccion a distancia) abre la posibilidad de nuevas condiciones tecnoldgicas en el disefio y
produccion de soluciones que tengan en cuentalacomplejidad del contenido matemético aensefiar
y lacomplejidad del proceso de comprensién de este contenido matematico. Por otra parte, en la
medida en que se avance en lacomprensi n de estos procesos cognitivos, del papel del profesor en
lainteraccion con los estudiantes con la presencia de la tecnologiay del papel que latecnologia
puede jugar como agente didéctico, sera posible definir més apropiadamente los problemas alos
gue latecnol ogia puede aportar y seré posible desarrollar las soluciones correspondientes.
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