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Bodo Pareigis 

E I G E N S C H A F T E N D E S L E E R E N R A U M E S -
W A S D E N K B A R IST . 

Vom physikalischen Raum und der Anschauung 

M i t dem Begriff des Raumes erfassen u n d beschreiben 
w i r die Lage u n d die Bewegungen unserer U m w e l t . 
D a s w a r seit den alten Gr iechen schon eine der w i c h 
tigsten A u f g a b e n der M a t h e m a t i k . D e r Raumbegri f f 
orientiert sich daher zunächst an unseren E r f a h r u n 
gen, a m Erfahrbaren u n d an unserer A n s c h a u u n g . Er 
ist ein M i t t e l , u m unsere U m w e l t z u o r d n e n . 
Gle ichzei t ig hat uns die Er fahrung gelehrt, daß die 
N a t u r den auf logischen Gesetzen aufgebauten mathe
matischen M o d e l l e n gehorcht . Unser W e g zur N a t u r 
erkenntnis führt dabei über den Begriff des Raumes. 
D i e A u s w a h l des besten M o d e l l e s für den R a u m unter 
den verschieden möglichen - u n d solche s ind denk
bar , wie ich heute zeigen w i l l - m u ß schließlich d u r c h 
Experimente bestimmt werden , oder aber i m Falle der 
Unentscheidbarkeit d u r c h die mathematische E infach
heit u n d Eleganz. 

His tor i sch gesehen ist der R a u m als der Behälter für 
die D i n g e u n d Ereignisse der U m w e l t verstanden w o r 
den. Heute k a n n er jedoch nicht mehr ohne weiteres 
losgelöst v o n der i n i h m bef indl ichen Mater ie u n d der 
mit i h m ablaufenden Zei t betrachtet w e r d e n . 
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W e n n ich also v o m leeren R a u m spreche, so meine i c h 
gerade dieses nach heutiger Erkenntnis nicht mehr 
adäquate D e n k e n über den R a u m — losgelöst v o n Zei t 
u n d M a t e r i e . Z u r Berechtigung dessen sollte i c h daher 
zunächst zwei Dinge sagen: 1) d a ß die E n t w i c k l u n g 
des Raumbegriffes i n der M a t h e m a t i k sich soweit v o n 
den anschaulichen Eigenschaften des uns umgebenden 
Raumes entfernt hat, daß ihre Dars te l lung a n sich 
höchst interessant ist, 2) daß darüber hinaus i n d e m 
verallgemeinerten Raumbegr i f f aber auch die M ö g 
l ichkeit verborgen liegt, die v i e l komplexeren Z u s a m 
menhänge v o n R a u m , Zei t u n d M a t e r i e als räumliche 
b z w . geometrische Begriffe z u verstehen. Im V o r t r a g 
v o n H e r r n Pro f . Ehlers w u r d e z . B . die E n t w i c k l u n g e i 
nes schwarzen Loches i n e inem R a u m - Z e i t D i a g r a m m 
dargestellt, d . h . als eine geometrische Figur i n der 
4-dimensionalen R a u m - Z e i t aufgefaßt . D e r P h y s i k e r 
weiß genau, daß er das dabei verwendete R a u m -
M o d e l l ändern m u ß , w e n n es nicht mehr i n Überein
s t i m m u n g mit seinen Messungen steht. 
D e r M a t h e m a t i k e r hat hier die A u f g a b e , möglichst a l 
le denkbaren M o d e l l e des Raumes aufzuf inden , so 
daß der P h y s i k e r sich einen »Maßanzug« aussuchen 
k a n n . Diese A r b e i t begann schon i m A l t e r t u m m i t der 
E r f i n d u n g der Geometr ie , der Wissenschaft der E r d 
vermessung, deren mathematischer Tei l ja i n h e r v o r 
ragendem M a ß e eine Theor ie des Raumes ist. 
D i e E n t w i c k l u n g z u m heute i n der M a t h e m a t i k ver 
wendeten Begriff des Raumes ist dif fus u n d stark v o n 
der Sprach Verwendung beeinflußt. K a u m ein M a t h e 
mat iker ist sich bewußt darüber, w a n n er v o n e inem 
R a u m spricht u n d w a n n nicht . D e r Begriff des R a u -
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mes an sich ist in der M a t h e m a t i k nicht wohldef in ier t . 
Ich möchte zur Klärung nur einige Beispiele der Ver 
w e n d u n g des Wortes R a u m geben. M a n spricht v o n 
aff inen Räumen u n d pro jekt iven Räumen, 
v o n analyt ischen u n d geometrischen Räumen, 
v o n metrischen u n d topologischen Räumen, 
v o n Vektor-Räumen, Maß-Räumen u n d Wahrsche in
lichkeits-Räumen, 

v o n Hilbert-Räumen u n d den Zahlen-Räumen. 
A n d e r e Begriffe, wie Manngi fa l t igke i t , Geometr ie , 
Flächen u n d Hyperflächen vervollständigen diese 
Aufzählung v o n i n der M a t h e m a t i k verwendeten 
Raumbegr i f fen . Interessant ist n u n , daß die M a t h e 
mat iker mit diesen Begriffen i n d i v i d u e l l i n unter
schiedl ichem M a ß e konkrete Raum-Vors te l lungen 
v e r b i n d e n , Vorste l lungen, die durchaus nicht mit u n 
serer E r f a h r u n g der U m w e l t übereinstimmen, die 
d u r c h unsere Sinnesorgane nicht vermittelt werden 
u n d a u c h nicht vermittelt werden können. M i r 
scheint, daß unser Vermögen zur R a u m - V o r s t e l l u n g 
durchaus nicht beschränkt ist auf die uns v o n K i n d 
heit an gegebene Er fahrung des Raumes, sondern er
weiterbar ist z u Raum-Vors te l lungen, denen keine 
physikal ische Realität z u G r u n d e liegt, bedingt a l le in 
durch das D e n k e n darüber, oder durch V e r w e n d u n g 
v o n C o m p u t e r n , die uns bi ldhaft zumindest einige 
Aspekte v o n ungewöhnlichen Räumen opt isch näher 
bringen können. Ich spreche hier also v o n p s y c h o l o g i 
schen Vorgängen, w e n n ich v o n einer erweiterten 
R a u m - V o r s t e l l u n g bei den M a t h e m a t i k e r n rede, nicht 
n u r v o m Formelaufbau, v o n den Berechnungen, auf 
die sich der jeweilige Raumbegri f f stützt. U m ein so l -
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ches Beispiel anzugeben, werde i ch Ihnen a m Schluß 
meines Vortrages einen F i l m über einen sich drehen
den 4-dimensionalen Würfel zeigen. In der gedruckten 
Fassung dieses Vortrages s ind die graphischen M ö g 
l ichkeiten des Filmes d u r c h einige geeignete Z e i c h n u n 
gen ersetzt w o r d e n . 

Von verschiedenen mathematischen Raum-Begriffen 
und ihren Eigenschaften 

Im M i t t e l p u n k t meines Vortrages sol len jedoch einige 
konkrete Beispiele v o n Eigenschaften stehen, die w i r 
a n Räumen studieren. Ich k a n n hier weder einen 
Überblick über alle denkbaren Eigenschaften v o n 
Räumen geben, noch den mathematischen H i n t e r 
g r u n d jeder Eigenschaft v o l l ausleuchten. Ich werde 
daher nur an einigen wenigen Beispielen zeigen, w i e 
m a n konkret einige Eigenschaften des Raumes def inie
ren k a n n u n d welche Konsequenzen w i r aus diesen E i 
genschaften ziehen können. 

Was liegt einem R a u m z u G r u n d e ? D a w i r den R a u m 
ohne M a t e r i e , ohne Zeit studieren w o l l e n (diese kön
nen als besondere Aspekte eines größeren Raumes 
aufgefaßt werden) ist der einzige interessante zugehö
rige Begriff der des Ortes oder des Punktes . E i n R a u m 
besteht aus seinen P u n k t e n u n d hat zunächst keine 
weiteren Eigenschaften, er ist die Z u s a m m e n f a s s u n g 
seiner Punkte z u einem G a n z e n . In der M a t h e m a t i k 
spricht m a n dann auch v o m R a u m als der M e n g e sei
ner P u n k t e . Das können w i r hier als einfachste D e f i n i 
t ion des Begriffes eines leeren Raumes v e r w e n d e n . 
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W a s als erste Eigenschaft h i n z u k a m , ist w o h l histo
r i s c h gesehen der Begriff des Abstandes oder der M e 
t r i k . D a s m u ß sogar den ersten M e n s c h e n schon be
w u ß t gewesen sein. Welche grundlegenden Eigen
schaften hat n u n der Begriff des Abstandes? Es gelten 

1) D e r A b s t a n d A ( p , q ) zweier Punkte p u n d q ist i m 
mer eine pos i t ive reelle Z a h l u n d genau d a n n ist der 
A b s t a n d N u l l , w e n n die beiden Punkte gleich s ind . 
2) D e r A b s t a n d v o n p nach q ist derselbe, wie der A b 
s tand v o n q n a c h p . 
3) Es gilt die Dreiecksgle ichung 
A ( p , q ) + A ( q , r ) > A ( p , r ) . 
D a s s i n d n u n Begriffe, die heute i n der M a t h e m a t i k 
z u r D e f i n i t i o n des metrischen Raumes verwendet wer 
d e n . E i n großer Tei l unserer geometrischen Begriffe 
läßt s ich d a m i t erfassen. So k a n n m a n z . B . einen Kre i s 
u m den P u n k t p mit dem Radius R definieren als die 
M e n g e al ler P u n k t e q , die v o n p genau den A b s t a n d 
R h a b e n . U n d mit Kreisen k a n n m a n offenbar schon 
eine re ichhalt ige Geometrie betreiben. D a ß mit dem 
Begriff der M e t r i k auch andere als unsere gängigen 
V o r s t e l l u n g e n des Abstandes beschrieben werden 
können, m ö g e das folgende Beispiel zeigen. 
E i n Tax i fahrer auf der Insel M a n h a t t a n hat den f o l 
genden Abstandsbegr i f f . D e r A b s t a n d zwischen z w e i 
A d r e s s e n p u n d q ist die kürzeste Straßenverbindung 
v o n p n a c h q . N e h m e n w i r an , daß es keine E i n b a h n 
straßen i n N e w Y o r k gibt, dann gelten für diese M e 
t r i k ebenfalls die drei oben genannten Eigenschaften. 
Dieser metrische R a u m sieht aber offenbar ganz a n 
ders aus, als der übliche. D i e Punkte s ind z . B . nur die 
erre ichbaren Adressen an den Straßenzügen M a n h a t -
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tans. D i e oben eingeführte D e f i n i t i o n des Kreises er
gibt für den Taxi fahrer a m P u n k t p die folgende Figur : 

Welches waren historisch die nächsten Eigenschaften 
des Raumes, die d u r c h die M a t h e m a t i k erfaßt w u r 
den? D a m u ß i n erster L i n i e die griechische Geometr ie 
genannt werden, die mit dem N a m e n E U K L I D ver
bunden ist. E u k l i d führte außer d e m Begriff P u n k t 
auch die Begriffe Gerade , Ebene, W i n k e l , K r e i s u s w . 
ein u n d studierte ihr gegenseitiges Z u s a m m e n s p i e l i n 
axiomatischer F o r m . A u s der V i e l z a h l der Sätze aus 
dieser Geometr ie sei n u r einer herausgegriffen, näm
l i c h : 
D i e S u m m e der W i n k e l i n e inem Dreieck ist 1 8 0 ° . 
Z u m Beweis dieses Satzes benötigt E u k l i d sein Para l le 
l enax iom, die A n n a h m e , 
daß z u einer Geraden d u r c h einen P u n k t genau eine 
Parallele verläuft. 
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W i r w e r d e n später noch e inmal auf diesen Satz z u 
r ü c k k o m m e n . H i e r sei nur darauf hingewiesen, daß 
die Geometr ie des E u k l i d mit Ob jekten operiert , die 
keine Z a h l e n s ind u n d auch nicht d u r c h Z a h l e n festge
legt w e r d e n . 

D e r nächste Schritt w a r d a n n die großartige Beschrei
b u n g geometrischer Objekte mit H i l f e ihrer K o o r d i n a 
ten, deren Einführung w i r René Descartes v e r d a n k e n . 
Er schrieb d a z u 1619 i n einem Brief an den M a t h e m a 
t iker u n d Freund Beekman: »Eine völlig neue W i s s e n 
schaft, die eine allgemeine Lösung aller Probleme er
laubt , die irgendwie qual i ta t iv k o n t i n u i e r l i c h oder 
d i s k o n t i n u i e r l i c h gestellt werden können u n d die i n 
Übereinstimmung mit der N a t u r s i n d . . . damit w i r d 
fast nichts Neues mehr i n der Geometr ie entdeckt wer 
den können .« H i e r wurde erstmals das gesamte G e 
dankengebäude der Geometrie d u r c h Z a h l e n er faß
bar , ja mi t Z a h l e n völlig treu wiedergegeben. In der 
Ebene w u r d e n zur Beschreibung eines Punktes z w e i 
K o o r d i n a t e n (x,y) benötigt, i m R a u m drei K o o r d i n a 
ten ( x , y , z ) , u n d mit der Erfassung der Punkte d u r c h 
Z a h l e n k o n n t e n auch geometrische Figuren d u r c h 
Z a h l e n beschrieben werden, der K r e i s x 2 + y 2 = 1 
oder die Gerade y = 2x 4- 1 e twa . D i e Brücke z w i 
schen der Geometr ie u n d dem Rechnen w a r geschla
gen. D i e Eigenschaften des Raumes w u r d e n der Rech
n u n g zugänglich. 

E i n weiteres w u r d e auch möglich. D a ein P u n k t i m 
R a u m d u r c h das Tr ipe l (x,y,z) seiner K o o r d i n a t e n 
vollständig beschrieben w u r d e , w a r es für den M a t h e 
mat iker gleichgültig, ob er seine Überlegungen a m 
P u n k t p oder an den K o o r d i n a t e n (x ,y ,z) ausführte. 
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Er hatte aber jetzt die Möglichkeit , auch Geometrie 
mit P u n k t e n z u betreiben, die d u r c h 4 K o o r d i n a t e n 
(u ,x ,y ,z ) festgelegt w u r d e n oder mit 5 oder mehr 
K o o r d i n a t e n . 
H i e r also hat die neue M e t h o d e das T o r geöffnet zu 
qual i ta t iv neuen geometrischen Begriffen, dem 
4-dimensionalen, d e m n-dimensionalen oder gar dem 
°°-dimensionalen R a u m . 
Für unsere Überlegungen z u m Begriff des Raumes 
w i r d an diesem Beispiel k l a r , w i e fließend der Über
gang v o n einer R a u m - V o r s t e l l u n g z u ihrer logischen 
u n d schließlich zahlenmäßigen Erfassung ist. K o o r d i 
naten erfassen vollständig das Gebäude der e u k l i d i 
schen Geometr ie , sie er lauben darüber hinaus E r w e i 
terungen der Geometr ie , die sonst w o h l k a u m »denk
bar« wären. Sie erweitern aber letztendlich auch unse
ren Erfahrungs- u n d A n s c h a u u n g s r a u m auf äußerst 
abstrakte u n d subtile Weise. D i e Frage, w a r u m ein 
großer M a t h e m a t i k e r w i e Bernhard R i e m a n n eine be
sondere Fähigkeit für höherdimensionale V o r s t e l l u n 
gen u n d A n a l y s e hatte, w a r w o h l für die P h i l o s o p h e n 
u n d auch die Psychologen bis v o r wenigen Jahrzehn
ten ledigl ich die Frage nach den ungewöhnlichen u n d 
unerklärbaren Kräften eines einzelnen M e n s c h e n . In 
der heutigen Zei t , in der mehr u n d mehr M e n s c h e n 
mit der M a t h e m a t i k u n d den ständig wachsenden 
Möglichkeiten für geometrische Dars te l lung d u r c h 
C o m p u t e r in Berührung k o m m e n , stellt s ich i m m e r 
stärker die Frage nach den G r e n z e n der menschl ichen 
Vorstel lungskraft b z g l . des Raumes . Vie le Möglich
keiten u n d Var ianten der Geometr ie werden heute er
fahrbar durch C o m p u t e r - G r a p h i k u n d die Frage, ob 
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die 3-dimensionale euklidische A n s c h a u u n g s f o r m für 
uns d e n k n o t w e n d i g ist oder welche A n s c h a u u n g s f o r 
men für den Raum-Begri f f möglich s i n d , scheint m i r 
mehr denn je ungeklärt. Ich meine, daß w i r bei genü
gender Beschäftigung u n d unter V e r w e n d u n g der neu
en technischen Möglichkeiten zu ungeahnten neuen 
räumlichen A n s c h a u u n g s f o r m e n k o m m e n können. 
In der verbleibenden Zeit dieses Vortrages möchte i ch 
Ihnen drei mögliche Erweiterungen unseres R a u m b e 
griffes erläutern. D i e Unsymmetr ie der eukl idischen 
Geometr ie der Ebene, nämlich daß z w e i verschiedene 
Geraden sich entweder i n einem P u n k t schneiden, 
oder aber zueinander paral le l ver laufen (dieses ist die 
einfachste v o n einer Reihe v o n Unsymmetr ien) w u r d e 
i m letzten Jahrhundert auf zweierlei Weise behoben. 
Eine Lösung w a r die Einführung der pro jekt iven G e o 
metrie, die andere die Einführung der nicht
eukl idischen Geometr ien . 
D i e pro jekt ive Geometr ie z . B . der Ebene führt für jede 
R i c h t u n g v o n (parallelen) Geraden einen idealen »un
endl ich fernen« P u n k t e in , i n dem sich d a n n die p a r a l 
lelen Geraden schneiden. Weiter führt sie die »unend
l i c h ferne« Gerade als die M e n g e aller »unendlich fer
nen« Punkte e in . Diese neuen P u n k t e u n d Geraden 
werden z u den schon vorhandenen völlig gleichge
stellt u n d eine geeignete Erfassung dieser Objekte 
zeigt, daß diese Erwei terung widerspruchsfre i ble ibt . 
So k a n n m a n i n der pro jekt iven Geometr ie d a v o n 
sprechen, daß sich zwei Geraden i m m e r schneiden 
müssen. Die beklagte U n s y m m e t r i e ist damit beho
ben . D i e euklidische Geometrie der Ebene spielt sich 
in e inem Teil der pro jekt iven Ebene ab . Ähnlich k a n n 
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m a n auch den 3-dimensionalen eukl idischen R a u m i n 
den 3-dimensionalen pro jekt iven R a u m einbetten. 
D a m i t w a r auch das Verständnis z . B . der ebenen Per
spektive gewachsen. Lassen Sie m i c h das etwas weiter 
ausführen. In der geometrischen F o r m u l i e r u n g der 
Perspektive betrachtet m a n A b b i l d u n g e n des Raumes 
auf die (Zeichen)-Ebene gemäß der folgenden Skizze 

r 

1 , . -V p 

Strahlen v o m P u n k t P z u den P u n k t e n des 3 -d imen
sionalen Objektes werden mit der Zeichenebene Z ge
schnitten u n d ergeben das A b b i l d des Objektes . Be
trachten w i r das Beispiel v o n paral le len Eisenbahn
gleisen: 

In der perspektivischen Dars te l lung der Ebene E, i n 
der die Gleise l iegen, auf die Zeichenebene erhält m a n 
also tatsächlich einen unendl i ch fernen P u n k t , ja so
gar die unendl ich ferne Gerade als H o r i z o n t - L i n i e . D i e 
Dars te l lung unserer Ebene E auf Z ist erst dann w i r k 
l i c h s i n n v o l l , w e n n m a n E als pro jekt ive Ebene mit 
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unendl i ch ferner Geraden auffaßt . Eine s innvol le , ja 
anschauliche Erwei terung unseres Raumbegrif fes! 
Eine der wicht igsten Eigenschaften des Raumes, die 
auch erst d u r c h Einbet tung des Raumes i n gewisse Er 
weiterungen ganz verständlich w i r d , ist die sogenann
te Krümmung des Raumes. Lassen Sie m i c h d a z u eine 
2-dimensionale A n a l o g i e betrachten. D i e Menschhei t 
hat lange gebraucht , bis sie eingesehen hat, daß die 
Erde eine K u g e l ist. D e m Seefahrer hätte das nicht 
ganz überraschend k o m m e n können, denn tatsächlich 
k a n n m a n s ich d a v o n mit guten A u g e n selbst überzeu
gen mit der Feststellung, daß weit entfernte Leuchttür
me, Berge, Schif fe auf d e m M e e r an k laren Tagen mit 
der oberen Hälfte schon über den H o r i z o n t ragen, ehe 
sie ganz z u sehen s i n d . 

D u r c h astronomische Beobachtungen an verschiede
nen O r t e n w u r d e diese Tatsache gefestigt. Wären w i r 
jedoch, wie auf der Venus , dauernd unter tiefliegen
den W o l k e n verborgen, wäre dieselbe Entdeckung 
spätestens n a c h der ersten Weltumsegelung gemacht 
w o r d e n . A b e r selbst i n einem Lande w o h n e n d , das 
v o n lauter fe indl ichen N a t i o n e n umgeben ist, die k e i 
ne Durchreise gestatten, wäre diese Feststellung mög
l i c h gewesen. 

Bevor i ch Ihnen erkläre, wie das möglich ist, möchte 
ich Ihnen m e i n Lieblingstier vorstel len, die berühmte 
u n d hochintel l igente W i n k e l m a u s . Sie hat die ent
scheidende E n t d e c k u n g gemacht, daß die W i n k e l s u m -
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me i m Dreieck 180° ist, u n d sie hat dabei das Para l le 
l enax iom nicht verwendet ! W i e w a r sie vorgegangen? 

Sie w a r geradeaus v o n C nach A gelaufen, hatte bei 
A eine D r e h u n g nach rechts u m den W i n k e l a ge
macht u n d w a r rückwärts nach B gelaufen. D o r t hatte 
sie sich weiter nach rechts u m den W i n k e l ß gedreht 
u n d w a r n u n m e h r wieder vorwärts laufend geradeaus 
nach C g e k o m m e n . D o r t hat sie s ich schließlich n o c h -
e inmal nach rechts u m den W i n k e l y gedreht u n d fest
gestellt, daß sie s ich n u n m e h r u m a + ß + y gedreht 
hat u n d rückwärts z u der Ausgangsr i chtung endet, a l 
so u m 180° verdreht . D a r a u s schloß sie messerscharf, 
daß a + ß + y = iso°. E i n phantastischer neuer Be
weis des Satzes über die W i n k e l s u m m e i m Dreieck o h 
ne V e r w e n d u n g des Para l le lenaxioms. A b e r leider ist 
er nicht k o r r e k t , w i e w i r gleich sehen werden . 
D i e Wissenschaftler i n der isolierten u n d v o n W o l k e n 
bedeckten N a t i o n stellen nämlich etwas anderes fest; 
w e n n sie ihre W i n k e l m a u s laufen lassen u n d ihr die 
genauen Z a h l e n für die W i n k e l a, ß u n d y mitgeben, 
d a n n k o m m t schließlich eine ganz aufgeregte W i n k e l 
maus zurück mit der Feststellung, daß sie s ich auf d e m 
Wege u m mehr als 180° gedreht hat, u m sich a m Ende 
e inmal nach rückwärts gedreht z u haben. A n der 
Skizze ist das leicht z u erkennen. Läuft die M a u s z u m 
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Beispiel v o m N o r d p o l z u m Äquator , dreht dort u m 
9 0 ° , läuft d a n n längs des Äquators n o c h e inmal die
selbe Strecke, dreht u m weitere 9 0 ° , läuft d a n n z u 
rück z u m N o r d p o l u n d dreht sich nochmals u m 9 0 ° , 
so hat sie sich u m 270° gedreht, steht jedoch rück
wärts zur Ausgangsr ichtung . D a s , so erklären die 
Wissenschaftler dieses Landes, k a n n nur daran liegen, 
daß die Erdoberfläche gekrümmt ist. A u c h andere 
Sätze der eukl idischen Geometr ie gelten nicht mehr . 
Gehen Sie z . B . auf der Erde erst 3000 k m i n einer 
R i c h t u n g , dann 4000 k m i m rechten W i n k e l d a z u , 
d a n n s ind Sie nicht etwa 5000 k m v o m Ausgangs
p u n k t entfernt, w i e der Satz des Pythagoras vermuten 
l ieße, sondern nur 4875,13 k m . Ich w i l l jetzt nicht 
darauf eingehen, was die W i n k e l m a u s falsch gemacht 
hat, sondern nur hinweisen auf die Tatsache, daß m a n 
i m sehr kleinen Bereich schon feststellen k a n n , ob die 
Erdoberfläche gekrümmt ist oder ob sie f lach ist. 
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Gauss u n d R i e m a n n haben dieses i n eine d e n k b a r e in
fache Formel gebracht: 
c 2 = E a 2 + 2Fab + G b 2 , 
die für E = 1, F = 0 u n d G = 1 den Satz des P y t h a g o 
ras i n der Ebene ergibt u n d mit al lgemeinen Wer ten E, 
F u n d G die Geometr ie der gekrümmten Flächen er
faßt . E i n ähnliches M a ß 
d 2 = E a 2 + F b 2 + G c 2 + 2 H a b + 2 lbc + 2 K a c 
beschreibt die Krümmung des 3-dimensionalen R a u 
mes. 
D i e bedeutende Beobachtung hier ist, daß m a n aus i n 
neren Eigenschaften al le in u n d sogar aus l o k a l e n E i 
genschaften schließen k a n n , ob der R a u m gekrümmt 
ist oder nicht . Es bedarf keines Betrachters aus einer 
höheren D i m e n s i o n , nicht e inmal der Existenz einer 
höheren D i m e n s i o n für die Möglichkeit der R a u m 
krümmung. Sie ist a l le in i m 3-dimensionalen def inier 
bar u n d k a n n p h y s i k a l i s c h al le in dort getestet w e r d e n . 
D e r R a u m i n unserer Nähe k a n n also gekrümmt sein, 
u n d es gibt p h y s i k a l i s c h meßbare Bedingungen dafür. 
Dafür benötigen w i r nicht die physikal ische Existenz 
einer 4. R a u m - D i m e n s i o n . 

A l l e r d i n g s zeigt die M a t h e m a t i k auch , daß m a n s o l 
che gekrümmten Räume i m m e r i n höherdimensionale 
»flache« Räume einbetten k a n n . Tatsächlich f inden 
sich viele verschiedene mögliche Wel tmodel le i n einer 
Theor ie v o n Roger Penrose i n einem einzigen 
10-dimensionalen R a u m (komplex v o n der D i m e n s i o n 
5) u n d gestatten damit eine einheitl iche geometrische 
Behandlung . Dieser 10-dimensionale R a u m ist a u c h 
n o c h als pro jekt iver R a u m gewählt, so daß verschie
dene Einbettungsideen zusammen laufen, E inbet tung 
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des gekrümmten Raumes in einen »Hachen« R a u m , 
E inbet tung des eukl idischen Raumes in einen pro jekt i 
ven R a u m , Einbettung der reellen Z a h l e n in die k o m 
plexen Z a h l e n . 

Die dreidimensionale Sicht eines 
vierdimensionalen Würfels 

Ich habe versucht , Ihnen anzudeuten, wie m a n den 
(leeren) R a u m u n d einige seiner Eigenschaften mathe
mat isch erfassen k a n n , wie die dabei verwendeten 
K o n z e p t e verallgemeinert werden können, u m andere 
M o d e l l e unserer physikal i schen Wel t angeben z u kön
nen, d a ß unsere Welt aber nicht d e n k n o t w e n d i g i n ei
nem R a u m höherer D i m e n s i o n liegen m u ß . Außer 
dem hoffe i c h , daß ich Ihnen die Vors te l lung des M a 
thematikers v o m R a u m etwas näher br ingen konnte . 
Sie ist w o h l d u r c h Er fahrung geprägt, aber dieser Er 
f a h r u n g s r a u m k a n n ausgedehnt werden , v o r a l lem 
d u r c h die Möglichkeiten der C o m p u t e r - G r a p h i k . 
Z u m A b s c h l u ß meines Vortrages w i l l i ch Ihnen n u n 
eine solche Möglichkeit vorführen, nämlich die D a r 
stellung eines 4-dimensionalen Würfels . D a z u m u ß 
ich n o c h e i n m a l auf das bei der Perspektive Gesagte 
zurückkommen. Betrachten w i r die Darste l lung eines 
gewöhnlichen Würfels mit einem unendl ich weit ent
fernten Beobachter , d . h . ohne Perspekt ive. 

A l l e s , w a r w i r v o m Würfel sehen können, ist ein flä-
chenhaftes B i l d . Versuchen w i r uns n u n e inmal ein 
2-dimensionales Wesen vorzuste l len . W i e sieht das ein 
Q u a d r a t i n der Ebene? Es ist gewöhnt, aus einer 
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Z e i c h n u n g i n der Zeichengeraden Z die flächige 
S t ruktur des Quadrates z u rekonstruieren, z u sehen. 
W i e k a n n m a n aber d e m Flachwesen einen Würfel z e i 
gen? Das geht aus der folgenden Skizze hervor . 

M a n proj iziert zunächst den Würfel so, w i e w i r das 
für unser eigenes Sehen v o n Z benötigen, u n d zeigt 
diese Figur d a n n d e m Flachwesen. Es w i r d auch 8 m i t 
einander verbundene P u n k t e sehen (manchmal a u c h 
n u r 4 oder 2) u n d sich d a n n die flächenhafte F igur 
vorstel len können. A b e r welche V e r w i r r u n g , w e n n 
w i r den Würfel drehen u n d das Flachwesen die s ich 
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ändernden miteinander verbundenen Vierecke sieht, 
die sich jedes einzeln v e r f o r m e n ! Vie l le icht w i r d es 
nach langem U m g a n g damit sogar ein gewisses Gefühl 
der 3. D i m e n s i o n erahnen, viel leicht sogar die 3. D i 
mension mit vie len ihrer Eigenschaften erfassen u n d 
sich vorstel len können. Sicher bedarf das jedoch sehr 
vieler Übungen. W i e können w i r dem Flachwesen den 
Würfel n o c h näherbringen? N u n z . B . d u r c h Q u e r 
schnitte wie etwa diesen: 

D a s Flachwesen würde also ein Sechseck sehen, das 
b e i m D u r c h g a n g d u r c h den Würfel sich über ein D r e i 
eck aufbaut u n d d a n n wieder über ein Dre ieck ver
schwindet . Selbst für uns 3-dimensionale Wesen ist 
das eine ganz ungewöhnliche Perspekt ive . 
Übersetzt i n unsere Sicht des 4-dimensionalen Würfels 
müssen w i r also mit ähnlichen Schwier igkei ten rech
nen. W i r werden i m folgenden F i l m einen 
4-dimensionalen Würfel sehen, der zunächst ins 
3-Dimensionale proj iziert w i r d . D i e entstehende 
3-dimensionale Figur können w i r auf der L e i n w a n d 
betrachten u n d den räumlichen E i n d r u c k dadurch 
verstärken, daß w i r das 3-dimensionale B i l d drehen, 
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eventuell sogar perspektivisch darstellen. Weiter w i r d 
der 4-dimensionale Würfel gedreht werden - u m eine 
Ebene! — u n d w i r werden die sich ändernden 
3-dimensionalen Pro jekt ionen sehen. Was haben w i r 
z u erwarten? E i n 4-dimensionaler Würfel hat 

8 Würfel als Begrenzungsräume 
24 Flächen als Grenzen zwischen den 8 Würfeln 
32 Kanten u n d 
16 Ecken 
Es werden nur die 16 Ecken u n d 32 K a n t e n gezeigt 
werden . Eine typische Figur also ist 

die w i r als das A b b i l d v o n 8 (durch Schrägprojektio
nen verzerrten) Würfeln deuten müssen. Im zweiten 
Tei l des Filmes werden w i r d a n n beobachten können, 
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wie ein Schnitt-»Raum« d u r c h den 4-dimensionalen 
Würfel geführt w i r d u n d welche Schni t t formen (Kör
per) dabei auftreten. Eine typische Schni t t form w i r d 
ein Oktaeder sein, eine andere eine dreieckige Säule . 

Ich überlasse Sie nunmehr den Eindrücken des k u r z e n 
Filmes u n d der Frage, ob Sie anschließend schon 
4-dimensional sehen oder denken können, wie es e i n i 
ge M a t h e m a t i k e r , die mit solchen C o m p u t e r - G r a p h i 
k e n arbeiten, v o n sich behaupten. 

202 


