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NOTES DES MEMBRES ET CORRESPONDANTS 

ET NOTES PRfiSENTßES OU TRANSMISES PAR LEURS SOINS 

ALGEBRE DE LIE. — C o h o m o l o g i e d e s p - a l g e b r e s d e L i e . 

Note':(*) de M . BODO PAREIGIS, presentee par M . Jean Leray. 

Une def init ion nouvelle de l a cohomologie des p-algebres de L i e sur u n corps k 9 

q u i permet de decrire les extensions et les p-noyaux de p-algebres de L ie . Cette 
cohomologie s'accorde avec l a cohomologie de certains groupes formels. 

1. Une theorie cohomologique d'une classe d'algebres devrait decrire 
certaines extensions et certains noyaux avec le deuxieme et le troisieme 
groupe de cohomologie comme, par exemple, dans la categorie des groupes. 
Si Ton pose (pour des p-algebres de Lie g et I) sur un corps k de caracte
ristique p, I) etant abelienne et teile que g opere sur I) par des p-derivations) 

Ö"(g> ty) = Ext£(7r, I)) rc^o, oü U est la p-algebre enveloppante de g 
sur /c, on n'obtient ces descriptions que dans le cas oü f) est fortement 
abelien, c'est-ä-dire l) [ ' J l= o [('), (% 

C'est pourquoi nous prenons la definition suivante. L a categorie des 
p-algebres de Lie abeliennes 1}, sur lesquelles opere g, est isomorphe ä la 
categorie des T-modules, oü T = /c[P] 0/,-U a une mult ipl icat ion teile que 
uP = o s i u € g C U , celle de A[P] = / c 0 / c P 0 . . . etant teile que P X = X''P 
si Xe/c. Soit C ~ T(g)/, g/K, oü le T-module K est engendre par 

| g 0 g' _ g
f 0 g _ , 0 [ o- g> ], ( P ® .) ® £• + ( i <g> g ' -

x
) ® g - i <g> g"]

 | g, g' € g j . 

Alo is nous definissons 

II« ( « , I)) = o e l 11« (j, Ij) = E M r 1 (C , /*) ( n ^ i ) . 

Soit o -> 1) -> f -> g -> o une extension inessentielle de p-algebres de 
Lie. Si s : g —> c est une section (un homomorphisme de p-algebres de Lie) 
de cette extension, 5 est decrite par une certaine application /c-lineaire 
G : g -> \)(sg = (ag, g)). Parce que : T(g) g-> f) annule K , nous 
obtenons un T-homomorphisme sr : C -> i). L 'appl icat ion est un 
isomorphisme entre Hom T (C , I)) = H' (g, I)) et le groupe des sections g -> C. 

Si /t€l) l 'application gt—>g+•[/*, g] de g dans C n'est pas un homo
morphisme de p-algebres de Lie en general contrairement ä ce qui se passe 
pour les algebres de Lie. 

2. Soit M un U-module et considerons une paire d'applications 
" : g <2) g ~> M et : g -> M soumises aux conditions : 

a. T est /c-lineaire; 

^ ( g ® g ) = o; 
c . r . ( k g ) = \ f r . ( g ) s i Xe/c, g € g ; 

C. R., 19ÜG, a« Semestre. (T. 263, N° 20.) S6ries A - B — 117 
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d. « ( g . + gi) = T.(gl.) + r . ( g 1 ) - 2 2 ( 1 / l r , ( ° ) l ) ? « " - - - ^ " 

X T ( g „ i J ® a d g / l < v i i . . .adg, ; / , ,,(g,)), 

oü £ parcourt les applications { i , . . ., p — i |—̂  ] o, i [ teile que 
i ^ 1 | t'~l (o) | = card \ n \ t ( n ) = o Cela definit le probleme universel (*) 
de trouver un U-module E(g) et des applications : J l ^ l j E ( j ) , 
TC' : g -> E(g) verifiant (a), (6), (c) et (d) tels que pour tout U-module M 
et toute paire (T, r.) verifiant (a), (6), (c) et (d) i l existe an et un seul 
homomorphisme cp : E(g) -+ M tel que (T, T:) = (OT', or/). Alors T ' : g(g)i\ - > E(i\) 
definit un U-homomorphisme i : U (g) (g /\ g) -> E(g). Soit /c(g),g l'espace 
vectoriel deduit de g par l'extension £ : X X'' de scalaires (de k ä /c) 
et U0/,/c(g) ig= U 0 : i | . Soit T = o et rw(g) = i 0 g . Alors (T, T>) verifient (a), 
(fc), (c) et (d) et i l y a un U-homomorphisme q : E(g) -> U 0 £ f l . 

T H E O R E M E 1. — i7 existe une S o l u t i o n u n i v e r s e l l e (E(g), T ' . r/) du p r o b l e m e 

u n w e r s e l (*) etf Za siute 

( * * ) U ® * ( « A * ) ->E ( * )^U<g ) e j - *o 

es£ e x a c t e . 

A cause de (••), P(fl) = U <g) (g A g) 0 U (g)2 g est une extension libre 
de E(g) . 

E x e m p l e 1. — Soient 

M = ü ®k 9, T (g <g> / ) = g ® - ® A' - i ® l & 11 

Dans ce cas, l 'application o*: P(g) -> M sera notee d { . 
E x e m p l e 2. — Soient 

M = T ( g ) , , 9 , T <g) ) = # <g) g' - i,"' <g> A'- - i <8> 1 g ' \ , 

Dans ce cas, on notcra d : T ® r P ( g ) -> T®/,g l 'application a®b ~> a o ' ( b ) . 

Soit F(g) le U-sous-module deE (g) engendre par les elements 

*(g'»#0 = Ö • T ' (A ' s® A'-) -+• A's •' ( # » ® A ri) 
+ * (*• ® A'*) + <g) [g,, # J ) + r'<g> [ |) 4- 7'(-:;(8)1-,, J) 

et 

ß (£ , = T' (g>'®gf
) - g' n' (g) - 2 * ' ' ~ ' ~ / T ' < A ' ® H A W ) ) ' 

Soit F ' ( 9 ) = r ' (F(fl)) oü / - : P ( f l ) - E ( 9 ) . 

T H E O R E M E 2. — Les s u i t e s 

o->F(9) ->P(g) ^ U ® ^ » > U 4 / ->o. 
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oü t e s t V a u g m e n t a t i o n e t d 0 ( u $ Q g ) = u g , e t 

o - > T ® Ü F ' ( 0 ) - > T ® Ü P ( 9 ) 4 . T ® I T 9 ^ C - > o 

s o n t e x a c t e s . 

Soit o -v l ) ->e->j j ->o une extension de p-algebres de Lie induisant 
l 'operation donnee de g sur 1). L a classe de cette extension est decrite 
ä equivalence pres par deux morphismes de structure •*: : g®g ->- I) 
et rw : g -> I) soumis aux conditions (a), (6), (c), (d) et 

e- a(g<> g*> g*) = o; 
ß(g, g') = o. 

On obtient une teile paire de morphismes de structure (T, H) ä partir 
d'une section s : g -> e (/c-homomorphisme), en posant 

? ( g < 8 > g ' ) = [«\ s g ' ) - s [ g , g ( ] et n { g ) = ( s g ) M - s ( g { > ' ] ) -

Une paire de morphismes de structure (T, H) est äquivalente a une autre 
paire (T*, TI*), si et seulement s ' i l existe un H o r n i g , !)) tel que 

et 
» ( # ) - (tf) = + ( 8 ) + + (£) - + ) • 

Co R O L L A I R E 1. — H3(g, I)) ^ Opext(g, I)). 
L a deuxieme suite exacte du theoreme 2 induit une suite exacte 

H o m T ( T < g ) 0 , I , ) ^ I - ^ 

et 
H o n i T ( T ® L . ( E ( 0 ) / F ( g ) ) , I,) Ä Hom„ ( E ( J ) / F (9) , I)) 

s'identifie d'apres le theoreme 1 aux paires (T, it) verifiant les conditions (a), 
(6), (c), (d), (a) et (/). 

C o R O L L A I R E 2. — H " (g, I)) ^ H"(g, I)) pour rc^3. 

Car, pour n ^ 3 , 

H « ( 0 , Ij) z r E x t T 1 ( C , l|) ^ E x i r 1 ( T ® ü ( E ( g ) / F ( 9 ) ) , l,) 

^Extß- « ( E ( g ) / F ( g ) , I,) Ä E x t g ( * , b) = fi*(0,!)). 

3 . Soit f une p-algebre de Lie avec le centre I). Soit D(f) la p-algebre 
de L ie des p-derivations de f et I(f) l ' ideal des p-derivations interieures 
de f. Soit [/.: g D(f)/I(f) un p-homomorphisme, qui induit une Operation 
donnee de g sur I). L a paire (f, [/.) est appelee p-noyau sur g et I) est appelee 
nucleus de (f, [/.). On peut introduire une relation d'equivalence dans 
l'ensemble des p-nbyaux sur g avec le nucleus \) et une addit ion des classes 
d'equivalence de sorte qu'elles forment un groupe commutatif 
p-Ker(g, I)) ('). Pour I) fortement abelien, Hochschild a prouve que 
H 3 (g, l)) ^ p-Ker (g , 1)). Par le corollaire 2, cela signifie que 
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H 3 (g , I)) ^ p - K e r (g, I)*) p o u r 1) abe l i en , oü I)* est i s omorphe ä I) c omme 
g-module, ma is oü l a p - a p p l i c a t i o n est zero. 

So i t (f, [i.) u n p - n o y a u avec le nuc leus I). O n peut changer dans f l a 
p - app l i c a t i on , de fagon que l a r e s t r i c t i on ä 1) soit zero, p a r u n h o m o m o r -
ph i sme p-semi- l inea ire l c, oü c est l ' ensemble des e lements de 1) q u i 
sont annules p a r g. [/. reste inchange . Ce la de f in i t i n i s omorph i sme 
p - K e r (g, I)) = p -Ker ( g , 1)*). 

T H E O R E M E . 3 — H 3 (g , \)) ^ p -Ker (g , I)). 

4. So i t k u n corps de carac te r i s t ique p . L ' a p p l i c a t i o n q u i ad jo in t l a 
p-algebre de L i e ä t o u t groupe f o rme l sur k (*) est une equiva lence de 
categories p o u r l a categorie G I F 1 des groupes i n f i n i t e s i m a u x formels 
de h a u t e u r (g. i . f.). P a r cet equ iva lence les g. i . f. abel iens corres-
pondent a u x p-algebres de L i e a b e l i e n n e s . D e p lus , les Operations d ' u n g. i . f. 
G sur u n g. i . f. abe l i en H sont en relation b i u n i v o q u e avec les Operations 
de l a p-algebre de L i e g de G sur l a p-algebre de L i e abel ienne I) de H pa r 
des p -de r i va t i ons . P o u r G et H dans G I F 1 soient H " ( G , H ) les groupes 
de H o c h s c h i l d [(2), ("}]. 

T H E O R E M E 4. — H / l(g, I)) ^ H " ( G , H ) , n ^ o f o n c t o r i e l l e m e n t e n I) 

r e s p . H , s i g r e s p . \\ e s t l a p - a l g e b r e d e L i e d e G r e s p . H e t s i V O p e r a t i o n d e g 

s u r 1) e s t i n d u i t e p a r c e l l e d e G s u r H . 

(*) Seance du 7 novembre 1966. 
(*) N . BOURBAKI, G r o u p e s et alg&br^s de L i e , H e r m a n n , Par is , i960. 
(2) DEMAZURE et GROTHENDIECK, S d m i n a i r e 1962-1964; en part icul ier : Expose V I I « , 

G r o u p e s f o r m e l s , par P . GABRIEL. 
(3) A . GROTHENDIECK, T o h o k u M a t h . J . , 9, 1957, p. 119-221. 
(*) G . HOCHSCHILD, A m e r . J . M a t h . , 76, 1964, p. 555-58o. 
(S) G . HOCHSCHILD, A m e r . J . M a t h . , 76, 1954, p. 698-716. 
(°) S. MACLANE, H o m o l o g y , Springer, BerUn-Göttirigen-Heidelberg, 1963. 
(') J . P . MAY, J . A l g e b r a , 3, 1966, p. 123-146. 
(8) S i m i n a i r e de g r o u p e s a l g e b r i q u e s , Heidelberg-Strasbourg, 1965-1966. 

(8 München 23, R h e i n s i r a s s e 39, A l l e m a g n e . ) 


