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Rudolf FRITSCH, Miinchen

Ein geometrisches Beispiel fiir die Macht und Ohnmacht des
Differentialkalkiils.

Zu den Aufgaben des Mathematikunterrichts an den allgemein-
bildenden Schulen gehdrt auch die Auslotung der Tragweite
und Grenzen bestimmter mathematischer Methoden. Jedem Lehrer
ist das bewuBt, wenn er seine Schiiler vor iibertriebener
Genauigkeit beim (Taschen-)Rechnen mit Dezimalbriichen warnt.
Hier mdchte ich diese Zielsetzung einmal am Differential-
kalkil demonstrieren. Von allem Beiwerk entkleidet handelt
es sich dabei um die Diskussion einer Schar von Arcus-
Funktionen wie sie etwa in den Aufgaben des bayerischen
Zentralabiturs [3] verlangt wird. Das diirre Gerippe kann
aber ganz attraktiv eingepackt werden und gibt filir den
Unterricht mehr her als nur eine Kurvendiskussion. Es ist

- unter bewuBt miBbr&duchlicher Verwendung eines modischen
didaktischen Terminus - ein interessantes Unterrichtsprojekt,
bei dem verschiedene Gebiete der Mathematik zur Anwendung
kommen, neben dem Titelhelden Differentialkalkiil: Elementar-
geometrie, Trigonometrie, eventuell sogar sphdrische
Trigonometrie, Stereometrie und algebraische Gleichungen.Der
reinen Lehre eines Projekts widerspricht nur, daB8 die Moti-
vation nicht von irgendwelchen Anwendungen auf der griinen
Wiese herriihrt, sondern innermathematisch begriindet ist. Sie
besteht in einer simplen Beobachtung. Das Prinzip der Analo-
giebildung fiihrt vom Winkelsummensatz fiir ebene Polygone zu
der Suche nach einem entsprechenden Satz fir 3-dimensionale
Poiyeder. In erster Linie wird man dabei die Kantenwinkel
betrachten, d.h. die Winkel, unter denen zwei Seitenfldchen
eines Polyeders gegeneinander geneigt sind, und den ersten
Gegenstand der Untersuchung bildet die dreidimensionale
Verallgemeinerung des Dreiecks: das Tetraeder, d.h. die
dreiseitige Pyramide. Auch hier wird man mit einem einfachen
Fall anfangen, der reguliren dreiseitigen Pyramide, deren
Basis ein gleichseitiges Dreieck ist und deren Spitze auf

dem Mittellot zur Basis liegt. Halten wir die Basis fest, so
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ergibt sich fiir die Kantenwinkelsumme ¥ als Funktion der
Hohe h: bei h-» 0 verschwinden auch die drei Winkel an den
Kanten der Basis, wdhrend die drei Seitendreiecke gegenein-
ander um fast 180° geneigt sind, d.h. ¥ - 540°; bei h->e
wachsen die Winkel an der Basis gegen 90° widhrend die Nei-
gung der Seitendreiecke gegeneinander auf die entsprechenden
Winkel des Grunddreiecks, d.h. 60°, f&llt, also ¥-3 : 90+
+3.60= 450°. Bei stetiger Verdnderung von h, von 0 bis « ,
kommen wir auch zum reguliren Tetraeder, zu dem Tetraeder,
dessen Kanten alle gleichlang sind, und berechnen in diesem
Fall elementar I~ 423°10'. Dieser Wert liegt auBerhalb des
durch die angegebenen Grenzwerte bestimmten Intervalls! Das
ermuntert dazu, die Kantenwinkelsumme X zumindest einiger
leicht beschreibbarer Polyeder genauer zu untersuchen und
um einerseits nicht ganz trivial, andererseits aber im
Bereich des schulisch M&glichen zu bleiben, bietet sich die
Kantenwinkelsumme reguldrer Pyramiden an. Der mathematische
Sachverhalt ist in [1] ausfilhrlich dargelegt. Es geht um die
Diskussion der Kurveschar.

s coso + cosB ,

(s+cosB)VsZ-cos’B

wobei den Variablen folgende geometrische Bedeutung zukommt:

g = cn(h) = 180° - arcsin h -

o =¢@+Yy , wobei ¢ den Winkel bezeichnet, den ein
Seitendreieck der Pyramide mit der Basis einschlieBt,
und Y den Winkel, unter den zwei Seitendreiecke
gegeneinander geneigt sind; die Regularitdt liefert
dann X =n(p+yY), wobei n die Anzahl der Seiten der
Pyramide angibt;

h : die Hohe der Pyramide;

= VA?+1 : die Linge der Seitenkanten der Pyramide
(da Winkel unter Ahnlichkeitstransformationen in-
variant sind, kann angenommen werden, daB der Um-
kreis der Basis den Radius 1 hat);
o
o = 28 = 180° - ggg_ : Winkel, den zwei aneinander-

stoBende Seiten der Basis miteinander bilden.
Nun die Diskussion:
1) "Nullstellen". Sinnvoll ist die Frage: Wann ist s cosa +
+ cosf = 0? Das ist nur fir n=5, h:=%(V§+1) der Fall. Man
suche und finde die entsprechende Pyramide in einem regu-
ldren Ikosaeder!
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2) Minima bei s = 2cosB. Die GroBe b = 2cosB beschreibt die
Linge einer Seite der Basis. Die reguldren Pyramiden mit
minimaler Kantenwinkelsumme sind also genau die Pyramiden,
bei denen alle Kanten gleich lang sind: das regulédre Tetra-
eder, das halbe Oktaeder und die Kappe des Ikosaeders. Fir
n>6 sind o und I monoton wachsende Funktion von h.

Soweit reicht die Macht des Differentialkalkiils.

3) Wendepunkte? Formal verschwinden die Ableitungen bei
s¥- 3s? cosB + cos’B =0
Das ergibt fiir den Unterricht die MOglichkeit, die L&sung
von Polynomgleichungen 3.Grades in trigonometrischen Funk-
tionen zu diskutieren. Man erhdlt
s = cosB (1+2siny) , v€{70,190°,310°}
Die Bedingung s > 1 impliziert y = 70° , 3<n<8 .
Damit kommt man zu folgender Liste.

n hn On(hn)

3 2,284 132°5'45,1"
4 1,774 166°8'46,7"
5 1,365 178°35'57,6"
6 1,036 184°59'17,4"
7 0,749 187°31'46"

8 0,463 186°52'10,1"

(on(hn)) hat als Funktion von n€RR ein Maximum an der Stelle

n = 180° : (90-arccos Vsin 70° + cos 140°)~ 7,3 mit einem Wert
von rund 187°40'37").
Eine merkwiirdige Liste! Hat sie eine geometrische Bedeutung?
Nein! Die Lage der Wendepunkte ist ndmlich parameterabhéngig.
In den vorangehenden Berechnungen wurden die zu untersuchen-
den Winkel willkiirlich auf den Parameter h bezogen. W&hlt
man s als unabhdngigen Parameter, so erhdlt man fiir die
Wendestellen die polynomiale Gleichung 4.Grades:
8s*-12bs>-4s2+b (b*+8)s-b>= 0
die andere Nullstellen hat als die vorherige Gleichung 3.
Grades! Das Phd&nomen 1&Bt sich leicht erkl&dren: Fiihrt man
irgendeine Parametertransfbrmation durch, d.h. betrachtet
man h als differenzierbare Funktion einer in einem geeigne-
ten Bereich definierten Variablen t mit h'(t) >0 fir alle t,
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so gilt einerseits g? = %% - h' , was zeigt, daB %? und g%

als Funktionen von h die gleichen Nullstellen haben. Das ist
geometrisch klar: Die Ahnlichkeitsklassen regulédrer Pyra-
miden mit minimaler Kantenwinkelsumme sind wohldefiniert!
Andererseits berechnet man

Q
~
Q

_d20. |zd_0 "
=grr - g - bt

Q
~

2 2
woraus folgt, daB %73 und %Fg als Funktionen von t im allge-

meinen verschiedene Nullstellen haben.

Die Untersuchung der 2.Ableitung bringt also nichts, der
Kalkil hat keine Macht.

Zur Abrundung des Themas im Unterricht sollte man auf die in
der Motivation gestellte Frage nach einem Winkelsummensatz
fiir konvexe Polyeder zuriickkommen und die Formel [2]

2y - Q= 2(f-2)nw
herleiten, in der Q die Summe der an den Ecken des Polyeders
gebildeten Raumwinkel und f die Anzahl der Seitenfl&chen
des Polyeders bezeichnet. Die Formel stammt filir Tetraeder
vom Abbé de Gua (1783) und allgemein von Brianchon (1837).
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