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Rudolf Fritsch

Eine geometrische Hinfiihrung zum inneren Produkt

Aus axiomatischen Forderungen an die Begriffe ,,Linge* und ,senkrecht* wird unter Zuhilfenahme von
elementargeometrischen Tatsachen das innere Produkt als eine positiv definite, symmetrische Bilinear-
form auf einem reellen Vektorraum hergeleitet. Den formalen Beweisen wird dabei soweit méglich eine
anschauliche Begriindung vorausgeschickt. Zum SchluB wird auch gezeigt, wie man umgekehrt von einem
inneren Produkt zu ,,Lange" und ,;senkrecht* kommt.

Die Lehrpline fiir die Leistungskurse in Linearer Algebra sehen z. T. eine sehr ausfiihr-
liche Behandlung des inneren Produkts vor. Deswegen hat sich der Verfasser bei der von
ihm im Studienjahr 1977/78 gehaltenen Anfingervorlesung iiber Lineare Algebra
bemiiht, die Einfithrung des inneren Produktes elementargeometrisch — unter Voraus-
setzung von Kenntnissen aus der Mittelstufe des Gymnasiums zu begriinden; Anregungen
dazu fanden sich in Aufsitzen von G. Pickert [4] und F. Ostermann [3]. Die nachstehen-
den Uberlegungen bilden eine iiberarbeitete Fassung des Vorlesungsmanuskripts und
natiirlich nur das ,,wissenschaftliche” Skelett fiir das angestrebte Ziel; das ,,didaktische*
Fleisch ist bei der unterrichtlichen Behandlung noch zu ergénzen.

Das innere Produkt bildet in der didaktischen Literatur ein Thema mit Variationen. Man
braucht sich dazu nur den Aufsatz von V. Drumm [1] anzusehen, dessen Ausfiithrungen
in vielen Punkten mit unseren Ansichten Ubereinstimmen. Insofern handelt es sich hier
nur um noch eine Variation. Es scheint allerdings doch ein grundsatzlicher Meinungs-
unterschied iiber die Rolle zu bestehen, die dem inneren Produkt im gymnasialen Unter-
richt zukommt. Beim Studium von [1] gewinnt man den Eindruck, daB dort das Wesen
des inneren Produktes als eines selbstindigen Gegenstandes mathematischer Betrach-
tung durchleuchtet werden soll. Dagegen sind wir der Auffassung, daB es sich um ein
Handwerkszeug handelt, das sich in der geometrischen Anwendung bewidhren muB. Es
ist zuzugeben, daB der Inhalt von [1] vielleicht niher an den ausgearbeiteten Lehrplidnen
orientiert ist; aber was soll denn das in Baden-Wiirttemberg formulierte Lernziel: ,,Die
Definition der Skalarmultiplikation wissen: ... Entscheiden konnen, ob eine vorgegebene
Abbildung von ¥ x ¥ nach R eine Skalarmultiplikation ist“, wenn hinterher nicht damit
gearbeitet wird. Als Anwendungsfeld bietet sich vor allem die 3-dimensionale Elementar-
geometrie an; man hitte damit eine Moglichkeit, das rdumliche Anschauungsverméogen
zu pflegen, das nach dem vélligen Verschwinden von Stereometrie und Darstellender
Geometrie brach darnieder liegt." Unser Ziel ist deshalb, von anschaulichen Begriffen
Liange und senkrecht direkt zum abstrakten inneren Produkt durchzustoBen. Dabei
wollen wir auf Nebenwege wie allgemeine Eichkurven und Purismus wie moglichst
saubere Trennung von Lingen- und Orthogonalititsaxiomen verzichten. AufSerdem sind
wir natiirlich an einem dimensionsfreien Zugang interessiert, der sich aus der Darstellung
in [1] nur mit etwas Miihe entwickeln 14Bt.

{ Mit den grundsitzlichen Ausfithrungen von L. Fiihrer in [2] zum Geometrie-Unterricht in der Ober-
stufe stimmen wir vollstindig iiberein!
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Um eventuellen Angriffen wegen Ungenauigkeit oder Schlamperei vorzubeugen, wird
fiir den folgenden Text ausdriicklich vereinbart: Wenn auf die Anschauung Bezug ge-
nommen wird, ist ein Vektor nichts anderes als ein Element, oder kiirzer: ein Punkt,
in einem R". Gelehrt kann man das so ausdriicken: Wir fassen einen Vektorraum als punk-
tierten affinen Punktraum auf.

Nun sei ¥ ein fiir allemal ein reeller Vektorraum.

Wie kann man nun mit ¥~ einen Lingenbegriff in Verbindung bringen? Anschaulich ist
die Liange eines Vektors nichts anderes als sein Abstand vom Ursprung. Also sollten wir
eine Funktion, d.h. eine Abbildung haben, die jedem Vektor x in ¥~ eine nicht-negative
reelle Zahl 1x zuordnet, symbolisch

x — lx

(Um zu viele Klammern zu vermeiden, schreiben wir — wie bei den trigonometrischen
Funktionen allgemein iiblich — 1 x fiir die Lange von x anstelle von I (x), was man nach
anderen Gebrauchen vielleicht erwarten wiirde.)

Zunichst stellen wir fest, daB eine solche Funktion durch die Vektorraumstruktur von ¥~
nicht eindeutig bestimmt sein kann. Im R2, und damit in jedem Untervektorraum von
R2, haben wir die durch den Satz des Pythagoras gegebene Lingenfunktion. Die von
(1,0) bzw. (1,1) erzeugten Untervektorraume (Figur 1) des R? sind isomorph; es gibt z B.
einen durch die Zuordnung

(1,0) — (1,1)
bestimmten Isomorphismus. Dieser ist aber nicht mit Langen vertriaglich, denn

1(1,0)= 1

(L) =)2.

aber

(L,1)

-

(1,0)
Fig. 1

,Lange" ist also ein zusitzliches Strukturdatum fiir einen Vektorraum. Nun wird man
aber nicht jede Abbildung

¥ — R*
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als Linge ansprechen wollen, sondern gewisse, in der Anschauung begriindete Eigenschaf-
ten fordern. Fiir konkrete Berechnungen stellt sich zusitzlich das Problem der expliziten
Beschreibung der Funktionsvorschrift.

Welche Eigenschaften sollte eine Lingenfunktion 1 erfiillen? Auf der Hand liegen doch
wohl die beiden folgenden Forderungen:

(L0) 1x ist genau dann 0, wenn x der Nullvektor ist.
(L 1) Fir alle reellen Zahlen 4 gilt

1(Ax)=|A]" Ix.
Ein wichtiger Spezialfall von (L1) ist (man setze A = — {):
(Lt) I(—x)=1x.

Bevor wir weitere Forderungen an | stellen, wollen wir uns kurz der Orthogonalitit zu-
wenden. Anschaulich sind zwei Vektoren x, y senkrecht zueinander, wenn sie zusammen
mit dem Ursprung ein rechtwinkliges Dreieck (Figur 2) bilden, mit dem rechten Winkel
am Ursprung, symbolisch

xly.

I(x —y)

Fig. 2 Fig. 3

Daraus sieht man zunéchst, daf3 es sich bei dieser Orthogonalitit um eine zweistellige
Relation handelt. Ahnlich wie beim Lingenbegriff kann man feststellen, daB eine Vek-
torraumstruktur verschiedene Orthogonalititsrelationen zulaBt. Die elementargeome-
trische Orthogonalitdt 148t sich mit der Langenfunktion beschreiben, entweder durch
den Satz des Pythagoras (Figur 3):

x Ly genaudann, wenn
(1x)? +(1y)* = (1(x — y))?

oder mit Hilfe der Tatsache, daB} ein Parallelogramm genau dann ein Rechteck ist,
wenn die Diagonalen gleichlang sind (Fig. 4):
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o X+y

Fig. 4 X
x Ly genaudann, wenn
I(x+y)=1(x—y).

Die Darstellung von V. Drumm in [1] geht vom Satz des Pythagoras aus; dem Vorbild
F. Ostermanns [3] und G. Pickerts [4] folgend wihlen wir die zweite Moglichkeit. Wir
ordnen also jeder Funktion 1: ¥~ — R™ eine zweistellige Relation L zu durch

L={(x,y)e? ¥ |l(x+y) =1x—y)}.

Wie iiblich schreiben wir dann kurz ,,x L y* an Stelle von ,(x,y)e L*. Wir sagen dann:
,»X ist senkrecht zu y“ oder ,,x steht senkrecht auf y“. Offensichtlich steht jeder Vektor
senkrecht auf dem Nullvektor, d. h.

x10 firalle xev .

Erfiillt die Funktion 1 die Bedingung (L1°), so ist die Relation L symmetrisch; dann gilt
auch

0Llx firalle xev .
Die weiteren Bedingungen an eine Lingenfunktion formulieren wir nun mit Hilfe der
Orthogonalitit. Es sollte doch wohl so sein, daB3 die Gesamtheit der Vektoren, auf denen

ein gegebener Vektor senkrecht steht, einen Untervektorraum von ¥~ bildet. Diese Uber-
legung fiihrt zu den Forderungen

Ay

y+z

Fig. 5 Fig. 6 b3



Fritsch: Eine geometrische Hinfithrung zum inneren Produkt 137

(L2) Aus x Ly und x L z folgt x L y+ z (Figur5).
(L3) Aus x Ly folgt x L Ay fiiralle Ae R (Figur6).
Der entscheidende Punkt fehlt allerdings noch. Wir missen verlangen, daB man von einem

Vektor auf die durch den Nullvektor und einen von Null verschiedenen Vektor bestimmte
Gerade ein eindeutig bestimmtes Lot fallen kann. Dies bedeutet formal (Fig. 7)

<

o

y g S
\J ~
X

Fig. 7

R
>

(L4) Zu jedem Paar x,y von Vektoren mit x 0 gibt es genau eine reelle Zahl o mit
xly—oax.

Nun kommt der gedanklich vielleicht wichtigste Schritt. Eine Aussage der Form: ,,Zu
jedem... gibt es genau ein...“ ist ja nichts anderes als eine Abbildungsvorschrift! Die
Bedingung (L4) verlangt also die Existenz einer bestimmten Abbildung und das ange-
strebte Ziel, das innere Produkt, wird sich nun durch Manipulationen an dieser Abbildung
ergeben. Wir bezeichnen diese Abbildung mit dem Symbol § und bemiihen uns zunichst
um eine formale Beschreibung: Der Definitionsbereich von 3§ besteht aus allen Paaren
(x,y) von Vektoren mit x % 0; der Wertbereich ist R. § ist also eine Funktion (= Abbil-
dung mit Wertebereich R) in zwei Variablen, symbolisch

§: (v \{0}) x¥— R.
Die Bedingung (L4) nimmt nun die folgende Form an:
(L4') Es gibt genau eine Funktion

8 (Y \{0)x ¥ — R mit

xLly—S58(xy)-x fiuralle (x,y)e(¥ \{0})x 7"

Fiir das weitere ist es niitzlich, die Funktion $ zu einer auf ganz ¥"x¥” definierten Funk-
tion s mit Werten in R zu erweitern. Dazu setzen wir

(x.y) = 8(x,y), falls xev \{0},ye¥ .
S%Y= 10, falls x=0€¥,ye¥ .

Anschaulich ist klar, daB es sich hierbei um keine ,stetige” Fortsetzung von § handeln
kann. Um das einzusehen wihlen wir x € "\ {0} und y € ¥" mit 8(x, y) # 0, sowie eine
Nullfolge (4;) in R*. Dann hat man (jedenfalls im ,,Anschauungsraum®)

Aix Mo 0 aber s(4;x,y) Mo o *5(0,y)=0.

DaB diese Erweiterung von § zu s trotzdem verniinftig ist, wird sich im folgenden zeigen.
Das Stetigkeitsproblem wird dadurch aus der Welt geschafft, daB bei den Anwendungen
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die Funktion s immer noch mit einer weiteren Funktion multipliziert wird, so daB3 das
Produkt dann global stetig ist. Diese Situation ist aus der Analysis durchaus bekannt. Die

auf R* definierte Funktion f:x — sin = ist zwar stetig, 146t sich aber nicht stetig auf R

fortsetzen. Definiert man aber f: R — R durch

fx = fx, xeR*
)0, x=0€R,

so ist die Funktion x s x - fx stetig auf ganz R.

Im folgenden werden wir zeigen, daB jede Langenfunktion mit den Eigenschaften (L0)
bis (L4) ein inneres Produkt bestimmt, aus dem sie sich zuriickgewinnen 1it. Dazu
benotigen wir weitere Eigenschaften der Funktion s, die man im Unterricht auf jeden
Fall elementargeometrisch plausibel machen sollte. Ob man dann die formale Riick-
fithrung auf (LO) bis (L4) noch vornimmt oder wiederum sagt, wir betrachten nur Lin-
genfunktionen, deren zugehoriges s diese elementargeometrisch verniinftigen Eigenschaf-
ten hat, hingt von den jeweiligen Rahmenbedingungen ab.

Unmittelbar klar ist jedenfalls:
(S0) esist s(x,y) =0 genau dann, wenn x L y gilt.

(Gelehrt ausgedriickt: Die Relation L ist genau die Nullstellenmenge von s; das ist be-
reits ein Grund dafiir, daB die Erweiterung von 8 zu s verniinftig ist).

Als nichstes bemerken wir, daB3 s in der zweiten Variablen linear ist:

(S1) s ist in der 2. Variablen additiv, d. h. es gilt
s(x,y +z)=s(x,y) +s(x,z) firalle x,y,ze ¥

Elementargeometrisch ergibt sich dies aus Parallelogrammeigenschaften (s. Fig, 8):

Fig 8
Die Verbindungsstrecke von 0 und ax ist ,parallelgleich” zur Verbindungsstrecke von
zund z + ax.

Letztere ist wiederum parallelgleich zur Verbindungsstrecke von fx und yx. Also ist
y=a+p.
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Die Riickfithrung auf (L 0) bis (L 4) verlduft folgendermafBen: O.w.E. sei x 0.
Wir setzen a =s(x,y) und B =s(x,z).
Dannist x L y —ax und x L z — fx, also nach (L2)
xLly+z—(x+pB)x.
Aus (L4) folgt nun
s(x,y+z)=a+B=s(x,y)+s(x,2). qed.
(S2) s ist in der 2. Variablen homogen, d.h. es gilt

s(x,Ay) = As(x,y) firalle x,ye ¥ und Ae R (Fig.9)

44— b—o0
\> ©
X

Fig. 9

Das ist natiirlich ein Spezialfall des Vierstreckensatzes und ergibt sich so:
Ist x Ly — ax, dann ist wegen (L 3) auch
x 1Ay —Adax, also s(x,Ay)=Aa. qed.

Nun betrachten wir das Verhalten von s in der ersten Variablen; das ist keineswegs linear,
weder additiv, noch homogen. Es gilt — und darauf beruht die schon erwahnte Unstetig-
keit von s: ‘

(S3) s ist in der {. Variablen antihomogen, d.h. es gilt:
s (Lx, y) = %s(x,y) fiiralle x,ye¥, AeR*.

Vom elementaren Standpunkt aus ist das die triviale Gleichung
ax = %(lx) :

Der Bezug zu (L0) bis (L 4) ist ein klein wenig komplizierter. O.w. E. kénnen wir wieder
x #+ 0 annehmen. Ist dann x 1 y — ax, so folgt aus (L 1’)— wie bereits gezeigt —y — ax 1 x,

aus(L3)dann y —ax L Ax und wiederaus (L1) Ax Ly —ax. Wegen y —ax=y— —;-).x
und (L4) ergibt sich daraus :
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s(Ax,y)= s(x,y). qed.

L
p

>R

Eine interessantere Eigenschaft dieser eng mit der Orthogonalitit verbundenen Funktion
s ist die Tatsache, dafl man mit ihrer Hilfe die Langengleichheit charakterisieren kann.

(S4) Die Vektoren x,y€ ¥ haben genau dann gleiche Linge, wenn gilt
s(x+y.x)=s(x+yy).

Die Gleichung besagt — im Fall x + y +0 - daB die von x und y auf die Verbindungs-
gerade von 0 und x + y gefillten Lote den gleichen FuBpunkt haben, daB also die
Diagonalen in dem von 0,x,x + y und y gebildeten Parallelogramm aufeinander senk-
recht stehen (Fig. 10 u. 11). Das ist aber genau dann der Fall, wenn dieses Parallelogramm
eine Raute ist, d.h. wenn Ix = ly gilt.

X+y

Fig. 10

Fig. 11

Die Ableitung aus den ,, Axiomen* ist einfach: Wegen 2 +0 und (L1) ist 1x = 1y gleich-
wertig mit 1(2x) = 1(2y). Diese Gleichung 148t sich aber verkomplizieren zu

Hx+p+Ex-y)=1({(x+y-(x-y),
was definitionsgemif besagt
x+ylx—y.

Nach (S0) ist dies 4quivalent zu s(x + y, x — y) = 0 und die Additivitit von s in der 2. Va-
riablen (S 1) gestattet die Umformung zu

s(x+y,x)=s(x+y,y). qed

Damit konnen wir eine gewisse Symmetrie-Eigenschaft der Langenfunktion herleiten:
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(S5) Fiiralle x,ye ¥ mit lx=1y undalle AcR gilt (Fig. 12)

lZx—y)=1(Ay—x).

Fig. 12

Elementargeometrisch ist das eine Konsequenz aus der Kongruenz der Dreiecke
0,Ax,Ax —y) und (0,4y,y —x),

die sich nach sws aus dem Z-Winkelsatz ergibt. Die axiomatische Methode erfordert hier
eine kleine Rechnung: Nach (S4) geniigt es zu zeigen

sAx—y+Ay—x,Ax—y)=s(Ax—y+Ady—x,iy —x).
Das aber gleichbedeutend mit
s(A—D(x+y),Ax—y)=s(A—1)(x+y), iy —x).

Dazu berechnen wir im Fall A+ 1

s((A—1)(x+y), Ax — y)(s=”

As(@=D)(x+y)hx)—s((@-Dx+y.y) 5
A

(S2) A—1

(S1)

s(x + )’,)’) =

S(x + px) — —
XTy.x A—1 (s3)

s(x +y,y)— S(x+y,x)(s—-—2)..‘ =

(s1)

1
A—1
S os((A=1D(x+y),Ay—x).

A
) A—1

all

(

Im Fall A =1 ergibt sich die Behauptung aus (L1’). qed.

Nun stellen wir die Frage nach der Symmetrie der Funktion s, also nach einem Vergleich
von s(x,y) und s(y,x). Aus der Elementargeometrie (s. Fig. 13) entnehmen wir zunéchst
die Ahnlichkeit der Dreiecke (0,ax,y) und (0, By,x), woraus folgt
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lax): 1(By)=1y: 1x
oder

lax)- Ix=1(By)-1y.
Aus (L 1) folgt dann
la(1x)* = | B] - (1y)*.

Y \

|

|

|

b 5
A4

Fig. 13 /’ ax X

Entnehmen wir der Anschauung (Fig. 14 u. 15), daB3 s(x,y) und s(y,x) immer gleiches
Vorzeichen haben (positiv, falls das Dreieck (0, x, y) bei 0 einen spitzen Winkel hat, sonst
negativ), so ergibt sich

s(x,y) (1x)? =s(y,x) (1 y)*.

s(y,x) 'y

Figta s(x,y) "

Fig. 15
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Das fiihrt uns zu
(S6) Sind x,ye ¥ mit s(x,y) =0 gegeben, so ist genau dann
s(x,y)=s(y,x), wenn lx=1y ist.

Der formale Bezug dieser Aussage zu den vorhergehenden erfordert etwas Aufwand: Sei
zunichst 1 x = 1y; dann gilt fir « =s(x,y)

xly—ax,
d.h. nach Definition der Orthogonalitit
lx+y~—oax)=1(x—y+ax).
Nach (L 1) ist diese Aussage dquivalent zu
H{a-Dx—y)=1{c+1)x—y).
Mit (S5) folgt nun (A= (x — 1)) bzw. A = (a + 1)
Ho—1)y—x)=1(a+1)y—x),
d.h. (wiederum unter Benutzung von L 1)
ylx—ay.
Also ist
s(y,x) =a=s(x,y).
Zum Beweis der Umkehrung sei s(x,y) = s(y, x) #+0. Dann sind nach (S0) x und y von
0 verschieden. Nach (L0) konnen wir nun A = -l% bilden und erhalten
lx=1(1y)
mit 4 > 0. Aus dem bereits Bewiesenen folgt nun
s(x,Ay) =s(dy,x).
Wegen der Linearitit von s in der 2. Variablen (S2) und des reziproken Verhaltens von
s in der 1. Variablen (S 3) ist dies dquivalent zu

A-s(x,y)= %s(y,x).

Aus der Voraussetzung folgt nun

1

A

Wegen 4 > 0 ergibt das
A=1,

A= dh  22=1.
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also nach der Definition von
Ix=1y. qed.

Da es in einem vom Nullraum verschiedenen Vektorraum nun aber immer Vektoren ver-
schiedener Lange gibt, falls nur die zugrundegelegte Lingenfunktion die Eigenschaft
(L 1) besitzt, wird die von uns betrachtete Funktion s i.a. nicht symmetrisch sein. Unsere
Analyse des Symmetrieproblems zeigt aber, daB3 die auch auf ¥"x¥" definierte Funktion

Gixy) = (uyd =s(xy) - (1x)

symmetrisch sein sollte. Damit sind wir auf die Funktion gestoBen, die es uns erlauben
wird, Fragen der Liange und der Orthogonalitat rechnerisch zu behandeln. Zunéchst
kann man nachpriifen:

(P1)  Die Funktion ¢, ) ist symmetrisch, d. h. es gilt
(xyy=(y,xy firalle x,yev¥

(natiirlich unter der Voraussetzung, dal die angenommene Lingenfunktion die Eigen-
schaften (L 0) bis (L 4) erfiilit).

Dazu konnen wir o.w.E. x +0 +y annehmen und die positive reelle Zahl i= —:i
definieren. Dann gilt 1x = 1(Ay) und wir finden: y
(59> =3(53) (10 = 2 3(5,23) (197 = 7 5(Ay, )~ (15" =
1
= Fs(y,x)-(lx)z=s(y,x)~(ly)2=(y,x>. qed.

Unsere neue Funktion hat aber noch weitere schone Eigenschaften, die wir gleich heraus-
arbeiten wollen.

(P2) Die Funktion ¢, ) ist positiv definit, d. h.
{x,x)=0 fur x=0ev
{x,x)>0 firalle xe¥ \{0}.

Wir konnen uns wieder auf den Fall x +£0, also 1 x 0 beschrinken. Dann ist
xLlx—1-x, dh s(xx)=1 und {xx>=s(xx)(1x)2=(1x)2>0. qed.

SchlieBlich gilt

(P3) Die Funktion ¢, ) ist eine Bilinearform auf ¥7, d.h. eine Funktion ¥ x ¥ — R,
die in jeder Variablen linear ist.

Die Funktion ¢, ) entsteht aus der Funktion s durch Hinzunahme eines nur von der
ersten Variablen abhidngigen Multiplikators. Dabei wird die fiir s gegebene Linearitit
in der 2. Variablen nicht gestért, also ist auch ¢, ) linear in der 2. Variablen. Wegen der
Symmetrie (P 1) ist {, ) dann auch linear in der 1. Variablen, also bilinear. qed.

Bei dieser Gelegenheit kann man bemerken, daB der Multiplikator ( 1x)? auch das frither
angesprochene Stetigkeitsproblem 16st, die Linearitdt von ¢, > in der ersten Variablen
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impliziert ja auch die Stetigkeit in dieser Variablen. Die globale Stetigkeit interessiert
im Gymnasialunterricht ja sicher nicht.

Man setzt oft zur Abkiirzung
x y={xy).

Dann folgen aus der Bilinearitit die Rechenregeln
x(y+2)=xy+xz,(x+2z)z=x"z+y"z,

die die Form von Distributivgesetzen haben. Aus diesem Grund werden solche Funktio-
nen auch als Produkte bezeichnet. Genauer definiert man:

Ein inneres Produkt fiir ¥ ist eine positiv definite, symmetrische Bilinearform auf ¥".

Wir haben gesehen, da} jede Léinécnfunktion fiir v, die die Axiome (L 0) bis (L 4) erfiillt,
zu einem inneren Produkt fiir ¥~ fithrt. Die Langenfunktion ist durch das assoziierte
innere Produkt eindeutig bestimmt, denn offensichtlich gilt

lx=]/{x,x) firalle xev .

Noch scharfer kdnnen wir formulieren:

Ist ¢, ) ein inneres Produkt fiir ¥7, so liefert die Festsetzung

Ix=|/{(x,x) firalle xev

eine Langenfunktion fiir ¥, die die Eigenschaften (L 0) bis (L 4) erfiillt. Dabei gilt fiir alle
xX,yEV

xly < (xy)=0.

Beweis: (L0), d.h. 170 = {0} folgt aus der positiven Definitheit (P2) von ¢, >. Die Bili-
nearitét (P 3) liefert

1(Ax) = |/<{Ax,Ax) = V23 {x,x> =1A|-)/<{x,x)=|A]-l1x, also (L1).

Nun miissen wir die aus der hier definierten Langenfunktion abgeleitete Orthogonalitit
studieren. Sie 148t sich erwartungsgemal durch ¢, ) ausdriicken. Die Definition sagt

L={xye¥x?|l{x+y) =l(x-y)}.

Da | nach Definition nur nichtnegative Werte annimmt, ist die Bedingung 1 (x + y) =
1(x— y) gleichbedeutend mit

(lx+p)? = (Ix - y)?,
dh (x+yx+yd=(—px—y).

Wegen der Bilinearitét von ¢, ) (P3) a8t sich diese Gleichung mit Hilfe der binomischen
Formel transformieren in

2{x,p) = —2{x,¥),
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dh.  <{x,y>=0.
Also haben wir
L={xy)e¥x¥|{x,y) =0}.
Damit folgt (L2) aus (P3)
{x,y>=0und {(x,y>=0 = {x,y+2z>=<{x,p)> +<{x,z)=0
und ebenso (L 3)
xy>=0 = {x,Ay) = i{x,y>=0.
SchlieBlich behauptet (L4), daB die Gleichung
{x,y—oax>=0

fur x & 0 und beliebiges y € ¥~ eine eindeutig bestimmte Losung « hat. Nach (P 3) ist
diese Gleichung dquivalent zu

{(x,y) —alx,x)=0.

Wegen der positiven Definitheit und x 0 ist aber o= o9y die eindeutige Losung
dieser Gleichung. X, x) qed.

Langenfunktionen mit den Eigenschaften (L0) bis (L4) und innere Produkte entsprechen
sich also eindeutig,.

Die Beziehung wird durch die Gleichungen

lx=]/<{x,x) firalle xev¥
(y) = %((lx)2 +(1y)?* = (1(x— y))?) firalle x,ye¥
hergestellt. (Die 2. Gleichung ergibt sich aus der folgenden Rechnung:

(lx=p)P=Lx—p,x—pd> =(x,x) = 2{x,y> +{py> =
=(1x)? = 2<x,y> + (1y)?).

Die Linearitatseigenschaften machen das Hantieren mit inneren Produkten einfacher als
mit Lingenfunktionen. Zu expliziten Rechnungen geniigt es ja die Werte eines inneren
Produkts auf Paaren von Vektoren aus einer festgewihlten Basis zu kennen — das fiihrt
zur Beschreibung der inneren Produkte mit Hilfe von Matrizen und Matrizenmultipli-
kation. AuBerdem hat man ein einfaches, leicht auswertbares Kriterium fiir die Orthogo-
nalitit:

x Ly genaudann, wenn (x,y>=0.

Das miiBite als Motivation fiir die inneren Produkte geniigen. Hat man die Darstellbar-
keit innerer Produkte durch Matrizen gewonnen, so schlieBt sich die Frage an, welche
Matrizen innere Produkte darstellen. Man solite dazu nicht das Kriterium iiber die Haupt-
minoren entwickeln, sondern das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren anwenden.
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Der Algorithmus 148t sich genau dann fir die kanonische Basis des R™ durchfiihren,
wenn die Matrix ein inneres Produkt beschreibt. Insbesondere in den héheren Dimensio-
nen sind dazu weniger Schritte erforderlich als zur Berechnung der Hauptminoren.

Anschrift des Verfassers: Professor Dr. Rudolf Fritsch, Werner-Sombart-Str. 4, 7750 Konstanz.

Eingangsdatum: 29.9.1979.
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