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BEMERKUNGEN ZUR AXICMATIK AFFINER RAUME
Rudolf Fritsch

Wihrend sich die inzidenzgeometrische Charakterisierung projek-
tiver Réume mit Hilfe des Veblen-Young-Axioms durchgesetzt hat,
gibt es kein allgemein anerkanntes inzidenzgeometrisches Axiomen;
system flir die affinen Riume. Das mag an den Schwierigkeiten
liegen, die eine "rein" inzidenzgeometrische Beschreibung der
affinen Riume mit Hilfe von zwei Mengen und einer zweistelligen
Relation zwischen diesen bereitet. Diese Probleme sollen unsere

folgenden Darlegungen etwas beleuchten.

Im wesentlichen sind zwei synthetische Charakterisierungen der
affinen Riume gebriuchlich. Die eine (wgl. [13, [2], (5], (8))
arbeitet mit den Grundbegriffen "Punkt", "Gerade", "Ebene" und
"Inzidenz" und den folgenden Axiomen

(VG) Existenz und Eindeutigkeit der Verbindungsgeraden zweier
Punkte ‘

(VE) Existenz und Eindeutigkeit der Verbindungsebene dreier
nicht kollinearer Punkte

(RG) Existenz zweier Punkte auf jJeder Geraden (Reichhaltigkeit)

(RE) Existenz dreier nicht kollinearer Punkte in jeder Ebene
(Reichhaltigkeit)

(T) Transitivitit der Relation "parallel" (Zwei Geraden heiBen
parallel,wenn sie entweder gleich sind oder in einer Ebene
liegen und keinen Punkt gemeinsam haben).

(SPA) 2u jeder Geraden gibt es durch jeden Punkt gernau eine
Parallele (Starkes Parallelenaxioa).
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Die zwelte libliche synthetische Beschreibung der affihen R8ume
(vsl. [h]; {9]) baut stattdessen auf den Grundbegriffen "Punkt",
"Gerade", "Inzidenz" und"Parallelitidt" auf und verwendet die
folgenden Axiome '

(ve), (RG), (SPA)

(R) Die Parallelitit ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge
der Geraden

(D) Das Abtragen #hnlicher Dreiecke ist méglich ([97; S.319).

Nun stellt'O. Tamaschke in [9](S.318) die Frage, "ob es grund-
sitzlich méglich ist, ein rein 1nzidenzgeometrischés Axiomensysten
ftr die a:finen Rdume zu finden". In dieser Allgemeinheit ist die
Antwort positiv. Eine Inzidenzstruktur (P, B, I), bei der wir ohne
wesentliche Einschrénkung B c 93 Pund I = ¢ annehmen koénnen,
charakterfsiert genau dann einen affinen Raum; wenn das Quintupel
(P, G, E, ¢, €)mit E=(beB|JgeB:ggblund G=B-E

den Axiomen'des erstgenannten Systems mit P als Punktmenge, G

als Geradenmenge und E als Ebenenmenge gentigt. Das Unbefriedigende
an dieser Antwort ist, daB sie sehr gekiinstelt wirkt. Die natiir-
liche Auffassung dieser Situation wire doch, von mehr als drei
Crundbegriffen auszugehen, ndmlich von Punktern, Geraden,Ebenen

und den.zugeharigen Inzidenzen.

Mit Punkten, Geraden und Inzidenzen zwischen solchen kommt man
nur aus, wenn man sich auf affine R¥ume mit einer Ordnung > 2
beschriinkt (s.[3], S.53). Fur die affinen Riume der Ordnung 2
ist eine solche Beschreibung nicht m8glich, weil die Begriffe
"Ebene" und YParallelit#dt" in diesem Fall nicht definierbar sind.
Im Fall der Dimension 3 beilspielshalber gibt es 30 verschiedene



Parallelititsrelationen mit denen eine entsprechende Inzidenz-
strulitur zu einea affiren Raum erginzt werden kénnte. Fir die
Dimension d22 ergibt sich eine Zahl von (2d -1) 2 %}’ (2d - 25)
msglichen Paralletitdtsrelationen: Jede Bijektion v:: oeiner
Menge P mit 29 Elementen nach dF%Z)d induziert auf A eilne Paral-
lelit¥tsrelation, die Bijektionen ¢,¢4 ¢ P - GF(2)d induzieren
genau dann die gleiche ParallelitHtsrelation, wenn ¢ o o-’ ein
affiner Automorphismus von cl-‘(2)d ist; also ist die Angzahl der
nglichen Parallelitdtsrelationen gleich der Anzahl der Permuta-

tionen von P dividiert durch die Anzahl der affinen Automorphis-
gen von GF (2)9,

Macht man einen Ansatz mit Punkten, Ebenen und Inzidenzen, so
gelingt das auch zum Teil [12]; allerdings sind die Einschrénkun-
gen noch einschneidender: Offensichtlich kann man damit nur die

R4ume mit einer Dimension 2 3 erhalten, nicht aber die affinen

Sbanen.

Aluch die Frage, ob man mit Punkten und Parallelitdt (als vierstel-
liger Relation auf der Punktmenge) allein auskommt, wurde bereits
untersucht ([6], [7]). Nach [11] ist die Kategérie der Parallelo-
grammriume isomorph zu einer algebraischen Kategorie, der Kategorie
der "Kreisel®™ (10], was flir die rechnerische Behandlung groSe Vor-
teile bringt. Jeder affine Raum mit einer Dimension 2 2 bestimmt
einen Parallelogrammraum, aber die affine Struktur, genauer die
Kollinearitltsrelation, ist durch den Parallelogrammraum nicht ein-
deutig festgelegt. Als Beispiel betrachten wir den Rzg die Ubliche
Konstruktion eines affinen Raumes aus einem Vektorraum liefert

verschiedene Ergebnisse, wenn wir Rz einerseits als r - Vektorraun




und andererseits als Q- Vektorraum auffassen. Die zugehdrigen

Parallelogrammriiume hlingen aber nur von der additiven Struktur

von nz ab, sind also isomorph.

Etwas kilnstlich kann man affine RY¥ume auch mit Hilfe einer drei-
stelligen Relation beschreiben. Dazu sei ‘P eine Menge und k eine
dreistellige Relation auf P, d.h. k c P>, Das Paar (P, k) ist ein
affiner Raum, wenn gilt:

(1) Existiert zu jedem Paar (p, Q) € P> mit p + q ein r € P -(p,q)
mit (p, q, r) € k, 80 ist (P, @) ein affiner Raum im Sinne von
[3], wobei die Geradenmenge definiert ist durch

o=({reP| (p, a,r) ek} | (p, @) € P°, p # al.
(Hierbel erhllt man die affinen R¥ume mit einer Ordnung > 3).

(2) Gibt es dagegen ein (p, q) € P2 mit p+qund (p, q, r) ¢ k
fir alle r ¢ P - {p, q}, so ist k eine Abbildung P X P = P, durch
die P mit der Struktur einer abelschen Gruppe versehen wird, in
der Jedes Element die Ordnung 2 hat. (P wird damit zu einem GF(2)-

Vektorraum, dem man in iiblicher Weise einen affinen Raum zuordnet;

dieser hat die Ordnung 2.)

Sehr nahe einem rein inzidenzgeometrischen Aufbau kommt nun das
folgende im Vergleich zum vorigen wesentlich natlirlicher erschei-
nende Axiomensystem, dessen Daten eine Punktmenge P, eine Geraden-
menge G und eine dreistellige Relation, genauer eine Abbildung
p:PXG-G, (p, g) - pg, bilden; anschaulich bedeutet "pg" die
Parallele zu g durch p. Inzidenz I und Parallelitlt || werden de-
finiert

I ={(p.g)] pg=glc PxgG

Il =((g,p8)l e €eGapecPlcGxa



Zundchst wird ein algebraisches Axiom1 behatigt

(A)  plag) = pe
fur alle p, @ € P und g € G. Unmittelbare Folgerungen daraus
sind (T) und (SPA). Die Reflexivit#t von || ist #quivalert dazu,
da3 jede Gerade mindestens einen Punkt enth#lt; diese Bedingung
zusanmen nit (A) impliziert auch die Symzetrie von ||. Also er-
gibt sich der folgende
Satz. (P, G, I, ||) ist genau dann ein affiner Raum, wenn (A),

(RG), (VG) und (D) gelten.

Wir fligen noch eine Bemerkung iiber die zugehdrigen Morphismen
ein: Ist (P', G', g') ein weiteres Tripel aus zwei Mengen und
einer Parallelverschiebung, so folgt fiir ein Paar (f,1) von
Abbildungen £ ¢ P - P', 1 : G = G' aus der Giiltigkeit von
1(pg) = (fp) (1g)
fir alle p € Pund g € G die Erhaltung von Inzidenz und Paral-
lelitdt. Umgekehrt ergibt sich diese Gleichung aus der Erhal-
tung von Inzidenz und Parallelitit mit Hilfe von (A).

L entwickelt von H. Lampert im Zusammenhang mit seiner Staats-

exanensarbeit.
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