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Mehrtafelprojektionen in der Inzidenzgeometrie
RuporF FrirscH

Herrn Professor E. SPERNER zum 70. Geburtstag gewidmet

E. SPERNER hat in [S] das Prinzip der Mehrtafelprojektionen: Grund-
riB, Aufri und Seitenril benutzt, um verallgemeinerte affine Rdume zu
konstruieren. Sein Vorgehen legt es nahe, ein anderes inzidenzgeome-
trisches Problem mit der gleichen Methode anzupacken: Die Einbettung
eines affinen Raumes in einen affinen Raum mit der Codimension 1 unter
Benutzung von rein synthetischen Hilfsmitteln, was insbesondere den
Verzicht auf die Einfilhrung eines Koordinatenkérpers bedeutet. Ein
solches Verfahren ist nicht nur fiir sich selbst interessant, sondern spielt
auch, wie A. FrROLICHER kiirzlich zeigen konnte, eine gewisse Rolle fiir
die synthetische Charakterisierung quasilinearer Abbildungen. Diese Auf-
gabe wurde in [F I] und [F II] unter Bezug auf ein anderes darstellungs-
geometrisches Verfahren, nimlich die kotierte Projektion, behandelt.
Wir wollen hier nun zeigen, wie man sie von den SPERNERschen Ideen
ausgehend 16sen kann.

Unsere affinen Riume sind hierbei desarguessche affine Ebenen und
affine Rdume im Sinne von H. LEnz [L]. Wir gehen von einem affinen
Raum A mit Punktmenge P und Geradenmenge G aus. Die Geraden,
also die Elemente von @, sollen Teilmengen von P sein. Als Variable
fiir Punkte und Geraden in 4 verwenden wir kleine Buchstaben
2,47, ... bzw. g, h, k, ...1) in kursiver Antiqua. Die Bestandteile des
gesuchten Raumes 9 bezeichnen wir in entsprechender Weise durch
Fraktur-Buchstaben. Fiir die in §2 2zu konstruierende affine Ebene
sehen wir schlielich noch Schreibschrift vor.

§ 1. Die Punkte und die Geraden erster Art in
In A wihlen wir eine feste Hyperebene Z und eine Parallelprojektion n
von 4 auf Z; mit z bezeichnen wir die Parallelschar der Geraden, die
durch 7 auf einen Punkt abgebildet werden.
Die Punktmenge B von U definieren wir durch

B={(p, ps) € Px P|np,=7np,}.

1) An den Buchstaben kénnen zusétzlich Indizes und sonst iibliche Verzierungen
wie —, /, ”, ... angebracht sein.
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Eine Einbettung von 4 in % wird dann zum Beispiel durch die Ab-
bildung P— B, p+ (p, np) geliefert.
Als Geraden erster Art (vgl. [S]) nehmen wir die Elemente von

&= {(91,9.) € x G | ng,=7gy; ¢1,9,¢2}.

Ist p = (py, p;) € P, so nennen wir p; den GrundriBl, p, den Aufrif und
np, = np, die Spur von p; analog verwenden wir die Begriffe GrundriB,
AufriB und Spur auch fir Geraden erster Art. Nun gilt

Satz 1. Zwei verschiedene Punkte von U lassen sich genaw dann durch
eine GQerade erster Art verbinden, wenn thre Spuren verschieden sind. Ist
das der Fall, so gibt es genau etne Verbindungsgerade.

Wir beschrinken uns auf den Nachweis der Existenz einer Verbin-
dungsgeraden im Fall zweier Punkte mit verschiedenen Spuren. Dazu
sei g, die Verbindungsgerade der Grundrisse und g, die Verbindungs-
gerade der Aufrisse. Offensichtlich gilt: g,,¢,¢ z; da ng, und ng, zwei
verschiedene Punkte gemeinsam haben, folgt: ng, = ng,. Also ist (g,, g,)
die gesuchte Verbindungsgerade. q.e.d.

Zwei Geraden erster Art nennen wir parallel, wenn ihre Grundrisse
und ihre Aufrisse parallel sind:

(915 92) 1| (Py, ho)<>g, || B, fir e=1,2.

Diese Parallelitit ist offensichtlich eine Aquivalenzrelation @' und
auch das starke Parallelenaxiom ist erfiillt, d.h. wir haben den folgenden

Satz 2. Zu jedem Punkt p € P und jeder Geraden ge G gibt es genau
eine Gerade g in G, die p enthdlt und parallel zu g ist.

Zum Beweis geniigt es zu bemerken, dafl die Parallelprojektion =
parallele Geraden in parallele Geraden abbildet. q.ed.

§ 2. Die Konstruktion einer SeitenriBebene

Um nun fortfahren zu koénnen, benétigen wir noch den Seitenrif3.
Hier wollen wir etwas vom SPERNERschen Konzept abweichen, in dem
wir nicht einen vorgegebenen Raum als Tafel fiir den SeitenriB benutzen,
sondern aus den bisher erarbeiteten Daten eine geeignete Ebene kon-
struieren.

Dazu fithren wir zundchst eine Aquivalenzrelation in B ein. Wir
nennen zwei Punkte seitengleich, wenn sie entweder
(a) gleich sind
oder
(b) verschiedene Spuren haben und Grundrif, Aufri8 und Spur der Ver-

bindungsgeraden parallel sind.
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Satz 3. Die Seitengleichheit ist eine Aquivalenzrelation auf .
Reflexivitit und Symmetrie ergeben sich unmittelbar aus der Defini-
tion. Die Transitivitdt folgt mit Hilfe des kleinen Desargues?).  q.e.d.

Mit 2 bezeichnen wir die Menge der Aquivalenzklassen von P be-
ziiglich der Seitengleichheit und mit ¢ : f — £ die kanonische Projektion.
Das Bild eines Elementes oder einer Teilmenge von 9 beziiglich der
Abbildung ¢ nennen wir den Seitenrif3 dieses Elements bzw. dieser Teil-
menge.

Fiir jeden Punkt p in Z sei nun

M,={peP|p=Spuryp}.
Dann gilt

Satz 4, Fiir jeden Punkt p in Z ist die von g induzierte Abbildung
M, — P bijektiv.

Die Injektivitdt ist klar. Die Surjektivitat ergibt sich mit Hilfe des
Parallelogrammaxioms ([L] Axiom 4b). q.e.d.

In der Menge 2 fiihren wir nun Geraden ein: Eine Teilmenge # von 2
nennen wir Gerade, wenn sie mindestens zwei Punkte enthilt und
Seitenril einer Geraden erster Art ist. Bezeichnet nun ¢ die Menge
dieser Geraden, so gilt

Satz 5. & = (2, ¥) ist eine affine (Inzidenz-)Ebene.
Die Eindeutigkeit der Verbindungsgeraden zweier Punkte ergibt sich
durch mehrfache Anwendung von

Hilfssatz 1. p, g, g2 seien Punkte tn U mit
Spur p # Spur ¢ fir e=1, 2.

Sind q und g2 seitengleich, so haben pq' und p g2 den gleichen Seitenrifs
(formal: ¢q'= 0q®=>0(pa?) = e(pa?)).

Ohne wesentliche Einschrinkung konnen wir annehmen, dafl sich
pq! und pg? in Grund- und Aufri unterscheiden. Dann gibt es auf
.Grund des Trapezaxioms in U zu jedem von p = (p,, p,) verschiedenen
Punkt ! = (r}, rl) auf pq! Punkte 72, 72 im Grund- bzw. Aufri von pg?,
derart daB die Geraden rlr? fiir e=1,2 parallel zur Spur von g'q®
sind. Es bleibt nr? = nr} zu zeigen.

Eine leichte Uberlegung, bei der der kleine Desargues benutzt wird,
fithrt zur Reduktion des Problems auf die beiden folgenden Spezialfalle:

(a) p1=p,
(b) Grund- und Aufrifl von pqe sind zueinander parallel (fiir e=1, 2).

2) ,,Desargues‘‘ steht in dieser Arbeit immer zur Abkiirzung fiir ,,affiner Satz von
Desargues*.
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Fall (a) wird durch zweifache Anwendung des groB8en, Fall (b) durch
zweifache Anwendung des kleinen Desargues erledigt. Dann ist der Hilfs-
satz bewiesen.

Der Beweis des ebenen Parallelenaxioms ergibt sich daraus, da man
zu jeder Geraden in #% ein Urbild mit nahezu beliebig vorgeschriebenen
Grund- oder AufriB finden kann, genauer:

Hilfssatz 2. Sei h, eine Gerade in A mit hy ¢z und nh, ¥ h3). Dann
gibt es

(a) zu jedem qe P genau ein seitengleiches p € P mit Grundrif auf h,,
(b) zu jedem g = (gy, gs) € G mit ng, ¥ g, genau ein § € & mit Grundrif
h, und Seitenrif3 og.

Zum Beweis von (a) sei q=(¢,, ¢;) mit ¢, ¢ b, gegeben. Da Z eine
Hyperebene in A4 ist, schneidet die zu Z parallele Hyperebene durch ¢,
die Gerade &, in einem Punkt p,. Ist nun ¢, =g,, so ist (p,, p,) der ge-
suchte Punkt; andernfalls liefert das Parallelogrammaxiom in 4 einen
Punkt p, mit p;p,€z und p,q, || p;¢;.- Dann ist aber (p,, p,) ein zu q
seitengleicher Punkt in 9.

Zum Beweis von (b) wihlen wir nun verschiedene Punkte g und g2
auf g. Bei Anwendung des im Beweis von (a) beschriebenen Verfahrens
auf q* und g2 erhalten wir verschiedene Punkte p! und p? auf 4,, da sonst
auf Grund des kleinen Desargues g, parallel zu einer Geraden in Z wire,
und damit auch verschiedene Punkte p?, 2 in A, die durch eine Gerade
erster Art mit den geforderten Eigenschaften verbunden sind.

Zum Nachweis des ebenen Reichhaltigkeitsaxioms wihlen wir einen
Punkt p e P, der nicht in der Hyperebene Z liegt. Die Punkte (p, np),
(np, p) und (zp, np) in M, , sind verschieden und haben nach Satz 4 ver-
schiedene Seitenrisse. Dafl diese nicht auf einer Geraden liegen, folgt aus

Hilfssatz 3. Der Aufrif3 einer Geraden erster Art mit Seitenrif3 o (p, np)
o(np, np) liegt in Z (ebenso der Grundrif3 einer Geraden mit Seitenrif8
e(np, p) ¢(xp, np)).

Seien q = (¢y, ¢.) und t = (r,, r;) die Punkte einer solchen Geraden mit
SeitenriB o(p, np) bzw. o(np, np). Dann mulBl gelten: g,==znp oder
7(qanp) | gonp und damit g, = 1 gq,. Also liegt ¢, in Z und entsprechend r,.
Dann gehort aber auch g,7, zu Z, das ist gerade der in Frage stehende
AufriB.

So ist Satz 5 vollstandig bewiesen. q.e.d.

Nun kénnen wir in ¥ die noch fehlenden Geraden zweiter Art ein-
fithren. Eine Teilmenge von B ist eine Gerade zweiter Art, wenn ihr

3) Diese Voraussetzung besagt, daB A, nicht parallel zu einer Geraden in Z ist.
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Seitenrif eine Gerade in & ist und sie ganz in einer Menge der Form M,
(fir einen Punkt p in Z) liegt; in diesem Fall nennen wir den Punkt p die
Spur der betrachteten Geraden zweiter Art. Die Parallelitit von Geraden
zweiter Art definieren wir durch die Parallelitit ihrer Seitenrisse. Be-

zeichnet nun noch @2 die Menge der Geraden zweiter Art, so ist unmittel-
bar klar, daB

A= (P, S v &?)
ein verallgemeinerter affiner Raum im Sinne von SPERNER [S] ist.

Wir schlielen diesen Paragraphen mit dem etwas technischen, aber
fiir das weitere sehr niitzlichen

Hilfssatz 4. Seien g e @' und §) € @2 Geraden in A mit gleichen Seiten-
rissen, die einen Punkt gemeinsam haben. Sind dann peg und qel
sestengleich mit p %= q, so st

pq || (Spur g, Spur g).

Es geniigt Spur pq==Spur g zu zeigen. Die Existenz eines Schnitt-
punktes von g und ) liefert

Spur q = Spur §) =Spur () n g) e Spur g

und daraus folgt die Behauptung, denn trivialerweise gilt auch
Spur p € Spur g und p =+ Spur q.

§ 3. Trapez- und Parallelogrammaxiom

Da die Existenz von windschiefen Geraden in dem von uns kon-
struierten Raum 9 trivial ist, haben wir nur noch die Giiltigkeit von
Trapez- und Parallelogrammaxiom nachzuweisen ([L] Axiome 4a und
4Db). Das Trapezaxiom besagt:

Satz 6. Sind p, q, t, 3 verschiedene Punkte und ist pq | t3,te pr, t+p,
so exustiert ein Punkt ue qt nx3.
Zum Nachweis unterscheiden wir 5 Fille:

(Ta) pgq,t3, pr,qte @,
(Th) pqg,t38, pre @, qte @2,
(Te) pag,t3,qte @, pre &2
(Td) pr,qte & pq,r8e @2,
(Te) pgq,r3, pr,qte G2
Ohne wesentliche Einschrinkung kénnen wir dabei voraussetzen, daf

A eine Ordnung grofer-gleich 3 hat.
Das Parallelogrammaxiom besagt
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Satz 7. Bilden die Punkte p, q,t ein Dreieck, so gibt es einen Punkt 3
mit q3 || prund 3 || pa.
Hier behandeln wir 3 Fille:
(Pa) pa,qre @,
(Pb) pqe @ qre @2,
(Pc) pa,qre @2
(Te) und (Pe) sind trivial, da diese Aussagen in jeder affinen Ebene

gelten.
Unter Voraussetzung von (Ta) haben wir u.a. die folgende Figur

92

Uy

Die Existenz der Punkte %, ist fiir e=1, 2 durch das Trapezaxiom
gesichert. Es bleibt u,u, € z zu zeigen. Der grofle Desargues liefert der
Reihe nach

die Kollinearitdt von v,, v,, vs,

die Kollinearitidt von v,, v,, v,, wobei v, bestimmt ist durch
Valy || g7y, Vale || V57,

die Kollinearitat von v,, v,, v;, woraus nun

die Kollinearitdt von v,, v,, v5 folgt, und schliellich

die Parallelitdt von u,u, und ¢,f,.

Zum Beweis im Fall (Tb) wihlen wir einen zu  seitengleichen Punkt
p’ + p. t’ sei der zu t seitengleiche Punkt auf p’t. Nach (Ta) erhalten wir
einen Schnittpunkt u von qt mit der Parallelen zu p’q durch t’. Aus
Hilfssatz 4 und dem groBen Desargues folgt dann ru || pq.

In gleicher Weise verifizieren wir (Tc). Um (Td) zu beweisen, ist es
giinstig (Pb) zur Verfiigung zu haben, was man wiederum am leichtesten
mit Hilfe von (Pa) bekommt.
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Die in (Pa) genannten Voraussetzungen sind nur im Fall der Ordnung
groBer-gleich 3 erfiillbar und dann folgt die Behauptung des Parallelo-
grammaxioms aus den bereits bewiesenen Teilen des Trapezaxioms
([L] § 1, 2. Bemerkung zu den Axiomen)?).

Damit beweisen wir (Pb): Das Parallelogrammaxiom in A4 liefert
zunichst einen Punkt 8 € A mit qr || p8 und Spur 3 =Spur r. Zu zeigen
bleibt die Parallelitdt der Geraden pq und ¢ 3, d.h. die Parallelitit ihrer
Seitenrisse. Liegt Ordnung 2 vor, fallen diese entweder zusammen oder
die Seitenrisse der vier in Frage stehenden Punkte sind paarweise ver-
schieden, woraus auch die gewiinschte Parallelitit folgt. Hat 4 eine
Ordnung grofer-gleich 3, so gibt es einen zu p seitengleichen Punkt
p’ # p, dessen Spur von den Spuren von g und r verschieden ist. Der
bereits bewiesene Teil des Parallelogrammaxioms liefert nun einen
Punkt 38" mit p'q | t'3 und p’3’ || qr. Aus dem kleinen Desargues folgt
dann auch 38’ || pp’ und damit die Seitengleichheit von 8 und 3. Nach
Hilfssabz 1 fallen aber die Seitenrisse von pq und p’q, sowie von 13
und t 3’ zusammen, woraus die Behauptung folgt.

SchlieBlich ergibt sich (T'd) auf die folgende Weise: Das Trapezaxiom
in A liefert einen Punkt u € gt mit Spur u = Spur r. Da wir das Trapez-
axiom in der Situation (Tc) bereits als giiltig erkannt haben, gibt es
einen Punkt q' auf pq mit uq’ || pr. Auf Grund des Parallelogramm-
axioms existiert ein Schnittpunkt von r3 und ugq’. Da dafiir nur u in
Frage kommt, ist tu || pq, alsoueqt nrc3s. q.ed.
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4) Ein direkter Beweis des Parallelogrammaxioms in der Situation (Pa) — ohne
Benutzung des Trapezaxioms — erfordert nur den kleinen Desargues.
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