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Die Hom6omorphie der geometrischen Realisierungen
einer semisimplizialen Menge und ihrer Normalunterteilung

Von

RupoLr Frirscir und Digrer Purer

Fiir eine semisimpliziale Menge (= CSS-Komplex) X bezeichne Sd X die (bary-
zentrische) Normalunterteilung (vgl. [1] oder [3], 7) und | X | die geometrische Reali-
sierung ([4] oder [5], §2). dX : Sd X — X sei die in [3], 7 definierte natiirliche semi-
simpliziale Abbildung.

Satz. Fiir jede semisimpliziale Menge X gibl es einen Homdomorphismus
h:|Sd X| —| X|, der zu |dX | homotop ist.

Wir behaupten nicht, daf 2 in Abhéngigkeit von X eine natiirliche Transformation
ist. Eine solche gibt es nicht einmal fur simpliziale Komplexe: Bezeichnet A(q] das
g-dimensionale Standardsimplex ([3], 2), so gibt es keine Homdéomorphismen
hg:|Sd Algl| — | 4(gl], ¢ = 1,2, die mit den beiden surjektiven semisimplizialen
Abbildungen 4[2] — A[1] vertraglich sind.

Die Behauptung des obigen Satzes ist schon in [1] enthalten. Sie ist aber dort nicht
bewiesen, da das Lemma 3.1 falsch ist. Unseres Wissens wird der Satz zum crsten
Mal in [2] bewiesen, und zwar als Spezialfall eines allgemeineren Krgebnisses iiber
eine ganze Klasse von Unterteilungen. Wir geben hier cinen kurzen expliziten Beweis
fiir die Normalunterteilung, der durch [2] angeregt wurde.

In |1} wird eine simpliziale Zerlegung von |Sd X | angegeben (Th. 4 1) und Lemma
4.1). Aus unserem Satz folgt daher

Korollar. Die geometrische Realisierunyg einer semisimplizialen Menge ist triangulicr-
bar.

Beweis des Satzes. Wir verwenden die Bezeichnungen von [3]. Die monotonen
Abbildungen «:[g] —> [p] nennen wir auch Operatoren und lassen sie von rechts auf
X wirken. Als geometrische Realisicrung von A[q] und 4'|q] = Sd A{q] nehmen wir

a.
Ag={u=(up,...,uq) | uy =0 firalles, 3 u;=1}cRel,
=)
Dann entsteht | X | aus der topologischen Summe

PX =35 XA,

q=0

1) Die Abschitzung von || f(x) — f(y)] auf S. 14 von [1] ist zwar nicht richtig, aber dic Stetigkeit
dieser Abbildung f liBt sich unabhiingig davon verifizieren.
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(X ¢ diskret) durch die Identifizierungen

(yd-: u) ~ (?/7 ] Ao | u)
fir alle y € X, w € 44, «:[q] — [p] monoton. Entsprechend entsteht [Sd X | aus F X
durch

(o, u) ~ (y, |A'oc|u).
Wir werden nun fiir jedes x € X, und jedes g eine stetige Abbildung %, von 4, in sich
angeben, so daf gilt:

(A) Ista:|q] — [p] monoton und x = ya, so ist das Diagramm

(1) el || 14al

kommautativ.
(B) Ist x nicht entartet, so bildet hy, das Innere
‘Aoq:{ul/u,edq, ’L(z'>0 furallﬂ'l:}
von A 4 bijektiv auf sich ab.

Das System (k) liefert cine Selbstabbildung von F X, die wegen (A) cine stetige
Abbildung %:{Sd X | — | X | induziert. Wegen (B) ist % bijektiv. Fiir jedes nicht-ent-
artete x ist A, wegen (B) surjektiv, also eine Identifizierung. Daraus folgt leicht, daB
h ein Hombomorphismus ist.

Um |A| ~ |dX| zu zeigen, braucht man nur zu bemerken, daB |dX | aus den Ab-
bildungen d; = |8(q)|: 4 q —> A4 (vgl. [3], 2 und 7) ebenso gewonnen wird, wie & aus
(hz). Die Abbildungen

(u, t) 1> (1 — t)hag(u) - tdz(u)
liefern die gesuchte Homotopie,

Konstruktion von k.. Jeder Punkt u € 44 = |4'|q]| 1Bt sich in der Form

(2) u= ?}l: ty s>

=0
darstellen. Dabei gilt #; = 0, > #; = 1, und die y; sind injektive Operatoren mit dem
Ziel [q], die ein n-Simplex (uo, ..., ua) von A’[g] bilden. (u;> bezeichnet den Schwer-
punkt der Seite |u;| = Bild |duy| von dgq. (Das ist zugleich die 0-Zelle, die dem
0-Simplex () von 4’ [q] entspricht.) Durch die Formeln

Tpy = %05,
(3) M = Mk 5 j
Ok fk] = [4kj Qkp
definieren wir injektive Operatoren ugj, uxs, surjektive Operatoren 04, oxy und nicht-
entartete Simplizes z; von X. Fiir jeden surjektiven Operator g:[p] — [r] legen wir ein
bestimmtes Rechtsinverses p:[r] — [p] durch
o (i) = Max p~1(3)

A

k H
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fest. Nun wird definicert

(4) ho(u) = 2 Gl —tn— - —tp1) lus@s> + > tte i 0rs -
0=<jisn 0<i<k=n
(Man beachte gy = g;. Fiir j = nist (1 — ¢, — --- — #711) = 1 zu setzen.)

Hat man zwei verschiedene Darstellungen von u € 4 4 in der Form (2), so kann man
durch folgende Abénderungen und ihre Inversen von der einen zur anderen gelangen:
(a) Weglassen von t;u;>, wenn f; = 0.
(b) Krsetzen von &< u;> + b1 {pg+1> durch (8 + f501) s, wenn p; = pyq1.
In beiden Fillen dndert sich der Wert auf der rechten Seite von (4) nicht. Also ist

hz(u) eindeutig definiert. Offenbar ist hz(u) e 44 und die Abbildung A,:4, — 4,
stetig.

Beweis von (A). Seiu € 44 durch (2) dargestellt und
(A"a)(ptos -5 ) = (0, ..., vn) €A’ [p].
Das bedeutet
wpy = ViTy
mit gewissen surjektiven Operatoren ; (3 injektiv). Wird nun oy aus yund (v, ..., v4)
ebenso gebildet wie pgs aus 2 und (uo, ..., un) gemif (3), so ergibt sich
0kf = OKkj 75 5 =k,
Daraus erhalt man
o phs Oy = 3T O kg = V5 Os -
Insbesondere ist dieser Operator injektiv, und es folgt weiter
(5) | | {p10rs> = viGag) -
Da andererseits
n n
[ Ao Dt up> = 2t <vg>
j=0 j=0
ist, folgt die behauptete Kommutativitét von (1) aus (5) und der Tatsache, daB | A« |

linear ist.

Beweis von (B). Wir stellen jetzt w e A, so in der Form (2) dar, dal n = ¢ ist
und gy fir jedes j die Quelle [j] hat, insbesondere also u4 die Identitit von [q] ist.
{(Das ist immer méglich, wenn man zuli3t, dal gewisse ¢; verschwinden.) Dann gibt es
eine Permutation ¢ von [g], so dal}

Bild g5 = {g(0), ..., p(j)} .

Sei x € X 4 nicht entartet. Dann sind g4y und g4 fiir alle j gleich der Identitdt von
(7]. Bezeichnen wir die ¢-te Koordinate eines Punktes von R¢+1 (Zihlung von 0 bis ¢q)
immer durch Anhédngen von 7 als unteren Index, so gilt

- t
ha(uh Z te{pabagr = i

firalle i =0,...,q. Ausue jq folgt t, > 0, also auch A, (u) e/ojq.
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Um zu zeigen, daB k; in A ¢ injektiv ist, betrachten wir u, u’ € 4 4. Alle fiir 4 durch-
gefithrten Konstruktionen wenden wir entsprechend auf «’ an und unterscheiden sie
durch einen Strich. Sei kg (u) = hy(u’). Wir miissen « = «’ nachweisen. Es ist

{ugorye =0 fiir i¢ Bild gy
Damit ergibt sich
[7

1
L= hg(u) g = ha (%) o0y = g1

g+ 1
also t4 = t, und aus Symmetriegriinden ¢4 = t,. In shnlicher Weise zeigen wir durch
absteigende Induktion iiber j = ¢, ..., 0:

(Cy): Entweder gilt t; = t; = 0, oder es ist p = uiund ty = t).
Beweis. (Cy) haben wir eben bewiesen. Sei l < ¢ und (C;) richtig fir alle j > 1.
Dann ist der Ausdruck

T= 5 (1 —ty — - — ) s> + 2 Gt uyons
0<7=1 ?’%]g%ll
3K =2

(der aus der rechten Seite von (4) entsteht, indem man alle Summanden mit § > I
weglaBt) glelch dem entsprechenden 7" fiir «’.

Ist p; + uy, so gibt es ein ¢ € Bild p;, das nicht in Bild Uy liegt. Dann ist

titg
141

denn die i-te Komponente aller in 7" vorkommenden Summanden verschwindet. Also
ist 4; = O und aus Symmetnegrunden t; = 0.

Gilt dagegen u; = ,ul, 8o ist der Ausdruck

S = (1 —ty — - — tix1) ubw) + 2 e gudud
I<k=q

=t gl = Ti= T;=0,

gleich dem entsprechenden §’ fiir %’ (nach Induktionsvoraussetzung). Fiir ¢ = ¢({)
gilt ferner

’ ’ ’ 7™ 13
tl'Si:T'izTiZtl'Si:tl.bi und S__ l—:1>0'

Also ist ¢; = t; und aus Symmetriegriinden #; = 4.
Damit ist (Cj) bewiesen. (Cy) gilt also fiir alle j = ¢, ..., 0, und daraus folgt un-

mittelbaru =

Dal k(4 q) = A, 1st ergibt sich nun automcmtlsch Nach dem Satz von der Ge-
bietsinvarianz ist %, (A4 gl,) offen in A Wegen %y (A g) = A N hy(A,) ist es aber auch
abgeschlossen. Da es nicht leer ist, muB es gleich A g sein,

Bemerkung. Sei f:4[q] — X diejenige semisimpliziale Abbildung, die die Identitédt
von [¢] in z € X 4 iiberfiihrt. Der Zusammenhang zwischen %, und % im obigen Beweis
wird auch durch die Kommutativitit von

hz

Ay ——> 44

6) A l l]fz

\SdX]—»\X\
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charalcterisiert. Bei uns ist A, (u) eine quadratische Funktion der Koordinaten #; in der
Darstellung (2). Frither wurde versucht, eine in den i; lineare?) Abbildung A fiir alle
2 oder wenigstens fiir alle nicht-entarteten Simplizes « von X so zu konstruieren, dal}
durch. (6) ein Homdomorphismus A definiert wird. Das ist nicht méglich, wie folgendes
Beispiel zeigt.:

X entstehe aus A[4] durch die Identifizierungen
(7) (0,1,2,3) ~ (0,2, 3)no,
(8) (0,1,2,4) ~ (0,2, 4)1.
Dabei steht («(0), ..., a(p)) fir den Operator o:|p] —» [4] und 7;:[p 4~ 1] — [p] sind
die iiblichen Ausartungsoperatoren. Der Kiirze halber schreiben wir m,, , fir
(g, ..., tp)> und z fur das Bild von (0, 1, 2, 3, 4) in X4. Angenommen, es gibt einen
Homdomorphismus A und zu jedem nicht-entarteten Simplex @ von X eine in den
lineare Abbildung %4, so dafl (6) kommutativ ist. Dann mul} %, jede Seite von A4 in
sich abbilden (Vertraglichkeit mit allen hz). Ferner muf der Schwerpunkt jeder Scite
in einen inneren Punkt dieser Seite tibergehen (sonst kénnte man unter Verwendung
der Verbindungsstrecken mit migyo34 zeigen, daBl z; in /104 nicht topologisch ist). Fir
alle 0 = ¢ < 1 gilt

| Ano| bz (1 — t)mo12s + tmore) = | Ano| bz (1 — t)mogs 1 Emg2)

{wegen (7) und weil (0, 2, 3) nicht entartet). Durch Grenziibergang t — 1 folgt

(9) | An0| k2 (mor2) = | Ano| ka(mos) -
Analog erhilt man aus (8)
(10) | A1 by (mo12) = | Any| ke (mog) -

Die rechten Seiten von (9) und (10) sind gleich. Da A, (mg2) ein innerer Punkt der
Seite | (0, 1, 2)] ist, konnen die linken Seiten nicht gleich sein. Das widerlegt unsere
Annahme.
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%) d. h. by ist affin auf jedem (geometrischen) Simplex der barzyentrischen Unterteilung von 4.



