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EINE NORMALFORM FUR ENDLICHE APPROXIMATIONEN VON
PARTIELLEN STETIGEN FUNKTIONALEN

Pror. DrR. HELMUT SCHWICHTENBERG, MUNCHEN

Funktionale hSheren Typs, die durch ihre endlichen Approxima-
tionen bestimmt sind, wurden zuerst in [Kreisel 1959] betrachtet. D.
Scott und spater Yu. Ersov haben dann umfangreiche teils verbands-
theoretische, teils topologische Theorien solcher approximierbaren
(oder partiellen stetigen) Funktionale und der zugehorigen endlichen
Approximationen aufgestellt; Scott zunichst hauptsichlich unter dem
Gesichtspunkt, Modelle des A-Kalkiils zu erhalten (fiir eine Ubersicht
tiber die einschligigen Arbeiten s. [Ersov 1977], [Scott 1982). Wir
geben hier in § 1 eine kurze, direkte Definition der Menge C§ der
endlichen Approximationen vom Typ p sowie in § 3 der Menge C*
der durch sie approximierbaren Funktionale vom Typ p, und bewei-
sen einige ihrer Grundeigenschaften. Ferner definieren wir die Menge
Ct.. der berechenbaren Funktionale vom Typ p, und zwar so, dafl
jedes f € Cgz° ganz Cr als Definitionsbereich besitzt. Alle diese Uberle-
gungen sind zumindest implizit in den Arbeiten von Scott und Ersov
enthalten. Von einer dhnlichen Darstellung in [Feferman 1977] unter-
scheidet sich der hier durchgefiihrte Aufbau aufer durch die Zulas-
sung beliebiger Typen dadurch, daf die Hinzunahme eines als
~undefiniert interpretierten Objekts * zum Grundtyp zu einer glatte-
ren Theorie fithrt.

Im § 2 geben wir einen Algorithmus an, mit dessen Hilfe sich jede
endliche Approximation unter Erhalt des durch sie dargestellten
Funktionals in eine eindeutig bestimmte Normalform bringen l48t.
Diese Normalform ist frei von iiberfliissigen Informationen tiber das
dargestellte Funktional.

§ 7 Endliche Approximationen vom Typ p

Durch Induktion iiber den Typ definieren wir die Menge C§ der
endlichen Approximationen vom Typ p, eine Anwendungsoperation Anw:
Cg° x C§ — Cg sowie eine Erweiterungsrelation =° auf C3, und beweisen
gleichzeitig

1. =rist reflexiv und transitiv auf Cg.
22 ACB—>A=BfirABEC:
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3. Ist {A, i€ I} I endlich, vertraglich in Cg (d. h. gibt es ein A € C§ mit
A, =° A fir alle 1 €1), so ist UA, kleinste obere Schranke der A, in
03
Fir den Grundtyp o der natiirlichen Zahlen setzen wir

¢ =12, {o} {1} {2, 4,
A="B:— A CB.
Die Eigenschaften 1-3 sind dann offenbar erfillt.
Fiir einen zusammengesetzten Typ p - G setzen wir
Cere: = {A C G x Cg| A endlich und konsistent};
dabei heiBt A = {(a,b) | i € 1} konsistent, wenn gilt
V,c1(ali€ I,,} vertriglich — b.|ieL} vertriglich).
Die Anwendungsoperationen erkliren wir fir
A = {a,b)| i €1} € C&*° und a FA durch
A@): = Ul | a = al.

Nach 3 fiir ¢ ist A(a) kleinste obere Schranke in C¢ der b, mit a; =< a.

SchlieBlich definieren wir fir A,B € Cg>° die Erweiterungsrelation

durch

A = B: «— Va € C: (A(a) = B(a).
Zu zeigen sind jetzt die Eigenschaften 1-38 fur den Typ p—o. 7 fur

p— o folgt sofort aus 1 fir 6. Zum Beweis von 2 fiir p— o seien

ABECEs, etwa A = {@a,b)| i €1}, B { |j€]} ferner A C B und
a € Cg. Dann gilt
A@ = Ufb| a = a}
c Ulb| a = a} wegen A C B
= B(a)

Aus 2 fir o folgt die Behauptung. Zu zeigen bleibt 3 fir p— o.
Seien fir k €K A, = {(a,b, | i €L} (alle I, dlSJunkt) und A, = BmitB =
{(aj, )| i j Ej} Zu zeigen ist, dafl kLé A, =: A kleinste obere Schranke
der Ak in C&~ ist. Wir zeigen zunachst daR A konsistent ist (also
A ECgo). Sei also I, C U I, und {a,| 1 EI} vertraghch etwa a, < a
fir i € 1, Zu zc1gen ist, daf dann auch { b,|i €L} vertraglich ist. Sei
also i €1, etwa i €I,. Dann gilt

b, c A, (a)
=< B(a) wegen A, = B
C B(a) wegen 1 fur p.

Mit 2 und 1 fiir ¢ folgt die Behauptung. Nach 2 fiir p — o ist also A
obere Schranke der A,. Zu zeigen bleibt, daR A kleinste obere
Schranke ist. Sei also A, = C fiir alle k €K. Wir zeigen A = C. Sei
etwa C = {(a,b)| 1 €L} und a € Cg. Dann ist

Al@) = U, | a, = al
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Sei also a; = a, etwa i €1,. Nach 3 fiir 6 geniigt es zu zeigen, dal b, =
C(a). Nun ist
b, Cc A, @)
= Cfa) wegen A, = C
c C() wegen 1 fiir p.
Mit 2 und 1 fir o folgt wieder die Behauptung. O

Wir notieren als einfache Folgerung
4. a, = a, —> Ala) = Alay.

Wir behandeln jetzt die Frage nach Entscheidungsverfahren bzw.
Berechnungsverfahren fiir die eingefithrten Begriffe. Wegen 2 und 3
gilt fir endliche Teilmengen falied cq

{a,- | i€ 1 vertriglich «— % a, €Cs.
Damit erhilt man induktiv iiber p ein Entscheidungsverfahren fur Cg.
Fir ein Berechnungsverfahren fiir A(a) benétigen wir offenbar ein
Entscheidungsverfahren fir a, = a; unsere Definition von A = B
enthilt jedoch einen Quantor iiber alle a € C,. Wir zeigen deshalb
zunichst, daR fiir beliebige A = {@,b)| i €1}, B = {a,b)| jE J} € Cg~
gilt
5. A = B «— Vi € I(Aa) = B(a)).
Offenbar gentigt es, <— zu beweisen. Sei also a € C§. Dann gilt
A@ = Ulb| a = al
C U{A(a-.)l a = 3-}
= B(a), da Afa) = B(a) = Bla). O

Damit hat man ein Entscheidungsverfahren fir A = B und ein
Berechnungsverfahren fir A(a).

Man beachte, daR das angegebene Entscheidungsverfahren fiir Cj
die Uberpriifung eines Sachverhalts fiir alle Teilmengen I, C I ver-

langt. Es erscheint deshalb nur fiir kleine Indexmengen I praktika-
bel.

§ 2 Eine Normalform fir endliche Approximationen

Aus A = B und B = A folgt i. a. nicht A = B. Ein Gegenbeispiel
bilden etwa die folgenden A,B € Cj=:
A = {dwo,0}0)
B={{(0,0,0),4(0,0,(0,1)},0)}
hier haben wir die Elemente {0}, {l} von C] kurz durch 0,1 mitgeteilt.
Wir geben jetzt einen Algorithmus an, mit dessen Hilfe sich solche
uberfliissigen Informationen aus Approximationen entfernen lassen.
Wir schreiben A ~ B fiir A < B A B = A. Durch Induktion iiber den
Typ definieren wir, wann ein A € C§ in Normalform ist, und beweisen
gleichzeitig
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6. VA € C¢ 3B € ¢ in Normalform: A ~ B
7. VA, B € ¢ in Normalform: (A ~ B — A = B).

Fir den Grundtyp 0 ist jedes Objekt in Normalform, und ~ fillt
mit = zusammen.

Eine Approximation A = {(ai,bi) i€ I}ECg"" heift in Normalform,
wenn alle a,b, in Normalform sind und wenn gilt

i+ k—>a Fa
supb, | a, < a} < b;

a < b steht dabei fiir a = b 1 2 #b. Man beachte, daf aus der zweiten
Bedingung b, # * (= @ € C) folgt, und ebenso

a, < a—>b <b,

Zu zeigen sind jetzt die Eigenschaften 6 und 7 fiir den Typ p — ©.
Zum Beweis von 6 fir p — G sei A = {(ai,bi) i€ I} € Cg°. In einem
ersten Schritt zeigen wir, daf man oBdA a, = a;, > b, = b, annehmen
kann. Dazu setzen wir

A= {a,A@) | i €1;

A’ € g folgt aus 4, also der Monotonie der Anwendungsoperation.
Zu zeigen ist A~ A’,d. h. A = A’und A’ = A, d. h. nach 5 AQ@@) =
A’(a) und A’(a) = Ala). Die erste dieser Ungleichungen ergibt sich aus
b, = A(a), was wiederum aus der Definition der Anwendung folgt. Fiir
die zweite Ungleichung hat man zu zeigen sup {A(ak) | a, = a,.} =< Ala);
dies folgt wieder aus 4. — Man beachte, daB wir damit auchi # k — a,
#+ a, annchmen konnen. In einem zweiten Schritt zeigen wir schlief3-
lich, daR man oBdA auch sup {bk| a, < a.i} < b, annehmen kann. Nach
dem ersten Schritt hat man stets =. Wir zeigen durch Induktion iiber
| 1], da8 man die obige Eigenschaft stets erreichen kann. Sei sup {b, |
a, < a} = b, fur ein festes i € L Setze A’ := A \ {(a,b)}. Zu eigen ist A
~ A’. Wegen A’ C A ist nach 2 A’ = A. Zum Beweis von A = A’
geniigt es nach 5, A(a) = A’(a) fiir alle k € I zu zeigen. Nun ist

Ald) = sup{b,| a = ak} = b, nach Schritt 1
Ala) = sup{b,] l1#+ia =<a}="bfurk i

Es geniigt also, A(a) = A’(a) zu zeigen. Wegen A(a) = b, = sup{bhl a,
< af sei also a, < a; zu zeigen ist b, = A’a). Es ist aber b, = A’@) =
A'a).

Zum Beweis von 7 fiir p — G seien A,BECg>° in Normalform, etwa
A={a,b)|i€1und B = {a,b)| j €J} mit I n J = B. Es gelte A ~ B;
zu zeigen ist A = B. Offenbar geniigt A C B. Sei also i € I; wir zeigen
(a;,b) €B.

Ala) = b,
Bla) = supfb;| j €J.2 = a}.
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Sei J;:={ €] | a; = a}. J, + @, da b* *. Betrachte j € J,
Bla) = b
Ala) = sup{bk| k€I a = aj}.

Seil:={k€1|a,=al [+ @, dab # * Fall 1: i € I, fiir ein j € J,

Dann ist a; ~ a; und ebenso b; ~ b;. Da a, a;, b;, b; in Normalform sind,

hat man nach 7 fiir p und ¢ a, = a;und b, = b;, also (a, b) € B. Fall 2:

i € I, fur alle j € J. Dann gilt fur alle k € J% I,: a, < a. Man erhilt
b, = supfb | j € J} '

suptb , k €U Ij}

suptb, | k €', < a}

der Fall 2 kann also nicht eintreten.O

Fiir reine Typen (also Typen der Form 0, 1 := 0 > 0, 2 := 1 —»

0,...) haben die Approximationen in Normalform eine besonders

einfache Gestalt: A € Cg*' ist also in Normalform genau dann, wenn

einer der folgenden Fille vorliegt:

1. A=*(= Q)

9. A= {*Db)} fireinb €Cy, b * =

3. A = {@a,b) | i €1}, wobei die a, € C; unvergleichbar (und in

Normalform) und die b, € C3, b, # * sind.

ANA Il

§ 3 Approximierbare Funktionale

Wir definieren die Menge C? der approximierbaren Funktionale vom

Typ p sowie eine Erweiterungsrelation =° auf C* durch
c = {a| a c Cg1deal}
a=b:«—>ach

Dabei heift a ¢ C3 Ideal, wenn a * & und
a,a,€a—> dac€afa,a, < a)
a, <afa—>afa.

Man beachte, daB sich C§ in natiirlicher Weise in C? einbetten liRt,
indem man jedem a € Cf das von a erzeugte Hauptideal <a> := {a, €
Cz| a, = a} zuordnet. Offenbar gilt a, = a, «— <a,> C <a,>.

Um die Elemente aus C**° als Funktionen mit Definitionsbereich C?
und Wertebereich C° auffassen zu konnen, definieren wir eine
Anwendungsoperation, Anw: C*° x C* — C° wie folgt. Fir f € C°
und a € C* sei f(a) das von allen Afa) mit A € f, a € a erzeugte Ideal in
Ce, also

fa):= b EC| JAEF Jakab = AQ)
Falt man C§*° und Cj vermoge der obigen Einbettung als Teilmen-

gen von C~° bzw. C* auf, so stimmt die in § 1 definierte Anwen-
dungsoperation mit der obigen tiberein.
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Nachdem wir jetzt also C*~° als Menge von Funktionen von C° nach
Ce auffassen kénnen, stellen wir uns nun die Frage, welche Funktio-
nen dies sind. Wir zeigen: f : C° — C° ist (darstellbar durch ein
Element) in C° genau dann, wenn f monoton ist und folgende
Approximationseigenschaft erfullt:

Va € C*vb € fla) Ja €a b = fa)).
Hier haben wir C3, C§ als Teilmengen von C¢, C° aufgefallt; genauer
miifte man statt b = fla) schreiben b € fi<a>).

Zum Beweis nehmen wir zunichst an, dal f : C°* = C° in C*9 ist,
also durch ein Ideal f € C*~° dargestellt wird. Fir a, b € C? folgt aus a
c b offenbar fla) ¢ f(b), d. h. f ist monoton. Zum Beweis der
Approximationseigenschaft wihlen wir a € C° und b € fla). Nach
Definiton von f(a) gibt es dann A € fund a € a mit b = Afa). Alsoist b
€ fi<a>).

Fir die umgekehrte Richtung sei also f : C>—>C° monoton und
erfiillle die Approximationseigenschaft. Wir betrachten alle endlichen
Mengen A aus Paaren (a,b), mit a € C§ und b € fi<a>). Alle diese A
sind konsistent, denn aus a; = a fur alle i € I, folgt b, € fi<a>) C
fi<a>) wegen der Monotonie von f. Sie erzeugen offenbar ein Ideal f
€ CP~°. Zu zeigen ist f(a) = fla) fiir alle a €C ». Zum Beweis von f(a) C
fla) sei b € fla), also b = Afa) fur gewisse A € f, a € a. ObdA ist A
erzeugendes Element von f, etwa A = {(ai,b;) | i€ D). Nun ist Aa)
kleinste obere Schranke der b; mit a, < a, und fur jedes solche b, gilt b,
€ fil<a>) c fia>) ¢ fla). Daher ist A(a) € fla), also auch b € fla). Zum
Beweis von fla) C f(a) sei b € fla). Da f die Approximationseigenschaft
erflillt, gibt es ein a € a mit b € fl<a>). Daher ist A := {a,b)} €f,alsob
= Afa) € fla). D

AbschlieRend bemerken wir noch, daf sich jetzt die Menge C,2 der
berechenbaren Funktionale vom Typ p in natiirlicher Weise definie-
ren liRt als

Ctl:= {a | @ € G rekursiv aufzihlbares Ideal}.

Offenbar sind die berechenbaren Funktionale abgeschlossen gegen
Anwendungen. Ferner hat jedes berechenbare Funktional vom Typ
p — © ganz C* als Definitonsbereich.
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