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E I N E N O R M A L F O R M F Ü R E N D L I C H E A P P R O X I M A T I O N E N V O N 
P A R T I E L L E N S T E T I G E N F U N K T I O N A L E N 

PROF. DR. HELMUT SCHWICHTENBERG, MÜNCHEN 

F u n k t i o n a l e h ö h e r e n T y p s , d ie d u r c h ihre e n d l i c h e n A p p r o x i m a 
t i o n e n b e s t i m m t s i n d , w u r d e n zuerst i n [Kreisel 1959] betrachtet . D . 
Scott u n d später Y u . E r s o v h a b e n d a n n u m f a n g r e i c h e teils verbands
theoretische, teils topo log ische T h e o r i e n solcher a p p r o x i m i e r b a r e n 
(oder p a r t i e l l e n stetigen) F u n k t i o n a l e u n d d e r zugehörigen e n d l i c h e n 
A p p r o x i m a t i o n e n aufgestellt ; Scott zunächst hauptsächl ich u n t e r d e m 
G e s i c h t s p u n k t , M o d e l l e des ArKalküls z u erha l ten (für eine Übersicht 
ü b e r die e inschlägigen A r b e i t e n s. [Ersov 1977], [Scott 1982]). W i r 
g e b e n h ier i n § 1 e ine k u r z e , d i rekte D e f i n i t i o n d e r M e n g e Cg der 
e n d l i c h e n A p p r o x i m a t i o n e n v o m T y p p sowie i n § 3 d e r M e n g e C p 

der d u r c h sie a p p r o x i m i e r b a r e n F u n k t i o n a l e v o m T y p p, u n d bewei 
sen einige i h r e r G r u n d e i g e n s c h a f t e n . F e r n e r d e f i n i e r e n w i r die M e n g e 
C£e r d e r b e r e c h e n b a r e n F u n k t i o n a l e v o m T y p p, u n d z w a r so, daß 
jedes f £ C £ J ° ganz C p als D e f i n i t i o n s b e r e i c h besitzt. A l l e diese Überle
g u n g e n s i n d z u m i n d e s t i m p l i z i t i n d e n A r b e i t e n v o n Scott u n d E r s o v 
enthal ten . V o n e iner ähnl ichen D a r s t e l l u n g i n [Fe ferman 1977] unter
scheidet s ich d e r h i e r durchgeführte A u f b a u außer d u r c h die Zulas
s u n g be l ieb iger T y p e n d a d u r c h , daß die H i n z u n a h m e eines als 
„Undefiniert" i n t e r p r e t i e r t e n Ob jekts * z u m G r u n d t y p z u e iner glatte
r e n T h e o r i e führt . 

I m § 2 g e b e n w i r e i n e n A l g o r i t h m u s a n , m i t dessen H i l f e s ich j ede 
endl iche A p p r o x i m a t i o n u n t e r E r h a l t des d u r c h sie dargestel l ten 
F u n k t i o n a i s i n eine e i n d e u t i g b e s t i m m t e N o r m a l f o r m b r i n g e n läßt. 
Diese N o r m a l f o r m ist frei v o n überflüssigen I n f o r m a t i o n e n ü b e r das 
dargestel l te F u n k t i o n a l . 

§ 1 Endliche A p p r o x i m a t i o n e n v o m T y p p 

D u r c h I n d u k t i o n ü b e r d e n T y p d e f i n i e r e n w i r die M e n g e Cg der 
endlichen A p p r o x i m a t i o n e n v o m T y p p, e ine A n w e n d u n g s o p e r a t i o n A n w : 
C p C T x Cg CQ s o w i e eine E r w e i t e r u n g s r e l a t i o n ^ p a u f Cg, u n d beweisen 
gle ichzei t ig 

1. rg p ist r e f l e x i v u n d transi t iv a u f Cg. 
2. A c B - ^ A s B für A , B £ Cg. 
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3. Ist {AJ | i £ l}, I e n d l i c h , verträglich i n Cg (d. h . gibt es e i n A £ Cg m i t 
Ai ^ p A für alle i £ I), so ist U A { k leinste obere Schranke der Aj i n 
cg. i e i 

Für d e n G r u n d t y p o d e r natürl ichen Z a h l e n setzen w i r 

Cg: = { 0 , {0}, {l}, {2}, . . .}, 
A ^° B : H A C B. 

D i e E igenschaf ten 1-3 s i n d d a n n o f fenbar erfüllt. 
Für e i n e n zusammengese tz ten T y p p c setzen w i r 

C f r a : = {A c Cg x Q | A e n d l i c h u n d konsistent}; 

d a b e i heißt A = {(a^bj) | i £ i} k o n s i s t e n t , w e n n gilt 

V l 0 c I (K | i £ i j verträglich -> {bj | i £ I0} verträglich). 

D i e A n w e n d u n g s o p e r a t i o n e n erklären w i r für 

A = {(â bj) | i £ i} £ CjT 0 u n d a £ A d u r c h 

A(a): = U{b ; | a, ^ a}. 

N a c h 3 für a ist A(a) kleinste obere Schranke i n Q j d e r b ; m i t 2^ a. 
Schließlich d e f i n i e r e n w i r für A , B £ Cg^° d ie E r w e i t e r u n g s r e l a t i o n 
d u r c h 

A ^ B : V a £ Cg (A(a) g B(a)). 

Z u zeigen s i n d jetzt die E igenschaf ten 1-3 für d e n T y p p o. 7 für 
/? a folgt sofort aus 1 für a . Z u m Beweis v o n 2 ßir p - * o seien 
A , B £ C r ° , e t w a A = { ( ^ b ) | i £ i}, B = {(a^) | j £ j}, f erner A c B u n d 
a £ Cg. D a n n gilt 

A(a) = U l b j ^ a } 
C Uibj I aj ^ a} w e g e n A c B 
= B(a) 

A u s 2 für G folgt die B e h a u p t u n g . Z u ze igen b le ibt 3 ßir p - + o. 
Seien für k £ K A k = {(a^fy | i £ i j (alle I k dis junkt) u n d A k g B m i t B = 
{(aj,bj)| j £j}. Z u zeigen ist, daß U A k = : A kleinste obere Schranke 
der A k i n C g - ^ ist. W i r ze igen zunächst, daß A konsistent ist (also 
A £ Cg -*0). Sei also I 0 C U I k u n d {2^ | i £ I0} verträglich, e twa ^ g a 
für i £ I 0. Z u zeigen ist, claß d a n n auch { b{ | i £ I0} verträglich ist. Sei 
also i £ I 0, e t w a i £ Ik. D a n n gilt 

bi C A k (aj 
^ B (a1) w e g e n A k ^ B 
C B (a) w e g e n 1 für p. 

M i t 2 u n d 1 für a folgt die B e h a u p t u n g . N a c h 2 für p a ist also A 
obere Schranke d e r A k . Z u ze igen b le ibt , daß A kleinste obere 
Schranke ist. Sei also A k ^ C für alle k £ K . W i r ze igen A S C. Se i 
e twa C = {(a„b,) | 1 £ U u n d a £ Cg. D a n n ist 

A(a) = U f e | a ; ^ a} 
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Sei also 2^ ^ a, e t w a i £ I k. N a c h 3 für o genügt es z u zeigen, daß b s ^ 
C(a). N u n ist 

bi c A k (a,) 
^ C (aj w e g e n A k ^ C 
C C (a) w e g e n 1 für p. 

M i t 2 u n d 1 für a folgt w i e d e r d ie B e h a u p t u n g . • 
W i r n o t i e r e n als e infache F o l g e r u n g 

4. a> :| a 2 —A(aj) ^ A(a 2). 
W i r b e h a n d e l n jetzt d ie Frage n a c h E n t s c h e i d u n g s v e r f a h r e n b z w . 

B e r e c h n u n g s v e r f a h r e n für d ie e ingeführten Begri f fe . W e g e n 2 u n d 3 
gi l t für e n d l i c h e T e i l m e n g e n | i £ l} c Cg 

{ai | i £ l} verträglich <—> U ^ £Cg. 
D a m i t erhält m a n i n d u k t i v ü b e r p e i n E n t s c h e i d u n g s v e r f a h r e n für Cg. 
F ü r e in B e r e c h n u n g s v e r f a h r e n für A(a) b e n ö t i g e n w i r of fenbar e i n 
E n t s c h e i d u n g s v e r f a h r e n für ^ a; unsere D e f i n i t i o n v o n A ^ B 
enthält j e d o c h e i n e n Q u a n t o r ü b e r alle a £ Cg. W i r ze igen deshalb 
zunächst, d a ß für bel iebige A = {(a^) | i £ i}, B = {(a^) | j £ j} £ C r ° 
gi l t 

5. A ^ B V i £ I(A(ai) ^ B(aJ). 

O f f e n b a r genügt es, < - z u beweisen . Sei also a £ Cg. D a n n gilt 
A(a) = Ufe | a, s a} 

C u W a J U ^ a } 
^ B(a), da A(aO ^ Bta,) ^ B(a). • 

D a m i t ha t m a n e i n E n t s c h e i d u n g s v e r f a h r e n für A ^ B u n d e i n 
B e r e c h n u n g s v e r f a h r e n für A(a). 

M a n beachte , daß das angegebene E n t s c h e i d u n g s v e r f a h r e n für Cg 
die Ü b e r p r ü f u n g eines Sachverhalts für alle T e i l m e n g e n I 0 C I ver
langt . Es erscheint deshalb n u r für k le ine I n d e x m e n g e n I p r a k t i k a 
b e l . 

§ 2 E i n e N o r m a l f o r m für e n d l i c h e A p p r o x i m a t i o n e n 

A u s A ^ B u n d B ^ A folgt i . a. n i c h t A = B . E i n G e g e n b e i s p i e l 
b i l d e n e t w a d ie f o l g e n d e n A , B £ C i ^ ^ 0 : 

A = {({(0,0)},0)} 
B = {({(0,0)},0),({(0,0),(0,1)},0)}; 

h i e r h a b e n w i r d ie E l e m e n t e {o}, {l} v o n Cg k u r z d u r c h 0,1 mitgetei l t . 
W i r geben je tzt e i n e n A l g o r i t h m u s an, m i t dessen H i l f e s ich solche 
überf lüssigen I n f o r m a t i o n e n aus A p p r o x i m a t i o n e n e n t f e r n e n lassen. 

W i r s c h r e i b e n A ~ B für A ^ B A B ^ A . D u r c h I n d u k t i o n über d e n 
T y p d e f i n i e r e n w i r , w a n n e i n A £ Cg in N o r m a l f o r m ist, u n d b e w e i s e n 
gle ichzei t ig 
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6. V A £ Cg 3 B £ Cg i n N o r m a l f o r m : A ~ B 

7. V A , B £ Cg i n N o r m a l f o r m : (A ~ B A = B). 
Für d e n G r u n d t y p 0 ist jedes O b j e k t i n N o r m a l f o r m , u n d ~ fal l t 

m i t = z u s a m m e n . 
E i n e A p p r o x i m a t i o n A = {(a^bj) | i £ l }£Cg^ a heißt i n N o r m a l f o r m , 

w e n n alle a^b; i n N o r m a l f o r m s i n d u n d w e n n gilt 

i + k aj 4= a k 

sup{b k | a k < a j < b i ; 

a < b steht d a b e i für a ^ b A a +b . M a n beachte, daß aus d e r z w e i t e n 
B e d i n g u n g bt + * (: = 0 £ Q ) folgt , u n d ebenso 

a k < a, -> b k < bj. 

Z u zeigen s i n d jetzt die E igenschaf ten 6 u n d 7 für d e n T y p p —* G . 
Z u m Beweis v o n 6 für p G sei A = {(a^bj) | i £ i} £ Cg - * 7 . I n e i n e m 
e r s t e n S c h r i t t ze igen w i r , daß m a n o B d A a k ^ a, b k ^ b; a n n e h m e n 
k a n n . D a z u setzen w i r 

A ' : = { (^AtaJ) ! i £ i}; 

A ' £ C p ° folgt aus 4, also der M o n o t o n i e der A n w e n d u n g s o p e r a t i o n . 
Z u zeigen ist A ~ A \ d . h . A A ' u n d A ' ^ A , d . h . n a c h 5 A ^ ) ^ 
A ^ ) u n d A ' i a J g A(aj). D i e erste dieser U n g l e i c h u n g e n ergibt s ich aus 
b 4 ^ A(aj), was w i e d e r u m aus d e r D e f i n i t i o n der A n w e n d u n g folgt . F ü r 
die zweite U n g l e i c h u n g hat m a n z u zeigen sup {A(ak) | a k ^ a} ^ A(aj); 
dies folgt w i e d e r aus 4. - M a n beachte, daß w i r d a m i t auch i + k -*> a^ 
=1= a k a n n e h m e n können . I n e i n e m z w e i t e n S c h r i t t ze igen w i r schließ
l i c h , daß m a n o B d A a u c h sup {bk | a k < a*} < b{ a n n e h m e n k a n n . N a c h 
d e m ersten Schritt hat m a n stets ^ . W i r ze igen d u r c h I n d u k t i o n ü b e r 
| 11, daß m a n die ob ige Eigenschaft stets e r re i chen k a n n . Sei sup {bk | 
a k < a j = bj für e i n festes i £ I. Setze A ' : = A \ {(a^bi)}. Z u e igen ist A 
~ A \ W e g e n A ' c A ist n a c h 2 A ' ^ A . Z u m Beweis v o n A ^ A * 
genügt es n a c h 5, A(ak) ̂  A'(a k) für alle k £ I z u zeigen. N u n ist 

A(ak) = sup{b, | ^ ^ a j = b k n a c h Schri t t 1 
A'(ak) = sup{b, | 1 + i , a, ^ a j = b k für k + i . 

Es genügt also, A(aj) :§ A ' ^ ) z u zeigen. W e g e n A ( a ) = b ; = sup{b k | a k 

< a} sei also a k < a^ z u ze igen ist b k ^ A'(aj). Es ist aber b k 5j A'(a k) ^ 
A'fe) . 

Z u m Beweis v o n 7für p —• G seien A , B £ C p C T i n N o r m a l f o r m , e t w a 
A = { ( ^ b ) | i £ i} u n d B = { ( % , b ) | j £ j} m i t I n J = 0 . Es gelte A - B ; 
z u zeigen ist A = B . O f f e n b a r genügt A c B . Sei also i £ I; w i r ze igen 
(a^ty £ B . 

A(a i) = b i 

B(ai) = s u p i b j l j £ J > a j ä a j . 
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Sei J i : = Ij 6 J | ^ ^ 4 - J i * 0 , d a fy* *. Betrachte j £ J . 
B( a j ) = bj 
A(aj) = sup{b k | k £ I, a k ^ aj}. 

Sei Ij := {k £ I | a k ^ aj}. Ij * 0 , d a bj =1= *. F a l l 1: i £ Ij für e i n j £ J ä . 
D a n n ist ^ ~ aj u n d ebenso b{ ~ bj. D a a^ aj, b i 5 bj i n N o r m a l f o r m s ind , 
hat m a n n a c h 7 für p u n d O a i ? = a, u n d b ; = bj, also (a^ b;) £ B . F a l l 2: 
i £ Ij für alle j £ J { . D a n n gilt für alle k £ U Ij : a k < a^ M a n erhält 

b i = s u p j b j l j ^ j i 
= sup{b k k £ U Ij} 
^ sup{b k | k £ J f J a k < a j 
< b i 5 

d e r F a l l 2 k a n n also n i c h t e i n t r e t e n d 
Für re ine T y p e n (also T y p e n d e r F o r m 0, 1 := 0 -> 0, 2 := 1 -> 

0. . . .) h a b e n die A p p r o x i m a t i o n e n i n N o r m a l f o r m eine besonders 
e infache Gestal t : A £ C j + 1 ist also i n N o r m a l f o r m g e n a u d a n n , w e n n 
e iner d e r f o l g e n d e n Fäl le vor l iegt : 
1. A = » ( : = 0 ) . 
2. A = {(*,b)} für e i n b £ Cg, b * * 
3. A = {(ai,bi) | i £ i}, w o b e i d ie ^ £ C j u n v e r g l e i c h b a r (und i n 
N o r m a l f o r m ) u n d die b t £ Cg, b{ 4= * s i n d . 

§ 3 A p p r o x i m i e r b a r e F u n k t i o n a l e 

W i r d e f i n i e r e n d ie M e n g e C p d e r a p p r o x i m i e r b a r e n F u n k t i o n a l e v o m 
T y p p s o w i e e ine E r w e i t e r u n g s r e l a t i o n ^ p a u f C p d u r c h 

C p := {et | a c Cg Ideal} 
a s b : <—> a c b. 

D a b e i heißt a c C°p Ideal, w e n n a * 0 u n d 
a r a 2 £ a 3 a £ a (a 1 5a 2 ^ a) 
ai ^ a £ a a ,£ a. 

M a n beachte , d a ß s ich Cg i n natürl icher W e i s e i n C p e inbet ten läßt, 
i n d e m m a n j e d e m a £ C p das v o n a erzeugte H a u p t i d e a l < a > := {a, £ 
Cg | a, ^ a} z u o r d n e t . O f f e n b a r gil t a, ^ a 2 <—> <a ,> C <a 2 > . 

U m die E l e m e n t e aus als F u n k t i o n e n m i t D e f i n i t i o n s b e r e i c h C p 

u n d W e r t e b e r e i c h C c auffassen z u k ö n n e n , d e f i n i e r e n w i r eine 
A n w e n d u n g s o p e r a t i o n . A n w : C ^ 0 x C p ̂  C° w i e folgt . Für f £ 0 ^ a 

u n d a £ C p sei f(a) das v o n a l l e n A(a) m i t A £ f, a £ a erzeugte Ideal i n 
C a , a lso 

f(a) := {b £ C? | 3 A £ f 3 a £ a (b ^ A(a))}. 
F a ß t m a n Cg"* a u n d C p v e r m ö g e der o b i g e n E i n b e t t u n g als T e i l m e n 

g e n v o n O ^ 7 b z w . C p auf, so s t i m m t die i n § 1 def inier te A n w e n 
d u n g s o p e r a t i o n m i t d e r o b i g e n überein . 
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N a c h d e m w i r jetzt also C ^ * 7 als M e n g e v o n F u n k t i o n e n v o n C p n a c h 
CC T auffassen k ö n n e n , stel len w i r uns n u n die Frage, welche F u n k t i o 
n e n dies s i n d . W i r zeigen: f : C p -+> C° ist (darstellbar d u r c h e i n 
Element) i n 0 ^ ° genau d a n n , w e n n f m o n o t o n ist u n d fo lgende 
A p p r o x i m a t i o n s e i g e n s c h a f t erfüllt: 

V a G C p V b £ f(a) 3 a Ga (b ^ f(a)). 
H i e r h a b e n w i r Cg, Cg als T e i l m e n g e n v o n C p , C° aufgefaßt; genauer 
m ü ß t e m a n statt b g f(a) s c h r e i b e n b G fi<a». 

Z u m Beweis n e h m e n w i r zunächst an , daß f : C p C° i n C ^ ist, 
also d u r c h e i n Ideal f G dargestel l t w i r d . Für a, B G C p folgt aus a 
C b o f fenbar [(et) c f(b), d . h . f ist m o n o t o n . Z u m Beweis d e r 
A p p r o x i m a t i o n s e i g e n s c h a f t wählen w i r et G C p u n d b G f(cx). N a c h 
D e f i n i t o n v o n f(a) gibt es d a n n A G f u n d a G et m i t b ^ A(a). A l s o ist b 
G f « a » . 

Für die u m g e k e h r t e R i c h t u n g sei also f : C P - > C ° m o n o t o n u n d 
erfülle die A p p r o x i m a t i o n s e i g e n s c h a f t . W i r be t rachten alle e n d l i c h e n 
M e n g e n A aus P a a r e n (a,b), m i t a G Cg u n d b G fl<a». A l l e diese A 
s i n d konsistent , d e n n aus ^ g a für alle i G lo folgt D i 6 fl<aj» C 
f « a » w e g e n der M o n o t o n i e v o n f. Sie erzeugen o f fenbar e i n Idea l f 
G C ^ . Z u zeigen ist f(a) = fict) für alle et G C p. Z u m Beweis v o n f(a) c 
f(a) sei b G Ret), also b ^ A(a) für gewisse A G f> a G <*• O b d A ist A 
erzeugendes E l e m e n t v o n f, e twa A = {(a^bj) | i G I)}- N u n ist A(a) 
kle inste obere Schranke d e r b ; m i t ^ a, u n d für jedes solche b{ gilt b{ 

G f « a i » c f K a » c f(a). D a h e r ist A(a) G f(a), also a u c h b G Act). Z u m 
Beweis v o n Ret) c f(ct) sei b G ffa). D a f die A p p r o x i m a t i o n s e i g e n s c h a f t 
erfüllt, gibt es e i n a £ a m i t b G f « a » . D a h e r ist A : = {(a,b)} G f> also b 
= A(a) G f(a). • 

Abschl ießend b e m e r k e n w i r n o c h , daß s ich jetzt die M e n g e C b c
p d e r 

b e r e c h e n b a r e n F u n k t i o n a l e v o m T y p p i n natürl icher W e i s e def inie
r e n läßt als 

Cbc? : = {et | a c Cg rekurs iv aufzählbares Ideal}. 
O f f e n b a r s i n d die b e r e c h e n b a r e n F u n k t i o n a l e abgeschlossen gegen 

A n w e n d u n g e n . F e r n e r hat jedes berechenbare F u n k t i o n a l v o m T y p 
p G ganz C p als D e f i n i t o n s b e r e i c h . 
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