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Ein Ordinalzahlensystem fiir die beweis-
theoretische Abgrenzung der IT}-Separation und
Bar-Induktion

Von Wilfried Buchholz und Kurt Schiitte in Miinchen

In der vorlicgenden Arbeit wird cin Bezeichnungssystem fiir Ordi-
nalzahlen entwickelt, das in einer spiteren Arbeit fiir die beweistheo-
retische Abgrenzung cines Teilsystems der klassischen Analysis mit
IT}-Separation und Bar-Induktion gebraucht wird. Anstelle der
O-Funktionen, auf denen das in [1] behandclte Ordinalzahl-Bezeich-
nungssystem beruht, wurden in [2] y-Funktionen cingefithrt, mit
denen sich in cinfacherer Weise cbenso starke Ordinalzahlsysteme
wic mit den 8-Funktionen definieren lassen. Die vorliegende Arbeit
lictert cine Erwecitcrung und Verschirfung des in [2] behandelten
Bezeichnungssystems und der dort definierten Kollabierungsfunk-
tionen.

Wir gchen aus von der klassischen Ordinalzahlentheorie, wic sic
ctwa 1m Axiomensystem ZF-C von Zermelo und Fracnkel mit Aus-
wahlaxiom fixiert ist, wobci wir zusitzlich dic Existenz ciner klein-
sten schwach unerreichbaren Ordinalzahl I voraussetzen. Tatsidchlich
kann [ allerdings auch als die kleinste konstruktiv unerreichbare Or-
dinalzahl aufgcfalit werden, deren Existenz in ZF-C beweisbar ist.

Im Rahmen der klassischen Ordinalzahlentheorie, deren hier ge-
brauchte Grundbegrifte in § 1 angegeben sind, werden in den 8§82
und 3 dic y-Funktionen definiert und ihre Grundeigenschaften be-
wicsen. Aut der Grundlage dieser y-Funktionen wird in § 4 ¢in kon-
struktives Ordinalzahl-Bezeichnungssystem T(I) definiert. Dic 8§ 5
und 6 lictern konstruktive Berechnungsvertahren fiir die Ordinalzah-
len des System T(I). Dic fir beweistheoretische Untersuchungen
bendtigten Kollabierungstunktonen und die hicrauf beruhenden
Ordnungsrelationen <€, werden in den §§7 bis 9 entwickele. Die
cbenfalls in der Beweistheorie gebrauchten Herleitungsfunktionen
werden m § 10 bereitgestellt.
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§ 1. Grundbegriffe

Dic kleinen griechischen Buchstaben a, B, v, 6, 1, § (auch mit
Indizes) bezeichnen im folgenden immer Ordinalzahlen, Die Addi-
tion von Ordinalzahlen sei in Gblicher Weise definiert.

P sci die Klasse der additiven Hauptzahlen, d. h. es sei o € P genau
dann, wenn a# 0 ist und n + a = a fir alle n < a gilt.

a+ w“sei die Ordnungsfunktion von P. Dann gilt:

Lemma 1.1.
a) w*e P
b) Zu 8 € P gibt cs cindeutig a mit 0* = .
0 a<f> <o’
d) a= w“
o w'=10=o
f) Ist a cinc Limeszahl, so ist w“= sup {": n< a}.
Einc Ordinalzahl « heif3t cinc & Zahl, wenn w“= « ist. E sci dic
Klassc der e-Zahlen, a+ g, dic Ordnungsfunktion vom E.
y= @+ B (y hat dic Normalform o“+ ) bedcute, daB
y=w“+ fmit a< yund < yist. Dann gilt:

Lemma 1.2.
a) Gilt y = nrw“+ B, so sind a und f§ cindcutig durch y bestimmt.
b) Zu vy gibt ¢s a und B mit y=yrw“+ f genau dann, wenn
0<y¢Eist.
Induktive Definition decs Endgliedes e(y) von y.
1. Firye {0} U Pscie(y):=y.
2. Flir y = 0“+ Bmit B+ 0scic(y) :=c(f).
Folgerungen:
Zu ygibtcs yymit ¥y = ¥, + ¢(y).
Ist y =0, soist e(y) € P.

Lemma 1.3.

o<y pf<c)>a+ <y
bya<f+yv.y<e(@)D>a=<pf

[N ~ 7 /Af) ~
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Beweis. a) Man hat y>0, also y=y,+ ¢(y) mit e(y) € P. Ist
a<y, so folgta+ B=y,+ B<y+ e(y) = y. Andernfalls hat man
a=y,+ oy mit a,<e(y). Da auch f<e(y) und e(y) € P ist, folgt

+B<ay+e(y) =e(y),alsoa+ = )4,+ a+ B<y+ely) =

b) Wirce < a, so wiirde mit y < ¢(a) nach a) B+ y < a folgen im
Widerspruch zur Voraussetzung.

R sci dic Klassc der reguldren Ordinalzahlen > . R sei der AbschluB
von R bezliglich Limesbildung.

Folgerung: RC RC EC P

Definitionen.

a:=sup{neR:n<a}
Sa:=sup{neR:n=a}
a*:=min{neR:a<n}
=min{neR:n"=n}
Dann gilt folgendes:

Lemma 1.4.

a) a,Sae {0} UR

b) Susa<a*=(Sa)"eR

o Sa=asae {0} UR
d)ae{0JUR> (@) =«
o)I>aeR=> (@) =a
HI>ae{0}UR>(ae RS a <a)

Induktive Definition von qy und rvy.

Firy<Iscigy:=0undry:=y.
Fir I=y= o+ Bsciqy:= o+ qfund ry: = 1.
Fir[<=yeEsciqgy:=yundry:=0.

SIS

Folgerungen:
y=qy+trymitry<l
Isty=1 soiste(qy) = 1.
Lemmal.5. a<y. <l ry=0>a+ <y

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt < 1= ¢(y). Nach Lem-
ma 1.3 a) folgt dic Behauptung.
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Einc Ordinalzahl a heiBe cine Anfangszahl, wenn a = 0 oder a € R
ist. a+ 8, sci dic Ordnungsfunktion der Klasse {0} U R der An-
fangszahlen. Dann gilt:

Lemma 1.6.
a) ,€ {0} UR, also S(R,) = 2,.
b) Zu B e {0} U R gibt ¢s cindeutig  mit 2, = f3.
0 a<f>Q,<
d) a= Q,
c) ,=0, Q=1
Ha<Is Q<1
g) Fir a <Iist £, € R genau dann, wenn ¢s o, mit o = o, + 1 gibe.
h) Ist & cine Limeszahl, so ist £, = sup {2, : n< a}.

§ 2. Die Ordinalzahlen ¥Ya

Induktive Definition dcr Ordinalzahlenmengen C'( @) (n < ) und
C(a) und der Ordinalzahl Wa (durch Hauptinduktion nach « und
Necbeninduktion nach n).

(on))] 0, I e C'(a)

(C2) y=wnw +nm EneC(a)=>ye C'(ag)
(C3) Sy<y<I SyeC'(a)>yeC*(a)
(CH B<a PeCl(a)> WheC™'(@

(C5)  Cla):=u{C"(0):n< w}

(C6) Yo=min {n:n¢C (a)}

Folgerung: m <n < w = C"(a) € ("(a)

Lemma2.1. a< > C(a) c C(ff), Ya= ¥f

Dics folgt unmittelbar aus den Definitionsregeln.

Lemma?22. 0< Ya<]

Beweis. Aus (C1), (C5) und (C06) folgt 0 < Ya. Durch Induktion
nach n crgibt sich, daB C"(a) cine Michtigkeit < I hat. Dann hat
aufgrund der Regularitit von [ auch Ca) eine Michogkeic < 1. Nach
(C6) folgt Ya < I.
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Lemma2.3. Yae R

Beweis. Wire Wa¢ R, so hitte man nach Lemma 2.2
S(Wa) < Wa< I Dann wirc nach (C6) S(¥a) € Ca) und nach
(C3) Wa e Ca) im Widerspruch zu (C6).

Lemma24.ye C' (o), y<I> y< ¥a
Beweis durch Induktion nach n.

1. ye C"(a) gelte nach (C1). Dannist y=0< Ya.

2. ye C"(a) gelte nach (C2) oder (C3). Dann folgt die Behaup-
tung aus der L.V, (Induktions-Voraussetzung), da nach Lemma 2.3
Wae R e Eist.

3. ye C"(a) gelte nach (C4). Dann hat man y= ¥f mit < a.
Nach Lemma 2.1 folgt y < Wa. Da Wa ¢ C(a) ist, folgt y < Wa.

Corollar 2.4. Dic Mcenge derjenigen Elemente von C(a), dic < I
sind, ist gleich dem Abschnitt aller Ordinalzahlen < Wa.

Beweis. Dies folgt aus (C6) und Lemma 2.4,

Lemma 2.5.

Q) p<y<l yeC(a)=> e C(a)
b) y=nrw +ne Cla)> § ne Cla)

Bewets. a) folgt aus Corollar 2.4.

b) folgt im Fall y<I aus a). Andernfalls kann y= ;0 +
n € C(a) nur nach (C2) gelten, also nur mit §,n € C(a).

Lemma 2.6.

A a<p,aeCP) > Pa< ¥
b) a.fe Cla)u C(B), Ya=Vh>a=p

Beweis. a) Aus a< f und a e C(f) folgt nach (C4) Wae C(f3).
Nach den Lemmata 2.2 und 2.4 folgt Wa < W§.

b) Wire a < f3, so wiirde aus a € C(a) U C(f) nach Lemma 2.1
ae C(f) und nach a) Yo < WP folgen. Ebenso fithre dic Annahme
B < azum Widerspruch zur Voraussctzung Wa = Wg.

Lemma 2.7. Ist ¢ < 8 und gibt ¢s kein 6 € C(a) mit a<= 6 < f3, so
gilt: ye C'(f) => v e C(a).

Beweis durch Induktion nach n.
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1. ye C"(B) gelte nach (C1). Dann gilt auch y € C(a).

2. y e C"(f) gelte nach (C2) oder (C3). Dann folgt dic Behauptung
aus der L. V.

3. ye C"(P) gelte nach (C4). Dann hat man y = ¥ mit 6 < fund
nach I.V. 6 € Ca). Daher kann nach Voraussetzung nicht a = < f3
sein. Da 6 < fist, folgt d < a. Nach (C4) folgt y = ¥é € C(0a).

Lemma 2.8. Ist S=min {n:a=ne C(a)}, so ist C(a) = C(f),
also Ya= ¥YPBund fe CB).

Beweis. Aus der Voraussetzung folgt nach Lemma 2.1
C(a) € C(f8) und nach Lemma 2.7 C(f}) € C(a).

Lemma 2.9. Ist y€ C"(a), so gibt ¢s d=min {n:y=ne C(H)}
mit 6 € C"(a).

Beweis durch Induktion nach n.

1. Es sei y=<1I Ist ye C(B), so gilt dic Bchauptung fir 6=17.
Andernfalls gilt sie aufgrund von Corollar 2.4 fiir § = I.

2. Es sei I < y. Dann kann y € C"(@) nur nach (C2) gelten.

Man hat also n>0 und y= p0" + v, mit y,, 2 € C" (). Fiir
i=1,2 gibt ¢ nach LV. §=min{n:y,<neC(f)} mit
6eC' Ya). Ist y,€C(B), so gilt dic Behauptung Ffir
8= nro" + 8. Andernfalls gilt sic fiir § = w”'.

Lemma 2.10. Gilt y € C(a) nach (C4), so gibt ¢s genau ein < «
mit y= ¥ und e C(f).

Beweis. Aufgrund der Voraussetzung hat man y= W, mit
fo<a und fye C(a). Dann gibt ¢s mnach Lemma 2.9
B=min {n:f,=ne C(B)}. Nach Lemma 2.8 folgt C()) = C(f3),
y= ¥ und Be C(B). Nach Lemma 2.6 b) ist f cindeutig durch y
bestimmt. Ist = B, so hat man < a. Andernfalls ist B, ¢ C(f3),
also By ¢ C(B). Da ;€ C(a) ist, folgt auch in dicsem Fall f < a.

Lemma2.11. e C(B), y< W(B+ 1) > B+ye CB+7Y)

Beweis. Aus y< W(B +I) folgt I > ye C(f+ I). Angcnommen,
cs sci y¢ C(B+y). Dann ist C(B+ y) = C(B +I). Folglich gibt cs
nach Lemma 2.7 0e C(f+y) mit f+y=0<pB+ 1 Es folgt
0=+, mit y=6,<I und §,€ CB+ y) Nach Lemma 2.5 a)
folgt ye C(B+7y). Mit e C(B) c C(B+ y) folgt B+ ye C(B+ 7).
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Lemma2.12. «e C(q), f<=ra>qa+ e Clga+ p)

Beweis. Aus ae C(a) folgt gae C(a). Angenommen, c¢s sci
ga ¢ C(qa). Dann ist C(qa) #+ C(a). Folglich gibt es nach Lemma
2.7 6e Cga) mit qa<=d<a. Es folgt gée C(qa) und qa = q9.
Man hat also
(1) qaeClo
Aus ae C(a) folgt auch ra € Ca). Nach Lemma 2.4 folgt
ra< ¥a. Daf=<raund a<qa+ [ist, folgt
(2) B<W(qa+I).

Aus (1) und (2) folgt dic Bchauptung ga + e C(qa+ B) nach
Lemma 2.11.

Lemma2.13. a< ¥/ > ae Cla), 1 + a< Pa= Q,,

Beweis. Aus a< WI folgt nach Lemma 2.11 (fir f=0 und
y=a) a€ C(a). Durch Induktion nach a folgt Ya= Q,,,. Aus
I>aeC(a) folgt nach Lemma 2.4 a< ¥a. Dann ist auch
1+ a< Wa.

Lemma2.14. Yi=ae Cla) 2 I=a, Ya = Qg+

Beweis. Wirc a < I, so wiirde aus a € C(a) nach den Lemmata 2.4
und 2.1 a< Ya < Y] folgen. Im vorliegenden Fall ist also I =< a.
Dann ist ga cine Limeszahl. Da ¥(qa) € R ist, gibt cs 7 mit
Yga) =, Angenommen, es sei n<£,. Dann hat man
Sn< Y¥(qa), folglich Sne C(qa). Dics kann nur nach (C1) oder
(C4) gelten. Man hat also entweder S =0 oder nach Lemma 2.10
Sn= ¥ mit d<qga und de C(J). Im crsten Fall sei =10, im
zweiten Fall f=06+ 1. Dann ist in jedem Fall n<n' = ¥f mit
B e C(B). Dagacine Limeszahl ist, ist auch < qga. Fir alle y< Wg
hat man y< ¥W(B+ ) und nach Lemma 2.11 +ye C(f+ ).
Durch Induktion nach y folgt Q, < Y(B + ) tiir alle y = WP, also
insbesondere Q5 < W(B+ WP). Aus f<qa, WB<ITundr(ga)=0
folgt nach Lemma 1.5 S+ ¥ < gqa. Hicrmit crgibt sich

Qu=¥p+ ¥p)<¥(qa =Q,
im Widerspruch zu n < Wf. Somitist n = Q,. Es folgt
1) W(ga) = Qi
Aus a € C(a) folgt nach Lemima 2.12
(2 qa+ e Clga+ p) firalle f=ra.



106 Wilfried Buchholz/Kurt Schatte :

Aus (1) und (2) folgt durch Induktion nach f
Yga+ B) = Qe+ firalle f=sra,
also insbesondere Ya = Y(qa+ ra) = Quw+re-

Lemma 2.15. Ist I<fe C(f) mit rf=0 und a= ¥+ y<
YP+1),soist Q,= ¥ (B +y).

Beweis. Aus den Voraussctzungen folgt nach Lemma 211
B+yeCPB+y. Man hat qB+yY==1 und r(f+7y) =7.
Nach Lemma 2.14 folgt ¥(B+ y) = Q4+, = Q..

§ 3. Die Ordinalzahlen yoa

Im folgenden bezeichnen 7, 0, Timmer Anfangszahlen < .
Induktive Definition dcr Ordinalzahlenmenngen Cj(a) (n < w)
und C,(a) und der Ordinalzahl ypoa (durch Hauptinduktion nach a
und Ncbeninduktion nach n).
) Isty=oodery=1 sosciye Cj(a).
) y=ne@ 1 EneCl(a) > ye Clt ()
(Cs3) BeCi(a)> WBe Cy™'(a)
) B<a a,BeCla=>yafeCl" ' (a)
) Cyla):=u{Cia):n< w}
(C,6)  woa:=min{n:n¢ C,(a)}
Folgerung: m <n < w=> C)'(a) c C)(q)
Lemma3.1l. 0=, a < > C,(a) C C,(B), yoa = yaf

Dies folgt unmittelbar aus den Definitionsregeln.

Lemma 3.2. 0 < yoa < ¢, also S(Yoa) = o.

Beweis. Aus (C,1), (C,5) und (C,6) folgt o< ywoa. Durch Induk-
tion nach n crgibe sich, dall C/ (@) cine Michtigkcit < 0" hat. Dann
hat aufgrund der Regularitit von 0" auch C,(d) cine Michtigkeit
< 0". Nach (C,06) folgt yoa < o*.

Lemma 3.3. Yyoa € E

Beweis. Nach Lemma 3.2 ist yoa + 0. Wire yoa ¢ I£, so hitte
man daher Yoa = @+ 1, folglich nach (C,6) & ne C,(a) und
nach (C,2) yoa € C,(a) im Widerspruch zu (C,6).
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Lemma3.4. ye Cl{a). y< 0" = y< yoa.

Beweis durch Induktion nach n.

1. ye Cj(a) gelte nach (C,1). Dannist y = o< yoa.

2. y € Ci(a) gelte nach (C,2). Dann tolgt dic Behauptung aus der
[.V., danach Lemma 3.3 Yoo € E ist.

3. ye C!a) gelte nach (C,3). Dann ist nach Lemma 2.3 ye R.
Aus ¥ < 0" folgt daher y= o< yoa.

4. ve CHa) gelte nach (C,4). Dann hat man y= yaf mit f< a.
Aus y < o folgt nach Lemma 3.2 7 < 0. Nach Lemma 3.1 folgt
Y=< yoa. Da yoa ¢ C,(a) ist, folgt y< yoa.

Corollar 3.4. Dic Menge derjenigen Elemente von C, (), dic < o*
sind, ist gleich dem Abschnitt aller Ordinalzahlen < yoa.

Beweis. Dices folgt aus (C,6) und Lemma 3.4.

Lemma 3.5.

Q) f<y<o’, yeCy(a)=> Be Cyla)
b) v=nrw + ne Cy(a) > Ene Cyla)
Beweis. a) folgt aus Corollar 3.4.
b) folgt im Fall y<o® aus a). Andernfalls  kann

y=NFw-‘t+ neC,(a) nur nach (C,2) gelten, also nur mit
EneCyla).

Lemma 3.6.

Q) 0F, ae C,B), a< > yoa< yof
b) 0%, «a, B e Cy(a) U Cy(B), yoa = ypof=>a=pf

Beweis. a) Aus oF, a €C,(B) und a < B folgt nach (C,4) Yoa €
C,(#). Nach den Lemmata 3.2 und 3.4 folgt yoa < yaf.

b) Wire a < f, so wiirde aus 6%, a € C,(a) U Cy(f) nach Lemma
3.1 0%, ae C,(B) und nach a) Yoa < yopf folgen. Ebenso fihre die
Annahme < « zum Widerspruch zur Voraussctzung yoa = yof.

Lemma 3.7. Ist y€ C (&), so gibt cs O=mmm{n:y=n e CH)}
mit 0 € CHa).

Beweis durch Induktion nach n entsprechend wie fiir Lemma 2.9.
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Lemma 3.8.Gilt y € C*'(a) nach (C,3), so gibt ¢s genau cin f3 &
Cl(a) mit y= ¥ und e C(P).

Bewecis. Aufgrund der Voraussctzung hat man y= ¥, mit €
Cy(a). Dann gibt es nach Lemma 3.7 =min {n: 3, < ne C(B)}
mit f e CJ(a). Nach Lemma 2.8 folgt y= ¥B und f e C(f5). Nach
Lemma 2.6 b) ist B eindeutig durch y bestimmt.

Lemma 3.9. y € C'(f) > ye C,p(a)

Beweis durch Induktion nach n.

1. Es sci y<I. Dann folgt aus y € C(ff) nach Lemma 2.4 y < WS,
Nach (Cy41) folgt y € Cyp(a).

2. Essei y = 1. Dann gilt y € C 5(a).

3. Es sci I<y. Dann kann ye C(f) nur nach (C2) gcleen. In
diesem Fall folgt die Bechauptung aus der 1LV,

Lemma 3.10. S € C(f8), ¥f e C,(a) > B € Cy(a).

Beweis. Aus Be C(B) folgt nach Lemma 3.9 Be Cyp(a). Ist
YB=<o,sofolgtfe C,(a). Esscinuno< ¥h. Dannkann ¥B e C,(a)
nur nach (C,3) gelten. In diesem Fall hat man nach Lemma 2.8
YB = YB, mit f,e C(B) und B, € C,(a). Nach Lemma 2.6 b) folgt

B =B, also Be C,(a).
Lemma 3.11. Ist a < fund gibt cs kein d € C, (@) mit a < 0 < f3, so
gilt ye Ci(B) > ve Cy(a)

Beweis durch Induktion nach n entsprechend wic fiir Lemima 2.7.

Lemma 3.12. Ist f=min{n:a=<ne C,la)}, so ist Cyla)=
Cy(B), also yoa = yof und B e C,(f).

Beweis. Aus der Voraussetzung folge nach Lemma 3.1 Cy(a) ¢

C,(B) und nach Lemma 3.11 C,() € C,(a).

Lemma 3.13. Ist yeCj(a), o=m und Bf=<a, so gibt cs
O=min{n:y=ne C,(B)} mit d e C}(a).

Beweis durch Induktion nach n.

1. ye Cj(a) gelte nach (C,1). Da 0 < mist, folgt y e C,(f). Die
Behauptung gilt daher fir 6 = y.

2. ye CH{a) gelee nach (C,2). Dann hat man >0 und
y=np@"+ ¥y mit ¥,y € Cr7'(a). Fiir i =1,2 gibt ¢s nach 1V.
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Si=min {n:y, < ne C,(B)} mit & e Ci™'(a). Ist y, € C4(B), so gilt
dic Behauptung fiir 6 = gr0" + 8. Andernfalls gilt sic fiir § = .

3. ye Cj(a) gelte nach (C,3). Dann hat man n >0 und y = Wy,
mit y,€ Ci~'(a). Nach LV. gibt ¢s &, =min{n:y,<ne C,(8)}
mit &, € C)~"'(a). Dic Behauptung folgt fiir 6 = W9,

4. ye Cj(a) gelte nach (C,4). Dannhatmann > 0und y= 9y, mit
¥, v, € Ci ' (a). Nach LV. gibt es 6, =min {n: v <ne C,(B)}
md &=min {n: < ne C,(B)} mit §;,, € Ci™ ' (a).

4.1. Es sci ¥f € C,(B) und & < B, also auch 6, < a. Dann gilt dic
Behauptung fiir 6 = yy,0..

4.2. Es sci y{ € C,(f) und = 6,. Dann gilt dic Behauptung fur
o=y

4.3. Es sci ¥{ ¢ C,(f). Dann gilt dic Bchauptung fir 6 = 6.

Lemma 3.14. Ist 0 <y und gilt y € C}*'(a) nach (C,4), so gibt cs
genau cin 7= 0 und genau ein B<a mit y= yaf, fe C,(f) und
n*, BeCsla).

Beweis. Aufgrund der Voraussctzung hat man y= yaff, mit
Bo< a und 77, B, € C)(a). Aus o<y folgt nach Lemma 3.2, daB
7= 0 und 7 cindeutig durch y bestimmt ist. Dann gibt ¢s nach
Lemma 3.13 B=min{n:f=ne C,(f)} mit Be C)(a). Nach
Lemma 3.12 folgt C.(B) = C.(f), y= yap und fe C,(pf). Nach
Lemma 3.6 b) ist § cindeutig durch y bestimmt. Ist f= f3, so hat
man B < a. Andernfalls ist B, ¢ C.(B)), also B, ¢ C.(f). Dan= oist,
folgt B, ¢ C,(B). Da B, € C,(a) ist, folgt auch in dicsem Fall < a.

§ 4. Die Ordinalzahlenmenge T(I)

Induktive Definition der Ordinalzahlenmenge T°(I) und des Grades
gr(y) ciner Ordinalzahl y e T(I).
(rty O, IeT), gr0)=gr(l):=0.
(T2 y=no“+Ba.peTU)=>yve I'(),
gr(y) : = max {gr(a), gr(B)} + 1
('T'3) aeClay,ae T(l)=> Wae T(), gr(Wa) : = gr(a) + 1
(T4) ae€ Cya);, o,a€ T(I) > yoae T'(),
gr(yoa) : = max {gr(0), gr(a)} + 1
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Lemma4.1.0¢ T'(I) > 0" € C,(a)

Bewecis. Fiir o€ T(I) kommen folgende zwei Fille in Betrache.

1. o= 0. Dann folgt nach (C,1) und (C,3) 0" = W0 € C,(a). ‘

2. o= ¥B mit e C(B). Dann hat man nach (C,1) ¥Be C,(a)
und nach Lemma 3.10 feC,(a). Es folgt B+ 1 € C,(a) und nach
(C,3) o" =¥+ 1) e Cya).

Lemma 4.2.

a) ae C(a), e CP), Ya=¥h>a=f

b) oe T(), ae C,a), f e Culff), yoa = ypof>a=p
Beweis. a) folgt aus Lemma 2.6 b).
b) folgt aus den Lemmata 3.6 b) und 4.1.

Anmerkung. Jede Ordinalzahl aus T(I) hat cinc Normalform, die
gemiB den Definitionsregeln (T'1) bis (T°4) aus den Symbolen 0, I,
w, +, ¥ und ¥ zusammengesctzt ist. Diese Normalformen nennen
wir Ordinalterme. Aus den Lemmata 2.2, 2.3, 3.2, 3.3 und 4.2 folgt,
daf je zwei verschiedene Ordinalterme verschiedene Ordinalzahlen
bezeichnen. Daher ist der Grad gr(y) ciner jeden Ordinalzahl
y € T(I) cindeitig bestimmt.

Lemma4.3. 1€ T(I) & a*e T(I)

Beweis. 1. Essciwe T'(I). Ist 1= 0, so hat man 7% = Y0 e T(I).
Andernfalls ist 7= ¥ mit Be C(B) nTI). Es folgt f+1 €
CP+1nTyund " = W(B+1)e TU).

2. Es sci e T(I). Ist =0, so hat man a=0¢€ T(I).
Andemnfalls st 7 =yp(B+1) mit f+1eC(B+1)n T(). Es
folgt Be C(B+1). Ist C(B) = C(B+1), so hat man Be C(f). Ist
C(B) # C(+1), so folgt fe C(B) nach Lemma 2.7. Man hat also
injedem Fall Be C(B) n I'(I) und 1= ¥he T(I).

Lemma 4.4. Fiir 7€ 1'(I) gilt:
e Cyla) & at e Cyla)

Beweis mit Hilfe der Lemmata 3.10 und 4.3.

Lemma4.5.vye T(I) > v < g4,

Bewets durch Induktion nach gr(y).
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Lemma4.6. ye ' (I) > v e C,(&41)

Beweis durch Induktion nach gr(y) mit Hilfe der Lemmata 4.3 bis
4.5.

Lemma4.7. ye C)(a) > ye T(I)

Beweis durch Induktion nach # mit Hilfe der Lemimata 3.8, 3.14 und
4.3.

Lemma 4.8. v ist gcnau dann cine Ordinalzahl < W0 aus T'(I),
wenn Y < YOg ist.

Beweis. Nach Corollar 3.4 ist ¥y genau dann cine Ordinalzahl
<07 = Y0 aus C,(&+)), wenn y< P0¢g,, ist. Nach den Lemmata
4.6 und 4.7 1st T'(I) = C(g/+1). Hiermit ergibt sich die Behauptung.

Anmerkung. Nach Lemma 4.8 bilden digjenigen Ordinalzahlen aus
T(I), dic < Y0 sind, cinen Ordinalzahlenabschnitt.

Lemma4.9.ye I'(I) > Sye T(I)

Beweis durch Induktion nach gr(y).

Lemma 4.10. Fiir a < I gilt: a e T(I) & Q¢ T(I)

Beweis. Fir a < WT folgt die Behauptung aus Lemma 2.13. Im
folgenden scinun YI= a <.

1. Esscia e T(I). Dann hat man nach Lemma 4.9 Sa= ¥e T()
mit I=<f3e C(B) n T(I). Es folgt =g e T(I) und nach Lemma
2.12 qff € C(gf). Man hat

Ygp)=Sa=a<a" =Wqp+1)
Daher gibt es ye T'(I) mit a = W(qf) + y< ¥(qf +I). Nach Lem-
ma 2.15 folgt Q, = W(qB+vy) e T(I).

2. Es sci Q,€ T(I). Dann hat man Q,= ¥he T(I) mit I
=BeC(f) n T(I). Nach Lemma 2.14 folgt ,=yfi = Qs+
also a = y(gp) +rpe T).

Im folgenden bezeichnen die kleinen griechischen Buchstaben a, f3,
y. 0, 11, & (auch mit Indizes) immer Ordinalzahlen aus T°(1). 7, 0, T
bezeichnen im folgenden immer Anfangszahlen < aus T(I).

Bezeichnet M cine Menge von Ordinalzahlen, so bedeute M < f8
(oder M=f), dall a< B (oder a=f) tir alle ae M gilt. a=M
bedeute, dali cs e M mit o < f3 gibt.
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§ 5. Die Koeffizientenmengen Gy und Ky

Induktive Definition der Koeffizientenmenge Gy.
1. GO und GI scien leer.
2. Firy= 0+ nsci Gy: = GEU G,
3. Fiir Be C(B) sci G(¥P) : = GB* u {B).
4. Fir B e C,(B) sci G(yap) := G

Folgerungen:

Gy ist cine cendliche Menge von Ordinalzahlen aus T(I). Gf3 C

Gla+p)cGauGp

Lemma5.1. ye C(a) & Gy< a

Beweis durch Induktion nach gr(y) unter Benutzung der Lemmata

2.5b), 2.10 und 3.2.

Corollar 5.1. Ya ist genau dann cin Ordinaleerm aus T'(I), wenn o cin

Ordinalterm aus T(I) ist und Ga < a gilt.

Beweis. Dies folge aus Lemma 5.1, weil c¢in Ordinalterm Wa aus

T'(I) der Bedingung a € C(a) zu gentigen hat.
Definition. G(Gy) : = u {Ga: a e Gy}
Lemma5.2. G(Gy) C Gy)

Beweis durch Induktion nach gr(y)

Definitionen.

ga:=max (Gau {0})
ha:=go+ w“

Lemma 5.3. ha € C(ha)

Beweis. Aus dem Lemma 5.2 folgt
Glha) = Gga+ w") = Ga<gua+w“=ha
Nach Lemma 5.1 folgt ha € C(ha).
Induktive Definition dcr Koceffizientenmenge Ky.
1. KO und KT scien leer.
2. Fir y= o +nsci Ky: = KEU K.
3. FirI>ve Esci Ky:= {y}.
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Folgerungen:

Ky ist eme unendliche Menge von Ordinalzahlen < Taus E n T(I).
KBc K(a+p)c Kau Kp

Lemma5.4.y€ C(a) & Kyc C(a)

Beweis durch Induktion nach gr(y).

Lemma5.5. ¢« € C(a) > Ka < ¥a

Beweis. Aus a € C(a) folgt nach Lemma 5.4 Ka ¢ C(a). Nach
Lemma 2.4 folgt Ka < Wa, da Ka < I ist.

Definition der Kollabierungsfunktion d.

do: = { a, wenn o < [ist
Yha), wenn I < aist.
(Nach Lemma 5.3 istha e C(ha).)

Folgerung: da < |

Lemma 5.6.
A a< > Ka=da
b)I=a> Ka<da

Beweis. a) gile, weil in diesem Fall da = aist.
b) Flr I = o hat man nach den Lemmata 5.3 und 5.5
Kac K(ha) < W(ha) =da

Lemma5.7. a < . Ka<df>da<df

Beweis. Ist f< I, sohatmanda=a< ff=df. Ist a< I = B, s0
istdf e E. Aus Ka<dp folgt dann da= a <df. Es sci schlicBlich
I=a Aus Ka<df=W¥hp) folgt dann Ka ¢ C(hf) und nach
Lemma 5.4 a e C(hf}). Nach Lemma 5.1 folgt
(1) ga<<hp
Aus a < ffolgt m“< = c¢(hB). Mit (1) folgt nach Lemma 1.3 a)
(2) ha=gpa+ 0"“<hf
Aus (2) tolgt nach den Lemmata 2.6 a) und 5.3

da=WYha) < ¥Yhp)=dp

8  Miinchen Ak. Sb. 1983
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§ 6. Die Koeffizientenmengen G,y und K,y

Induktive Definition dcr Koeffizientenmenge G, y.

1. G,0und G,I scicn lecer.

2. Fir y=nr o+ nsci Gyy: = G,EU G.
3. Fir f e C(f) sci G,¥B:= G,p.

4. Fir f € C,(f) sci

0, wenn T < O ist,
Gyru G,Bu {B}, wenn 0= mist.

Gyypap: = {

Folgerungen:
G,y ist cinc endliche Menge von Ordinalzahlen aus  T(I).
GoBc Gola+ B) c Gyau Gyfs

Lemma6.1. ye C,(a) & G,y < «

Beweis durch Induktion nach gr(y) unter Benutzung der Lemmata
3.5b), 3.10, 3.14 und 4.4.

Corollar 6.1. Yoo ist genau dann cin Ordinalterm aus T(I), wenn o
und a Ordinalterme aus T'(I) sind und G,a < a gilt

Bewecis. Dics folgt aus Lemma 6.1, weil cin Ordinalterm yoa aus
T(I) der Bedingung a € C,(a) zu geniigen hat.

Anmerkung. Mit Hilfc der Corollare 5.1 und 6.1 crgibt sich:

1. Es ist entscheidbar, ob cine Zeichenreihe cinen Ordinalterm des
Systems T'(I) bezeichnet.

2. Fur je zwei Ordinalterme a und B aus T(I) ist entscheidbar, ob
a<p,a= foder f< agil.

Lemma 6.2. Ist y < g oder v = 0%, so ist G,y lcer.

Beweis. In diesen Fillen gilt nach (C, 1) und Lemma 4.1 y € C,(0).
Nach Lemma 6.1 folgt G,y < 0. Dann 1st G,y leer.

Lemma6.3. 1< 0> G,y c G,y

Beweis durch Induktion nach gr(y).

Induktive Definition dcr Ordinalzahlenmenge Uvy.
[. U0 und Ul scien leer.



Eimn Ordinalzahlensystem 115

CFiry= 0+ nsci Uy: = UEu Un.
. Fir e C(B) sci UWP) : = UB.
. Fir Be C,(f) sci U(yap):={x"} u Uru UB.

A LN

Folgerungen:

Uy ist cine endliche Menge von Ordinalzahlen <1 aus R n T(I).
UBc U(a+p)c Uau UP

Lemma 6.4. Ist Uy < 0, so ist G, leer.

Beweis durch Induktion nach gr(y).

Lemma 6.5. Ist 0 < tund gibt cs kein ne Uy mit < n =1, s0 ist
Goy = Gry.

Beweis durch Induktion nach gr(y). Dic Behauptung gilt trivialer-
weise oder folgt unmittelbar aus der LV., wenn y nicht die Gestalt
waP hat. Es sci nun y = waf mit fe C,(B). Dannist Uy = {a"} U
Urx u UP, folglich nach Voraussetzung cntweder 2% < 0 oder
<.

1. Es sci ¥ < 0. Dann ist 7 < 0. In dicsem Fall sind G,y und G,y
leer.

2. Es sci t<a". Dann ist T< . In dicsem Fall ist G,y = G, 1 U
G,Bu {Bund Gy = Gru GpuU{B}. NachLV. ist G, = G.w
und G,f5 = G,B. Es folgt G,y = G,v.

Lemma 6.6. Zu y gibt cs t=min{x: G,y <y} € {0} U Uy.

Beweis. Dic Existenz der Ordinalzahl T=min {w: G,y <y} folgt
aus Lemma 6.4, Ist 7% 0, so folgt aus der Mimimahtit von t, dal3
G,y # G,y fir alle 0 < tgilt. Dann gibt cs nach Lemma 6.5 zu jedem
o<tcinne Uymto<n=rt Esfolgtte Uy.

Induktive Definition der Kocffizientemmenge K, y.
1. K,0 und K, I scien leer.
2. Fiir y= g 07+ nsci K,y:= K,EU K,1.
3. Fir fe C(B) sci
K, WB: = { {111/5} wenn W< O?St,
K,p, wenn o< Y st

§*
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4. Fur 3 € C,(B) sci

T wenn T < gist,
Kyap:= (V70 |
K.t u KB, wenn 0 < T ist.
Folgerungen:

K,y ist cine endliche Menge von Ordinalzahlen < 6% aus E n T°(I).
KoB ¢ Kya+ ) ¢ K,au K,
Lemma6.7. y € C,(a) > K,yc C,(a)

Bewecis durch Induktion nach gr(y).

Lemma 6.8. o € C,(0) > K,a < yoa

Bewecis. Aus a € C,(a) folgt nach Lemma 6.7 K,ac C,(a). Nach
Lemma 3.4 folgt K,a < yoa, da K,a < ¢" ist.

Lemma 6.9. 1< 0> K,0=K,0"

Beweis. Man hat 6= Waund ¢* = Y(a+ 1) mit
K,0=K,a=K.(a+1)=K,0"

Lemma5.10. 1< Sy=> K,Syc K,y

Bewecis durch Induktion nach gr(y).

Definitionen. Fiir cinc Menge M von Ordinalzahlen aus T'(I) sci
CM:=u{Gya:aeM}, KM:= u{K,a:ae M} und UM: =
v{Ua:ae Mj}.

Lemma 6.11.

a) 1= 0> G,G,yc G,y
b) t< o> K,G,yc K,y
o t=0= KK,y =Ky
d) U(G,y) ¢ Uy
) U(Uy) € Uy
Bewcis durch Induktion nach gr(y). Fir ¢) ist zu beachten, daB
U@r*) = Umist.

Cc

Lemma 6.12. 0" = 1> G,vy= G,yu G,K,y

Beweis durch Indukeion nach gr(y).
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Lemma6.13. 0" =7, G,y + Gy, 1< 0> K,0C K,y

Beweis. Aus G,y #+ G,y folgt nach Lemma 6.12, daBl G, K,y nicht
leer ist. Es gibt also a € K,y, so daB G,a nicht leer ist. Dann ist
Sa = 0. Nach den Lemmata 6.10 und 6.11 ¢) folgt firr< o

Ko ¢ Krac K Ky = Kzy

§ 7. Hilfsfunktionen fiir die Kollabierung

Definition. g,y : = max (G,y U {0})

Induktive Definition von S, und H,a fiir a < und n < w.
1. Spa:=min{re R:Sa<m}
2. Fir 0= (S,0)” sci Hya = g,a+ o
3. S,ma:=min{x: G,H,a < H,a}
4. Ist S,y = 0" =1,50sci Hyyya: = g, H,a + Yt (H,q).
Ist S,;1a ¢ R, sosci Hyya= H,a. (Im crsten Fall ist G,H,,a < H, a,
also nach Lemma 6.1 H,a e C,(H,q).)
Nach dicser Definition ist
Siq= { (Sa)*, wenn Sa ¢ R ist,
" Sa, wenn Sa € R ist.

Lemma 7.1. Ist <[ und S,+;a =% 0, so hat man S,;,0 = ¢" mit
Hna = G(IHua < Hn+| a.

Beweis. Ist S,41a ¥+ 0, so folgt aus der Detinition von S,.a nach
Lemma 6.6, daB 1> S,4,a € R ist. Man hat also S,;,a=0"=1. Es
folgt nach der Definition von S, a

H, 0= G,H,a
und nach der Definition von H,, a
G,H,a<g¢,H,a+ y1(H,@) = H,,a

Lemma 7.2. Ist a<[I und S,a =10, so hat man S,a=0¢" mit
G,H,a<H,aund §,,,a<S,a.

Beweis. 1. n=0. Man hat definitionsgemi S,a= o" und
Hya = ¢,a+ o“ Nach Lcmma 6.11 a) folgt
G,Hya=Go<g,0+ 0= H,a
2. n>0. Dann hat man nach Lemma 7.1 S,a = ¢* = tund
H,ya=G,H,.ya<H,a=g,H,. a+ Yr(H,_,q)
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Nach den Lemmata 6.2 und 6.11 a) folge

GH,a=g¢,H,_ya<H,a
Man hat also in jedem Fall G,H,a < H,a. Nach der Definition von
S,miafolgt S,pia=0<S§,a.

Lemma 7.3. Fiir a < [ gilt:

a) UH,a) = Ua.

b) Ist S,+ 1@+ 0, soist S, € Uaund
UH,+10)=Uau {(Sia), ..., (Sim1a)"}.

Beweis von a). Man hat Sya= o* und Hy,a = g,a+ w“ Nach
Lemma 6.11 d) folgt U(H,a) = Ua.

Beweis von b) durch Induktion nach n. M sei im Fall n = 0 leer und
im Fall n > 0 die Mcnge {(S;@)%, ... (S,a)*}. Dann ist nach a) und
der LV. UH, ) = Uau M. Ist S, a* 0, so folgt aus der Decfini-
tion von S,,;a nach Lemma 6.6

S,y1ae UH,a) = Uau M
Da S, a kleiner als jedes Element von M ist, folgt S,..1a € Ua und
nach Lemma 6.11 ¢) U(S,+,a) € Ua. Man hat nun S,,;a = 0" und
H,.a=g,H,a+ y(S,+10)(H,a)
Nach Lemma 6.11 a) folgt
U(H,310) = {(S44:10)} v U(S,110) v U(H, @)
Aufgrund von U(S,+,0) € Uaund U(H,a) = Ua u M folgt
UH,0) = Uau {(Sia)*, ..., (S, 0)"}

Anmerkung. Nach Lemma 7.3 b) sind fiir jeden Ordinalterm a < [
alle S,,a und somit auch alle H,a berechenbar.

Lemma 7.4. Fir a <[ gilt:
a) e(Hya) = Sa
b) ¢(H,+1@) = S,

Bewets. a) Man hat ¢ (Hy0) = 0“= Sa.

b) Ist S,.ia=0, so gilt dic Bchauptung. Andernfalls st
e(Hya) = Y(S,+1a)(H,a) > S, a.

Lemma 7.5. a< I, 7t < S,a 2> K,H,a = K,a

Beweis durch Indukeion nach n.
1. n=0. Man hat S,a = 0%, 7 < gund nach Lemma 6.11 b)
K Hyo = K,(¢,a + 0*) = K,a
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2.1 >0. Aufgrund von 7 < S,a hat man S,a=0"=1, 71<o0,

G,H, ya+ G.H,_aund

H,a=g,H,_ya+ yt(H,-,q)
Nach den Lemmata 6.9 und 6.11 b) folgt

K,H,a=K,o0u K,;H,-,a
Aus G H,.ya#* GH,_ya und n<o folgt nach Lemma 6.13
K,oc K H,_,a, und nach L.V. folgt K;H,_,a = K,a. Hiecrmit cr-
gibt sich K H,a = K, a.

Lemma7.6. a <[, 1< S,a> K,ac K,H,«a

Beweis. 1. n=0. Man hat Sya= 0" und Hya = g,a+ 0 folg-
lich K,ac K,H,a.
2. 1> 0. Aufgrund von 7 < S,a hat man S,a=¢" =1, 7< Tund
H,a=g,H,.ya+ yt(H,.,0)
Es folgt K H,—ya ¢ K,;H,a. Nach Lemma 7.5 ist K;H,_ya = K, a.
Es folgt K,a € K H,a.

Definition von h,a fur a < I.

a, wenn Sa < oist,
hya:= g0+ 0 wenn o= Sa= Sa ist,
H,a. wenn S, a<0<S§,aist.

Hicrdurch ist hya nach Lemma 7.2 vollstindig und cindcutig defi-
nicrt. Nach Lemma 7.3 b) sind fiir jeden Ordinalterm a < [ alle h,a
berechenbar.

Lemma 7.7. Fiir a < [ gilt
a) Gyh,a<h,a
by <o h,a<l,a
c) Ist 0 <o¢ R, sogibtes a<omith,a=h,a.
d) o< Sa=> e(h,a) = 0"
o) A< o> Ki,a=K,a
) K,a € K,h,a

Bewets mit den Lemimata 7.1 bis 7.6.
Lemma 7.8.

Dy a<th g u<y>a<yry
bjo<y=e¢f=>ypry=p
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Bewcis. a) Aus a< 1" und g,a <y folgt nach den Lemmata 6.1
und 3.4 Ga<vy, ae CJy), a< yry.
b) Aus 0 <y=g.fB folgt nach Lemma 6.1 und (C,6) y= G,f,

B¢ C(y), yry=B.

Lemma 7.9. Fiir a < 7* gilt:

) ga<gf=>a<p
b) g,a+ 0*“<g B+ o> a<f

Beweis. a) Aus a < 1" und g;a < ¢, folgt nach Lemma 7.8 a) und
b) a<y1(¢,) =B

b) Wirc = a, so hittc man nach a) ¢,f=g,a, folglich auch
B+ 0P < g.a+ w*im Widerspruch zur Voraussctzung.

Lemma 7.10. Ist a<I, 0" = 7 und h,a# h.a, so licgt cincer der
folgenden drei Fille vor:
a) o= Sa, h,a=g,a+ 0’ ha=a,
b) = Sa, h,a=g,0+ 0 h,a=g.a+ 0"
) < Sa, hya= gh.a+ Yrh,a), h,a< G,h,a.

Beweis aufgrund der Definition von hi,a.

Corollar 7.10. Fiir alle drei Fille von Lemma 7.10 ist h,a=
gohra+ e(h,a).

Beweis. Dies gilt unmiteelbar fiir die Falle a) und ¢) und folgt fur
den Fall b) aus Lemma 6.11 a).

Lemma 7.11. Ist a<I, f<I, o*=1 Iha<hf und

K(,a< yo(h,p), so folgt:
) hya < h,p.
b) hya < h,f, wenn a < f3ist.

Bewets. Ist hya = h,a, so folgt aus der Voraussctzung ha < h,f

und Lemma 7.7 b)
hya=ha<hB<h,p

Dann gilt also dic Bchauptung h,a < h,f. Im folgenden sei nun
hyo = hea. Dann hat man nach Corollar 7. 10
(1) hya = g,h.o+ e(h,a)
Aus der Voraussctzung K,a < yo(h,f3) folgt nach Lemma 7.7 ¢)
K h.a < yo(h,p). Es folgt K h,aC C,(h,B) und nach Lemma 6.1
(2) G, K oa<h,p



Ein Ordinalzahlensystem 121

Aus Lemma 7.7 a) und b) und der Voraussctzung hoo < h,f folgt
(3) Ghya<lha<hf=h,p
Aus (2) und (3) folgt nach Lemma 6.12
4) gohra<h,f
Ist e(h,0) <e(h,f3), so folgt aus (1) und (4) nach Lemma 1.3 a)
h,a < h,B. Man hat also
5) e(hy) < e(hef) = hya < B

Fir h,a =+ h,a kommen nach Lemma 7.10 folgende drei Fille in
Betrache.

1.o=Sa, hya=g,a+ 0 h,a=a.
Aus hya < h f folgt dann 0= SS.

1.1 Es sei 0= SB. Dann ist h, = g,f+ wPund I, = f3, also nach
Voraussetzung a < 8. Es folgt e(h,a) = 0“< = ¢(h,B). Nach (5)
folgt hya < h,p.

1.2. Es sei 0<SfB. Dann hat man nach Lemma 7.7 d)
e(hyf) = 0* > w“= e¢(h,a). Nach (5) folgt h,a < h,p.

2. 1= 8a, hya= g,a+ 0 ha=ga+ o
Aus ha < h,ff folgt dann 7= Sp.

2.1. Es sci T=SB. Dann ist h,f= g,f+ o’ und h,f=g.f+ o’
Aus li,a < h.f folgt in dicsem Fall nach Lemma 7.9 b) a < f. Es folgt
elhya) = 0*< 0’ = e(h,B). Nach (5) folgt h,a < h,p.

2.2. Essei 1< SB und h,f3 = I B. Dann hat man nach Lemma 7.7
d) e(h,f) = e(h,B) = 5 > w“ = e(h,0). Nach (5) folgt hya < h,p.

2.3. Essci t< SPund h,f * hf5. Dann ist h,f3 = ¢,h. 8 + pr(hp).
Aus gra<ha<hf folgt in diecsem Fall nach Lemma 7.8 a)
a<yt(h.f). Es folgt c(h,a) = w*< yr(hB) = e(h,B). Nach (5)
folgt h,a < h,p.

3. 1< Sa, hya= o+ priha), ho=Gh.a Aus ha<hf
folgt dann t< 8.

3.1. Es sci 7= Sf. Dann ist h,f = ¢,f+ o’ und I,= ¢.f+ o
In dicsem Fall ist B < a, so daB nur h,a < h,f3 zu beweisen ist. Nach
Lemma 7.7 d) hat man ¢(h,d) = v > o” = ¢(h,f). Aus hya<h,f
folgt daher nach Lemma 1.3 b) h,a < ¢, f. Nach Lemma 7.8 b) folgt
Yr(hd) < B. Ist Yr(h,a) < B, so hat man e(h,d) = Yr(h,a) < ol=
¢(h,f3). Nach (5) folgt dann h,a < h,f. Es sci nun yr(h,a) = . Dann
ist w”= B und nach Lemma 6.2 G,8= G,hau {Ia). Da hya<
Gohaist, folgt ¢,8 = ¢,h,a. Hicrmit crgibt sich h,a = h,f.
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3.2. Essci 1< SBund i, = h, . Dann hat man nach Lemma 7.7 d)}

e(hef) = e(hB) = 5 > yr(h,a) = e(h,a). Nach (5) folgt h,a < h,f.

3.3. Essci t< SPund h,B =+ .. Dann ist h, = g,h B+ pr(h,fB).

Aus hya < h.f folgt e(h,0) = Yr(h,a) < Yr(h,f) = e(h,B). Nach (5)
folgt h,a < h,p.

Lemma 7.12. Ist a<1I, f<I, 6" =1 und hya = hf3, so folgt
hya = hyp.

Beweis. Es kommen folgende drei Fille in Betrache.

1. Sa = 0. Dann hat man a = h,a= h,f= p. Es folgt Sf= o und
h.B = f3, also a =  und somit auch h,a = h,f3.

2. Sa=1t. Dann ist hya= g.a+ 0 also e(h,ff) = e(h,a) =
w*< t*. Nach Lemma 7.7 d) folgt S < . Hicraus und aus ¢ < h,a =
h,f folgt SB = 1. Dann ist h,ff = ¢.,f+ wP. Aus h,a = I folgt nun
a = f3, also auch hya = h,p.

3. 1< Sa. Dann hat man nach Lemma 7.7 d) e(h, ) = ¢(h,a) = ©*.
Hieraus folgt T< Sp.

3.1. Es sci Gyh,a < hya. Dann ist auch G,h, 8 < I, . In diesem Fall
ist hya = hya = hf3 = h,p.

3.2. Esscih,a < Gh,a. Dannistauch h, = G, f. In dicsem Fallist
hoa = goh.a+ Yr(h.a) und h, = gh.f+ pr(h,B). Aus hya=h
folgt auch in dicsem Fall h,o = h,pB.

§ 8. Die Kollabierungsfunktion d,

Definition von d,a fiir a < I.
do:= { a, wenn Sa = oist
o Yo(h,a), wenn o< Saist.
(Man hat nach Lemma 7.7 a) G, h,a < I, a, folglich nach Lemma 6.1
hyae C,(h,a).)

Folgerung. a< [ > d,a < ¢*

Lemma 8.1. Fir a < I gilt:
a) Sa=o=> K,a=d,a
b) o0 < Sa> K,a<d,a
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Beweis. a) gilt, weil in diesem Fall d,a = aist.
b) Fiir 0 < Sa hat man nach Lemmata 7.7 und 6.8
Ksac Khya<yo(h,a) = d,a

Definition. o <, mit § < I bedeute, daBl a < fund K,a < d,p fur
alle o= T gilt.

Lemma82. a<f<I> a<yf

Beweis. Fiir 0= S hat man Kyja< a< ff=4d,0.

Lemma8.3. Aus a <, fmit B < [folgt K,a < yo(h,p) firallco= 1.

Beweis. Man hat
Koﬁ c Kohaﬁ < 1/10'(”1(,[3)
Ist SB= 0, so folgt B < Yo(h,B). Aus a < f3 folgt dann
K,asa<f<ypo(h,p)
Ist T< 0 < SP. so gilt dic Behauptung aufgrund der Definition von
o <, f3, weil dann d,f3 = Yo (h,f) ist.

Lemma 8.4. Aus o <, 3 mit < [ folgt h,a < li,f firallc 0= 1.

Beweis. Fir Sf< o hat man h,a< ff= h,B. Es gibt daher cine
klcinste Zahlw = t,so daB h,a < h,fSflirallec 0 = zwgilt. Angenommen,
es sei 1> 1. Dann hat man nach Lemma 7.7 ¢) 7 = ¢ mit h,a < h,f3
und 0= 1, folglich nach Lemma 8.3 K,a < yo(h,f). Nach Lemma
7.11 b) folgt h,a < h,fim Widerspruch zur Minimalitit von 7. Somit
ist 7= 7, womit dic Behauptung bewiesen ist.

Lemma 8.5. Aus a <, f mit f< I folgt d,a < d,f fir allc 6= 1.

Beweis. Ist = 0,sohatmand,a=a< f=4d,. IstSa< o< Sf
und =0, so hat man K,a <d, = yo(h,B), woraus d,a = a<d,p
folgt. Ist schlicBlich 7= 0< Sa, so hat man

dya = yolh,a) < yo(h,p) = d,p,
weil hierfiir nach Lemma 8.4 h,a < h, B ist.

Lemma 8.6. Aus ¢ <, fmit f<Tund 1= a1 <, ffolgt d,a <, B.

Beweis. Ist Sa =< a1, so gilt dic Behauptung trivialerweise, weil dann
d,a = a ist. Es sci nun T=a< Sa. Dann ist dya= ya(h,a). Aus
a < f3folgt
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(1) da<a<f
Aus a <, fund 1 <, folgt
(2) 1=o0<a> K,d,a=K,tuK,h,a=K,nu K,a<d,f3

Aus a <, 3 folgt nach Lemima 8.5
3) T=0> K,d,a = {d,a} <d,f=d,3
Aus (1) bis (3) folgt dic Behauptung d o <, .

Lemma 8.7. Fir < S<[und y=d,f = yr(h,pB) gilt:
a) hB<liy
b) o< x> K,B< yo(h,y)
o) o<a=>h,f=<h,y

Beweis. a) Aus Lemma 6.2 folgt
Gy = Giliz o {h:}
NachLemma7.7 a)ist G h, < h,f. Esfolgt ¢,y = I, 5. Manhat Sy=
7, folglich h,y = g, v + w”. Hiermit crgibt sich I, <h,y.
b) Fiir 0 < & hat man
Kuﬁ = Kohﬂﬂ CK,y ¢ Kuhay < 1/’0(’10)/)
¢) Aus a) folgt, dal3 ¢s cinc klcinste Zahl T < m gibt, sodall h,f < I,y
firalle omit T= 0 < mgilt. Angenommen, c¢ssei 7> 0. Dann hatman
nach Lemma 7.7 ¢) t= ¢ mit i, =< I,y und ¢ < x, folglich nach b)
K,B<yoh,y). Isth,f < hy,sofolgt nach Lemma7.11 a) h, 5 < h,y.
Ist hf3 = h,y, so folgt nach Lemma7.12 1,3 = I,y. Injedem Fall crgibt
sich cin Widerspruch zur Minimalitit von . Somitist T = (), womit die
Bchauptung ¢) bewicsen ist.

Lemma 8.8. Aus a <<, S mit f< [ folgt d,a <, d. B firallct=1.

Beweis. Ist S8 =< m, so gilt dic Bchauptung nach Voraussctzung, weil
dann d;a=a und d;f = B ist. Es sci nun 1< SPund y=d, =
Y (h,B). Da 7= tist, hat man nach Lemma 8.5
) dya<d,f=vy
Essci t=o<a Ist Sa<m, so ist d,a = a. Andernfalls ist d,a =
Y (h,a) und

K d,a=K,mu K,i,a=K,Ttu K,
Man hat also in jedem Fall
(2) K d,aac K,mu K,a
Aufgrund von a <, 8 hat man

K,a<d,p= yo(h,p)
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Nach Lemma 8.7 ¢) folgt
3) Koa<yo(h,y) = dyy

AuBcrdem hat man

4) K, c K,y cK,h,y < yo(h,y) = dy

Aus (2) bis (4) folgt

5) T=o0<a> Kjd,a<d,y

Aus a <, B folgt auch nach Lemma 8.5

6) T<o0> Kd,a<da<d,f=y=d,y

Aus (1), (5) und (6) folgt dic Behauptung da <,y = d.f.

$9. Die allgemeine <,-Relation

Definition. Fiir belicbige Ordinalzahlen o und 8 aus T'(I) bedeute

a <, B, daf folgendes gilt:

(T.1) a<pf

(1.2) Ka<dp

(1.3) K,a<d,dpfirallco=r1.

Im Fall B < [ ist dic Bedingung (7.2) iiberflissig, weil sic dann aus
(r.1) folgt. Dic Definition stimmt daher fir <1 mit der vorher
angegebenen Definition von o <, 8 tberein.

Wir beweisen zunichst, dall da <,.dff aus a <, f§ folgt.

Definitionen flir Ordinalzahlenmengen M und N. M = N bedeute,
daB es zu jedem a € M cin f € N mit a < fgibt. M ~ N bedcute, dall
M= Nund N =M gilt.

Lemma 9.1. K,y < Ky

Beweis durch Induktion nach gr(y).

Lemma 9.2.

a) e C(B) > K=K, ¥p
b) fe C.() = Ky1=K,yap

Beweis. a) Ist WH=o0, so ist nach den Lemmata 9.1 und 5.5
K, = KB<{¥p =K, ¥p. Andcrnfalls ist K,f3 = K, ¥p.

b) Ist 1< 0. so ist Kygga<a<{ynaf} = K,pxf. Andernfalls ist
K,1c K,mu K, = K,ypap.
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Lemma9.3. K,Gy= K,y

Beweis durch Induktion nach gr(y).

1. Fir y= 0 und fuir y = [ gilt dic Behauptung.

2. Firy=pnr@ + 7 folgt sic aus der L V.

3. Fir y= ¥ mit fe C(P) ist K,Gy= K,GBu K,f3, tolglich
nach [LV. K,Gy= K,f8. Nach Lemma 9.2 a) folgt K,Gy = K,.

4. Fur y=yaf mit fe C,(B) ist K,Gy= K,Gax, folglich nach
I.V. K,Gy= K,m. Nach Lemma 9.2 b) folgt K,Gy= K,y.

Lemma 9.4. Ko~ K, a

Beweis. Man hat ha = ga + o€ folglich
K,ac K;hac K,Gau K,a
Nach Lemma 9.3. folgt K,ia ~ K, a.

Lemma 9.5. Aus a <, 3 folgt da <.dp.

Beweis. Man hat a < fund Ka < df. Nach Lemma 5.7 folgt
(1) da<dp
Wir haben noch zu beweisen:
2 1=0> K,da<d,df
Als Voraussctzung (7.3) haben wir
3 1=0> K,a<d,df
Ist a<I, soist da= a, so daB (2) aufgrund von (3) gilt. Es sci nun
I=<a Dannistda= W(ha) und df = W(f).
1. Ist dB = 0, so hat man nach (1)
K,da= {da} <df=d,df
2. Istda< o< df, so hat man
K,da={da} = o< yo(h,dp) = d,df3
3. Ist o<da, soist K,da = K ha, so dal (2) nach Lemma 9.4 aus
(3) folgt.
Hicrmic ist (2) allgemein bewiesen. Mit (1) folgt die Behauptung
da<.dp.

Lemma 9.6. Aus a << f3 folgt da<df und d,da<d,df fir alle
o=T.

Beweis. Dices folgt aus den Lemmata 9.5 und 8.5.

Lemma 9.7. Aus a <€, S und B <,y folgt a <, v.

Beweis. Dices folgt aus Lemma 9.6,
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Lemma9.8. [=a> K,a<d,da

Bewets. Man hat da = W(ha) mit K,a ¢ K,ha. Fir o< da folgt
K,ac K;ha = K,dac K,h,da < yolh,da) = d,da
Fiir da = o hat man
Kjaoc Kha=K(ha) < Y(ha) =da =d,da

Definition. a < f3 (a ist wesentlich kleiner als ) bedeute, dal a <,
gilt.

Lemma 9.9. 0 < ¢*

Beweis. Man hat
o< 0"
n< 0> K,0=K,0" ¢ K;h,0" <yr(h,o*) =d,o"
K,0= o< yo(h,0") =d,o"
o<a>K,0=0<0"=d,0"
Hicrmit ergibt sich 0 < ¢*.

Lemma 9.10. Ist [ =7, 1< dn und K,xt <d,dn fir allc o< 7, so
folgt T < 1.

Beweis. Aufgrund der Voraussctzungen hat man
T<n
Ka={n} <dn
a=o<dn=> K,a=o<yolh,dn) = d,dn
dn=o0> K,n= {n} <dn=d,dn
Hicrmit und mit den Voraussctzungen crgibt sich w1 < .

Lemma9.1l. a<[=n a<n=>Q,<n

Bewets. 1. a=0. Dann hat man ,=0<n.

2. 0< a< W¥I. Dann hat man ¢ =1 + 6 und nach Lemma 2.13
(1 Q. =¥
Aus 0 <= hntolgt

) Wo< W(hn) = dn
Aus a < 1 tolgt
(3) o< Yo K,¥Wo=K,0=K,a<d,dn

Aus (1) bis (3) folgt £, < n nach Lemma 9.10.

3. WI=a<I Dann hat man Sa= ¥ mit [ =€ C(f) und
nach Lemma 2,15
4 Q. =¥4qp+y mit a=Wyp)+y
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Aus a < 7 folgt
Ygp)=Ka<dn= ¥Y(hn)
Es folgt gB<hn. Day<I< w"= e(hn) ist, tolgt nach Lemma 1.3 a)
qB + y < hn. Hicraus folgt
(5) Y(qB+y) < W¥(hn =dn
Aus o < 7 folgt nach Lemma 6.10
(6) o< ¥YB=> KgBcK,f=K,Sac K,a<d,dn
Aus B e C(B) folgt nach Lemma 3.9 ffe C,4(0). Fir ¥B =< o folgt
Be C,0), K, Cy0) und K, < 9o00. Hicrmit crgibt sich
(7) YR<o<dn=> KB c K,f< pol < yalh,n) =d,dn
Aus a < 1 folgt auch
(8) K,y c K,a<d,dn
Aus (6) bis (8) folgt
) o< WB+y) > K, Wb+ = KygBu Kyy<d,dn

Aus (4), (5) und (9) folgt £, < n nach Lemma 9.10.
Induktive Definition dcr natiirlichen Sunmme a # .
1. a#0:=a.

2. Fir a= >0 sci
o o+ (M# B), wenn a =y 05+ nist,
a#fo=n { w+ B, wenn o € E ist.
3. Fira<fscia# f:=f#«

Folgerungen:

a¥fB=BEa (akP)Fy=a#(fFY),
K(a# )= Kau KB, K,(a# )= K,au K,

Definition. a < f3 bedeute, daB a < B oder a = f gilt.

Lemma 9.12.
Adata#f
b) a < w"
Bewers mit Hilfe der Lemmata 5.6, 8.1 und 9.8

Lemma 9.13.
N a< vy a¥f<ya#* <y

b) a<,y, 0'<y> 0wk, y
Bewels trivial.
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Lemma 9.14.

A ag Po>a¥ky< LHy
b) a<, > w<, 0
Beweis mit Hilfe der Lemmata 9.12 und 9.13.

§ 10. Herleitungsfunktionen

Induktive Definition der Herleitungsfunktionen und des Defini-
fionsbereiches D(f) einer Herleitungsfunktion f.

1. Dic identische Funktion id ist cinc Herleitungsfunktion mit
D(id):= T(I)und id(a):= afiralleae T(I).

2. Ist f cine Herleitungsfunktion und 0 <ye T(I), so ist y3# [
einc Herleitungsfunktion mit D(y# f) := D(f) und (y# f)(a) : =
y # f(a) fur alle a € D(f).

3. Ist fcine Herleitungsfunktion, so ist @/ cinc Herleitungsfunktion
mit D (') : = D(f) und (o) (@) : = o/ fiir alle a € D(f).

4. Ist f cine Herlettungsfunktion, so ist df cine Herleitungsfunktion
mit D{df) := {ae D() : a<I} und df)(0) := d(f(a)) fir allc
a e D(df).

5. Ist feine Herleitungstunktion, so ist d, f cine Hcrlcituns,sfunktion
mit D(d,f) :={ae D(f): Sa< o, fla) <I} und (d,f)(a) : = d,f(a)
fir alle a € D(d,f).

Folgerung. Fiir jede Herleitungsfunktion f gilt:
ae D)= afla)ye T(I)

Definition. a < ;3 bedeute nur, dall o < fBist.

Lemma 10.1. Fiir jede Hlerleitungstunktion f gile
a.feD(), a<B = flu) <pf(B)

Beweis durch Induktion nach der induktiven Detfinition von f. Ist
f=1id, so gilt dic Bechauptung im Fall < nach Lemma 8.2, andern-
falls trivialerweise. Ist f= y# ¢ oder f= w*, so folgt dic Behauptung
nach Lemma 9.14 aus der LV, Ist f= dg, so folgt aus € D(f), daB
B < Iist. Dann folgt dic Behauptung nach Lemma 9.5 aus der V. Ist
f=d,e, so folgt aus fe D(f), dah SB=o0 und ¢(f) <I ist. Dann
folgt dic Behauptung nach Lemma 8.8 aus der 1LV,

9 Munchen Ak Sb. 1983
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Lemma 10.2. Fiir jede Herleitungsfunktion f gile:
a<feD(f) > aeD(f)

Beweis durch Induktion nach der induktiven Definition von funter
Benutzung von Lemma 10.1.

Lemma 10.3. Fiir jede Herleitungsfunktion f mit [ € D(f) gilt:
a< 1, B< 1> f(a) # B<f(I)
Beweis. Durch Induktion nach y crgibet sich:
a<l,y<I=fla)+y=flaty)<f)
Hicraus folgt dic Behauptung, da f(a) # B< f(a) + o' ist.

Lemma 10.4. Fiir jede Herleitungsfunktion f gilt:
aeD() > a<f(a)

Beweis durch Induktion nach der induktiven Definition von f. Fiir
f=id gilt dic Bchauptung. Fiir f= y # ¢ und fiir f = w* folgt sic mit
Lemma 9.12 aus der LV, Ist f=dg, so folgt aus a € D(f), daB a< [
ist. Dann folgt a = da < d(¢(a)) = f(@) nach Lemma 9.5 aus der V.
Ist f=d,g¢, so folgt aus a € D(f), daB Sa =< ound g(a) < [Iist. Dann
folgt a = d,a < d,g(a) = f(a) nach Lemma 8.8 aus der [ V.

Mit 7 bezeichnen wir im folgenden cine endliche {cventucll leere)
Menge von Anfangszahlen <Taus T(I). Ist T leer, so sci dya: = a.
Istt={7, ..., mity<...<7,soscidia:=d, ...d, a.

Lemma 10.5.
a) did(a# B) K<y> dedf Ly
b) did () < y > d:dB <y

Beweis. Man hat <€ a# f3. Es folgt ddff € d.d (a % ). Hicrmit
crhilt man a). Entsprechend ergibt sich b).

Lemma 10.6.
A ddla#¥ )Ly, n< B, dedn < y>ddla#Fn) <y
b) did(w’) < v, n< B, drdn < y S dd(0") <y

Beweis. ¢n sci dpd(a # 1) oder ded(w"). Aus den Voraussctzungen
folgt K,¢n < d,dy fur alls 0. Hicrmit ergeben sich die Behauptungen.

Lemma 10.7. Ist f cinc Herleitungsfunktion mita < e D(f), f< I
und S =7, fiir alle 7, € 7, so gilt
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a<y. dd(f(B)) Ly = ded(f(@) <

Beweis durch Induktion nach der induktiven Definition von f.

1. Es sci f=id. Dann hat man d:d (f(@)) = d;{da=a < y.

2. fsci O # ¢ oder w*. Dann folgt aus dxd(f(B)) < y nach Lemma
10.5 dzd (g ()< y. Nach L. V. folgt dzd (¢ (@) < y. Dag(a) < ¢ () ist,
folgt nach Lemma 10.6 dqd (f(a)) < y.

3. fscidg oder d,¢. Dann folgt dic Bechauptung aus der LLV.

Lemma 10.8. Fiir jede Herleitungsfunkeion fmit a < e D(f) gilt:
a<y.fB)<y=>fa) <y
Beweis durch Induktion nach der induktiven Definition von f. Im
Fall f= id gilt die Behauptung trivialerweisc. Ist f(B) <1, so ist auch
B < I. Dann folgt dic Bchauptung aus Lemma 10.7. Es sci schlicBlich
f#id und I=<f(). Dann ist cntweder f= 0% ¢ oder f= w*. In
beiden Fillen folgt dic Behauptung aus der LV,

Corollar 10.8. Fiir jede Herleitungsfunktion fmit a < f e D(f) gilt:
a) fla) < f(B) # o
b) a < f(B) = f(a) < f(B)

Beweis. a) folgt aus Lemma 10.8 aufgrund von a < f(8) # o und

fB) < f(B) # a.
b) gilt nach Lemma 10.8 fiir y = f(B).

Lemma 10.9. Ist f cinc Herleitungsfunktion mit o% € D(f) und
f(o") < 1, so gilt f(d,f(0)) < f(o").

Beweis. Man hat nach Corollar 10.8 a)

(1) S0) < f(0")

und nach den Lemmata 9.9 und 10.4

@) o < f(0")

Aus (1) und (2) folgt nach Lemma 8.6
d,f(0) < f(o")

- Da d,f(0) < 0" ist, folgt nach Corollar 10.8 b)

Sdo f(0)) < f(0").

Lo
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