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Arch. math. Logik 17 (1976), 179—190

DIE BEZIEHUNGEN ZWISCHEN DEN ORDINALZAHLSYSTEMEN X
UND & (w)*

Von Wilfried Buchholz und Kurt Schiitte, Miinchen

In [9] wurde ein wohlgeordnetes System X(N) von Ordinaltermen fiir jede
natiirliche Zahl N eingefiihrt. Die Ordinalterme der Systeme X (N) reprisentieren
nach H. Levitz [4], [5] (und nach [6]) dieselben Ordinalzahlen wie die ordinal
diagrams of finite order von G.Takeuti [10]. Die Vereinigung aller X (N) ist
zwar linear geordnet, aber nicht wohlgeordnet. H. Pfeiffer hat in [7] ein wohl-
geordnetes Teilsystem X von | ] Z(N) angegeben, dessen Ordnungstyp groBer

N<o
als das Supremum der Ordnungstypen aller X (N) ist.
In [3] wurden gewisse von S. Feferman and P. Aczel stammende Normalfunk-
tionen untersucht und zur Festlegung von Bezeichnungssystemen fiir bestimmte
Ordinalzahlenabschnitte verwendet. Dabei wurde u.a. ein System O(w) ein-
gefiihrt, das nach [2] dieselben Ordinalzahlen wie das System X bezeichnet.
Die Ordinalterme des Systems & (w) sind als natiirliche Ordinalzahlbezeichnungen
zu erkennen, da sie auf Normalfunktionen beruhen, die sich in der klassischen
Ordinalzahlentheorie verhaltnismidBig einfach definieren lassen. Die ordinal
diagrams und die Ordinalterme des Systems X haben keine so natiirliche Er-
kldrung in der klassischen Ordinalzahlentheorie. Sie haben sich aber als geeignet
fiir beweistheoretische Untersuchungen erwiesen (vgl. z. B. G. Takeuti [11] und
W. Pohlers [8]). Es hat sich nun gezeigt, daB} sich die ordnungstreuen bijektiven
Abbildungen zwischen ~ und @ (w) recht einfach beschreiben lassen. Diese Ab-
bildungen sollen in der vorliegenden Arbeit entwickelt werden.
Wir verwenden fiir Z(N) und £ dieselben Definitionen und Bezeichnungen wie in
[9] und [7] mit folgender unwesentlicher Modifikation: Das Grundzeichen 1
wird durch O ersetzt. [Die Zahl 1 wird dann durch den Term (0, 0) dargestelit.]
Die Bildung von Termen a # b wird nur fiir von 0 verschiedene Terme a, b zuge-
lassen. Beide Systeme Z und @ (w) sind dann wohlgeordnete Teilsysteme® des
linear geordneten, aber nicht wohlgeordneten Systems 7 := | ] Z(N).

N<o
In § 1 werden die Grundbegriffe der Systeme ., Z und @ (w) zusammengestellt
und einige vorbereitende Lemmata bewiesen. In §2 werden ordnungstreue Ab-
bildungen zwischen Teilsystemen von & (w) eingefiihrt, die in § 3 fiir die ordnungs-
treuen Abbildungen zwischen Z und @ (w) gebraucht werden.

* Eingegangen am 24. 10. 1974. _
f Das hier im folgenden eingefiihrte System @ (w) ist eine geringfiigig modifizierte Version des
In [3] definierten Systems © (w).
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§ 1. Die Systeme 7, X und &(w)
Induktive Definition der Terme des Systems 7 und der Stufe Sa eines Termsae 7~

1. 0e7, S0:=0,

2. 0<n<w=Q,e7, SQ,:=n,

3. a,be I =(a,b)e T, S(a,b):=Sb,

4. a,beT, a+0, b+0=>a#bed, S(a¥b):=max(Sq, ShH).

Die Terme Q, und (a, b) heilen Hauptterme. Der Grad Ga eines Terms a€ J sei
die Anzahl der in a auftretenden Zeichen (,) und #.

Die Buchstaben a, b, c,d (auch mit Indizes) sollen im folgenden immer Terme
des Systems J bezeichnen. Natiirliche Zahlen teilen wir durch i, j, k, m, n, N
mit.

Z(N) sei die Menge derjenigen Terme aus 4, die keinen Term , mit n> N ent-
halten. Es gilt also 7 = |} Z(N).

N<w
Induktive Definition der Koeffizientenmengen K, a und K} a

. K,0:=0, K}0:=0,

.0<n=m=K, Q,:={Q,}, K}Q,:=9,

.m<n=>K,Q,.=0, KXQ,:=9,

. Sb<m=K,,(a,b):= {(a,b)}, KX(a,b):=40,

. m<Sb=K,(a,b):=K,,auK,b, KX(a,b):={a}UK}auK}b,
. K (a#b):=K,auK, b, KX(a#b):=K}rauK}Xb.

Die Gleichheit von Termen wird in iiblicher Weise so definiert, da fiir jede
Permutation z von {1, ..., n} gilt:

DA WN =

a, #* - #an = an(l):ﬂ= #an(n) .
Induktive Definition von a< b

1. Nicht a<0,

2. 0<bb=+0,

Q< e0<m<n,

. 2, <(by,by))=>0<m=Sb,,

. ay,a)< Q,=Sa,<n,

. (a;, a,) <(by, b,) in genau folgenden drei Fillen:

AW

6.1. a; <b, und ay<(b,b,) fiir alle a, € Kg,,a,{a,},

6.2. a; = bl und as < b2 s

6.3. by <a; und (a,,a;) < b, fiir mindestens ein by € K, by u {b,}.

7. Fir a=a,%---#a,(m=1) und b=>b, % --- % b, (n=1) mit Haupttermen
Qyy..s @y, by, ..., b, (m+n>2) gelte a<b in genau folgenden zwei Fallen:

7.1. Esgibt je{l,...,n} mit a;<b; firalle i=1,...,m.

72. n>1,und es gibt ie {1,...,m} und je {1,...,n} mit a;=b; und @’ <b’, wobei
@, b’ durch Streichung von a;, b; aus a, b hervorgehen. (Im Fall m =1 seia’=0.)
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Wie in [9] ergibt sich: J ist beziiglich der Relation < linear geordnet, aber nicht
wohlgeordnet. Fiir jede natiirliche Zahl N ist X(N) beziiglich < wohlgeordnet.

Fiir ACJ bedeute 4 <b, daBl a<b fiir alle ae A4 gilt, und b< A4, daB es ac 4
mit b < a gibt. Wir setzen auch K,,A:= | ) K,aund K}A4:= (] K}a. Nach [9]
acA acA
gilt allgemein:
Kg,au{b} <(a,b).
Die Summe a+b von Termen a,b wird in iiblicher Weise so definiert, daB sie
streng monoton beziiglich b ist, a < a + b gilt und es fiir a < c einen (bis auf Gleich-

heit) eindeutig bestimmten Term b mit a+ b =c gilt. Diesen Term b bezeichnen
wir mit —a+ ¢. Es gilt also

b<c=azZa+b<a+c,
agc=a+(—a+c)=c,
K, bcK,(a+bCK,auk,b,
K¥bCKt(a+b)CKtauKkb.

Definition der Teilsysteme X und &(w) von 7~

¢ € X genau dann, wenn fiir jeden in ¢ auftretenden Term (g, b) gilt: a < Qg4 5.
ce@(w) genau dann, wenn fiir jeden in ¢ auftretenden Term (a,b) gilt:
K¥,a<a. _

Nach [7] und [3] sind 2 und @ (w) beziiglich der Relation < wohlgeordnet.
Lemma 1. Fiir m< n gilt:

a) K¥fa=KrauK}K,a,

b) K,,K*aCK,,a und K¥K*aCK}a.

Beweise durch Induktion nach Ga.

Lemma 2.

a) a<Q,,,, Kra<b=a<(b,2,+1),

b) ae O(w), K¥*b<b, a<(b,2,+,)=>K}¥a<b,

¢) ac@(w), K*a<b+Q,,,=K*a<b+a.

Beweise durch Induktion nach Ga.

a) Fiir a<Q,,, ist die Behauptung trivial. Fiir a=a, # a, folgt sie aus der L.V.
(Induktionsvoraussetzung). Es bleibt der Fall a=(a,, a,) mit Sa,=n+1. Nach
Lemma 1a) ist dann

{a,}UK¥!K,, ai0K}a,CK}¥a.

Aus K*g < b folgt also g, <b und K¥(K, ., a, v {a,}) <b. Dabei ist K, a; U {a,}
<£,.,.Nach LV. folgt

Kpi1a0{a,} <(b,2,44).
Mit < b folgt (al N a2) < (b, Qn+ 1)-
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b) und ¢) Ist a£Q,,,, so ist K*a=@. Dann sind die Behauptungen trivial. Im
Fall a= a, # a, folgen sie aus der 1.V. Der Fall Q, . , <a ist fiir b) ausgeschlossen
und fiir ¢) trivial. Es bleibt der Fall a=(q,, a;) mit Sa, =n+ 1. Dann ist nach
Lemma 1a)

Kra={a;}UK}¥, 10 VK (Kyiya101{as}).
Dabei ist K, ., a, U {a,} <a. Nach LV. folgt
K¥(K,s1a,0{a,})<b bzw. b+a.

Aus ae O (w) folgt K*,,a, <a,. Es ist also nur noch a, <b bzw. ¢, <b+a zu
beweisen.

Zu b). Wire b<a,, so wiirde aus K}b <b nach Lemma 1a) K*K,,;b<a, und
nach Lemma 2a) K, ., b <(a;, 2,.,) folgen. Dann wire (b, Q,,,)<(a1,Q2,+,)Za
im Widerspruch zur Voraussetzung, Folglich ist a, <b.

Zuc). AusK¥fa<b+Q,,,folgta, <b+Q,.,. Im Fall a, <b gilt die Behauptung.
Andernfalls gibtes ag < Q,,, mita, =b+a,. Dannist K, ,; a, C K, +1a; <(a;, a,).
Da a,<Q,,, ist, folgt aq <(a;,a,)=a, also a; <b+a.

Definition von ¢,a und r,a

1. q,0:=0, r,0:=0.
2. Ist a=a, # --- # a; (k= 1) mit Haupttermen a, = --- = a;, so sei

0 , wenn a; <Q,,, ist,
a.= P . .

n a; ¥ --- #a;, wenn igroBter Index mit Q,,, < q; ist.

raie 0 , wenn Q,,,=<aq,ist.

mr a;# .- #a,, wenn jkleinster Index mit a;<Q,, , ist.
Folgerungen:
a=q,atr,a mit r,a<Q,,,,
qna*0¢>gn+2§a9
b<qna:b+9n+2§qna’

K,a=K,q,aukK,r,a,
Kta=K!q,auK}r.a.

Definition von kra
K a: max(K}¥a), wenn KXa=@ ist,
"m0 , wenn K*a=¢ ist.
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Lemma 3.

a) K¥kra<kta,

b) K¥a<a=K}qg,a<gq,a.

Beweis. a) Nach Lemma 1b) ist K}k¥aC K}a. AuBerdem gilt k*a¢ K¥k¥a.
Es folgt K} k¥a<kka.

b) Ist K¥a<gq,a, so ist auch K¥gq,a<q,a. Andernfalls folgt aus K}a <a, daBl
es einen Term b minimalen Grades mit g,a < K}b <a gibt. Aus der Minimalitét
von Gb folgt b=(b,, b,) mit K}b, <q,a<b, <a. Dann ist gq,a =q,b,. Es folgt
K¥q,aCK}¥b, <q,a.

Lemma 4.
a) Krg.kya<g,kya,

b) Fiir ae @(CO) mit (Qn+2’ Qn+1) é a< Qn+2 gllt Qn+2 é an:a und (an:fa,
Qn+ 1) é a.

C) Fir a;,a,€ @—((U) mit (Qn+2’ Qn+1) é a; <a;< Qn+2 gllt an:‘ a, é an: a,.

Beweis. a) folgt aus Lemma 3.

b) Aus (Q,,,,Q,,)Sa<®Q,,, folgt nach Lemma 2a) Q,,, < K*a. Dann ist

Q,,,=5q,k*a. Wire a<(q,k*a, Q,+,), so wiirde aus ae & (w) mit den Lem-

mata 4a) und 2b) K¥a < q,k¥a folgen. Dies ergibt aber einen Widerspruch zu

K}¥a=+@. Folglich ist (g,k}a, Q,.,) < a.

¢} Nach b) ist (g,kFa,, Q,+1)<a,<a,<Q,,,. Nach Lemma 2a) folgt g,k*a,

< K}a,. Hieraus folgt g, k¥a, <q,k¥a,.

§ 2. Die Abbildungen 4, und A, !
Definition von 4,4 fiir a ¢ @ (w), a< 2, ..,
ha— {a , wenn a<(Q,.,,Q,+) ist,
" 4.y a+(—gnk¥a, Q) +a), wenn (2,.,,2,.)Sa ist.
(Nach Lemma 4b) ist im 2. Fall (g, k*a, 2,,,)<a.)

Definition von A, * a fiir a € &(w), K*a<a

P , wenn a<,,, ist,
" (9na, Qpey) +1aa, wenn Q,,,<a ist.
Satz 1. h, ist eine ordnungstreue bijektive Abbildung von {ae O(w)a<Q,.,}
ayf {ae @(w)|KFa<a} mit der Umkehrabbildung h;' und K, h,a=K,a fir
msnaec@),a<,.;.

Beweis. 1) Es sei ae @(w) und a<Q,.,. Wir beweisen, daB dann h,ae O (w),
K¥h,a<h,a, h; h,a=a und K, h,a=K,,a fir m=<n gilt.
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1.1) a<(Q,43,2,+1) Dann ist h,a=a, also auch K, h,a=K,a. Aus ac @(w)
und a<(Q,+,,9,+,) folgt nach Lemma 2b) K*a<Q,,, und nach Lemma 2¢)
K*a<a. In unserem Fall ist also K*h,a<h,a und h;*h,a=h;'a=a.

12) (2,+2,Q,+1)Sa Dann ist hya=q,k¥a+b mit b:=—(g,k*a,Q,.,)+a
Aus ae @ (w) folgt g,k*ac @ (w) und be &(w), also auch h,ae @(w). Nach
Lemma 4a) ist

K¥q,k*¥a<gq,k*a<h,a.
Aus K¥bCKra<gq,k¥a+ Q,,, folgt nach Lemma 2c)
K¥b<qg,k¥a+b=h,a.
Dann ist auch K} h,a < h,a. Nach Lemma 4b) ist Q,,,<q,k*a< h,a. Es folgt
hy'hya=(g,k}a, Q1) +b=a.
Aus der Definition von b folgt
K,.bCK,aCK,(q,k¥a, Q,,,)VK,b.
Fiir m < n folgt
K,bCcK,aCK,q,k¥auK,b=K,h,a
und nach Lemma 1b)
K,q.,k¥aCK,K¥aCckK,a.

Dann ist K, h,a = K,,a.

2) Es sei a5, a,e O(w) und q, <a, <Q,,,. Wir beweisen, daB dann h,a; < h,a,
ist.

21) a,<(82,4+,,2,+,) Dann ist h,a, =a, <a,=h,a,.

22) a; <(Q,+2,2,+1)Sa,. Dann ist nach Lemma4b) Q,,,=<q,k¥a,<h,a,.
Es folgt h,a, =a, <,,,< h,a,. i

23) (2,42,2,+1)=5a,. Ist g, k¥ a, = q,k¥ a,, so folgt aus a, <a,

'—(an:alagn+1)+al < ‘(an:a299n+l)+a2

und hieraus h,a, <h,a,. Andernfalls ist nach Lemmad4c) q,k¥a, <q,k¥a,.
Dann ist
hnal <an:al + Qn+2 é an:aZ é hnaz .

3) Esseine @ (w)und K*a < a. Wir beweisen, daBdann h; 'ae O(w), h;'a< Q, .,
und h,h; a=aist. '

3.1) a<Q,,.,. Mit K*a<a folgt nach Lemma 2a) a<(Q,+;,2,+,) Dann ist
hla=ae®(w) h;'a<Q,,, und h,h;*a=h,a=a.

32) 2,,,5a Aus ae O (v) folgt g,ac &(w) und r,aec & (w). Aus K*a<a folgt
nach den Lemmata 1a) und 3b)

K:‘-’»l qnac K:qna < q.a.
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Dann ist h,'a=(q,a, 2,+,)+r,a€ &(w) mit h;'a<Q,,, und
K*h,'ac{q,a}uK*q,auK*r,a.

Mit K*a<a folgt k*h,;'a<a. Aus (q,a,Q,,1)<h,'a<Q,.,
folgt nach Lemma 2a) q,a< k*h; ' a. Dann ist g,a=q,k*h;'a. Da (2,+,, 2u+1)
<hita<Q,,,ist, folgt

hh'a=q,a+(—(q,a, 2,41) + b, a)=q,a+r,a=a.

§ 3. Die ordnungstreuen Abbildungen zwischen X und & ()
Induktive Definition von D, a

Doaie a- , wenn a<Q,,, ist,
" (Dh4194Gy Quiy)+raa, wenn Q,.,<a ist.

Lemma 5. Fiirac X ist D,ae X und D,a<Q,,,.

Beweis durch Induktion nach Sa —n. Fiir a< Q,, , sind die Behauptungen trivial.
Es seinun Q,,,<ae X Dannist q,ae X, r,ac 2 und nach L.V. D, q,a€ X mit
D,i1q,a<8,.3. Esfolgt D,a=(D,+,4,8,R2,4+,)+1r,aeZ und D,a< Q,,,.

Induktive Definition von f¢ fiir ce X

1. f0:=0, fQ,:=Q, fir O<n<w,
2. f(a,b):=(hs,,fa, fb),

3. fla%b):=fa% fb.

Fiir ACX sei fA:={falae A}.

Induktive Definition von f ~! ¢ fiir c €@(w)

L f7'0:=0, f71Q,:=Q, fir O<n<w,
2. f~'a,b):=(Ds,f'a, f7'D),
3. fMNa#b):=f"ta% f'b.

Lemma 6.

a) Fir ceX ist fce O(w), Sfc=Sc und K, fc=fK,c.
b) Fir ce@(w) ist f"'ceX und Sf 'c=Sc.

Beweis durch Induktion nach Gc. Fiir ¢=0 und ¢=Q, sind dic Behauptungen
trivial. Fiir ¢ = a # b folgen sie aus der LV. Es bleibt der Fall ¢ =(a, b).

a) Es sei c=(a,b)eZ. Dann ist a<Qs,.,. Nach LV. folgt fa, fbe&(w),
fa<Qg,,,und Sfb = Sh. Nach Satz 1 folgt hg, fa e @ (w) und K¥,hs, fa < hs, fa.
Dann ist f(a, b)e & (w) mit Sf(a, b) = S(a, b).
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Fir Sb<m ist K, f(a,b)={f(a,b)} und K,(a,b)={(a,b)}, also fK,(a,b)
= K,, f (a, b). Fiir m < Sb ist nach Satz 1

K, f(a,b)=K, hs, fauK, fb=K, faukK, fb.
Nach LV. folgt f K,,(a, b) = K, f (a, b).
b) Es sei c=(a, b)e @(w). Dann ist nach LV. f~'q, f"'be X und Sf b= Sh.
Nach Lemma 5 folgt Ds, f 'ae X und Dg, f 'a< Qg4 ,. Dannist f"*(a,b)e 2
mit Sf ~!(a, b) = S(a, b).
Lemma 7. Fiira,beX mit a<b ist fa< fb.

Beweis durch Induktion nach Ga+ Gb. Hierbei geniigt es, den Fall a=(qa, a,),
b=(b,,b,) mit Sa, =Sb,=n zu betrachten, da sich die Behauptung im iibrigen
leicht aus der LV. ergibt. Fiir a<b kommen dann folgende drei Fille in Be-
tracht:

1) a;, <b; und K, a,v{a,} <(by,b,). Nach LV. folgt fa, < b, und

fKnalU{faZ} <f(b1’b2)'
Nach Satz 1 und Lemma 6a) folgt h, fa, <h, fb, und

K, h,fayo{fa} < f(by,b;).
Hieraus folgt
flay, a;) = (h,fay, fa)) <(h,fby, fby)=f(by, bs).

2) a, =b, und a, <b,. Es folgt h, fa, =h, fb; und nach LV. fa, < fb,. Hieraus

folgt f(ay,az) < f(by,by).
3) by <a, und (a,, a,) < K,b, U {b,}. Wie im Fall 1) folgt h, f b; <h, fa, und

f(ala az)éK,,h"beU{sz} .
Hieraus folgt f(a,, a;) < f (b, b,).
Folgerung: Fiir a,beZX ist f(a+b)=fa+ fb.
Lemma 8.

a) aeZ, K¥fa< fa=fD,a=h;" fa,
b) ae O (w), K*a<a=D,f 'a=f"'h'a.

- Beweis von a) durch Induktion nach Sa—n. Aus Lemma 6a) folgt fa<Q,,,
<a<Q,,,.ImFall a<Q,,, ist daher fD,a= fa=h," fa. Im Fall Q,,,<a ist

fDna= (hn+lfDn+1qna’ Qn+1)+frna .
Aus ae X und K} fa< fa folgt g,ae X und nach den Lemmata 1a) and 3b)
K:+1qnfaCK:ana<qnfa'
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Aus Lemma 6a) folgt auch g, fa= fq,a und r,fa= fr,a. Dann ist K¥,, fq,a
< fq,a und nach L.V.

fDrH-lqna:h;llfqna'
Mit Satz 1 folgt
fDna=(fqna’ Qn+l)+frna=(qnfa’gn+1)+rnfa=h;lfa'
Beweis von b). Aus Lemma 6b) folgt g,f *a=f"'q,a r,f *a=f""r,a und
fla<Q,,,<a<Q,,,. ImFalla<Q,,,istdaher D,f 'a=f"ta=f"'h;'a.
ImFall Q,,,<aist
an—la=(Dn+lqnf_la9 Qn+1)+rnf-la
=(Dn+1f~1qna’ 'Qn+1)+f—lrna
=f7H(@n% Qi) +rad)=f""hta.

Anmerkung. Nach Satz1 und den Lemmata 5 bis 8 ist folgendes Diagramm
kommutativ: _
{aeZla<Q,.,} Lo {aeB(0)|a<Q,,,}

o] J»

{ae Z|K* fa< fa} L2 {aed(w)|K*a<a)

Dabei seien f;, f, die dem Diagramm entsprechenden Beschrinkungen der
Abbildung f. Nach Satz 1 und dem folgenden Satz 2 sind alle Abbildungen dieses
Diagramms ordnungstreu und bijektiv.

Satz2. f ist eine ordnungstreue bijektive Abbildung von X auf 6 (w) mit der Um-
kehrabbildung f~* und Sfc = Sc, fK,,c = K,, fc fiir alle ce X.

Beweis. 1) Es sei ce 2. Nach Lemma 6a) ist dann fc € & (w), Sfc = Sc und fK,,¢
= K,, fc. Wir beweisen durch Induktion nach Gc, daB auch f~! fc=c ist. Fiir
c=0und c=1, ist die Behauptung trivial. Fiir c=a4b folgt siec aus der L.V.
Es bleibt der Fall ¢ =(a, b). Dann ist fc = (hg, fa, fb) und

[ fe=Dspf ' hsyfa, f71fb).
Nach Lemma 6a) und Satz1 ist hg,fae @ (w) und K% hg, fa<hg, fa. Nach
Lemma 8b) folgt
Ds, "' hsyfa=f""hsyhs, fa.

Mit Satz 1 und der LV. folgt f ' fc =(a,b) =c.

2) Es sei ce &(w). Nach Lemma 6b) ist dann f~!'ce Z. Wir beweisen durch
Induktion nach Gc, daB auch ff ! ¢ =cist. Fiir c =0 und ¢ = Q, ist die Behauptung
trivial. Fiir c=a4# b folgt sic aus der LV. Es bleibt der Fall ¢ =(a, b). Dann ist
f7le=(Dspf 'a, f7'b) und

ff_10=(h3beSbf—la’ ff—lb)-
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Aus (a, b) e O (w) folgt K¥,a < a, also nach LV. K%, ff 'a< ff'a. Nach Lemma
8a) folgt

fDsyfta=hs, ff"a.

Mit Satz 1 und der LV. folgt ff "'c=(a,b)=c.
Aus 1), 2) und Lemma 7 folgt die Behauptung.

Folgerung aus Satz 2: Die wohlgeordnete Menge X,:= {aeX{Sa=0} hat den
Ordnungstyp ©_(0).

Beweis. Nach [3] hat die wohlgeordnete Menge @, (w):= {ac & (w)|Sa = 0} den
Ordnungstyp @, (0). Nach Satz 2 hat X, denselben Ordnungstyp.

Anmerkung. Die von W. Pohlers [8] angegebene Grenzzahl o, fiir die Herleit-
barkeit der transfiniten Induktion in einem IT} -Fragment der klassischen Analysis
ist nach der Folgerung aus Satz 2 gleich der Ordinalzahl @, (0).

Definitionen

Z*(N):=ZnX(N), Z¥(N):={aeZ*(N)|Sa=0},

ON):=B()NZ(N), Gy(N):={aecB(N)|Sa=0}.
Lemma 9. @ (N) ist die Menge derjenigen a € @ (w), fiir die a<Qy.,, K¥a<Qy.,
und Kqa <(Qy+4,0) gilt.
Beweis durch Induktion nach Ga.
Satz 3. Die wohlgeordnete Menge X (N) hat den Ordnungstyp @ . ,(0).
Beweis. Aus Lemma 9 folgt

B(N)={ac H(®)|a<(y+1,0)}.

Diese Menge hat nach [3] den Ordnungstyp @y, . ,(0). Die Beschriankung von f
auf Z¥(N) ist eine ordnungstreue bijektive Abbildung von X (N) auf @,(N).
Daher hat auch Z§(N) den Ordnungstyp @, ,(0).

Anmerkung. Es sei %,(N):= {ae Z(N)|Sa=0}. Den Ordnungstyp einer wohl-
geordneten Menge M bezeichnen wir mit [[M|. Nach [9] gilt

IZMI £ 120N + DI

Mit einer geeigneten Abbildung beweist man auch
[Zo(NMIl = 128N+ 1)l

Es folgt
I1Z¢ (N < IZ(NI S 128 (N +2)| .

Hieraus folgt st{lg IZ(N)| = 322 128 (M) = 6y (0).
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