
Barndorff-Nielsen, Lindner:

Some aspects of Levy copulas

Sonderforschungsbereich 386, Paper 388 (2004)

Online unter: http://epub.ub.uni-muenchen.de/

Projektpartner

brought to you by COREView metadata, citation and similar papers at core.ac.uk

provided by Open Access LMU

https://core.ac.uk/display/12162804?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1
http://www.stat.uni-muenchen.de/
http://www.gsf.de/
http://www.mpg.de/
http://www.tum.de/


���� �����	� �
 ���� �������

��� �� ���	
���������	� �����	
�� �� ��	
	���

��������

����� ���	�

�
 �� ��������� ���
���� �
���������
 ��� ��	���
�

����� ���� �� ����
 �� ����� ����� ���
���� �� ���� �� �
	���� ���

������	� 
���	���� �� � ������������ ����� ���
���� ������ ��  !"

������	� ��
����� ����� 	�����
� �������� #��� ��� �������� �����

���
���
 ���� 	��������� �
	���� ������������ ����� ���
���
 �� ��
� �

�� ���
 ������ #� 
��# ���� ��� 
�	� ����� 	����� ����
 ��
��� � �����

���
��� #��� $�
����� ������
� �� � 	�����	�� #��� % ����� �������

�
 �������� 	����	����
��� 	��������	� �� ����� ���
���
 #��� ��� ��

�� ����� 	�����
� &���������
 ����� 	�����
 ��� 	��
���� �� ������

���� 	����
��� �� ����� ���	�

�
 #��	� ���� � �����	��
���� �����

	������ '����������� #� 
��# ��# ��� ����� 	����� 	��	��� 	�� ��

�
� �� 	��
���	� ������������ �
���������
 �� ��� (���

�� 	��



#��� ���
	���� ������
 �� ��� (���

�� 	��

� ��� 	��
���	����

����
 �� � ������� )� ��	����� ������	� �� (�����*�+���
��

�� �����,-��
�� ��  .���" �� (�����*�+���
��� /��,��� �� 0���

��  ."� 0������ ��
���
 ��� ������� ��� 
�����	����
���� �
������
����
 �� ��� �
���������
 �� ��� ������ 	��

�

� �������	�
��

��� ������� �	 ���
�� 	�� �
���������� ����������� ������
���� �� �� ����
���
� 	�� �
���������� ����� ���
��� ������ ����� ���	
��� ��� ������ �������
�� ������
��� �� � ����� �� ������ ��� 	�� ����� ���
�� �� �

�
� � ��� �!�

������ �� ����� ���
�� �� �
� �� "����� ��� ������ ��# � �� ��� ���

���� �� $��� ��� ������ �% � &������ �� ������������ ���
��� � ����� ����

�� ������� ��� ���������� ��
��
�� �	 � �
���������� ����� ���
��� ���

����������� 	
 ����������� �������� �������� 	
 ������� �� ��������� �������

������  � �������� ����! 	�"�#�
$��$��
� ����� 
	� ����������� �������� ����� �������� 	
 %����	�	��� &	��'�����

����(� )� ���*+,+ -������� -������� ����! ������#��$���$��

�



����� ���
�� � ���� ���������� ������������ �� ��������� �	 ��� �����
���
�� ��� ��� ������� '��� ��� �����	����� �� ��� ������ �	 �� ��
���������� ����� ���
�� � (�� ������
���� �) �� ���� ����� ���� ��� �
�������������� ������� ����� ��� �������� � ���*������ �	 � (�� �) ����
��� ���������� �!��

+� ��������� �	 ��������� ���������� ��� ����� ���
�� � ���� ��� ���

����� ����������� ��� � �
����������� ��,������ ��������� -��� ��� �������
����� �	 ����� ��� 
�	
��� �	 ����� ���
�� ����� �� � ����������� �!����
�� ��� 	������ �� � �� ������ ������ ���� �������� ��������� �	 ��� ����
��������� ����������� ������
����� .
�� ����������� ��	�������� �� ���
������ ��� �� ������� 	��� ��� ���� �� &��� ��/ � ����� �
��������� �����
��� ��� �����	
� ������ ���� �� ���� ��� ����� ������ ��� ��
������
�	 � ����������� ��� 	��� �� ����� ���
��� 0� ��� ������ ������� �� $���
��� ������ �% ��� ��	������ ����� ������

��� ������ ����� ���
� ��� ����� �	 ��� ����� ���
�� ��������
-�� ���������� �� ������� ���� ����� ���
�� ��� ����� ���
�� ������ ��
�

�
� � ����� �� 12 �#��)� 0� ��� ��!� ������� �� ������ ������3 ��,������ �	

����� ���
�� ��� ,! ��� �������� 
�� ����
���
� ��� ������ -
����������
�� ��� ���� ��� (�������) ����� ���
�� ��,�� ����	 � ����� ���
�� ����
������� ������� ���� ����	����� 
���� ��� ������� �� 1 �#�� � �
�#�� �� (��� � � � � ��) �� (���� � � � � � �

��
� )� ��� ������ ����	�������� ���� �

���
��� ���� �� ��� ������� �	 ����� ���
��� ��� �� ��� ���� �������� �� �
������� 4� �	 ����� ���
�� �������� ������
��� ��� �
���� �� 5������6�
7����� ��� �����*8���� �9� / ���� �� � �
���������� ������� �� 5������6�
7������ .��*��� ��� &��� �: � ��� ���� �� ���
�� �� &������ 9�

&������ � � ��������� ���� � ����� ��
�� 	�� �;
���� �	 ����� ���
��
��� ����� ���
��1 �� ��� ���� � �;
���� �	 ����� ���
�� ��������
���
��� �� ������� ����� ���
�� �	 ��� ���� �	 ��� �������� ����� ���
��
�������� ���
���� ��� ��� ����� ���
�� �������� �������� �� � 
������

��� �	 �#�� ��

&������ < ���
� ��� ������ ��� �	 ���������
 ����� ���
�� �� ����
������� ���� ���� ���
����� � ����� ���
�� ����� ��� ������� �� ���� 	��
����� ������1 �	 (����)��� � � ����� ����� ���� ����� ���
�� ���� �� ����
	 ��� �	 ��� ����� ���
�� 
��� �	 ���� � ���������
� ���� 
��� � ��� �
����� ���
�� 	�� ���� 	�� ��� 	 � #� -
���������� ���������
 ����� ���
��
������
�� ��� ��� �	 ������ ����� �	 ����� ���
�� �	 ����� ������ �
���� ��������� # �� �� =� ������������ ����������� ���������
 �����
���
�� � ���� 	�� ����� ��� ����� ���
�� ���� ��,�� (��� ��) � ��������

0� &������ 9 �� ������
�� ��� ������� 4 �	 5������6�7����� ��� �����
�*8���� �9� / ��� 5������6�7������ .��*��� ��� &��� �: � ����� ���� ����
� ��
���� ���� �� &������ / 	�� ��� �����
����� �	 ����� ���
�� ���� ������

:



���������� ��� ������� 4 ��� ��� ��� �	 ��,������ �������� ������
����
��*�������� ���� ��� 5������ ���� =� ���
 ��� ����� ���
�� ����	���
�	 ��� ������� 4 � �������� ���� ������
��� ������ �� ���������
 �����
���
���

&������ / � ��������� ���� ��� �����
����� �	 ����� ���
�� ��� ���
����
���� ���� ������ ��
��
�� ��� ��������� ������� &
���� ����
��� � � � � �� ��� �������������� ��,������ �������� ������
����� ��� �	 �����
��� �� ��� 5������ ��� �� ������ ��� �� ��� ��	������������� ������
������� ���� 
��� ��� ����� ���
�� ���� �� ��,������ �������� ������
���� �
���� ������ ��� � � � � ��� '������� � ����	 ��� ��� ��������� ������ �� ���
5������ ��� �� �� ��� ������ ��� �� �� ��� ��� �	 ��	������������
���� ���� ��� ����� ����� ���
�� ���� ��� �� 
�� ������
����� '���� ��
���� ��� ��� ��� ������
���� �� ��� 5������ ���� ������ ��� �� ���
��� �	 ��	������������ ���� ���� ��������� ������� ��� �� ���������
-�� ��� 5������ ���� ��� � �������� �� &������ /�� ���� ��� ���� �	 ���
������� 4� &������ �!����� ��� ������ ����
���� ������ ����� ��� ������
>�
��� ������� 0� &������ /�: � ������ ������
�� � ��������� 	�� ��	�
����������� ������
����� '���� ��� ���� �	 ��� ������� 4 � �������� ��
� ������� ?� ��� ������ �� ���� �� &��� ��� @���A��� ��B �� ��� ���
��� �	 ��� ��,������ �������� ������
���� ����������� ��!(�� ��� ���) ��*���
������ ���� ��� ��� �	 ��	������������ ������
����� -������� ���������
��� ������� ? ��� 4� �� &������ /�� �� � ���� ��� �� �����
�� �
��������
��� ������
���� �� ��� ������ ��� ���� ��������� ������ �� ��� ������
����

� ���� 	������ ��� ��� ���
��� ���� ����

����

C����� ���� � ����� ���	�� � � ���
�� � �� �� ����� �� �� ���� �� A���
��� ���,�

�
��

(���� � �)�(��)  �� ����� ���� 2 ��� D � � � D ��� ������
��� E
������� ���� �	 � 2 (��� � � � � ��)� =� ���� � ����� ���
�� ��������
�	 �� 
����� � ��������� �� �

�
� 2 �#��)�� -�� ��������� �� ���� �������

��������� �� ��� ��� ��
� �	 ������� ����� ���
���

F�,�� ��� ��*������

� 12 �� 1 �#�� � � �#�� �� (��� � � � � ��) �� (���� � � � � � �
��
� )�

����� ��# �� �� �� ����������� � �� ��� ��� � #� ���� 	�� � � ��
� �

��,�� ��� ���
�� � � ��� ����� ���
�� �	 � 
���� ��� ������� �� ����

�(�) 12 (��)(�) 2 �(���(�))

�



	�� ��� 5���� �� � �� �#�� �� 7��� ���� � ���� ��� ��� ���� �������
���
�� �� ���������� �	 ��� 	��� �(��� � � � � ��) � �#�� � 1 �� 2 #	 	��
,!�� �� �
� ��� ���� ������� ���
�� �� ���� ���� (#�� 
��	
 � � �
��	�
'������� ���� � � � ����� ���
��� � � ,���� �� ��� ����� ��������� ��
�#�� � ��� ���������� (�� � � � ��)� ���� ��,�� ��� ��
	� �	������ � 2
�� 1 �#�� � � �#�� �� � �

� (��� � � � � ��) 12

�
�(�#� �� 
 � � �
 �#� �� )� (��� � � � � ��) �2 ��� � � � ��	
�� (��� � � � � ��) 2 (�� � � � ��)�

7��� ���� � (�� � � � ��) 2 �(�#�� �) �	 ��� ���� �	 � � ��,����� 0� � ����
������� ���� ������� ���� ����� ���
�� �� ��,�� � (�� � � � ��) 12 � ����
	�� ,���� ����� ���
�� � ������ ��� ��� ��� ����� ��������� ���� � �
���������� �������� �� ��������� �	 � �� �#�� � � ��� � � � ��	�

-�� � � ��
� � ������ ��� (��������������) ������ �	 � �� ��� � � � � ���

���� ������ ��� �������������� ����� ���
��� 0� 	���� ��� � � � � �� ���
��� ����� ���
�� �	 ��� �������������� ������ �	 ��� ����������� ����

�� ������������ �� �� �� ���� �	 ���� �� ��� ������� ��� ���
��
�� 12 ���� ��� ��
 ��,�� ��� ���
�� 	
������ �� �	 ��� ���� ��(��) 2
� (�� � � � ��� ����� � � � ��) 	�� ��� �� � �#�� ��� �� ��	�� �� �� (� 2
�� � � � � �) � ��� ������
 ��
	� �	������� �	 ��

0� ������� �� ������������ ���
��� ������ ��� ��,�� � ���������� �����
���	
� �� �� � 	
������ 
 1 �#�� � � �#�� 
�� ���� 
(��� � � � � ��) 2 # �	
�� ���� ��� �	 ��� �� � A��� (���	��������) ���


(�� � � � ��� ����� � � � ��) 2 ��  �� � �#�� � � 2 �� � � � � �� (:��)

��� 
�� ���� 
 � �� ������������ �	������� ���� 
(��� � � � � ��) �2 � �	
��� � � � � �� ��� ��� ��� �� ��� 	�� ��� �� � �	 ��� 	��� � 2 (��� �� 
 � � �

(��� �� ���� # � ��  �� � � �� ���� ����

�
��(�)
(�) � #� ����� ���


� � ����� ���� ��� ������� � 2 (��� � � � � ��) �	 �� ��� �� (�) � ��,��� �

�� (�) 2

�
�� �	 �� 2 �� 	�� �� ���� �
���� �	 ��������

��� �	 �� 2 �� 	�� �� ��� �
���� �	 ��������

��� ��� ��������� 	���
�� �	 ����� ���
�� � ���� ���� ����� �� �������
��� ������ ��� ��� ���������� ��
��
�� �	 ����� ���
��� ��� � ����
����	�� �� ��� 	�������� ������ �	 &����3 �������� ������ �� ������ ��� �

������� ��	 ��� � � ��
� ���� ��
	� �	������ � ��� ������
 ��
	�

�	������� ��� � � � � ��� ���� ����� ������ � ���������� ����� ���	
� 
 �	�� ����

� (��� � � � � ��) 2 
(��(��)� � � � � ��(��))  ��� � � � � �� � �#�� � (:�:)

<



��� ����� ���	
� 
 �� 	���	�
� ��������� �� ����� 
 � � �
 ������ ����
�����
� �� 
 �� � �������� ����� ���	
� ��� ��� � � � � �� ��� ��
	� �	�������
�� �������������
 �������� ����� ���	��� ��� � � � � �� ���� (:�:) ��!��� �
����� ���	�� � � ��

� ���� ��
	� �	������ � ��� ������
 ����� ���	���
��� � � � � ���

=� ���� ��	�� �� ��� ����� ���
�� 
 ���	���� (:�:) � � ����� ���
��
���������� ���� � � ��

� �
=� ������� �� ��� ���� ����� ���
�� ��� �� �������� � ����	��������

�	 ������ ����� ���
��1 ��� 
 1 �#�� � � �#�� �� � ����� ���
��� ���� 

������������ ���� ���� 
 ��,�� � ���
�� �� �� (#�� ���(�� � � � ��)	

�� ���� ��((��� �� 
 � � �
 (��� �� ) 2

�
�� (�)
(�) 	�� # � ��  �� � ��

� 2 �� � � � � �� ����� ��� 
� � ����� ���� ��� ������� � � ������ =� �!����
��� ���
�� �� �#�� � �� ������

��(�(�� � � � ��)	) 2 ��(�#�� ��� 
 �#	 
 �#�� ���) 2 #� � � � � ��
(:��)

���� 
��� ��� 	��� ���� 
 � ���
����� �� ������

��(�#� �� 
 � � �
 �#� �� ) 2 ��((#� �� 
 � � �
 (#� �� ) 2 
(��� � � � � ��)� (:�<)

	�� # � ��� � � � � �� � �� $�������� (:��) ���� ���� �� �� 
��	��� �������
����

��(�#�� ��� 
 �#� �� 
 �#�� ���) 2 ��� � 2 �� � � � � �� (:�9)

-
���������� �� � ��� �� �� ���� 	�� ��� ������� ���
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