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���� q̂t, t = 1, ..., m �� �������� $%� m &��&��������
�� 0��������� ���� Ût ��
1�����������	�
�� ��� ��������� �� ��
�� ��� ��� �	��!!��
�$����� B	���������	�
M

q̂ =
1
m

m∑
t=1

q̂t �3�

0� 1����� &�� q̂ ����� ��� �	��!!�� �	� ��� 1������� ��� �������� q̂t 	�� ��� 1�����

E



� ������ ��� ��� �	������ ���	������ �� ������� ������

1 2 3 4 5

� ������ �	��	 �� ���� �������� ��� ���� 2?������

&��	���'(	$�)� −15,504 −10,236 −15,656 −18,300
(8,64) (8,97) (11,32) (8,72)

&������*�'+���	�	��� −0,619 4,399 6,471 −11,610
(13,09) (20,22) (20,23) (12,70)

��������� &���',���	����	 −24,417 −13,807 −14,714 −25,911
(10,10) (10,65) (10,93) (10,24)

-	�� �� −23,053 −20,066 −17,403 −26,772
(12,19) (14,23) (14,31) (12,31)

���	��� −18,682 −17,309 −28,026 −25,106
(13,98) (18,17) (21,46) (14,01)

�� �	�	�	 4,605 19,747 20,833 7,747
(9,19) (9,86) (10,01) (9,27)

�./.0 1,799 −0,922 −2,326 3,708
(6,59) (6,80) (6,92) (6,66)

�121. 12,263 1,453 2,082 15,377
(7,46) (7,86) (8,12) (7,48)

*��3.12 16,007 36,488 35,071 23,424
(10,68) (24,30) (24,58) (10,52)

4��%������������� 0,011 −0,030 −0,043 −0,001
(0,02) (0,03) (0,03) (0,02)

5����� 	�������	�� 8,669 6,549 5,863
(3,06) (3,24) (3,39)

��*�	 ���������� �6 5�	�� −0,923 −0,733 −0,767 −1,154
(0,17) (0,18) (0,19) (0,15)

�74�(8 −34,238 −28,516 −25,713 −40,617
(5,38) (6,14) (6,61) (4,94)

��*��� −0,300 −0,295
(0,16) (0,17)

������� !� ����������� 1,361 1,373 −0,249
(0,65) (0,67) (0,77)

�������� ����������� 0,341 2,665
(0,42) (0,42)

-���	�� 374,991 334,246 314,667 48,936 475,826
(50,76) (61,52) (66,88) (8,54) (36,53)

���*	����� R2 0,786 0,811 0,811 0,306 0,779
;	���< =��� (> 0,014 0,362 0,448 0,000 0,077

, 198 167 156 176 199

@������ 7M ������������!������ !� 	�&��������
�� 0��������

�
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������� ��� B	���������	�
�� 

̂V arq̂ =
1
m

m∑
t=1

Ût +
m∑

t=1

(q̂t − q̂)(q̂t − q̂)T �7�

0� ��
�
������ *��!��� ��� $%� ������� 	�� &���������
� ������	�
�� 
%��
 0�
-��	�
 ��� $�������� .���� ��$��
� �	��� ��� ! $��
����� ������������ )�
����!	� 

��� �� ���
������ ��� �������������
 ���������
 ������
��
���

��
�

)�� 1�����	�
 $%� �� <�������	�
�� ��� ! $��
����� &�� ���� !	��&������ ?���
!��&�����	�
 �	�
�
��
�� 0�� ����"���� ��! ! )����� /������ �3444� �����������
+����� �� ��
�� n 	������

� <�������	�
�� ��� ���!��&�������� 1������

Yi = (Yi1, ..., Yip), i = 1, ..., n �=�

&�� 0�� @�� ��� ������������ .���� �� !� Yobs� ��� ��� $�������� .���� !� Ymiss

���������
Y = (Yobs, Ymiss). �:�

.���� ������ �� $�������� �����	�
����� ������������ .���� ���� <�������	�
 !�

Yi = (Yi,obs, Yi,miss) �>�

��������� 
0� 1�����	�
 &�� Y �� �����

 &�� Θ = (μ, Σ)� ��! +��������&����� 	�� ���

��&�����!���K &�� Yi �! /�
������ �	! ��������� �+�)�
����!	� &�������� ��
��� �� <�5��������� 1��$������ �� ��! $%� �� B���!���� Θ ��� ��"��� 1�����	�

$���
���
� ��� )�� ���� �$��!��&� ��"��� 1�����	�
�� $%� ��� ������	�
�����&�����
μ 	�� �� ��&�����!���K Σ ��� %���������� �� 1�����	�
 !� 0����

P (Θ) ∝ |Σ|−( p+1
2

) �;�

��
���!!�� �&
� ����$�� ����;�� 0�� ����"���� ���� ����������� �&�������� .��
����&�����	�
 W−1(m, Λ) !� B���!����� m → −1 	�� Λ−1 → 0 $%� Σ� ���� ����
�L	��� 1�����	�
 $%� μ 0� �� ���� �	�
����� &�� ���� !	��&������ ?��!��&�����
�	�
� �� ��� �&�������� .�����&�����	�
 	! ��� ���9	
���� *�!�� �������� �� ��
��"������� 1�����	�
 ������ ����� ��� �&������� .�����&�����	�
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0�� ���� �	
!������� )�
����!	� ������� �	� �	� ��� ��������� �� �����������
�	�
�$%��� ������ 
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���������

�� ���
Y

(t+1)
miss � P (Ymiss|Yobs, Θ(t)) �E�


���
�� 

�4



� ������ ��� ��� �	������ ���	������ �� ������� ������

���	�����������������

�� ���
Θ(t+1) � P (Θ|Yobs, Y

(t)
miss) ���


���
�� 

Y
(t)
miss, Θ

(t) ���&��
��� 
�
�� P (Ymiss, Θ|Yobs) �! �	 ��	������� �� �$� �� ������
�� ��������� ������ !%����� ��� � ��� B��K� �$� �� )	������������ ��� -��	�
��
Y

(t)
miss, Θ

(t) ��������� �� ���� ���� �	!����� �� ���
� 
���
�� ������� �� �� ��	��
-��	�
�� �	 ��$��
����� -��	�
�� ���� ���������� !��� �	$����� 0� ������ -��
�	�
�� �P<	�� ��Q� ������ ���� ���� ���%������
� 0�� ������� ��6 $%� Y

(t)
miss 	��

Θ(t) ������ .���� ������� �	����� $%� �� �� 1�����	�
 ��� ���� .��������������
�	$���� 	�� �� *��
� (Y (t)

miss�Θ(t)) ��� ������ ��� "������� 1�����	�
 
������� ���  
)�� ���������� $%� Θ(0) ���� ���"������� �� +��������	�
 &�������� ������ 
0� -��	�
 &�� Y

(t+1)
miss ��$��
� ���������� �� ������ $%� �� �������� <�������	�
��

Yi �� $�������� .���� Y
(t+1)
i,miss 
���
�� 0� Yi ���!��&������ ��� �� �	�� Y

(t+1)
i,miss|Yi,obs ����

!��&������ ������	�
����� 	�� ��&�����!���K �(���� !� C�$� ��� ����"�D"�������
����!!� ������ �� ��
�� ���

E(Yij |Yi,obs, Θ(t)) = a0j +
∑

k∈O(s)

akjyik ��4�

Cov(Yij , Yik|Yi,obs, Θ(t)) = ajk ����

$%� j, k ∈ M(s)� ��� ������ ��� $�������� .���� &�� Yi +� ajk ��� �� ���!���� ���
+���K

A = SWP [O(s)]Θ(t) ��3�

��������� �� ��� �� +���K

Θ(t) :=
( −1 μ(t)T

μ(t) Σ(t)

)
��7�

�� ��� B������� O(s) 
�����"� O(s) ��������� �� ������ ��� ������������ .����
&�� Yi 

.� ������� ��� Θ(t+1) �	� ���� �&�������� .�����&�����	�
 
���
�� *%� ��
B���!���� ��� "������� 1�����	�
 ������ !�� m = n − 1 	�� Λ = (nS)−1 0��� ���
������� S �� ����"�������&�����!���K ��� Yi 

0�� )����� /������ �3444� 
��� ��� 1�����	�
 $%� �� 1�������

y1, ..., y11, x1, x2, ..., x9 ��=�

&�� ���� !	��&������ ?��!��&�����	�
 �	� 0�� ����"���� ��! ���� ���
���������
+����� <� ��� 1������� y1 �� y11 ������� �� ��� 	! �����	������ 1������� 0�
%��
��� &��������
 ������������ 1������� ��� ������! 	�� ����������� #�
����
��� -����	!� ����$�� ����;� ���������� �� � ��
�� *����� ��� ��
�!� ����
�����
1������� $%� ��� !	��"�� �!"	����� ��� ���!��&������ ���	���!�� 1���	�����	�

��� ��6 ��� )���� ��� ����
������ 1������� �� ��� 1������� ��
���!� ���� �� �&
� 

��
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*��*�������� +���
������� ��)����*���
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� ���!��&�������� �� ����
����� 0���� &��� ���� ��� � ����$�� ����;� ���
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������ ������ �� ����! +����� ������ $%� 9���
��� !(
����� )	�"��
	�
�� ��� ����
������ 1������� 	������������� +��������� $%�
�� ����
�� 1������� !�������� <��%������
� !�� � ��! &����
����� 0�������� ��
������� �	� ����� �� +���	�
�� ���!!��� ��� ����
����� 1�������� �� ��� ���	���
��� )����

�������	��	�� �� ��� �	��� ���������� +���	�
�� � ���! ���� ��
���
#����	�
 
����
�� ��� ������� ���	��	�� �� �� !(
����� @���� �� ��
�� 1����
���� %��� �� -��� ��� �	��� ��� �	�������� -��&������ t 	�� �� J	������� -��
t2 ���%������
� ������� $%� �� ���
��� �� +������"	��� &����
�� ������ ! �"��
��� ������������ +����� 
��
��� �	��!!��
�$���� 0�� � ����$�� ����;� �����������
)�
����!	� �	� -��	�
 ��� 0��������� &����$���� ��� �� &��������
 ������������
����
������ 1������� �� �� ! $��
����� � ����� &����$������ *��! ���������� 

-	������� �	 p ����
��� !	��&���� ���!��&�������� 1������� ���� q ����
�����
1��������

xi, i = 1, ..., q

�������� �� .���� �	� ��� +��
��

Wi i = 1, ..., q

�����!�� �� ��
���� ��� ��
���!�

d =
q∏

i=1

|Wi|

!(
���� )	�"��
	�
��� �� ��� �	����	!!����� ��
���!!�� ������ �(���� 0� ����
�
�� 1������� ���� �	� ���� ��� )	�"��
	�
 ��� �	������� ��������� ����
������
1������� 
�	""��� 

Yij , i = 1, ..., d; j = 1, ..., ni,
∑

i

ni = n ��:�

������ ��!� �� j��� <�������	�
 ���� ������ ����
����� 1������� �� )	�"��
	�
 i ���
����� )����� ��� ! ���� ������������ +����� ���� ��� ������	�
����� ��� ����
��
1������� $%� 9��� )	�"��
	�
 ��� ����
������ 1������� &��������� ��� 1�� 1�����
��� 	�� ��&������� ��� ��
���!!��� ��6 �� $%� ���� <�������	�
�� ������� ��� 
*%� �� <�������	�
��

Yij ∼ N(μi, Σ) ��>�

��
�� ��� ��� B���!����&�����

Θ = (μ1, ..., μd, Σ) ��;�

�3



( ��
�%�����

$%� ��� �	� ����� ��� "��� 1�����	�
 �	 ������ �� �! ���� �$��!��&�� *��� �(����
$%� �� ������	�
������ μi �L	�� 1�����	�
��

μi ∼����� 


������ ������ ���
���!� ��
�� ��� ����

P (Θ) ∝ |Σ|−( p+1
2

) ��E�

�&
� ����$�� ����;�� 0�� ����"���� ��� ������ ���� 
�������� "��� 1�����	�
 *%�
�� "������� 1�����	�
�� ��
���� ���

Σ|Y ∼ W−1(n − d, S−1) ����

μi|Σ, Y ∼ N(μ̂i, n
−1
i Σ) �34�

S ��������� ���� �� �!"����� ��&�����!���K ��� #���	�� ��� Yij

0�� )�
����!	� ������ ������� ����� �	� ��� ��������M

���������	
���������

-��� Y
(t+1)
miss � P (Ymiss|Yobs, Θt)

���	�����������������

-��� Θt+1 � P (Θ|Yobs, Y
(t)
miss)

0� -��	�
 &�� Y
(t+1)
miss ��$��
�� �� ���� ����������� $%� �� �������� <�������	�
��

��� #��� ���� .����� !�� ��� ����" D"������ ��� 	! �� ����
��� 1�����	�
�� �	

����!!��� �� �� Θ(t) �	���

(
−1 μ

(t)T

i

μ
(t)
i Σ(t)

)
�	 �������� 

, ��
�*�����

��� #��� &�� 1������� ! ��� &���������� 0�������� �(���� �	� .���� �������
�	�� 	�� ��� �����!�� 0� )����!� ��� ?��!��&�����	�
� �� ��! �!"	������&���
$����� �	
�	���
���
� ���� �� �� ����� 1������� ���� ��$%��� �� �	���� $%� ���
�!"	������&��$����� !� ��� ��
������� *	�����

f(x) =
e−x

1 + e−x
�3��

�����$��!��� I�I�0�
��!!� ��
��� ���� �� ?��!��&�����	�
������!� ��� &�������
���� )������	�
 $%� �� �����$��!����� 1������� ��������� ����$�� ����;� ���� ����	$
��� ���� ��� �!"	������&��$����� ���� ���	�� �� 	�� �	�� �� ����������� ?��!���
&�����	�
 ���� $	�������� 

-	� ������	�
 ��� $�������� .���� �	��� ��� B�����F�������� ��� 0���������� 
��
�	��� /�� �� $%� �� ���� ��� ���� !��� <�������	�
�� �	� &����������� A����� 	��
$���� ���"������� � ���! A��� ��� .��� ��� �����"���	����� ��
� ��� $������� �����
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( ��
�%�����

� ������ �	��	 �� !������ !� �����������

(1) (2) (3)

&��	���'(	$�)� 2,753 2,766 2,643
(1,39) (1,27) (1,51)

&������*�'+���	�	��� −1,351 −4,917
(2,14) (5,01)

��������� &���',���	����	 1,211 −3,076 −2,506
(1,55) (1,64) (2,49)

-	�� �� 0,874 −1,237 −0,768
(2,66) (2,45) (2,19)

���	��� 13,305 13,808 13,490
(2,04) (4,95) (4,19)

�� �	�	�	 −2,150 −2,439 −2,681
(1,39) (1,38) (1,88)

�./.0 −0,411 0,169 0,710
(1,00) (1,57) (1,79)

�121. 2,150 1,439 1,618
(1,11) (1,80) (1,74)

*��3.12 4,037 1,911 2,757
(3,99) (1,74) (1,89)

4��%������������� 0,018 0,018 0,018
(0,00) (0,01) (0,00)

5����� 	�������	�� 0,180 0,665 0,432
(0,52) (0,46) (0,45)

��*�	 ��������� �6 5�	�� 0,005 −0,043 −0,038
(0,03) (0,03) (0,03)

�74�(8 −3,302 −1,862 −1,220
(1,20) (0,92) (0,99)

������ 9/�9: ��6 0,068 0,035 0,015
(0,03) (0,03) (0,04)

�	���� −0,036
(0,02)

!�������� −0,023
(0,07)

#	���� 0,005
(0,05)

!�� −0,033
(0,06)

�	�	��	 0,106
(0,05)

-���	�� 31,378 23,226 24,03
(11,64) (9,26) (10,35)
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�%�����

� ������ �	��	 �� ������� " ��	��� #	����������$%�����

(1) (2) (3)

&��	���'(	$�)� 6,411 8,771 6,453
(2,58) (2,38) (2,48)

&������*�'+���	�	��� −0,537 −3,395
(3,99) (4,43)

��������� &���',���	����	 0,432 0,662 0,066
(2,88) (3,42) (4,91)

-	�� �� −8,821 −7,537 −8,663
(3,56) (3,34) (3,38)

���	��� 9,683 11,965 9,859
(3,99) (4,15) (4,18)

�� �	�	�	 −7,936 −6,487 −6,885
(2,57) (2,32) (2,45)

�./.0 −3,737 −2,845 −2,387
(2,02) (1,91) (1,93)

�121. −3,850 −4,681 −4,034
(2,26) (2,25) (2,18)

*��3.12 −1,686 0,838 1,420
(2,39) (2,57) (2,66)

4��%������������� 0,023 0,025 0,027
(0,01) (0,01) (0,01)

5����� 	�������	�� 3,259 3,603 3,287
(0,84) (1,01) (0,92)

��*�	 ��������� �6 5�	�� 0,026 −0,012 −0,025
(0,05) (0,06) (0,06)

�74�(8 −7,602 −9,646 −7,627
(1,74) (1,76) (2,22)

�	���� −0,140 −0,078 −0,060
(0,04) (0,05) (0,05)

!�������� −0,014
(0,05)

#	���� −0,088
(0,05)

!�� −0,149
(0,10)

�	�	��	 0,124
(0,09)

-���	�� 78,426 89,546 88,660
(15,60) (17,34) (18,73)
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( ��
�%�����

� ������ �	��	 �� �������� " ��	���� �����������

(1) (2) (3)

&��	���'(	$�)� 15,650 15,465 14,794
(1,73) (1,90) (1,97)

&������*�'+���	�	��� 1,375 −10,194
(2,99) (6,23)

��������� &���',���	����	 0,164 −0,218 −0,084
(2,28) (2,45) (2,62)

-	�� �� −1,294 −0,598 −0,289
(3,99) (2,77) (2,63)

���	��� 20,642 17,172 17,791
(4,13) (4,46) (3,59)

�� �	�	�	 5,946 0,927 2,287
(2,17) (2,14) (2,04)

�./.0 0,563 −1,597 −0,758
(1,53) (1,51) (1,66)

�121. −1,136 −2,779 −2,146
(1,76) (1,70) (1,71)

*��3.12 −0,190 0,469 1,880
(2,33) (1,93) (2,01)

4��%������������� 0,022 0,021 0,021
(0,01) (0,01) (0,01)

5����� 	�������	�� 1,704 2,356 1,879
(0,66) (0,74) (0,66)

��*�	 ��������� �6 5�	�� −0,030 −0,044 −0,035
(0,04) (0,04) (0,04)

�74�(8 −2,876 −4,838 −3,647
(1,49) (1,50) (1,74)

������� !� ����������� −0,090 −0,052 0,137
(0,04) (0,03) (0,11)

�	���� 0,209 0,242 −0,057
(0,15) (0,16) (0,04)

!�������� −0,114
(0,03)

#	���� 0,017
(0,04)

!�� −0,207
(0,07)

�	�	��	 0,082
(0,09)

-���	�� 31,172 44,862 54,118
(13,88) (13,12) (14,04)
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( ��
�%�����

� ������ �	��	 �� ����	�������	��  �� 2?6

(1) (2) (3)

&��	���'(	$�)� −15,504 −10,586 −20,549
(8,64) (8,93) (10,86)

&������*�'+���	�	��� −0,619 10,600 −11,505
(13,09) (13,69) (22,56)

��������� &���',���	����	 −24,417 −12,592 −8,668
(10,10) (11,02) (20,68)

-	�� �� −23,053 −17,208 −18,651
(12,19) (12,64) (13,64)

���	��� −18,682 −10,730 −21,173
(13,98) (15,17) (16,46)

�� �	�	�	 4,605 3,869 3,359
(9,19) (11,00) (11,85)

�./.0 1,799 4,080 8,685
(6,59) (7,34) (7,55)

�121. 12,263 11,537 15,138
(7,46) (8,35) (8,13)

*��3.12 16,007 21,965 28,536
(10,68) (10,64) (11,71)

4��%������������� 0,011 0,003 0,013
(0,02) (0,02) (0,03)

5����� 	�������	�� 8,669 10,262 8,189
(3,06) (3,56) (3,33)

��*�	 ��������� �6 5�	�� −0,923 −0,968 −0,942
(0,17) (0,18) (0,19)

�74�(8 −34,238 −37,220 −26,846
(5,38) (5,36) (6,31)

�	���� −0,111
(0,12)

!�������� −0,141
(0,39)

#	���� −0,343
(0,20)

!�� −0,612
(0,40)

�	�	��	 0,601
(0,39)

-���	�� 374,991 388,590 380,145
(50,76) (54,70) (52,96)
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R2 0,786 0,764 0,748
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������	 2 !	 � 1 ,���� 2
������	 1 !	� �	 4 ,�����	 2
�$�� 	�?	 1 !�		 3 (	*�	 ,�� !���	 2
4	���� 1 !�	���	�	 2 (	����	 4
4	��	���� 5 !���	 1 (		�	 3
4	� 	��� 1 !�<		 3 (	�	��	< 1
4�� 1 @	��� 3 (��� 4
4�����	 9 @����	� 3 (����**��� 6
4����		 3 ���	 4 ;��	�	 1
4�	��� 3 ������	 2 ;����	 2
4����	 1 ��	 1 ;�	�	 4
4����� 1 ��	A 1 ����	� 4
B���	� ���6 ;�*6 2 C	�	��	 5 ��<������� 1
B	����� 1 C���	 2 �����	 ���� 3
B	*������ 2 -	$	���	 1 ����� �����	 1
B���� 17 -�<	 3 ��� �	�	 3
B��	 2 -<������	 1 ���	 8
B���� �	 5 �	�� 2 ��	$��	� 1
B������ 2 �� 	� 1 �<��	 1
B��� 1 ������� 3 =	$	�	 2
B���	 ;��	 7 �� ���	 2 =�	��	� 1
B��	��	 3 �	�	�	��	� 4 =��� 4
B$��� ;�*6 1 �	�	�� 4 =����	� 2
BD�� �E����� 2 �	�	<��	 5 =����	 3
F��6 ;�*6 B��� 1 �	�� 2 =����< 2
F?� ���� 1 �	����	�	 3 ��	�	 2
F�����	 ;�*6 2 �	������� 2 �����	< 3
G��	��� 1 ��
��� 4 �$ �����	 1
G�<*� 6 ������	 1 ���$���	 4
G� �	��	��� 3 ��$	� �A�� 2 ����	� 3
GA�	����	� !���	 1 �<	�	� 6 H��� 7
G�����	 2 ,	�� �	 1 +	� �	 3
G����*�	 2 ,�*	� 2 +�� 	 �� 2
5�?� 1 ,��	�	��	 3
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