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Contexte

Ce travail a été réalisé à l’Institut Clément Ader (ICA) dans les laboratoires de
l’École des Mines d’Albi-Carmaux (EMAC) et de l’Institut Universitaire de Technologie
(IUT) de Tarbes. La thèse s’inscrit dans le cadre du programme industriel FUSCOMP
(FUSelage COMPosites), coordonné par Daher-Socata (ex EADS-Socata), avionneur et
équipementier de rang 1 en aérostructures.

1 Projet FUSCOMP
Doté d’un montant total de 9,2 millions d’euros, le projet FUSCOMP a été retenu

par le pôle Aerospace Valley lors du troisième appel à projet en décembre 2006. Il a été
financé à hauteur de 64% par l’État (FUI), le Conseil Général Midi-Pyrénées, le Conseil
Général des Hautes-Pyrénées et l’ANRT (Association Nationale de la Recherche et de
la Technologie).

L’objectif du projet est la réalisation d’un prototype démonstrateur de fuselage en
matériaux composites par infusion de résine liquide [1, 2]. Ce procédé de moulage, qui
est proche de la technologie RTM (Resin Transfer Molding), permet de fabriquer en une
seule opération des pièces complexes, fonctionnalisées, et de grandes dimensions sans
utiliser d’autoclave. Le fuselage étudié porte sur le TBM 850, avion d’affaires d’une
capacité de six places (figure 1). Cet avion, conçu et produit par Daher-Socata, est
actuellement considéré comme le mono turbopropulseur le plus rapide du marché.

(a) TBM 850 [3] (b) Représentation du fuselage

Figure 1. Fuselage du TBM 850 (Daher-Socata)
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2 Structure du projet
Le projet FUSCOMP est organisé en sept Work Packages (WP) qui couvrent les

différentes étapes de la conception du fuselage, de l’étude de faisabilité jusqu’à la
réalisation des tests sur le prototype final (figure 2).

Daher-Socata s’est appuyé sur le savoir faire et l’expertise de plusieurs partenaires
industriels et académiques pour la réalisation des tâches :

– Aerovac Système France pour le développement d’outillages et d’équipements du
procédé d’infusion,

– Sicomin pour le développement de nouveaux matériaux,
– le LGP (Laboratoire Génie de Production) de l’ENIT (École Nationale d’Ingénieurs

de Tarbes) pour la caractérisation des matériaux et la mise en œuvre de thèses,
– le Lycée Jean Dupuy (LJD) de Tarbes avec sa plate-forme de transfert de techno-

logie, pour le paramétrage et le développement du procédé d’infusion,
– l’ICA pour les tests non destructifs et la mise en œuvre de thèses.
Les quatre thèses qui ont été lancées dans le cadre du projet portent respectivement

sur le dimensionnement du fuselage (WP3), le développement de nouveaux matériaux
pour l’infusion (WP4), le développement numérique et expérimental du procédé d’in-
fusion (WP5) et la mesure de champs sur fuselage (WP7). Nos travaux portent sur
l’étude numérique et expérimentale du procédé d’infusion.

WP4

WP2 WP3

WP5

WP4 WP7

Fabrication fuselage

Étude de nouveaux
matériaux

Étude de faisabilité Définition fuselage

Fabrication & tests
coupons - éléments

& composants

Test fuselage

WP1

Management

Figure 2. Structure du projet FUSCOMP et position des travaux de thèse dans
l’organigramme
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1 Matériaux composites
Les matériaux composites étaient auparavant réservés aux applications militaires

de haute technicité. Désormais, ils remportent un vif succès auprès d’industries très
variées, comme :

– l’aéronautique [4, 5] et le spatial [6, 7],
– le transport naval [8, 9] et terrestre [10–12],
– la construction et le génie civil [13, 14],
– l’industrie du sport et des loisirs [15, 16], etc.

Cette polyvalence s’explique par les exigences de légèreté, rigidité, résistance, ou encore
de durée de vie qui sont présentes dans un large éventail d’applications, qui concernent
à la fois le domaine de la Grande Diffusion (GD) et celui de la Haute Performance
(HP). En particulier, ces matériaux sont très prisés dans le secteur de la construction
aéronautique, où la problématique de réduction de la masse est au centre de toutes les
préoccupations (figure 3).

(a) Corps du mélan-
geur de l’A380 [17]
(Daher)

(b) Panneau plan auto-raidi (Nimi-
tech Etudes)

(c) Hélice huit pales FH386 [18]
(Ratier Figeac) sur l’A400M

Figure 3. Exemples de réalisations aéronautiques modernes en matériaux composites

Les composites se distinguent des matériaux « traditionnels » (métaux, polymères,
céramiques, etc.) par leur hétérogénéité, leur anisotropie, mais aussi par leur mode
d’élaboration. En effet, le matériau et la géométrie sont généralement obtenus simul-
tanément, ce qui permet de générer la miscrostructure adaptée à l’usage prévu. Il en
résulte un gain considérable en termes de propriétés spécifiques, permettant d’alléger
significativement les structures mécaniques.

De part leur nature hétérogène, la mise en forme des matériaux composites est relati-
vement complexe. Elle repose schématiquement sur l’association de deux constituants
présentant des propriétés mécaniques complémentaires [19–21] :

– le renfort (squelette), qui confère la majorité des propriétés mécaniques au matériau
et assure la reprise des efforts dans la structure,

– la matrice (liant), qui permet d’obtenir la géométrie de la pièce : elle transfère
les charges au renfort et le protège des agressions environnementales (corrosion,
oxydation, vieillissement humide, etc.).
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En pratique, des charges et additifs sont également incorporés, soit pour obtenir
des propriétés mécaniques et/ou physiques spécifiques (agents ignifugeants, anti-retrait,
pigments, etc.) soit pour diminuer le coût des matières premières.

Matrices

Suivant la matrice employée, on distingue trois familles au sein des matériaux
composites :

– les Composites à Matrices Organiques (CMO) [22–24],
– les Composites à Matrices Céramiques (CMC) [25–27],
– les Composites à Matrices Métalliques (CMM) [28–31].

Les CMO sont les composites que nous étudions dans le cadre de ce travail. Ils se sont
développés très rapidement dans l’industrie en raison de leur polyvalence et de leur
facilité de mise en œuvre. Ils satisfont aujourd’hui à un large éventail d’applications.
C’est précisément l’inverse pour les CMC et les CMM : les conditions d’élaboration
complexes les cantonnent à des applications spécifiques pour lesquelles les matrices
polymériques sont inutilisables (typiquement les hautes températures).

On différencie dans les CMO les résines thermoplastiques (TP) des résines thermo-
durcissable (TD) :

– les résines TP peuvent passer alternativement de l’état solide à l’état pâteux, ce
qui autorise leur recyclage,

– les résines TD ne possèdent pas cette propriété, et passent irréversiblement de
l’état liquide à solide [32].

Jusqu’à maintenant l’usage des résines TP dans les composites était plutôt marginal,
mais il est probable que leur utilisation s’intensifie dans les prochaines années au regard
des développements récents [33]. Les matrices les plus répandues à l’heure actuelle
restent les TD, et plus précisément :

– les résines polyesters, majoritairement employées dans les composites GD,
– les résines époxydes, qui constituent les résines types des composites HP pour

leurs caractéristiques mécaniques élevées,
– les résines phénoliques, principalement utilisées pour des applications nécessitant

des propriétés de tenue au feu.
Ces résines sont caractérisées par leur cinétique de réaction et leur viscosité. La cinétique
de réaction décrit l’avancement de la réaction chimique (polymérisation) conduisant au
durcissement de la résine liquide. Le degré de réticulation du système permet de quantifier
cet avancement : il dépend à la fois de la température et de la composition chimique.
La viscosité de la résine est étroitement liée à la mobilité des chaînes macromoléculaires.
On retiendra qu’elle est fortement dépendante du degré de réticulation (durcissement)
et de la température.
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Renforts
Bien qu’il existe des renforts sous des formes variées (particules, lamelles, fibres,

etc.) nous nous intéressons plus particulièrement dans le cadre de ce travail aux renforts
fibreux, qui constituent le squelette type des matériaux composites avancés.

Les principales fibres employées en association avec les CMO sont produites sous
forme de filaments (fibres continues) de quelques micromètres de diamètre. On distingue
principalement :

– les fibres de verre (∅=5 à 24 µm), largement répandues dans le domaine des
composites GD pour leurs faibles coûts [34],

– les fibres de carbone (∅=5 à 7 µm), très utilisées en aéronautique dans la réalisation
de composites structuraux pour leurs caractéristiques mécaniques élevées [35],

– les fibres d’aramide (∅=12 à 15 µm), généralement employées pour des applications
plus ciblées, comme le renforcement des pneumatiques, la fabrication des câbles
ou la confection d’articles de protection balistique [36].

Suivant le mode d’assemblage des fibres, on trouve dans l’industrie différents types de
renforts. Les fibres longues sont généralement utilisées pour réaliser des unidirectionnels,
tissés, tricots, multidirectionnels, etc. L’élaboration de ces produits a bénéficié de
l’expérience ancienne de l’industrie textile, si bien que les techniques de fabrication
actuelles sont en grande partie issues de son savoir-faire (cf. figure 4). En général, les
fibres sont regroupées sous forme de mèches avant d’être assemblées, chaque mèche
comportant plusieurs milliers de fibres. Il existe également des produits élaborés à partir
de fibres courtes, il s’agit essentiellement de feutres ou de mats.

____________________________________________________________________________________    MISE EN FORME DES RENFORTS FIBREUX DE COMPOSITES

Toute reproduction sans autorisation du Centre français d’exploitation du droit de copie est strictement interdite.
© Techniques de l’Ingénieur AM 3 734 − 5

directionnels. Les performances mécaniques du composite sont
optimales compte tenu de la rectitude des fibres. En revanche,
seules des pièces à géométrie développable, c’est-à-dire à simple
courbure, peuvent être réalisées avec de telles nappes.

■ Tissés

Les fibres (monofilaments) sont en général assemblées en
mèche (ou fil), éventuellement réunies par torsion. On parle de
strafil ou roving pour désigner les mèches obtenues par juxtaposi-
tion des fibres sans torsion. Un ensimage assure à la mèche une
cohésion plus ou moins grande. Les mèches peuvent ensuite être
tissées, classiquement pour former une surface à deux directions
de mèches : la chaîne et la trame. Les principaux motifs sont repré-
sentés figure 7 et dépendent de l’architecture du tissage. Les carac-
téristiques physiques et mécaniques du tissu et son aptitude au
formage dépendent à la fois de la nature des mèches et du tissage.

■ Autres types de renforts

Les mèches peuvent être liées entre elles par d’autres façons.
Les « non-tissés » où les mèches sont liées par un fil secondaire
ont l’avantage de conserver la rectitude des fibres et de permettre
un taux de fibre élevé [6]. Au contraire, les tricots sont très défor-
mables ce qui est nécessaire pour obtenir certaines formes très
non développables [19]. Les mats sont obtenus en disposant les
mèches de façon aléatoire. Les renforts multidirectionnels permet-
tent des applications demandant de hautes performances, en par-
ticulier aérospatiales (figure 8).

2.2 Comportement en traction biaxiale

■ Problème non linéaire multiéchelle

Des essais de traction pratiqués sur le tissu dans les directions
des mèches (voir figure 10 pour un tissé de carbone) montrent
classiquement la présence d’une rigidification progressive suivie
d’une linéarité du comportement. La non-linéarité de début de
chargement s’explique par des phénomènes ayant lieu à des
échelles inférieures. Du fait même du tissage et de l’alternance des
fils, le tissu présente une ondulation naturelle de ses mèches
(figure 8). Or, sous l’effet de la tension, les fils ont tendance à
devenir rectilignes. Dans un cas extrême où l’autre direction est
laissée totalement libre de se déplacer, les mèches sollicitées

deviennent totalement droites et les autres fortement ondulées
(figure 8, cas b ). Pour d’autres cas, intermédiaires, un état d’équi-
libre est atteint, où les deux directions subissent des variations
d’ondulation. Il apparaît clairement que ce phénomène est biaxial
et que les deux réseaux sont en interaction.

Constatés à l’échelle du motif élémentaire de tissage, ces phéno-
mènes non linéaires, d'origine géométrique, sont qualifiés de
mésoscopiques. Leur effet est complété et amplifié par des phéno-
mènes se manifestant au niveau des fibres (échelle microsco-
pique). Sous l’effet des différents efforts de traction suivant l’axe
des mèches, et de compression transverse au niveau du contact
entre les deux réseaux, les filaments se réarrangent, et la forme de
la section transverse des fils varie. Les non-linéarités mises en jeu
à cette échelle sont liées aux frottements entre les fibres et engen-
drent des non-linéarités de type géométrique à l’échelle mésosco-
pique. L'ensemble de ces phénomènes est à l’origine des non-
linéarités matérielles observées à l’échelle macroscopique du tissu,
lors de la déformation de celui-ci.

■ Essai de traction biaxiale

Afin d’appréhender le comportement spécifique des tissus et de
mettre en évidence les caractéristiques évoquées, il est nécessaire
de mener des essais à l’aide d’un dispositif capable de tester des
matériaux tissés dans deux directions simultanément. Le dispositif
montré figure 9 repose sur le principe de deux losanges défor-
mables [20]. Les mesures de déformations sont faites soit par
méthodes optiques [21], soit par systèmes mécaniques. On pré-
sente figure 10 les résultats des essais de tensions pour différents
rapports k = ε chaîne / ε trame (ε : déformation). Les fils utilisés sont
identiques suivant la chaîne et la trame. Il s’agit de mèches
composées de 6 000 fibres de carbone haute résistance assem-
blées sans torsion. Le tissu est quasi équilibré, ce qui conduit à ne
présenter les résultats que suivant une direction. Bien que les
mèches seules aient un comportement linéaire, les courbes de
comportement tension-déformation du tissu sont très nettement
non linéaires aux faibles efforts puis linéaires aux efforts plus
importants. Cette non-linéarité de comportement est une
conséquence de phénomènes non linéaires se manifestant à des
échelles inférieures (variations d’ondulation et écrasement des
mèches). L’étendue de la zone non linéaire est importante en
regard de la déformation à rupture. Par ailleurs, elle dépend du
rapport k de déformations imposées, ce qui met ainsi en évidence

Figure 7 – Principaux types de tissages (a, b, c)

et autres types de liaison (d, e )
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directionnels. Les performances mécaniques du composite sont
optimales compte tenu de la rectitude des fibres. En revanche,
seules des pièces à géométrie développable, c’est-à-dire à simple
courbure, peuvent être réalisées avec de telles nappes.

■ Tissés

Les fibres (monofilaments) sont en général assemblées en
mèche (ou fil), éventuellement réunies par torsion. On parle de
strafil ou roving pour désigner les mèches obtenues par juxtaposi-
tion des fibres sans torsion. Un ensimage assure à la mèche une
cohésion plus ou moins grande. Les mèches peuvent ensuite être
tissées, classiquement pour former une surface à deux directions
de mèches : la chaîne et la trame. Les principaux motifs sont repré-
sentés figure 7 et dépendent de l’architecture du tissage. Les carac-
téristiques physiques et mécaniques du tissu et son aptitude au
formage dépendent à la fois de la nature des mèches et du tissage.

■ Autres types de renforts

Les mèches peuvent être liées entre elles par d’autres façons.
Les « non-tissés » où les mèches sont liées par un fil secondaire
ont l’avantage de conserver la rectitude des fibres et de permettre
un taux de fibre élevé [6]. Au contraire, les tricots sont très défor-
mables ce qui est nécessaire pour obtenir certaines formes très
non développables [19]. Les mats sont obtenus en disposant les
mèches de façon aléatoire. Les renforts multidirectionnels permet-
tent des applications demandant de hautes performances, en par-
ticulier aérospatiales (figure 8).

2.2 Comportement en traction biaxiale

■ Problème non linéaire multiéchelle

Des essais de traction pratiqués sur le tissu dans les directions
des mèches (voir figure 10 pour un tissé de carbone) montrent
classiquement la présence d’une rigidification progressive suivie
d’une linéarité du comportement. La non-linéarité de début de
chargement s’explique par des phénomènes ayant lieu à des
échelles inférieures. Du fait même du tissage et de l’alternance des
fils, le tissu présente une ondulation naturelle de ses mèches
(figure 8). Or, sous l’effet de la tension, les fils ont tendance à
devenir rectilignes. Dans un cas extrême où l’autre direction est
laissée totalement libre de se déplacer, les mèches sollicitées

deviennent totalement droites et les autres fortement ondulées
(figure 8, cas b ). Pour d’autres cas, intermédiaires, un état d’équi-
libre est atteint, où les deux directions subissent des variations
d’ondulation. Il apparaît clairement que ce phénomène est biaxial
et que les deux réseaux sont en interaction.

Constatés à l’échelle du motif élémentaire de tissage, ces phéno-
mènes non linéaires, d'origine géométrique, sont qualifiés de
mésoscopiques. Leur effet est complété et amplifié par des phéno-
mènes se manifestant au niveau des fibres (échelle microsco-
pique). Sous l’effet des différents efforts de traction suivant l’axe
des mèches, et de compression transverse au niveau du contact
entre les deux réseaux, les filaments se réarrangent, et la forme de
la section transverse des fils varie. Les non-linéarités mises en jeu
à cette échelle sont liées aux frottements entre les fibres et engen-
drent des non-linéarités de type géométrique à l’échelle mésosco-
pique. L'ensemble de ces phénomènes est à l’origine des non-
linéarités matérielles observées à l’échelle macroscopique du tissu,
lors de la déformation de celui-ci.

■ Essai de traction biaxiale

Afin d’appréhender le comportement spécifique des tissus et de
mettre en évidence les caractéristiques évoquées, il est nécessaire
de mener des essais à l’aide d’un dispositif capable de tester des
matériaux tissés dans deux directions simultanément. Le dispositif
montré figure 9 repose sur le principe de deux losanges défor-
mables [20]. Les mesures de déformations sont faites soit par
méthodes optiques [21], soit par systèmes mécaniques. On pré-
sente figure 10 les résultats des essais de tensions pour différents
rapports k = ε chaîne / ε trame (ε : déformation). Les fils utilisés sont
identiques suivant la chaîne et la trame. Il s’agit de mèches
composées de 6 000 fibres de carbone haute résistance assem-
blées sans torsion. Le tissu est quasi équilibré, ce qui conduit à ne
présenter les résultats que suivant une direction. Bien que les
mèches seules aient un comportement linéaire, les courbes de
comportement tension-déformation du tissu sont très nettement
non linéaires aux faibles efforts puis linéaires aux efforts plus
importants. Cette non-linéarité de comportement est une
conséquence de phénomènes non linéaires se manifestant à des
échelles inférieures (variations d’ondulation et écrasement des
mèches). L’étendue de la zone non linéaire est importante en
regard de la déformation à rupture. Par ailleurs, elle dépend du
rapport k de déformations imposées, ce qui met ainsi en évidence
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directionnels. Les performances mécaniques du composite sont
optimales compte tenu de la rectitude des fibres. En revanche,
seules des pièces à géométrie développable, c’est-à-dire à simple
courbure, peuvent être réalisées avec de telles nappes.

■ Tissés

Les fibres (monofilaments) sont en général assemblées en
mèche (ou fil), éventuellement réunies par torsion. On parle de
strafil ou roving pour désigner les mèches obtenues par juxtaposi-
tion des fibres sans torsion. Un ensimage assure à la mèche une
cohésion plus ou moins grande. Les mèches peuvent ensuite être
tissées, classiquement pour former une surface à deux directions
de mèches : la chaîne et la trame. Les principaux motifs sont repré-
sentés figure 7 et dépendent de l’architecture du tissage. Les carac-
téristiques physiques et mécaniques du tissu et son aptitude au
formage dépendent à la fois de la nature des mèches et du tissage.

■ Autres types de renforts

Les mèches peuvent être liées entre elles par d’autres façons.
Les « non-tissés » où les mèches sont liées par un fil secondaire
ont l’avantage de conserver la rectitude des fibres et de permettre
un taux de fibre élevé [6]. Au contraire, les tricots sont très défor-
mables ce qui est nécessaire pour obtenir certaines formes très
non développables [19]. Les mats sont obtenus en disposant les
mèches de façon aléatoire. Les renforts multidirectionnels permet-
tent des applications demandant de hautes performances, en par-
ticulier aérospatiales (figure 8).

2.2 Comportement en traction biaxiale

■ Problème non linéaire multiéchelle

Des essais de traction pratiqués sur le tissu dans les directions
des mèches (voir figure 10 pour un tissé de carbone) montrent
classiquement la présence d’une rigidification progressive suivie
d’une linéarité du comportement. La non-linéarité de début de
chargement s’explique par des phénomènes ayant lieu à des
échelles inférieures. Du fait même du tissage et de l’alternance des
fils, le tissu présente une ondulation naturelle de ses mèches
(figure 8). Or, sous l’effet de la tension, les fils ont tendance à
devenir rectilignes. Dans un cas extrême où l’autre direction est
laissée totalement libre de se déplacer, les mèches sollicitées

deviennent totalement droites et les autres fortement ondulées
(figure 8, cas b ). Pour d’autres cas, intermédiaires, un état d’équi-
libre est atteint, où les deux directions subissent des variations
d’ondulation. Il apparaît clairement que ce phénomène est biaxial
et que les deux réseaux sont en interaction.

Constatés à l’échelle du motif élémentaire de tissage, ces phéno-
mènes non linéaires, d'origine géométrique, sont qualifiés de
mésoscopiques. Leur effet est complété et amplifié par des phéno-
mènes se manifestant au niveau des fibres (échelle microsco-
pique). Sous l’effet des différents efforts de traction suivant l’axe
des mèches, et de compression transverse au niveau du contact
entre les deux réseaux, les filaments se réarrangent, et la forme de
la section transverse des fils varie. Les non-linéarités mises en jeu
à cette échelle sont liées aux frottements entre les fibres et engen-
drent des non-linéarités de type géométrique à l’échelle mésosco-
pique. L'ensemble de ces phénomènes est à l’origine des non-
linéarités matérielles observées à l’échelle macroscopique du tissu,
lors de la déformation de celui-ci.

■ Essai de traction biaxiale

Afin d’appréhender le comportement spécifique des tissus et de
mettre en évidence les caractéristiques évoquées, il est nécessaire
de mener des essais à l’aide d’un dispositif capable de tester des
matériaux tissés dans deux directions simultanément. Le dispositif
montré figure 9 repose sur le principe de deux losanges défor-
mables [20]. Les mesures de déformations sont faites soit par
méthodes optiques [21], soit par systèmes mécaniques. On pré-
sente figure 10 les résultats des essais de tensions pour différents
rapports k = ε chaîne / ε trame (ε : déformation). Les fils utilisés sont
identiques suivant la chaîne et la trame. Il s’agit de mèches
composées de 6 000 fibres de carbone haute résistance assem-
blées sans torsion. Le tissu est quasi équilibré, ce qui conduit à ne
présenter les résultats que suivant une direction. Bien que les
mèches seules aient un comportement linéaire, les courbes de
comportement tension-déformation du tissu sont très nettement
non linéaires aux faibles efforts puis linéaires aux efforts plus
importants. Cette non-linéarité de comportement est une
conséquence de phénomènes non linéaires se manifestant à des
échelles inférieures (variations d’ondulation et écrasement des
mèches). L’étendue de la zone non linéaire est importante en
regard de la déformation à rupture. Par ailleurs, elle dépend du
rapport k de déformations imposées, ce qui met ainsi en évidence
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directionnels. Les performances mécaniques du composite sont
optimales compte tenu de la rectitude des fibres. En revanche,
seules des pièces à géométrie développable, c’est-à-dire à simple
courbure, peuvent être réalisées avec de telles nappes.

■ Tissés

Les fibres (monofilaments) sont en général assemblées en
mèche (ou fil), éventuellement réunies par torsion. On parle de
strafil ou roving pour désigner les mèches obtenues par juxtaposi-
tion des fibres sans torsion. Un ensimage assure à la mèche une
cohésion plus ou moins grande. Les mèches peuvent ensuite être
tissées, classiquement pour former une surface à deux directions
de mèches : la chaîne et la trame. Les principaux motifs sont repré-
sentés figure 7 et dépendent de l’architecture du tissage. Les carac-
téristiques physiques et mécaniques du tissu et son aptitude au
formage dépendent à la fois de la nature des mèches et du tissage.

■ Autres types de renforts

Les mèches peuvent être liées entre elles par d’autres façons.
Les « non-tissés » où les mèches sont liées par un fil secondaire
ont l’avantage de conserver la rectitude des fibres et de permettre
un taux de fibre élevé [6]. Au contraire, les tricots sont très défor-
mables ce qui est nécessaire pour obtenir certaines formes très
non développables [19]. Les mats sont obtenus en disposant les
mèches de façon aléatoire. Les renforts multidirectionnels permet-
tent des applications demandant de hautes performances, en par-
ticulier aérospatiales (figure 8).

2.2 Comportement en traction biaxiale

■ Problème non linéaire multiéchelle

Des essais de traction pratiqués sur le tissu dans les directions
des mèches (voir figure 10 pour un tissé de carbone) montrent
classiquement la présence d’une rigidification progressive suivie
d’une linéarité du comportement. La non-linéarité de début de
chargement s’explique par des phénomènes ayant lieu à des
échelles inférieures. Du fait même du tissage et de l’alternance des
fils, le tissu présente une ondulation naturelle de ses mèches
(figure 8). Or, sous l’effet de la tension, les fils ont tendance à
devenir rectilignes. Dans un cas extrême où l’autre direction est
laissée totalement libre de se déplacer, les mèches sollicitées

deviennent totalement droites et les autres fortement ondulées
(figure 8, cas b ). Pour d’autres cas, intermédiaires, un état d’équi-
libre est atteint, où les deux directions subissent des variations
d’ondulation. Il apparaît clairement que ce phénomène est biaxial
et que les deux réseaux sont en interaction.

Constatés à l’échelle du motif élémentaire de tissage, ces phéno-
mènes non linéaires, d'origine géométrique, sont qualifiés de
mésoscopiques. Leur effet est complété et amplifié par des phéno-
mènes se manifestant au niveau des fibres (échelle microsco-
pique). Sous l’effet des différents efforts de traction suivant l’axe
des mèches, et de compression transverse au niveau du contact
entre les deux réseaux, les filaments se réarrangent, et la forme de
la section transverse des fils varie. Les non-linéarités mises en jeu
à cette échelle sont liées aux frottements entre les fibres et engen-
drent des non-linéarités de type géométrique à l’échelle mésosco-
pique. L'ensemble de ces phénomènes est à l’origine des non-
linéarités matérielles observées à l’échelle macroscopique du tissu,
lors de la déformation de celui-ci.

■ Essai de traction biaxiale

Afin d’appréhender le comportement spécifique des tissus et de
mettre en évidence les caractéristiques évoquées, il est nécessaire
de mener des essais à l’aide d’un dispositif capable de tester des
matériaux tissés dans deux directions simultanément. Le dispositif
montré figure 9 repose sur le principe de deux losanges défor-
mables [20]. Les mesures de déformations sont faites soit par
méthodes optiques [21], soit par systèmes mécaniques. On pré-
sente figure 10 les résultats des essais de tensions pour différents
rapports k = ε chaîne / ε trame (ε : déformation). Les fils utilisés sont
identiques suivant la chaîne et la trame. Il s’agit de mèches
composées de 6 000 fibres de carbone haute résistance assem-
blées sans torsion. Le tissu est quasi équilibré, ce qui conduit à ne
présenter les résultats que suivant une direction. Bien que les
mèches seules aient un comportement linéaire, les courbes de
comportement tension-déformation du tissu sont très nettement
non linéaires aux faibles efforts puis linéaires aux efforts plus
importants. Cette non-linéarité de comportement est une
conséquence de phénomènes non linéaires se manifestant à des
échelles inférieures (variations d’ondulation et écrasement des
mèches). L’étendue de la zone non linéaire est importante en
regard de la déformation à rupture. Par ailleurs, elle dépend du
rapport k de déformations imposées, ce qui met ainsi en évidence
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directionnels. Les performances mécaniques du composite sont
optimales compte tenu de la rectitude des fibres. En revanche,
seules des pièces à géométrie développable, c’est-à-dire à simple
courbure, peuvent être réalisées avec de telles nappes.

■ Tissés

Les fibres (monofilaments) sont en général assemblées en
mèche (ou fil), éventuellement réunies par torsion. On parle de
strafil ou roving pour désigner les mèches obtenues par juxtaposi-
tion des fibres sans torsion. Un ensimage assure à la mèche une
cohésion plus ou moins grande. Les mèches peuvent ensuite être
tissées, classiquement pour former une surface à deux directions
de mèches : la chaîne et la trame. Les principaux motifs sont repré-
sentés figure 7 et dépendent de l’architecture du tissage. Les carac-
téristiques physiques et mécaniques du tissu et son aptitude au
formage dépendent à la fois de la nature des mèches et du tissage.

■ Autres types de renforts

Les mèches peuvent être liées entre elles par d’autres façons.
Les « non-tissés » où les mèches sont liées par un fil secondaire
ont l’avantage de conserver la rectitude des fibres et de permettre
un taux de fibre élevé [6]. Au contraire, les tricots sont très défor-
mables ce qui est nécessaire pour obtenir certaines formes très
non développables [19]. Les mats sont obtenus en disposant les
mèches de façon aléatoire. Les renforts multidirectionnels permet-
tent des applications demandant de hautes performances, en par-
ticulier aérospatiales (figure 8).

2.2 Comportement en traction biaxiale

■ Problème non linéaire multiéchelle

Des essais de traction pratiqués sur le tissu dans les directions
des mèches (voir figure 10 pour un tissé de carbone) montrent
classiquement la présence d’une rigidification progressive suivie
d’une linéarité du comportement. La non-linéarité de début de
chargement s’explique par des phénomènes ayant lieu à des
échelles inférieures. Du fait même du tissage et de l’alternance des
fils, le tissu présente une ondulation naturelle de ses mèches
(figure 8). Or, sous l’effet de la tension, les fils ont tendance à
devenir rectilignes. Dans un cas extrême où l’autre direction est
laissée totalement libre de se déplacer, les mèches sollicitées

deviennent totalement droites et les autres fortement ondulées
(figure 8, cas b ). Pour d’autres cas, intermédiaires, un état d’équi-
libre est atteint, où les deux directions subissent des variations
d’ondulation. Il apparaît clairement que ce phénomène est biaxial
et que les deux réseaux sont en interaction.

Constatés à l’échelle du motif élémentaire de tissage, ces phéno-
mènes non linéaires, d'origine géométrique, sont qualifiés de
mésoscopiques. Leur effet est complété et amplifié par des phéno-
mènes se manifestant au niveau des fibres (échelle microsco-
pique). Sous l’effet des différents efforts de traction suivant l’axe
des mèches, et de compression transverse au niveau du contact
entre les deux réseaux, les filaments se réarrangent, et la forme de
la section transverse des fils varie. Les non-linéarités mises en jeu
à cette échelle sont liées aux frottements entre les fibres et engen-
drent des non-linéarités de type géométrique à l’échelle mésosco-
pique. L'ensemble de ces phénomènes est à l’origine des non-
linéarités matérielles observées à l’échelle macroscopique du tissu,
lors de la déformation de celui-ci.

■ Essai de traction biaxiale

Afin d’appréhender le comportement spécifique des tissus et de
mettre en évidence les caractéristiques évoquées, il est nécessaire
de mener des essais à l’aide d’un dispositif capable de tester des
matériaux tissés dans deux directions simultanément. Le dispositif
montré figure 9 repose sur le principe de deux losanges défor-
mables [20]. Les mesures de déformations sont faites soit par
méthodes optiques [21], soit par systèmes mécaniques. On pré-
sente figure 10 les résultats des essais de tensions pour différents
rapports k = ε chaîne / ε trame (ε : déformation). Les fils utilisés sont
identiques suivant la chaîne et la trame. Il s’agit de mèches
composées de 6 000 fibres de carbone haute résistance assem-
blées sans torsion. Le tissu est quasi équilibré, ce qui conduit à ne
présenter les résultats que suivant une direction. Bien que les
mèches seules aient un comportement linéaire, les courbes de
comportement tension-déformation du tissu sont très nettement
non linéaires aux faibles efforts puis linéaires aux efforts plus
importants. Cette non-linéarité de comportement est une
conséquence de phénomènes non linéaires se manifestant à des
échelles inférieures (variations d’ondulation et écrasement des
mèches). L’étendue de la zone non linéaire est importante en
regard de la déformation à rupture. Par ailleurs, elle dépend du
rapport k de déformations imposées, ce qui met ainsi en évidence
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2 Procédés d’élaboration par moulage voie liquide
Différents procédés ont été développés pour mettre en forme les composites à

renforts fibreux. La sélection de la technologie de fabrication dépend essentiellement
des contraintes technico-économiques, les principaux critères pris en compte étant :

– le type de pièce à réaliser (forme, dimensions, complexité etc.),
– les spécifications mécaniques,
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2. Procédés d’élaboration par moulage voie liquide

– le volume (petites/grandes séries), la cadence, et le coût de production.
Les procédés les plus utilisés dans l’élaboration des composites avancés sont le moulage au
contact, le moulage à l’autoclave, le moulage par voie liquide, l’enroulement filamentaire,
et le placement filamentaire [32, 38].

Le moulage à l’autoclave est très répandu dans l’industrie aéronautique pour la
réalisation des composites structuraux et semi-structuraux. Il se distingue des autres
procédés par sa haute fiabilité (qualité des pièces et reproductibilité), il permet en outre
un bon contrôle de la microstructure (taux de fibres et orientation). Deux contraintes
limitent toutefois son utilisation : le faible rendement de fabrication et le coût élevé.
Ceci s’explique par :

– l’utilisation des préimprégnés qui sont des produits à haute valeur ajoutée nécessi-
tant un stockage à basse température,

– l’utilisation des autoclaves qui demande un investissement important.
Dans ce contexte, la filière d’élaboration par voie liquide s’est présentée comme une alter-
native économique, intéressant particulièrement le transformateur soucieux d’optimiser
la performance de la production.

Procédés LCM

Les procédés LCM (Liquid Composite Molding) regroupent l’ensemble des techniques
de moulage des composites par voie liquide. Le concept date des années 1940 avec
l’apparition du procédé RTM, mis au point pour limiter les émissions de produits nocifs
pendant la mise en œuvre (moule fermé). Les progrès réalisés dans le domaine des
systèmes thermodurcissables ont permis des développements importants à partir des
années 1970, qui ont abouti à l’industrialisation massive de techniques dérivées du RTM.
Les procédés actuels sont utilisés dans plusieurs secteurs (aéronautique, automobile, etc.)
et sous diverses formes, des plus artisanales, aux plus sophistiquées (voire automatisées).

Le moulage des composites est typiquement adapté à la réalisation des produits
minces (2 à 10 mm d’épaisseur), les structures plus épaisses sont généralement obtenues
par adjonction d’un matériaux d’âme (nids d’abeille, mousses). Le procédé reste néan-
moins très souple, et offre au concepteur des possibilités de réalisation particulièrement
riches (intégration de nervures, raidisseurs, noyaux, inserts, etc.), permettant d’élaborer
des pièces fonctionnalisées de géométries complexes en une seule étape.

Resin Transfer Molding (RTM) Le RTM est la technique de moulage la plus
populaire. Dans ce procédé, le renfort sec (mats, tissus, tricots, multi-directionnels, etc.)
est injecté sous basse pression (typiquement entre 1 et 10 bars) en utilisant une résine
liquide thermodurcissable de faible viscosité (typiquement de l’ordre de 0,1 Pa.s).

Le cycle type de fabrication, schématisé figure 5, se décompose en quatre étapes
comme suit :
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outillage supérieur

préforme

outillage inférieur

évents ouvertsévents ouverts

préforme front

résine liquide sous
basse pression

1. Introduction du renfort : Le renfort, éven-
tuellement préformé, est inséré dans l’empreinte
du moule. Le moule est ensuite fermé, générale-
ment par une presse, pour maintenir le renfort
en position.

2. Remplissage : La résine liquide est injectée
dans le moule par une pompe basse pression, à
pression ou débit imposé, et imprègne le renfort.
Le temps de remplissage varie typiquement de
quelques secondes à quelques minutes.

évents fermésévents fermés

composite

3. Cuisson : Le durcissement du composite est
obtenu par réticulation de la résine au cours
d’un cycle de cuisson, qui peut durer de quelques
minutes à quelques heures.

4. Démoulage : En fin de cuisson, la pièce est
évacuée du moule. Des opérations de finition
sont ensuite réalisées avant sa mise en service.

Figure 5. Principe du procédé RTM [39]

Variantes et procédés d’infusion Le procédé RTM est généralement utilisé pour
la réalisation des pièces de petites à moyennes dimensions : au delà, l’augmentation de
la force de fermeture nécessite des outillages massifs qui se révèlent particulièrement
coûteux. Les variantes qui ont été développées visent essentiellement à abaisser le coût
des outillages et/ou optimiser les conditions d’imprégnation.

Les procédés les plus connus sont :
– le VARTM (Vacuum Assisted Resin Transfer Molding) : un vide primaire est

appliqué dans la cavité en complément de la pression d’injection à l’entrée,
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2. Procédés d’élaboration par moulage voie liquide

– le RTML (Resin Transfer Molding Light) : un outillage supérieur flexible est
utilisé ; le remplissage est réalisé sous vide,

– les procédés par infusion (VI, VARI, RIFT, SCRIMP™, LRI, etc.) : l’outillage
supérieur est remplacé par une bâche souple, et le remplissage est uniquement
piloté par le vide appliqué dans la cavité.

Contrairement aux techniques d’injection traditionnelles, les procédés par infusion
sont limités par un différentiel de pression de 1 bar. Pour réduire les temps de remplissage
qui peuvent s’avérer longs, des systèmes de distribution optimisés ont été mis au point
pour favoriser la progression de la résine dans le renfort (lignes d’injection, ramification
des canaux, etc.). Certains procédés utilisent aussi des produits drainants (filets, grilles,
tissus hautement perméables, etc.), destinés à forcer l’imprégnation dans la direction
transverse à la préforme. C’est le cas du procédé LRI, dont le principe est explicité
figure 6 :

préforme

outillage inférieur

produit drainant
bâche souple

mastic

pression atmosphérique

tirages du videtirages du vide

préforme
front

résine liquide sous la

1. Placement du renfort : Le renfort est
placé sur le demi-moule inférieur puis recouvert
d’un produit drainant et d’une bâche souple. Le
mastic déposé sur la plage technique du moule
assure l’étanchéité du montage.

2. Remplissage : La résine liquide est aspirée
dans la préforme par une pompe à vide, plu-
sieurs points de tirage peuvent être utilisés à
cet effet. Le temps de remplissage varie typique-
ment de quelques secondes à quelques minutes.
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sorties ferméessorties fermées
composite

3. Cuisson : Une fois le remplissage achevé, le
composite est consolidé par réticulation de la
résine au cours d’un cycle de cuisson, qui peut
durer de quelques minutes à quelques heures.

4. Démoulage : À la fin du cycle de cuisson,
la pièce est évacuée du moule et séparée des
produits d’environnement. Des opérations de
finition sont ensuite réalisées avant la mise en
service du composite.

Figure 6. Principe du procédé LRI

3 Problématiques industrielles
Dans tous les procédés LCM, l’élaboration du composite fait intervenir une étape

de remplissage de la préforme par la résine liquide. Le bon contrôle de cette étape est
d’une importance capitale pour le transformateur, car il permet de maîtriser plusieurs
aspects de la production :

1. la qualité des pièces, puisque les défauts de remplissage (porosité, zone sèche,
accumulation de résine, etc.) dégradent considérablement les propriétés mécaniques
et d’aspect, pouvant conduire jusqu’au rebut,

2. les temps de cycle, qui dépendent en grande partie des temps de remplissage.
Le défi auquel est confronté le mouliste est donc le choix d’une stratégie permettant

une imprégnation complète de la pièce dans un laps de temps réduit, les principaux
paramètres à déterminer étant :

– le positionnement des points d’injection,
– le positionnement des évents et/ou des points de tirage du vide,
– la pression ou le débit requis à l’entrée,
– la force de fermeture du moule (procédés en moule rigide).

Pour les géométries complexes, l’expérience et l’intuition se révèlent souvent insuffi-
santes pour aboutir à une solution appropriée. Un paramétrage satisfaisant du procédé
est généralement atteint à l’issue d’un processus itératif relativement lourd (multi-
plication de prototypes physiques, retouches sur les outillages, etc.), qui repose sur
l’usage de méthodes du type « essais - erreurs ». Même si les nombreuses réalisations
industrielles attestent du succès de cette approche, deux aspects menacent aujourd’hui
son développement :

16



4. Problématiques scientifiques

– l’optimalité des choix de conception,
– les coûts et des délais de fabrication.

Dans les procédés d’infusion, la phase de développement est considérablement simpli-
fiée pour plusieurs raisons :

– la bâche souple permet de s’affranchir du dimensionnement des outillages,
– l’utilisation du vide réduit le nombre de variables de conception (remplissage

piloté par la pression de vide appliquée).
Pourtant, en dépit de ces avantages, la pratique montre que la mise au point reste
relativement complexe, en effet :

– les mécanismes de transfert de matière du produit drainant au renfort sont encore
mal contrôlés, et le choix du couple drainant/renfort est souvent délicat,

– l’utilisation de la bâche souple conduit à des variations d’épaisseur qui sont
difficiles à anticiper.

En conséquence, ces procédés qui bénéficient d’une grande souplesse de conception
souffrent finalement d’une mauvaise maîtrise des caractéristiques finales de la pièce
(dimensions, taux volumique de fibres) et d’un manque de reproductibilité.

Enfin, les difficultés sont accentuées par un certains nombre d’anomalies qui peuvent
perturber le remplissage, et conduire à des échecs (moule inutilisable, faiblesses méca-
niques, incomplets, etc.). Parmi les plus classiques on peut citer :

– les effets de bords qui se manifestent par des écoulements préférentiels entre le
bord du renfort et le moule,

– les déformations du réseau fibreux au passage de la résine dans le renfort, généra-
lement observées au voisinage du point d’injection où la charge est la plus forte
(« fibre washing »),

– la formation de bulles d’air qui sont transportées dans la résine,
– la gélification de la résine avant la fin du remplissage.

Même si ces dysfonctionnements sont bien connus des utilisateurs du procédé, il s’avère
toujours délicat d’en anticiper les effets.

Dans une optique de compétitivité, l’optimisation des méthodes de fabrication est plus
que jamais au centre des préoccupations industrielles. Dans ce contexte, la compréhension
des mécanismes de remplissage représente un enjeu important, expliquant les nombreux
développements dans le domaine de la modélisation. Aujourd’hui, de grands espoirs sont
placés dans la simulation numérique pour limiter le recours aux méthodes empiriques.

4 Problématiques scientifiques
L’écoulement de la résine est caractérisé par une forte complexité géométrique

provenant du milieu fibreux : la préforme comporte généralement plusieurs plis organisés
en mèches, elles-mêmes composées de plusieurs milliers de fibres. On distingue ainsi trois
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niveaux de description permettant d’étudier le remplissage : les échelles macroscopique,
mésoscopique, et microscopique (figure 7).

A l’heure actuelle, la prise en compte des détails microscopiques à l’échelle de la
pièce n’est pas envisageable. L’approche macroscopique est donc largement privilégiée
dans l’industrie au travers de l’utilisation de la loi de Darcy.

front de résine préforme

(a) Échelle macroscopique

mèche

(b) Échelle mésoscopique

fibres

(c) Échelle microscopique

Figure 7. Différentes échelles d’étude

Depuis les années 1980, le domaine de la modélisation numérique fait l’objet de
développements soutenus impulsés par la forte demande industrielle. Le traitement de
l’avancée du front est un aspect important qui suscite encore l’intérêt de nombreux
auteurs. Pendant longtemps, la méthode Volume Of Fluid (VOF) s’est imposée comme
une technique de référence, comme en attestent les logiciels commerciaux actuels (PAM-
RTM™, POLY-WORX™, LIMS™, etc.). Aujourd’hui, la tendance semble s’orienter
vers les méthodes Level Set qui offrent des possibilités nouvelles en termes de suivi
d’interface.

La perméabilité représente une donnée d’entrée importante dans les logiciels de
simulation. Elle caractérise la résistance qu’oppose le renfort à l’écoulement. Derrière ce
concept simple se dissimulent des mécanismes relativement complexes, englobant tous les
effets induits par l’organisation des fibres à l’échelle microscopique. Il existe aujourd’hui
plusieurs techniques de mesure permettant d’accéder à la perméabilité. Malheureusement,
les difficultés expérimentales conduisent à d’importantes dispersions des résultats,
qui mettent en péril la fiabilité des simulations numériques. Cette problématique est
particulièrement d’actualité au sein de la communauté scientifique, qui œuvre aujourd’hui
pour la standardisation d’une procédure d’identification robuste [40].

Des auteurs se sont intéressés à la détermination théorique de la perméabilité par
des méthodes d’homogénéisation. Néanmoins, les modèles existants sont limités à des
configurations « idéales », comme les arrangements carrés ou hexagonaux de fibres
parallèles, et ne permettent pas de prédire le comportement de la majorité des renforts.
Capables de prendre en compte les microstructures les plus complexes, les méthodes
numériques offrent désormais de nouvelles perspectives qui intéressent particulièrement
les industriels.
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5. Objectifs

5 Objectifs
Le travail réalisé s’inscrit dans une démarche de modélisation, et vise à contribuer à

une meilleure maîtrise de l’étape de remplissage dans les procédés LCM. Il s’articule
autour d’une étude expérimentale et d’une étude numérique, dont les objectifs sont les
suivants.
1. Étude expérimentale : L’objectif est la réalisation d’un moyen d’essai per-

mettant l’identification des trois composantes du tenseur de perméabilité. En
l’absence de méthode normalisée, nous nous sommes appuyés sur la littérature
et sur l’expertise du CRCC de Tarbes (Centre de Ressources et de Compétences
Composites), avec qui nous avons collaboré.

2. Étude numérique : L’objectif est le développement d’un premier modèle
numérique capable de prédire l’écoulement de la résine dans le renfort, à la fois à
l’échelle macroscopique et microscopique. L’expérience de l’ICA dans le domaine
de la méthode des éléments frontières a été mise à profit pour mener à bien cette
tâche.

6 Organisation du manuscrit
Le manuscrit est organisé en quatre chapitres comme suit.
Chapitre 1 : Ce chapitre est consacré à l’identification expérimentale de la per-
méabilité. Après une revue bibliographique sur les techniques de mesure, nous
présentons le moyen d’essai développé dans le cadre de ce travail. Les résultats que
nous avons obtenus sur le renfort G0986 d’Hexcel® sont confrontés aux données
de la littérature.

Chapitre 2 : Ce chapitre concerne la modélisation numérique de l’écoulement à
l’échelle macroscopique, en 2D et 3D. Nous avons programmé un algorithme de
remplissage qui repose sur un couplage des méthodes éléments frontières et Level
Set. Les grandes lignes de la méthode et les détails techniques d’implémentation
sont donnés. Des confrontations analytiques sont également proposées.

Chapitre 3 : Dans ce chapitre nous présentons des exemples d’applications de
la méthode développée dans le chapitre précédent. Nous avons fait varier les
principaux paramètres du procédé (géométrie du moule, paramètres rhéologiques,
etc.) pour explorer les possibilités du logiciel. La méthode est comparée à des
solutions de référence.

Chapitre 4 : Ce dernier chapitre propose une étude numérique de l’écoulement à
l’échelle microscopique en 2D. Nous avons à nouveau programmé une méthode
de résolution par éléments frontières pour résoudre cette fois les équations de
Stokes. La méthode est appliquée à la détermination de la perméabilité transverse
et saturée dans la mèche. Nous étudions le cas d’un arrangement idéal carré et
celui d’une microstructure plus réaliste, impliquant une distribution aléatoire des
fibres.
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Chapitre 1

Mesure de perméabilité
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Chapitre 1. Mesure de perméabilité

Nous présentons dans ce chapitre un état de l’art sur la mesure de perméabilité d’un
renfort fibreux, ainsi que le moyen d’essai que nous avons développé dans le cadre de
ce travail. Nous avons testé notre dispositif en réalisant des mesures 2D et 3D sur le
renfort aéronautique G0986 commercialisé par Hexcel®.

Introduction
La perméabilité caractérise la résistance à l’écoulement d’un fluide dans un milieu

poreux. Ce paramètre est issu de la loi empirique de Darcy, publiée en 1856 dans un
traité consacré à l’étude de la filtration de l’eau dans un massif sableux [41]. Elle est
aujourd’hui employée dans plusieurs domaines de l’ingénierie comme l’hydrogéologie,
où elle constitue une relation fondamentale dans les problèmes d’écoulement souterrain.
Elle est aussi très répandue dans le domaine du moulage composite pour décrire le
remplissage du renfort.

La perméabilité d’un renfort synthétise un grand nombre d’informations relatives à
l’organisation des fibres, à la fois à l’échelle microscopique et mésoscopique (taille et
forme des pores, taux volumique de fibres, etc.). Il existe dans la littérature des modèles
de prévision théorique, mais ils restent limités à des configurations idéales (faisceau
de fibres parallèles, arrangements carrés, hexagonaux, etc.) qui ne prennent pas en
compte toute la complexité géométrique de la majorité des renforts. On utilise donc
principalement des méthodes expérimentales pour accéder à ce paramètre.

Le chapitre est divisé en trois sections. La section 1.1 fournit un état de l’art sur la
mesure de perméabilité des renforts fibreux. La section 1.2 présente le moyen d’essai
développé dans le cadre de ce travail. La section 1.3 est consacrée à la caractérisation des
perméabilités du renfort aéronautique Hexcel® HexForce® G0986 D1200, les résultats
obtenus sont confrontés à la littérature.

1.1 Préambule bibliographique
1.1.1 Loi de Darcy

L’écoulement macroscopique de la résine dans la préforme est régi par la loi de
Darcy, dont l’expression tridimensionnelle est donnée comme suit :

〈~v〉 = −k
µ

−→
∇p (1.1)

où 〈~v〉 désigne la vitesse superficielle (i.e. moyennée sur le volume), p la pression, µ la
viscosité dynamique du fluide et k le tenseur de perméabilité du renfort.

Remarque Même si l’utilisation de la loi de Darcy est acceptée par la majorité
des auteurs [42–44], son application n’est pas immédiate compte tenu des hypothèses
auxquelles elle est soumise :
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1.1. Préambule bibliographique

1. Écoulement laminaire : Cette hypothèse est généralement vérifiée, car les condi-
tions d’élaboration dans les procédés LCM correspondent à des écoulements à
faible nombre de Reynolds [45, 46].

2. Fluide Newtonien incompressible : Cette hypothèse est valide pour la majorité des
résines utilisées avant la phase de gélification. Néanmoins, pour les systèmes les
plus complexes, l’existence d’effets non-Newtoniens prononcés est signalée chez
plusieurs auteurs [47–49].

3. Milieu saturé et immobile : La condition de saturation est partiellement vérifiée :
si la zone en arrière du front est saturée, ce n’est pas le cas en avant du front où
le milieu est encore sec. Par conséquent, seul l’écoulement à la frontière se déroule
en régime insaturé. La condition d’immobilité est discutable, car au passage de la
résine, le renfort est le siège de déformations liées à la flexibilité des fibres [50].
D’autre part, les déformations de la cavité (moule, bâche souple) peuvent modifier
l’organisation du renfort fibreux.

Vitesse réelle La vitesse réelle de la résine est supérieure à la vitesse superficielle,
car seule une fraction du matériau contribue à l’écoulement. Elle s’exprime en utilisant
la porosité du renfort, ou encore le taux volumique de fibres :

~v = 〈~v〉
ε

= 〈~v〉
1− Vf

(1.2)

où ~v est la vitesse réelle du fluide, encore appelée vitesse interstitielle, ε la porosité
(rapport du volume total de vide sur le volume total du matériau), et Vf le taux
volumique de fibres.

1.1.2 Perméabilités principales
Le tenseur de perméabilité étant défini symétrique [46], sa caractérisation complète

nécessite l’identification de six paramètres (kij) :

k =

k11 k12 k13
k12 k22 k23
k13 k23 k33


(~e1,~e2,~e3)

(1.3)

où (~e1,~e2,~e3) est le repère dans lequel le tenseur est exprimé. On montre que l’utilisation
du repère principal réduit le tenseur à une forme diagonale. Ce repère dépend typique-
ment de l’architecture du renfort (i.e. le mode de liaison des fils). La relation de passage
permettant de changer de repère s’écrit comme suit :K1 0 0

0 K2 0
0 0 K3


( ~E1, ~E2, ~E3)

= P ×

k11 k12 k13
k12 k22 k23
k13 k23 k33


(~e1,~e2,~e3)

× P−1 (1.4)

où (K1,K2,K3) désignent les perméabilités principales du tenseur (valeurs propres),
( ~E1, ~E2, ~E3) le repère principal (vecteurs propres) et P la matrice de passage (figure 1.1).
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~e1

~e2

~e3
k =

[
k11 k12 k13
k12 k22 k23
k13 k23 k33

]
(~e1,~e2,~e3)

(a) Repère quelconque

~E2

~E3

k =

[
K1 0 0
0 K2 0
0 0 K3

]
( ~E1, ~E2, ~E3)

~E1

θ
θ

chaîne

trame

(b) Repère principal

Figure 1.1. Passage d’un repère quelconque au repère principal

Dans ce nouveau repère, la donnée des termes diagonaux détermine entièrement le
tenseur de perméabilité. Pour les renforts plans, qui représentent la majorité des renforts
utilisés, il est d’usage de supposer un axe principal dans la direction transverse 1. On
distingue alors les perméabilités planes (encore appelées perméabilités longitudinales)
de la perméabilité transverse.

La mesure des perméabilités planes représente une part importante des travaux de la
littérature comparée à la mesure de la perméabilité transverse. En effet, dans la plupart
des cas, les pièces réalisées sont suffisamment minces pour supposer l’écoulement dans
le plan du renfort. Néanmoins, la perméabilité transverse peut jouer un rôle important
dans la mise en forme des composites épais, ou encore dans les procédés par infusion,
où l’écoulement se fait à la fois dans le plan et dans l’épaisseur du renfort.

Bilan La caractérisation du tenseur de perméabilité passe finalement par l’identifica-
tion de quatre paramètres :

– l’angle θ permettant de repérer l’orientation des axes principaux ~E1 et ~E2 par
rapport à une direction arbitraire (e.g. chaîne ou trame),

– les perméabilités principales (K1, K2, K3) relatives aux axes principaux ( ~E1, ~E2, ~E3).

1.1.3 État de l’art
La mesure de perméabilité est un sujet très discuté dans la littérature : même

pour les mats qui présentent généralement une perméabilité isotrope, les résultats
obtenus chez les auteurs révèlent d’importantes contradictions [51]. En l’absence de
méthode normalisée, des approches concurrentes ont été développées, le lecteur pourra se
reporter à la revue de littérature de Sharma et Siginer [52] pour une synthèse exhaustive
des techniques existantes. On utilise essentiellement trois critères pour classifier les
différentes méthodes :

– la géométrie de l’écoulement (1D, 2D, 3D),

1. Pour les renforts présentant des formes plus complexes (tresses, multi-directionnels, etc.), il
n’existe pas à notre connaissance de règle spécifique pour orienter a priori le repère principal.
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1.1. Préambule bibliographique

– les conditions de saturation (écoulement sur renfort saturé ou sec),
– la condition limite à l’entrée de l’écoulement (pression imposée, débit imposé).

1.1.3.1 Fluide modèle

Bien que des résines polymériques soient utilisées dans les applications industrielles,
le recours aux fluides modèles est très fréquent dans la littérature. Il s’agit généralement
d’huiles végétales ou minérales, employées pour leur stabilité chimique, leur comporte-
ment Newtonien idéal, et leur facilité d’utilisation [53]. L’utilisation de fluide gazeux
reste marginale malgré des résultats prometteurs [54].

Dans la loi de Darcy, la perméabilité est définie comme une propriété géométrique
qui est intrinsèque au renfort. Pourtant, les auteurs ne sont pas unanimes quant au
rôle du fluide dans la perméabilité mesurée. Hammond et Loos [55] concluent à l’issue
d’une série d’essais réalisés avec de l’eau, de l’huile de maïs et de la résine époxy, que
le fluide n’a aucune influence sur la perméabilité. A l’inverse, les travaux de Foley et
Gutowski [56] ou Steenkamer et al. [57] indiquent que la perméabilité dépend du fluide
utilisé. Les auteurs attribuent les différences observées aux mécanismes de mouillage,
qui dépendent à la fois des propriétés de la fibre et du fluide (tension de surface du
fluide, angle de contact du fluide sur la fibre). Il a été montré que la perméabilité
résulte d’une compétition entre l’écoulement inter-mèche (porosités macroscopiques)
et l’écoulement intra-mèche (porosités miscroscopiques). Pour ce dernier, les effets de
capillarité semblent jouer un rôle important, notamment en présence de taux de fibre
élevés.

1.1.3.2 Méthodes 1D

Mesure en régime saturé La méthode de mesure en régime saturé est dérivée du
dispositif historique utilisé par Darcy [41]. Dans cette méthode, le fluide initialement
présent dans l’échantillon est mis en mouvement par écoulement unidirectionnel, à
pression ou à débit imposé (figure 1.2). La perméabilité est alors évaluée en mesurant soit
la pression (écoulement à débit imposé), soit le débit (écoulement à pression imposée).

Moule

L

~Ei

Figure 1.2. Principe de la mesure 1D en régime saturé

Pour un écoulement unidirectionnel, l’équation d’incompressibilité montre que le
champ de pression est linéaire et le gradient de pression uniforme dans l’échantillon. La
loi de Darcy fournit alors la relation d’identification suivante :

Ki = µεDL

A(pe − pf )
(1.5)
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où Ki est la perméabilité principale dans la direction de l’écoulement ~Ei, pe la pression
à l’entrée du moule, pf la pression qui s’applique sur le front, D le débit, A la section
du moule et L la longueur du moule.

Cette méthode est généralement employée pour la mesure de la perméabilité trans-
verse, nous renvoyons le lecteur au brevet déposé par Cauchois et al. [58] pour une
description technique d’un dispositif typique. La méthode est plus rarement employée
pour déterminer une perméabilité plane car le renfort n’est pas maintenu dans la direc-
tion de l’écoulement, ce qui peut conduire à d’importantes déformations de l’échantillon.

Mesure sur progression de front La mesure 1D sur progression de front est une
méthode classique pour identifier les perméabilités planes. Dans la direction principale,
l’injection frontale conduit à la formation d’un front quasi-rectiligne progressant dans
l’échantillon (figure 1.3). Le relevé de la position occupée par la frontière à des instants
successifs permet alors l’identification de la perméabilité.

xf

Moule~Ei

Figure 1.3. Principe de la mesure 1D sur progression de front

La perméabilité est identifiée par intégration de la loi de Darcy :

Ki =


µεx2

f

2(pe − pf )t
à pression imposée (1.6a)

µεDxf
A(pe − pf )

à débit imposé (1.6b)

où xf est la position du front suivant l’axe ~Ei à l’instant t.
Les méthodes optiques classiques (caméra CCD) peuvent être utilisées pour suivre la

progression du front dans l’échantillon. Des moules transparents, généralement conçus
en PMMA sont classiquement employés [59]. Dans cette configuration, la déflexion du
moule doit être minimisée pour garantir un bon contrôle de la porosité et de la section
d’écoulement.

Bien que la méthode 1D soit la plus directe, des difficultés expérimentales peuvent
perturber la mesure. Le problème le plus important est la présence d’écoulements
préférentiels entre le renfort et le moule. Si ces effets sont bien visibles sur les méthodes
par progression, ils sont difficilement détectés dans les méthodes en régime saturé. Pour
pallier ces défauts, Diallo et al. [60] et Binetruy et al. [61] déposent un joint en silicone
aux bords de l’échantillon, Lekakou et al. [62] utilisent un ruban adhésif. Par ailleurs,
un défaut d’alignement de l’axe supposé principal avec la direction de la mesure conduit
à des écoulements parasites dans les directions transverses mettant en péril la fiabilité
de la mesure.
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1.1.3.3 Méthodes 2D

L’essentiel des méthodes 2D existantes sont réalisées sur progression de front, même
si des auteurs comme Han et al. ont mesuré des perméabilités en régime saturé [63].

Dans la mesure biaxiale, le renfort préalablement troué est imprégné par le fluide à
pression ou débit imposé (figure 1.4). Dans cette configuration, l’écoulement caractéris-
tique décrit une ellipse orientée suivant les directions principales.

Moule

rf1

rf2

r0

~e1

~e2

θ

~E1

~E2

~e1

~e3 = ~E3

Figure 1.4. Principe de la mesure 2D sur progression de front

Pour un renfort isotrope, l’ellipse est réduite à un cercle : l’intégration de la loi de
Darcy permet alors d’identifier la perméabilité comme suit :

K =


µε

4(pe − pf )pt

{
r2
f

[
2 ln

(
rf
r0

)
− 1

]
+ r2

0

}
à pression imposée [64] (1.7a)

Dµ

2πh(pe − pf )
ln
(
rf
r0

)
à débit imposé [65] (1.7b)

où rf est le rayon du cercle à l’instant t, r0 le rayon du seuil et h la hauteur de l’entrefer.
Ce modèle peut être généralisé aux renforts anisotropes en utilisant un Système

Isotrope Équivalent (SIE), la méthode est bien documentée dans les travaux d’Adams
et al. [64]. Dans cette approche, la condition aux limites sur la frontière interne est
approchée (géométrie du seuil). Weitzenböck et al. montrent que cette approximation
est valable si la mesure est réalisée à distance du point d’injection [66]. Chan et Hwang
emploient un modèle proche de (1.7a) permettant de déterminer simultanément les
deux perméabilités planes en mesurant les rayons principaux des ellipses à des instants
successifs [67]. Han et al. utilisent une version modifiée de (1.7b), où les perméabilités
sont identifiées en mesurant le gradient de pression dans différentes directions [63].
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Une méthode originale proposée par Wu et al. consiste à employer la mesure 2D
pour accéder à la perméabilité transverse [68], le principe repose sur l’enroulement
d’une bandelette de renfort autour d’un axe.

Comme pour la méthode 1D, l’avancée du front peut être suivie par une caméra CCD
en utilisant un moule transparent [69]. Néanmoins, la configuration 2D est davantage
soumise aux problèmes de déflexion, en raison des grandes dimensions de l’échantillon
(typiquement 300× 300 mm).

Pour pallier ce problème, certains auteurs utilisent des moules métalliques pour
augmenter la rigidité de l’outillage. L’opacité du milieu nécessite alors des méthodes de
suivi plus intrusives qui conduisent parfois à des perturbations locales de l’écoulement.
Weitzenböck et al. utilisent des thermistances [70], Cauchois et al. utilisent des capteurs
de pression [71] (figure 1.5 (a)), Kueh et al. des fibres optiques [72]. Comparées aux
méthodes de suivi par caméra, la forme de la frontière demeure inconnue en raison
du caractère ponctuel des capteurs. Une amélioration significative peut être obtenue
par l’emploi de capteurs capacitifs linéaires qui permettent une capture continue de
l’avancement du front le long des axes [73], cf. figure 1.5 (b).

(a) Capteurs de pression [71] (b) Capteurs capacitifs [73]

Figure 1.5. Exemples d’instrumentation de moules destinés à la mesure 2D

Modèle 3D La mesure 3D repose sur le suivi de l’écoulement à la fois dans le plan
et dans la direction transverse au renfort. Le fluide est injecté par la face supérieure de
l’échantillon et progresse dans la direction radiale. En présence d’un renfort anisotrope,
le volume caractéristique supposé se développer dans l’épaisseur est un demi-ellipsoïde
orienté suivant les directions principales du renfort (figure 1.6).
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Moule

rf1

rf2

r0

~e1

~e2

θ

~E1

~E2

rf3

~e3 = ~E3

~e1

Figure 1.6. Principe de la mesure 3D

Dans le cas idéal d’un renfort isotrope, la perméabilité peut être estimée en considé-
rant un seuil de forme hémisphérique :

K = εµ

6(pe − pf )t

{
r2
f

[
2
(
rf
r0

)
− 3

]
+ r2

0

}
(1.8)

où rf est le rayon de l’hémisphère progressant dans l’épaisseur, t le temps écoulé et r0
le rayon du seuil.

Plusieurs auteurs se sont intéressés aux écoulements 3D dans les renforts épais [43, 70,
74]. Weitzenböck et al. [70] montrent que le passage dans un SIE permet de généraliser
le modèle (1.8) aux problèmes anisotropes. Les perméabilités principales sont alors
identifiées en relevant les rayons principaux de l’ellipsoïde à des instants successifs.

Comas-Cardona et al. proposent une approche originale reposant sur la compression
transverse d’un échantillon saturé [75, 76]. Le flot résultant permet de mesurer en une
seule étape et de manière continue la perméabilité en fonction du taux de fibres.

En règle générale, le suivi du front dans la direction transverse représente un obstacle
important qui limite l’utilisation de la mesure 3D. Des techniques issues du domaine
du contrôle non-destructif ont été étudiées par plusieurs auteurs (e.g. ultra-sons [77],
tomographie, radioscopie X [43]). Même si ces méthodes représentent des solutions
très attractives, elles souffrent d’un manque de flexibilité associé à la complexité
technologique (compatibilité matériaux, atténuations du signal, encombrement spatial,
etc.). D’autres méthodes ont été employées dans la littérature. Ahn et al. utilisent des
fibres optiques [78], Weitzenböck et al. utilisent des thermistors [70], Nedanov et Advani
utilisent une caméra et une balance électronique [74].
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1.1.3.4 Conclusions

Le choix de la méthode de mesure la plus performante est discutable. Selon Arbter
et al., la mesure uniaxiale sur progression de front apparaît comme la méthode la
plus reproductible. Les résultats obtenus par la méthode 2D sont généralement en
accord avec les mesures 1D, mais seraient plus dispersés. Néanmoins, cette dernière
permet de déterminer en une seule étape les perméabilités principales et les directions
principales, alors que deux mesures indépendantes sont nécessaires par la mesure 1D.
La mesure 3D présente l’avantage unique de fournir les trois composantes du tenseur
simultanément. Par ailleurs, la mesure 1D apparaît comme la méthode la plus vulnérable
face aux écoulements préférentiels. Il est plus facile, de part la configuration du moule,
de maîtriser les effets de bord dans les méthodes 2D et 3D.

Un des objectifs du projet porte sur la caractérisation de la perméabilité transverse,
car elle représente une donnée importante dans les procédés d’infusion. Au vu de la
littérature, seules deux méthodes permettent d’accéder à ce paramètre :

– la mesure 1D en régime saturé,
– la mesure 3D sur progression de front.

Il a été montré que les mécanismes d’imprégnation en régime saturé pouvaient différer
de ceux en régime insaturé, car les effets de tension de surface à la frontière peuvent
jouer un rôle important dans le processus de remplissage. Dans ce contexte nous avons
choisi d’utiliser la mesure 3D pour accéder à la perméabilité transverse.

1.2 Développement du dispositif expérimental
Le moyen d’essai présenté dans cette section a été conçu et réalisé dans le cadre de

ce travail en collaboration avec le CRCC de Tarbes.

1.2.1 Méthodologie retenue
Nous avons choisi de développer un moyen d’essai polyvalent permettant de réaliser

des mesures 2D et 3D en utilisant le même moule. L’identification est réalisée sur
progression de font, par écoulement radial et sous vide. La technique de mesure est non
intrusive : nous utilisons une caméra CCD et une balance électronique pour suivre le
front d’écoulement dans le renfort. La technique que nous avons employée pour le suivi
du front 3D repose sur les travaux de Nedanov et Advani [74].

Les principales raisons qui nous ont orientés vers cette méthodologie sont les sui-
vantes :

– l’écoulement est peu perturbé par les effets de bords et les capteurs,
– l’identification des perméabilités principales et du repère principal est simultanée,
– les conditions d’identification sont proches du procédé d’infusion,
– le moyen d’essai nécessite des équipements réduits, et peut être facilement transféré

dans un environnement industriel.
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1.2. Développement du dispositif expérimental

1.2.2 Mise en œuvre matérielle
1.2.2.1 Vue d’ensemble

Le moyen d’essai a été assemblé sur un bâti réalisé en profilés d’aluminium. Il
supporte les principaux éléments destinés à la réalisation des mesures, i.e. un moule
transparent, une caméra CCD, une balance électronique, un PC et un trigger externe.
Une pompe à vide munie d’un manomètre est raccordée au moule pour transférer le
fluide dans l’échantillon pendant l’essai. Le tuyau d’alimentation est équipé d’une valve
pour contrôler l’arrivée du fluide. Une vue d’ensemble précisant l’organisation générale
du dispositif est donnée figure 1.7. Une description détaillée du matériel est donnée plus
loin.

miroir

point d’injection

balance

réservoir d’huile

PC+trigger

échantillon

moule

pompe à vide

caméra CCD

20 cm

Figure 1.7. Vue d’ensemble du moyen d’essai

Principe Le principe de fonctionnement du banc est le suivant. Le renfort est introduit
dans le moule au début de l’essai, un jeu de cales permet de régler le taux de fibre de
l’échantillon. L’huile est transférée dans l’échantillon par la face supérieure du moule en
appliquant le vide dans la cavité.

En configuration 2D, l’écoulement décrit une ellipse centrée sur le point d’injection,
la progression est suivie dans le domaine visible par la caméra CCD placée au-dessus
du moule. En configuration 3D, un demi-ellipsoïde se développe dans l’épaisseur du
renfort. Comme le suggèrent Nedanov et Advani [74], nous procédons par pesée du
récipient d’huile pour suivre la progression dans la direction transverse. Le volume de
l’ellipsoïde est reconstruit en utilisant les dimensions de l’ellipse visible en surface et
la masse d’huile dans l’échantillon. Un jeu de miroirs permet de détecter l’arrivée de
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l’huile à l’opposée du moule en n’utilisant qu’une seule caméra : cet instant correspond
à la fin de la phase d’écoulement libre et marque la fin de l’essai. Un trigger externe
cadence l’acquisition des données et synchronise la balance électronique avec la caméra.

1.2.2.2 Équipement et instrumentation

Les principales caractéristiques du matériel utilisé sont fournies ci-après, les plans
des pièces et les données des constructeurs sont disponibles en annexes I et J.

Bâti Le bâti est une structure métallique réalisée en profilés d’aluminium NORCAN®

(annexe I). Il comporte en particulier :
– un cadre destiné à maintenir le moule en position,
– un bras de 1 m de hauteur permettant de fixer la caméra au-dessus du moule,
– une tablette supportant la balance électronique, le réservoir d’huile et le PC,
– des roulettes permettant de déplacer l’appareil.
Le cadre, solidaire du bras, peut être incliné de 0◦ à 90◦ par rapport à l’horizontale

pour évaluer l’effet de la gravité sur l’écoulement.

Moule Le moule transparent (figure 1.8) est composé de deux plaques carrées de
600 mm de côté et 80 mm d’épaisseur (annexe I). Ces dimensions ont été étudiées pour
limiter la déflexion du moule à 0,08 mm pour un niveau de vide de 1 bar. Les plaques
ont été réalisées en PMMA pour ses propriétés de transparence et son usinabilité. La
face supérieure du moule comporte un seuil circulaire central (∅8) et quatre évents.

Un joint périphérique en silicone a été conçu pour assurer l’étanchéité du moule. Des
plots rigides sont insérés dans le joint pour maîtriser la dimension de l’entrefer. La cale
placée sous l’échantillon consiste en un jeu de plaques en polycarbonate d’épaisseurs
variables.

Caméra CCD L’acquisition des images est réalisée par une caméra couleur,
équipée d’une interface Firewire™ et d’un port trigger (annexe J). Ce port est utilisé
pour déclencher l’acquisition des images par l’intermédiaire du boîtier trigger.

Les dimensions de la matrice (1360× 1024 pixels) permettent de couvrir l’ensemble
de la scène. La résolution du capteur (1,4 Megapixels) associée à la focale de l’objectif
(4 à 8 mm) conduit à des facteurs de magnification de l’ordre de 2 pixels par millimètre
(annexe J).

Balance électronique Nous utilisons une balance électronique d’une capacité de
8,2 kg et d’une précision de 0,1 g (annexe J). Nedanov et Advani ont montré qu’une
telle précision permet de suivre les variations de masses résultant de l’avancée du front
dans l’échantillon. L’appareil est équipé d’un port série utilisé pour piloter l’acquisition
par le signal du trigger.
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point d’injection

plaque inférieure

plaque supérieure

évents

cale

joint

échantillon

évents

Figure 1.8. Schéma du moule

Boîtier trigger Le signal électrique délivré par le trigger déclenche l’acquisition
des données sur le front montant. Nous avons développé en collaboration avec E. Laugt
(IUT de Tarbes) un dispositif permettant de régler le profil du cycle d’acquisition. À
pression imposée, la progression du fluide dans le renfort est rapide au début de l’essai.
Nous avons donc considéré deux phases d’acquisition :

– une rampe, qui démarre par une fréquence d’acquisition élevée et qui se termine
par une fréquence d’acquisition faible,

– une phase de stabilisation, au cours de laquelle la fréquence d’acquisition atteinte
en fin de rampe est maintenue constante jusqu’à la fin de l’essai.

Le profil du cycle d’acquisition, représenté figure 1.9, est paramétré par l’intermédiaire
d’un « boîtier trigger » destiné à assurer l’interface avec l’utilisateur. Les paramètres
utilisés pour définir le cycle sont les suivants :

– durée du cycle,
– période d’acquisition initiale (T0),
– période d’acquisition finale (T∞),
– incrément de période (δT ),
– incrément de temps (δt).
Nous avons également implanté un mode de fonctionnement manuel permettant une

utilisation plus souple du trigger (déclenchement des mesures par l’utilisateur).

1.2.2.3 Fluide modèle

Nous utilisons un fluide modèle pour la réalisation des essais. L’huile de colza a été
sélectionnée pour des considérations pratiques, elle permet notamment :

– un bon contrôle de la viscosité durant l’essai (absence de polymérisation),
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Figure 1.9. Profil du cycle d’acquisition et boîtier trigger

– une maintenance simplifiée du moule,
– une manipulation aisée (utilisation à température ambiante, absence de composés
nocifs, etc.).

Cette huile a déjà été utilisée dans la littérature pour remplacer la résine dans
des applications de mesure de perméabilité [45]. Utilisée à température ambiante,
elle présente un comportement Newtonien et des propriétés rhéologiques proches des
systèmes thermodurcissables industriels (tension superficielle de 33,4 mN.m−1, viscosité
de 0,075 Pa.s à 20◦C). Néanmoins, sa viscosité est fortement thermodépendante : nous
utilisons une loi exponentielle de type Arrhénius pour modéliser ce comportement :

µ = µ0e
Ea
RT (1.9)

où µ est la viscosité, µ0 une viscosité de référence, Ea l’énergie d’activation de la
viscosité, R la constante des gaz parfaits et T la température en Kelvin. Dans le cadre
de ce travail nous avons utilisé les paramètres identifiés par Dusserre et al. [45] qui sont
fournis dans le tableau 1.10 (a). Les variations de viscosité obtenues entre 15◦C et 35◦C
sont représentées dans la figure 1.10 (b).

34



1.2. Développement du dispositif expérimental

µ0 [Pa.s] Ea [J.mol−1] R [J.mol−1.K−1]
3,35.10−7 3,00.104 8,314472

(a) Paramètres utilisés dans l’équation (1.9)
(d’après [45])
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(b) Variations de viscosité entre 15◦C et 35◦C

Figure 1.10. Variations de la viscosité de l’huile de colza en fonction de la température

1.2.3 Exploitation des données expérimentales
Nous avons développé un logiciel complet dédié à l’exploitation des résultats issus des

mesures (figure 1.11). Ce logiciel, que nous avons baptisé PERMCOMP (« Perméabilité
Composite »), intègre des outils d’analyse d’images et des fonctions graphiques avancées
destinées à faciliter le traitement des résultats.

Les principales fonctionnalités supportées par notre application sont les suivantes :
– prise en charge des données expérimentale issues de l’essai (série d’images, temps,

masses),
– calibration de l’image,
– extraction de la frontière par traitement d’images,
– ajustement des ellipses par méthode graphique ou par moindres carrés,
– prise en compte de la réfraction dans le moule,
– calcul de porosité,
– calcul de perméabilité 2D et 3D.
Nous ne développerons pas ici le contenu détaillé du logiciel, qui est plus amplement

décrit dans l’annexe H. Nous nous attarderons davantage sur trois étapes importantes
de notre implémentation :

– le modèle optique intégrant la prise en compte de la réfraction,
– la méthode de calcul de la porosité,
– les procédures d’identification des perméabilités 2D et 3D.
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Compteur

Données exp.
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Échantillon
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Figure 1.11. Logiciel développé pour exploiter les résultats (PERMCOMP)

1.2.3.1 Modèle optique

Un des aspects importants intervenant dans l’exploitation des images est l’extraction
des dimensions de l’ellipse. Nous avons mis en évidence l’importance des effets liés à
la réfraction de la lumière dans le moule. En effet, en présence d’une plaque de forte
épaisseur (80 mm) nous obtenons des déformations importantes de l’ellipse qui faussent
à la fois le rapport d’anisotropie et la cinétique de propagation. Pour pallier cette
difficulté deux approches peuvent être envisagées :

– l’insertion d’une mire sous la plaque,
– la correction des dimensions de l’ellipse.

L’insertion de la mire pose un certains nombre de difficultés expérimentales (alignement
suivant les directions principales, perte de visibilité en présence du renfort, perturbation
de l’écoulement, etc.). Nous avons donc choisi de corriger les dimensions, en utilisant le
modèle optique développé par Dusserre et Bernhart [79] (démontré en annexe A) :

rf = r′f + e
n1

n2
× 1√√√√1−

(
n1

n2

)2
+
(
`

rf

)2
(1.10)

où rf désigne le rayon du front, r′f le rayon du front vu par la caméra, e l’épaisseur
du moule, n1 l’indice optique de l’air, n2 l’indice optique du moule, et ` la distance
séparant la caméra du moule, cf. figure 1.12 (a).
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Figure 1.12. Réfraction de la lumière dans le moule : modèle optique et validation
expérimentale

Nous avons vérifié expérimentalement la validité du modèle (1.10) dans la configura-
tion du montage : les paramètres géométriques et optiques que nous avons utilisés sont
regroupés dans le tableau 1.1.

e [mm] ` [mm] n1 [-] n2 [-]
80 590 1 1,43

Tableau 1.1. Paramètres utilisés pour la validation expérimentale du modèle optique

La mesure a été réalisée en utilisant deux règles graduées placées de part et d’autre
de la plaque. Les résultats, représentés figure 1.12 (b), indiquent un excellent accord
entre le modèle implémenté et les données expérimentales. Les effets liés à la réfraction
sont anticipés de manière très précises quelle que soit la dimension de l’ellipse (erreur
inférieure à 0,2%), tandis qu’une lecture directe conduit à d’importants écarts qui
faussent la mesure (10% d’erreur à 270 mm du point d’injection).

1.2.3.2 Porosité

L’identification de la perméabilité nécessite la connaissance préalable de la porosité,
cf. équations (1.12) et (1.16). Nous utilisons une méthode classique issue de la littérature
pour accéder à ce paramètre [40]. Celle-ci, identique pour une mesure 2D ou 3D, consiste
à peser l’échantillon de renfort à l’état sec :

ε = 1− Mr

Srhρf
(1.11)

où Mr est la masse de l’échantillon de renfort sec, Sr sa surface plane, h l’entrefer du
moule (épaisseur de l’échantillon) et ρf la masse volumique de la fibre.
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1.2.3.3 Identification 2D

En présence de renforts anisotropes, nous utilisons un Système Isotrope Equivalent
(SIE) pour accéder aux perméabilités principales [64, 66, 80]. Dans le SIE, l’ellipse est
transformée en cercle, dont la progression est régie par l’expression suivante :

r̄2
f

[
2 ln

(
r̄f
r̄0

)
− 1

]
+ r̄2

0︸ ︷︷ ︸
F (r̄f ,r̄0)

= 4(pe − pf )
µε

K̄t (1.12)

où K̄ =
√
K1K2 est la perméabilité isotrope équivalente, r̄f le rayon isotrope équivalent

du front à l’instant t et r̄0 le rayon isotrope équivalent du seuil. Le rayon du cercle
vérifie :

r̄f =
 rf1α

1
4
21 (1.13a)

rf2α
− 1

4
21 (1.13b)

où (rf1 ,rf2) sont les demi-axes de l’ellipse et α21 = K2
K1

le rapport d’anisotropie dans le
plan du renfort. Les perméabilités planes s’expriment en fonction de la perméabilité
isotrope équivalente et du rapport d’anisotropie comme suit : K1 = K̄α

− 1
2

21 (1.14a)

K2 = K̄α
1
2
21 (1.14b)

Procédure Dans le logiciel, les données expérimentales (temps, longueurs des demi-
axes, et paramètres procédés) sont récupérées dans le tableau de données pour alimenter
la procédure d’identification des perméabilités planes. Nous utilisons la méthode décrite
par Bréard [80], qui se décline en quatre étapes comme suit (figure 1.13) :

1. Rapport d’anisotropie : Le rapport d’anisotropie α21 est déterminé par régression
linéaire sur la courbe rf2 = f(rf1) en utilisant l’équation (1.13).

2. Rayon isotrope équivalent : Le rayon isotrope équivalent r̄ est calculé en appliquant
l’équation (1.13). Pour ne pas privilégier une direction par rapport à une autre,
nous calculons une valeur moyenne sur les deux axes en utilisant les relations (1.13a)
et (1.13b).

3. Perméabilité isotrope équivalente : La perméabilité isotrope équivalente K̄ est
déterminée par régression linéaire sur la courbe F = f(t) en utilisant l’équa-
tion (1.12).

4. Perméabilités planes : Les perméabilités planes (K1,K2) sont calculées en appli-
quant les équations (1.14a) et (1.14b).

Géométrie du seuil Le passage au SIE transforme la frontière en cercle, mais
transforme également le seuil en ellipse, ce qui conduit à une ambiguïté sur le choix
du rayon (figure 1.14). Pour les renforts faiblement anisotropes, comme les mats ou les
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Figure 1.13. Détermination du taux d’anisotropie et de la perméabilité isotrope
équivalente dans la mesure 2D

tissés, la déformation du seuil est faible : dans ce cas, nous assimilons r̄0 à r0 dans le
calcul de la fonctionnelle F . Toutefois, pour les renforts les plus anisotropes, comme les
unidirectionnels (typiquement α21 ≤ 0,2), le calcul des perméabilités dépend fortement
de la géométrie du seuil. Dans ce cas, nous considérons les cercles inscrit et circonscrit
à l’ellipse pour encadrer la perméabilité isotrope équivalente dans l’étape 3 :

µε

4(pe − pf )t
F (r̄f , r̄02) ≤ K̄ ≤ µε

4(pe − pf )t
F (r̄f , r̄01) (1.15)

où r̄01 = r0α
1
4
21 est le rayon du cercle inscrit dans l’ellipse et r̄02 = r0α

− 1
4

21 le rayon du
cercle circonscrit (l’indice 1 désigne l’axe le plus perméable).

(a) Système physique (b) Système isotrope équivalent

r0

rf1

rf2
r̄f

r̄01r̄02

Figure 1.14. Encadrement du seuil dans le repère isotrope équivalent (trait plein :
seuil, tiretés : seuil interne, pointillés : seuil externe)
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1.2.3.4 Identification 3D

Nous utilisons encore une fois un SIE pour accéder aux perméabilités principales [70,
80]. Dans ce système, le demi-ellipsoïde physique est réduit à une hémisphère. Sa
progression est gouvernée par l’expression suivante :

r̄2
f

[
2
(
r̄f
r̄0

)
− 3

]
+ r̄2

0︸ ︷︷ ︸
F (r̄f ,r̄0)

= 6(pe − pf )
µε

K̄t (1.16)

où K̄ est la perméabilité isotrope équivalente, r̄f le rayon isotrope équivalent du front à
l’instant t et r̄0 le isotrope équivalent du seuil. Dans le SIE, le rayon de l’hémisphère
est défini comme suit :

r̄f =


α

1
4
21α
− 1

4
13 rf1 (1.17a)

α
− 1

4
21 α

− 1
4

13 rf2 (1.17b)

α
1
4
23rf3 (1.17c)

où (rf1 ,rf2 ,rf3) sont les demi-axes de l’ellipsoïde et αij les rapports d’anisotropie du ren-
fort ( α21 = K2

K1
, α13 = K1

K3
, α23 = K2

K3
= α21α13). Les perméabilités principales s’expriment

en fonction de la perméabilité isotrope équivalente et des rapports d’anisotropie :
K1 = K̄α

−1/2
21 α

1/2
13 (1.18a)

K2 = K̄α
1/2
21 α

1/2
13 (1.18b)

K3 = K̄α
−1/2
23 (1.18c)

Procédure La procédure d’identification utilisée repose sur le même principe que le
cas 2D, nous renvoyons aux travaux de Bréard pour plus de détails sur la méthode [80].
Cependant, la position du front dans l’épaisseur n’est pas explicitement mesurée. Elle
est évaluée en utilisant à la fois la masse de fluide présente dans l’échantillon et les
dimensions de l’ellipse visible en surface, en supposant que la tache d’huile forme un
demi-ellipsoïde [74] :

rf3 = 3
2

Mh

ρhπεrf1rf2

(1.19)

oùMh désigne la masse d’huile présente dans l’échantillon et ρh sa masse volumique. Une
fois cette étape réalisée, nous procédons en quatre étapes pour accéder aux perméabilités
principales du renfort :

1. Rapports d’anisotropies : Les rapports d’anisotropie α21, α13 et α23 sont respecti-
vement déterminés par régression linéaire sur les courbes rf2 = f(rf1), rf1 = f(rf3)
et rf2 = f(rf3) en utilisant l’équation (1.17).

2. Rayon isotrope équivalent : Le rayon isotrope équivalent r̄f est calculé en appli-
quant l’équation (1.17). Pour ne pas privilégier une direction par rapport aux
deux autres, nous calculons une valeur moyenne sur les trois axes principaux en
utilisant les relations (1.17a), (1.17b) et (1.17c).
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3. Perméabilité isotrope équivalente : La perméabilité isotrope équivalente K̄ est
déterminée par régression linéaire sur la courbe F = f(t) en utilisant l’équa-
tion (1.16).

4. Perméabilités spatiales : Les perméabilités spatiales (K1,K2,K3) sont calculées en
appliquant les équations (1.18a), (1.18b) et (1.18c).

Géométrie du seuil En configuration 3D, la transformation appliquée déforme
le seuil en demi-ellipsoïde, ce qui conduit à une ambiguïté sur le choix du rayon
à utiliser dans le SIE. Pour la majorité des renforts (tissés, unidirectionnels, mats,
etc.), la perméabilité transverse est nettement plus faible que les perméabilités planes
(typiquement α13 ≥ 10), car le fluide doit contourner un grand nombre de fibres pour
progresser dans l’épaisseur. Il en résulte généralement une forte déformation du seuil au
passage dans le SIE, et par conséquent le choix du rayon du seuil influe sur le résultat
final. Nous procédons donc dans l’étape 3 à un encadrement de la perméabilité isotrope
équivalente K̄, en considérant tour à tour les hémisphères interne et externe au seuil
déformé :

µε

6(pe − pf )t
F (r̄f , r̄03) ≤ K̄ ≤ µε

6(pe − pf )t
F (r̄f , r̄01) (1.20)

où r̄01 = α
1
4
21α
− 1

4
13 r̄0 représente le rayon de l’hémisphère interne et r̄02 = α

− 1
4

23 r̄0 le rayon
de l’hémisphère externe, l’indice 1 (respectivement l’indice 3) étant associé à l’axe le
plus perméable (respectivement le moins perméable).

1.3 Premiers résultats : caractérisation du renfort
G0986

Nous avons réalisé nos premières mesures sur le renfort aéronautique G0986. Ce
renfort a été caractérisé par plusieurs laboratoires (perméabilités planes), suivant
différentes méthodes, dans le cadre d’un benchmark international récent [40]. Bien que
les résultats publiés révèlent de fortes dispersions entre les auteurs, ce travail représente
une importante base de données que nous avons utilisée comme référence pour éprouver
notre dispositif.

1.3.1 Présentation du renfort
Le renfort étudié est un sergé 2/2 en fibres de carbone Haute Résistance (HR),

fabriqué par Hexcel® et commercialisé sous la référence HexForce® G0986 D1200 (fi-
gure 1.15). Il s’agit d’un renfort aéronautique standard utilisé dans la mise en œuvre
des composites par voie liquide (injection, infusion). Le tissu est équilibré, la contexture
chaîne (identique à la contexture trame), présente un compte de 3,5 fils/cm. La mèche
comporte environ 6 000 filaments de 7 µm de diamètre, correspondant à une masse
linéique de fil de 400 tex.
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400 tex 400 tex

(b) Caractéristiques du renfort (données fournisseur)

Figure 1.15. Caractéristiques du renfort étudié (Hexcel® HexForce® G0986 D1200)

1.3.2 Mesure 2D
Pour mesurer les perméabilités planes du renfort, nous avons découpé et superposé

quatre plis de renfort de dimensions 250× 250 mm, en conservant la même orientation
pour chaque couche (i.e. sens chaîne et trame). Bien qu’en théorie la présence d’un
trou soit l’assurance d’un écoulement purement plan, nous avons laissé l’échantillon
intact, car une mauvaise maîtrise de la découpe (imprécision géométrique, effilochage du
renfort, etc.) conduit à d’importantes perturbations de l’écoulement. Toutefois, l’absence
de trou ne constitue pas un obstacle majeur à l’hypothèse d’écoulement plan, compte
tenu de la faible épaisseur de l’échantillon (1,3 mm).

Les paramètres rhéologiques et procédés utilisés pour réaliser les essais sont regroupés
dans le tableau 1.2. Le niveau de vide imposé a été mesuré au manomètre sur la pompe.
La viscosité de l’huile a été mesurée par l’intermédiaire de la température ambiante. La
porosité a été évaluée par pesée de l’échantillon.

pe [bar] pf [mbar] µ [Pa.s] ε [%] r0 [mm]
1,013 50 0,094 51,5 4

Tableau 1.2. Paramètres rhéologiques et procédés utilisés pour les mesures 2D

Résultats Nous avons réalisé trois mesures de perméabilité dans le plan. Pour illustrer
la procédure de traitement des résultats, nous avons regroupé dans la figure 1.16
les images utilisées lors d’un essai, ainsi que les courbes permettant d’accéder aux
perméabilités (figure 1.17).
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Figure 1.16. Progression de la tache d’huile dans le renfort et ellipses (mesure 2D)
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(c) Modèle obtenu avec les perméabilités identifiées

Figure 1.17. Détermination des perméabilités principales (mesure 2D)
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Chapitre 1. Mesure de perméabilité

Pour les trois essais que nous avons réalisés, l’angle d’orientation des ellipses montre
clairement que la chaîne et la trame sont les directions principales du renfort (figure 1.16).
La direction la plus perméable est la trame (direction du grand axe de l’ellipse). Nous
utilisons par la suite l’indice 1 pour la perméabilité sens trame (K1) et l’indice 2 pour
la perméabilité sens chaîne (K2).

Les résultats que nous avons obtenus sont regroupés dans le tableau 1.3. Même si un
traitement statistique sur un nombre d’essais réduit est discutable, nous avons calculé
la moyenne et l’écart type des perméabilités principales et du rapport d’anisotropie. Le
calcul d’incertitude est explicité dans le paragraphe suivant.

Essai 1 Essai 2 Essai 3 Moyenne Écart type
α21 = K2/K1 0,66± 0,03 0,63± 0,03 0,56± 0,03 0,62± 0,03 0,05
K1/10−11 [m2] 2,13± 0,19 2,75± 0,24 2,51± 0,22 2,46± 0,22 0,31
K2/10−11 [m2] 1,41± 0,12 1,72± 0,15 1,39± 0,12 1,51± 0,13 0,19

Tableau 1.3. Synthèse des mesures 2D réalisées sur le renfort G0986

Les écarts types calculés révèlent une faible dispersion des résultats, ce qui indique
une bonne répétabilité du dispositif.

Nous avons identifié un rapport d’anisotropie de 0,62± 0,03 entre la chaîne et la
trame. Ces résultats sont en accord avec les résultats publiés par les participants du
benchmark (rapport d’anisotropie variant de 0,38 à 0,91) [40]. En présence d’un tissu
équilibré, un comportement anisotrope peut sembler paradoxal, mais en réalité il est
probable que les différences de tension entre le fil de chaîne et le fil de trame au cours
du tissage soit à l’origine de ce résultat.

Les valeurs des perméabilités planes que nous avons identifiées (2,46±0,22×10−11 m2

suivant la trame et 1,51 ± 0,13 × 10−11 m2 suivant la chaîne) présentent un bon
accord qualitatif avec les résultats du benchmark [40]. Néanmoins, celui-ci révèle une
forte dispersion suivant les auteurs et les méthodes employées (variations d’un facteur
supérieur à 10), ce qui confirme que les techniques existantes peuvent conduire à
d’importants écarts, et ceci même pour des méthodes de mesures communes. Suivant
Arbter et al. [40], cette dispersion peut être attribuée à divers facteurs : paramètres
expérimentaux (nombre de plis, nature du fluide, niveau de pression, etc.), variabilité
des renforts (différences suivant le lot), ou encore conditions opératoires (facteurs
« humains »).

Calcul d’incertitude Nous avons suivi l’approche décrite dans la référence [45] pour
évaluer les incertitudes expérimentales intervenant dans la mesure de perméabilité 2D.
En utilisant la dérivée logarithmique, l’équation (1.12) fournit l’incertitude associée à
la perméabilité isotrope équivalente :

∆K̄
K̄

= ∆µ
µ

+ ∆ε
ε

+ ∆(pe − pf )
pe − pf

+ ∆t
t

+ ∆F (r̄f ,r̄0)
F (r̄f ,r̄0) (1.21)
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où ∆X désigne l’erreur absolue sur la variable X et ∆X
X

l’erreur relative associée.
L’erreur absolue pour la fonctionnelle F (r̄f ,r̄0) est donnée comme suit :

∆F (r̄f ,r̄0) = 4r̄f ln
(
r̄f
r̄0

)
∆r̄f + 2r̄0

(
1−

r̄2
f

r̄2
0

)
∆r̄0 (1.22)

La contribution de chaque paramètre a été évaluée en fonction des incertitudes expéri-
mentales (tableau 1.4). Pour le rayon isotrope équivalent, qui dépend du temps, nous
utilisons la valeur moyenne sur toute la progression.

µ ε pe − pf t r̄f r̄0

X 0,094 Pa.s 51,5 % 950 mbar 300 s 63 mm 4 mm
∆X
X

±2 %? ±2 %? ±2 %? ±0,1 %? ±1,6 % ±2,5 %
∆X ±1,9 mPa.s ±1 % ±19 mbar ±0,3 s ±1 mm? ±0,1 mm?

Tableau 1.4. Incertitudes expérimentales dans la mesure 2D (l’exposant ? désigne une
incertitude imposée par l’expérience)

En utilisant les deux derniers paramètres et l’équation (1.22), l’erreur relative sur la
fonctionnelle est évaluée à ±2,7 %, et conduit à une erreur relative sur la perméabilité
de ±8,8 %.

1.3.3 Mesure 3D
La mesure 3D a été réalisée en découpant 25 plis de renfort de dimensions 125×

125 mm. Les plis ont été empilés en respectant la même orientation (chaîne et trame)
pour chaque couche. L’échantillon obtenu présente une épaisseur de 8,1 mm. Les
paramètres rhéologiques et procédés utilisés pour réaliser l’essai sont regroupés dans le
tableau 1.5.

pe [bar] pf [mbar] µ [Pa.s] ε [%] ρh [kg/m3] r0 [mm]
1,013 50 0,084 52 916 4

Tableau 1.5. Paramètres rhéologiques et procédés utilisés pour la mesure 3D

Résultats La figure 1.18 montre le profil des ellipses identifiées à la surface de
l’échantillon pendant l’essai. Comme pour la mesure 2D, les directions principales
sont alignées suivant la chaîne et la trame (axe le plus perméable). Nous utilisons
l’indice 1 pour désigner la direction trame, l’indice 2 pour la chaîne et l’indice 3 pour la
direction transverse. Les courbes utilisées pour identifier les perméabilités principales
sont représentées figure 1.19.

Nous avons effectué un relevé expérimental à distance du point d’injection, afin de
se placer en régime 3D établi. Nous avons obtenu un rapport d’anisotropie dans le plan
proche de celui identifié lors de la mesure 2D (K2

K1
= 0,66± 0,02), ce qui montre un bon

accord entre l’étude 2D et l’étude 3D.
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Figure 1.18. Progression de la tache d’huile dans le renfort et ellipses (mesure 3D)

Le coefficient de corrélation que nous avons obtenu (0,999) montre clairement la
dépendance linéaire entre les rayons principaux de l’ellipse qui est visible en surface,
dans la direction chaîne et trame, cf. figure 1.19 (a). Cette tendance n’est pas aussi nette
pour les coefficients d’anisotropie α2 et α3, qui font intervenir la composante transverse
de l’écoulement : le relevé expérimental de la position transverse du front, dans les
figures 1.19 (b) et 1.19 (c), indique que la dépendance linéaire est moins marquée. Il est
probable que pour les premiers points de la série, la forme de l’ellipsoïde soit encore mal
définie (ellipsoïde aplatie), mais cet effet semble s’estomper dans la seconde partie de la
mesure. Nous avons obtenu un rapport d’anisotropie de 60,4 ± 1,93 (respectivement
38,5± 1,23) entre la trame et la direction transverse (respectivement entre la chaîne et
la direction transverse). Ceci montre que la perméabilité dans la direction transverse
est nettement plus faible que les perméabilités planes, ce qui est un résultat classique
pour la majorité des renforts textiles, cf. tableau 1.6 (a).

La figure 1.19 (c) montre que la géométrie du seuil joue un rôle déterminant dans
la détermination de la perméabilité isotrope équivalente, puisque la fonctionnelle est
très affectée par le choix de la frontière interne. La perméabilité isotrope équivalente
est comprise entre 4,30 ± 0,4410−12 m2 et 1,01 ± 0,11.10−13 m2. Ceci montre qu’en
présence d’une forte anisotropie entre le plan et la direction transverse, l’encadrement est
large et ne fournit qu’une estimation de la valeur des perméabilités, cf. tableau 1.6 (b).
Néanmoins, les bornes qui ont été identifiées permettent d’encadrer la progression expé-
rimentale du fluide dans l’échantillon, cf. figure 1.19 (d). En particulier, l’encadrement
des perméabilités planes est compatible avec les résultats que nous avons obtenus en
2D.

Les résultats de l’essai sont regroupés dans le tableau 1.6. Le calcul d’incertitude
est développé dans le paragraphe suivant.
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(e) Modèle obtenu avec les perméabilités identifiées (encadrement)

Figure 1.19. Détermination des perméabilités principales (mesure 3D)
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α21 = K2
K1

0,66± 0,02
α13 = K1

K3
60,4± 1,93

α23 = K2
K3

38,5± 1,23
(a) Rapports d’anisotropie

Borne inférieure Borne supérieure
K1 [m2] 9,79± 1,08× 10−13 4,18± 0,46× 10−11

K2 [m2] 6,25± 0,69× 10−13 2,67± 0,30× 10−11

K3 [m2] 1,62± 0,18× 10−14 6,93± 0,77× 10−13

(b) Perméabilités principales

Tableau 1.6. Synthèse des résultats obtenus par mesure 3D sur le renfort G0986

Calcul d’incertitude En employant la dérivée logarithmique à partir de l’équa-
tion (1.16), l’incertitude associée à la perméabilité isotrope équivalente est donnée
comme suit :

∆K̄
K̄

= ∆µ
µ

+ ∆ε
ε

+ ∆(pe − pf )
pe − pf

+ ∆t
t

+ ∆F (r̄f ,r̄0)
F (r̄f ,r̄0) (1.23)

où ∆X désigne l’erreur absolue sur la variable X et ∆X
X

l’erreur relative associée. Le
calcul de l’erreur absolue pour la fonctionnelle F (r̄f ,r̄0) conduit à :

∆F (r̄f ,r̄0) = 6r̄f
(
r̄f
r̄0
− 1

)
∆r̄f + 2

(
r̄0 −

r̄3
f

r̄2
0

)
∆r̄0 (1.24)

Le tableau 1.7 regroupe les incertitudes expérimentales calculées dans la configuration
de l’essai. Pour évaluer la contribution de l’incertitude sur le rayon isotrope équivalent,
qui dépend du temps, nous utilisons la valeur moyenne sur toute la progression.

µ ε pe − pf t r̄f r̄0

X 0,084 Pa.s 52 % 950 mbar 400 s 16,1 mm 4 mm
∆X
X

±2 %? ±2 %? ±2 %? ±0,1 %? ±6,2 % ±2,5 %
∆X ±1,7 mPa.s ±1 % ±19 mbar ±0,4 s ±1 mm? ±0,1 mm?

Tableau 1.7. Incertitudes expérimentales dans la mesure 3D (l’exposant ? désigne une
incertitude imposée par l’expérience)

En utilisant les deux derniers paramètres et l’équation (1.24), l’erreur relative sur la
fonctionnelle est évaluée à ±4,9 %, et conduit à une erreur relative sur la perméabilité
de ±11 %.

Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté un état de l’art des méthodes d’identification

expérimentales du tenseur de perméabilité. Parmi les trois géométries d’écoulement
disponibles dans la littérature (1D, 2D, 3D), nous avons opté pour les méthodes 2D et
3D. En particulier, ces méthodes sont peu affectées par les écoulements préférentiels et
permettent une détermination rapide du taux d’anisotropie, qui est d’une importance
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capitale dans les problèmes de conception de moule pour anticiper le scénario de
remplissage.

Le moyen d’essai développé permet de travailler dans les deux configurations en
utilisant le même moule. Ce moule a été conçu en PMMA et fonctionne sous vide
pendant la mesure. Le suivi du front d’écoulement dans le plan est réalisé par une
caméra CCD (mesure 2D), à laquelle nous couplons une balance électronique pour le
suivi transverse (mesure 3D). Aucun capteur interne n’est susceptible de perturber
l’écoulement : la méthode est entièrement non intrusive. Nous avons également développé
un logiciel de traitement des résultats qui intègre des outils d’analyse d’images ainsi
qu’un modèle de correction de la réfraction de la lumière dans le moule.

Nous nous sommes appuyés sur les résultats d’un benchmark pour tester le dispositif.
Un sergé 2/2 en fibres de carbone a été caractérisé par des mesures 2D et 3D. En 2D,
les résultats que nous avons obtenus sont globalement en accord avec la littérature, et
la méthode s’est révélée répétable sur les trois essais qui ont été réalisés. Néanmoins, il
conviendrait de réaliser une comparaison sur un spécimen « modèle », car les résultats du
benchmark, très dispersés, ne permettent pas de s’appuyer sur des valeurs de référence.
En 3D, nous n’avons pas eu le temps de mener une campagne d’essais complète, mais
les premiers résultats que nous avons obtenus sont encourageants ; en particulier, les
valeurs sont compatibles avec les résultats issus des essais 2D. Toutefois, dans la mesure
3D, l’utilisation du modèle de type SIE s’est révélée limitée en termes de précision,
car le renfort étudié présente une forte anisotropie transverse, ce qui conduit à une
approximation sévère concernant la géométrie du seuil. Sur cet aspect, l’emploi d’une
procédure d’identification inverse pourrait permettre d’affiner les résultats, comme le
montrent les travaux de Nedanov et Advani [74]. Les travaux numériques que nous
avons menés pour simuler des écoulements 3D peuvent être mis à profit dans cette
démarche.
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Chapitre 2. Modélisation BEM de l’écoulement à l’échelle du procédé

Ce chapitre est consacré à la modélisation numérique du remplissage de la préforme
à l’échelle du procédé, en 2D et 3D. L’étude est limitée à l’écoulement isotherme d’un
renfort indéformable. Nous utilisons la loi de Darcy et l’équation d’incompressibilité
pour décrire l’écoulement macroscopique. Le problème de remplissage est traité en
associant les méthodes BEM et Level Set.

Introduction
Le remplissage d’une pièce industrielle est une étape délicate qui demande une bonne

expérience du procédé et des problèmes d’imprégnation. En particulier, le succès de
cette étape demande un bon paramétrage du procédé (position des points d’injection,
des évents, etc.). Un paramétrage approprié peut demander la mise au point de plusieurs
prototypes physiques, ce qui représente des coûts de développement importants. Devant
ce constat, la simulation numérique est devenu un outil particulièrement intéressant
pour le concepteur, qui peut désormais s’appuyer sur des tests virtuels pour optimiser
les méthodes de fabrication.

Dans le cadre du développement d’un nouveau logiciel, nous nous sommes intéressés
à la méthode des éléments frontières, encore appelée BEM (Boundary Element Method).
Cette méthode a été utilisée avec succès dans des travaux antérieurs [81]. Toutefois, la
technique de suivi adoptée (actualisation lagrangienne) ne dispose pas d’un formalisme
suffisamment souple pour traiter les écoulements complexes mis en jeu dans les situations
industrielles. Cette limitation nous a conduit à développer une nouvelle technique
d’actualisation reposant sur une approche Level Set. Le premier modèle numérique que
nous avons développé est destiné à traiter le remplissage isotherme dans un renfort
supposé indéformable.

Le chapitre est divisé en trois sections. La première section est consacrée à la des-
cription du modèle d’écoulement. La seconde section présente la méthode de résolution
par éléments frontières. La troisième section aborde le traitement de l’avancée du front.

Préambule bibliographique Dès les années 1980, de nombreux travaux se sont
intéressés à la simulation numérique des procédés LCM. La production scientifique
indique que le traitement de l’avancée du front a été (et demeure encore) au centre des
préoccupations des auteurs. Les différentes techniques qui ont été développées peuvent
être regroupées en deux catégories :

– les méthodes de suivi de front (« front tracking »),
– les méthodes de capture de front (« front capturing »).
Les méthodes de suivi reposent sur une description lagrangienne du mouvement.

La frontière est suivie de manière explicite par un ensemble d’objets déplacés à la
vitesse locale. Il peut s’agir de marqueurs comme dans la méthode MAC (Marker And
Cell), ou d’un maillage mobile. Hoareau [82] utilise un modèle éléments finis associé
à une procédure de remaillage local du domaine. Schmidt et al. [81] combinent la
méthode BEM à une technique d’actualisation lagrangienne. La réduction du maillage
à la frontière facilite considérablement le traitement de l’interface mobile. García et al.
[83] emploient la méthode des éléments naturels, et proposent un modèle permettant
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de calculer l’âge des particules injectées dans le moule. Ces contributions montrent que
le suivi explicite garantit une bonne description de la forme de la frontière, ce qui en
fait son principal avantage. En revanche, il souffre d’un manque de flexibilité lorsqu’il
s’agit de traiter les rencontres et divisions de front (changements topologiques) ou le
contact avec l’outillage, qui nécessitent des algorithmes de reconstruction de maillage
complexes, spécialement coûteux en 3D.

Par l’utilisation d’un maillage fixe, les méthodes « front capturing » s’avèrent plus
adaptées au traitement des écoulements complexes. L’idée directrice est de « capturer »
l’interface au lieu de la suivre. Ceci est réalisé au moyen d’une fonction indicatrice :

– la fraction volumique dans la méthode Volume Of Fluid (VOF) [84],
– la distance signée à l’interface dans la méthode Level Set [85].
La méthode VOF, initialement utilisée avec des volumes finis, a été employée en

association avec des éléments finis par Bruschke et Advani [86] en 1990 pour des
applications de type RTM. Les travaux de Trochu et al. [87] ont largement contribué au
développement de cette technique, qui est ensuite devenue un standard dans les logiciels
du commerce (PAM-RTM™, RTM-WORX™, LIMS™, etc.). Malgré sa robustesse et sa
capacité à conserver la masse, la méthode VOF affiche aussi certaines faiblesses liées à
l’utilisation d’une fonction constante par morceau, en particulier :

– la capture peut se révéler grossière suivant la taille du maillage,
– le raffinement du maillage tend à augmenter significativement les temps de calcul,
– les propriétés géométriques de l’interface sont inconnues.
La méthode Level Set, dont le principe est décrit dans la section 2.3.1, est aujourd’hui

considérée comme la technique la plus avancée dans le domaine des interfaces mobiles.
La continuité de la fonction distance signée permet de capturer la frontière avec un
niveau de précision supérieur à VOF. Une caractéristique importante de la méthode est
le calcul des propriétés géométriques de l’interface (courbure, normale). Ceci permet de
traiter des mouvements pilotés par la forme de l’interface (typiquement les problèmes
de tension superficielle) [88]. La méthode dispose par ailleurs d’un formalisme étendu
permettant d’aborder indifféremment les problèmes 2D et 3D.

Au vu de la littérature, la méthode Level Set semble encore peu employée dans
le domaine du moulage composite, même si des équipes comme Zerguine et al. [89],
Yang et al. [90] ou encore Levy et al. [91] l’ont utilisée avec succès dans la simulation
numérique des procédés.

Nous nous sommes intéressés au couplage Level Set / BEM dans le cadre de ce travail.
Nous nous sommes principalement appuyés pour cela sur les travaux de Soukane et
Trochu qui proposent un modèle BEM destiné au calcul de remplissage 2D isotrope [92].
L’association des deux méthodes permet un calcul entièrement surfacique, contrairement
aux méthodes par éléments finis qui font intervenir des calculs volumiques. Ceci offre
des perspectives intéressantes sous au moins deux aspects :

– les problèmes liés au remaillage restent localisés à la frontière,
– le nombre d’inconnues diminue considérablement, ce qui participe à la réduction

du temps de calcul.
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Chapitre 2. Modélisation BEM de l’écoulement à l’échelle du procédé

2.1 Description du modèle d’écoulement
En première approche, nous avons limité l’étude à l’écoulement isotherme en milieu

indéformable. Même si la physique de l’écoulement est bien plus complexe [93–95]
(variation de viscosité de la résine, déformation du renfort, etc.), ce modèle relativement
simple peut fournir une approximation raisonnable du remplissage dans des procédés
industriels. En particulier, la réactivité de la résine ne joue pas un rôle déterminant dans
l’écoulement si le temps de remplissage est court devant le temps de gel du polymère,
ce qui est, en pratique, généralement vérifié dans les procédés de type injection ou
infusion 1.

Remarque sur l’homogénéité Dans le cadre de ce travail, nous supposons que le
milieu est homogène (propriétés physiques invariantes dans l’espace), afin de simplifier
au maximum l’implémentation de la méthode BEM. Néanmoins, l’hétérogénéité ne
constitue pas un limitation majeure à l’utilisation de la méthode BEM qui dispose
d’outils spécifiques qui ont été éprouvés (cf. approches « multi-domaines » [96]).

2.1.1 Équations du mouvement
Nous utilisons la loi de Darcy (équation 1.1) et l’équation d’incompressibilité du

fluide (2.2) pour décrire le remplissage macroscopique du renfort [41, 97]. L’équation (2.1)
correspond à l’expression de la vitesse réelle de la résine dans le renfort, et fait intervenir
la porosité du milieu :

∀M ∈ Ω,


~v = − k

µε

−→
∇p (2.1)

−→
∇ .~v = 0 (2.2)

où Ω désigne le domaine fluide, p la pression, ~v la vitesse, µ la viscosité dynamique, k
le tenseur de perméabilité et ε la porosité.

2.1.2 Conditions aux limites
Deux types de conditions aux limites peuvent être assignées : la condition de Dirichlet

ou la condition de Neumann. La condition de Dirichlet porte sur la pression :

∀M ∈ Γp, p = p (2.3)

où p est la pression imposée et Γp la portion de la frontière à pression imposée. La
condition de Neumann porte sur la vitesse normale :

∀M ∈ Γq, vn = vn (2.4)

1. Il existe néanmoins des procédés utilisant des systèmes très réactifs, comme le Structural Reaction
Injection Molding (SRIM), pour lesquels le remplissage est fortement affecté par la thermo-cinétique.
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2.1. Description du modèle d’écoulement

Ω

Γq : vn = vn

Γp : p = p

Γ = Γp ∪ Γq

~n

0 ~e1

~e2

Figure 2.1. Domaine de calcul Ω et partition de la frontière Γ = Γp ∪ Γq

où vn = ~v.~n désigne la vitesse normale, vn la vitesse normale imposée, Γq la portion de
la frontière à vitesse normale imposée, et ~n la normale sortante à la frontière (figure 2.1).

Le traitement des conditions aux limites dépend de la position du point M sur la
frontière (entrée, bord libre, zone enclavée, paroi étanche) et des conditions d’injection
(figure 2.2).

Entrée L’unité d’injection impose à l’entrée une consigne en pression ou débit, éven-
tuellement fonction du temps. À pression imposée, la condition aux limites s’écrit
comme suit :

p = pe(t) à l’entrée (2.5)

où pe est la pression imposée à l’entrée, égale à la pression atmosphérique dans les
procédés d’infusion. À débit imposé :

vn = De(t)
Ae

à l’entrée (2.6)

où De est la valeur du débit imposé à l’entrée et Ae la section d’écoulement à l’entrée.
En pratique, les conditions (2.5) et (2.6) ne peuvent pas être imposées simultanément
sur un même point d’injection, mais il est possible de commuter pression / débit au
cours du remplissage.

Frontière libre Le mode d’évacuation de l’air (évent, pompe à vide) détermine la
pression appliquée sur la frontière libre :

p = pf (t) sur la frontière libre (2.7)

où pf est la pression appliquée sur la frontière libre, égale à la pression atmosphérique
pour un évent, ou à la pression de vide pour un point de tirage du vide, éventuellement
fonction du temps.
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Chapitre 2. Modélisation BEM de l’écoulement à l’échelle du procédé

Γp : p = pf

Γp : p = pe

Ω

Γq : vn = 0

Obstacle

Moule

Γp : p = pe

Γp : p = pe

Γq : vn = 0

Évent Entrée 1

Entrée 2

Figure 2.2. Exemple d’affectation des conditions aux limites (cas d’une multi-injection
à pression imposée)

Zone enclavée L’écoulement peut conduire à l’enclavement d’une zone sèche dans
le renfort. La pression appliquée dépend alors de la pression initiale et augmente en
fonction du temps pendant que le remplissage progresse :

p = pp(t) sur une frontière enclavée (2.8)

où pp est la pression dans la zone enclavée (porosité). L’augmentation du niveau de
pression peut être évalué par une loi de type Mariotte (gaz parfait) [98, 99] :

pp(t+ dt) = Vp(t)
Vp(t+ dt)pp(t) (2.9)

où Vp(t) (respectivement Vp(t+ dt)) désigne le volume de la zone enclavée (ou porosité)
à l’instant t (respectivement à l’instant t+ dt).

Paroi étanche Au contact d’une paroi étanche, la condition de non pénétration du
fluide s’écrit :

vn = 0 sur une paroi étanche (2.10)

Cette condition s’applique sur les parois du moule et les obstacle intérieurs.

2.1.3 Formulation forte
En combinant les équations (2.1) et (2.2), nous obtenons une équation elliptique en

pression :

∀M ∈ Ω, −→∇ .
 k
µε

−→
∇p

 = 0 (2.11)
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2.2. Résolution BEM du problème potentiel anisotrope

La formulation forte est obtenue en associant les conditions aux limites et la loi de
comportement à l’équation (2.11) :

∀M ∈ Ω, −→
∇ .

 k
µε

−→
∇p

 = 0 (2.12a)

∀M ∈ Ω, ~v = − k

µε

−→
∇p (2.12b)

∀M ∈ Γp, p = p (2.12c)
∀M ∈ Γq, vn = vn (2.12d)

où Ω = Ω(t) désigne le domaine fluide à l’instant t, et Γ = Γ(t) sa frontière mobile.
Cette formulation permet de découpler les calculs de la pression et de la vitesse. La
résolution de l’équation (2.12a) conduit à la détermination du champ de pression, puis
l’application de la loi de comportement (2.12b) fournit le champ de vitesse.

2.2 Résolution BEM du problème potentiel aniso-
trope

L’écoulement est régi par un problème potentiel anisotrope. Ce type de problème
a de nombreuses applications dans l’ingénierie, dont la conduction thermique fait
partie. Contrairement aux milieux isotropes (problème de Laplace [100–102]), ou ortho-
tropes [103], le traitement BEM de l’anisotropie est encore peu documenté dans la litté-
rature, où il est généralement abordé par des transformations de domaine [81, 104, 105].

Nous aborderons simultanément les formulations BEM anisotropes en 2D et 3D,
pour lesquelles seules les solutions fondamentales diffèrent. Nous nous appuyons princi-
palement sur les approches introduites par Brebbia et Dominguez [100], et Marczak
et Denda [106], en limitant l’étude aux milieux homogènes. On verra par ailleurs (sec-
tion 2.2.2.3) que la formulation permet de prendre en compte les effets d’inertie par un
changement de variables agissant sur les conditions aux limites, permettant notamment
d’introduire sans difficulté la contribution de la gravité.

2.2.1 Formulation intégrale frontière
Nous nous limitons dans le cadre de ce travail au traitement d’un écoulement en

milieu homogène, car il représente le cas le plus classique dans la méthode BEM.
L’hétérogénéité peut néanmoins être traitée en utilisant une décomposition du domaine,
la méthode est bien documentée dans les travaux de Mathey [96].

Équation intégrale L’équation (2.12a) est multipliée par un champ de pression
virtuel p?, et intégrée sur le domaine de calcul comme suit :∫

Ω

−→
∇ .

(
k
−→
∇p

)
p? dΩ = 0 (2.13)
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Chapitre 2. Modélisation BEM de l’écoulement à l’échelle du procédé

L’application d’une intégration par parties et du théorème de la divergence conduit à la
formulation faible utilisée dans la méthode des éléments finis :∫

Γ

(
k
−→
∇p.~n

)
p?dΓ−

∫
Ω
k
−→
∇p.
−→
∇p?dΩ = 0 (2.14)

Dans la méthode des éléments frontières, on applique à nouveau une intégration par
parties et le théorème de la divergence pour obtenir la forme suivante :∫

Γ

(
k
−→
∇p.~n

)
p? dΓ−

∫
Γ

(
k
−→
∇p?.~n

)
p dΓ +

∫
Ω
p
−→
∇ .

(
k
−→
∇p?

)
dΩ = 0 (2.15)

Solution fondamentale L’intégrale de domaine restante dans l’équation (2.15) est
éliminée en utilisant une fonction de Green pour p?, vérifiant :

∀S,∀M ∈ Ω, −→∇ .
(
k
−→
∇p?(M,S)

)
+ δM(S) = 0 (2.16)

où δM(S) est la distribution de Dirac, égale à zéro en tout point, excepté au « point
source » S, où elle tend vers l’infini :

δM(S) =
{
∞ si S ≡M (2.17a)
0 sinon (2.17b)

La propriété fondamentale de la distribution de Dirac vis à vis de l’intégration s’écrit :∫
Ω
δM(S) = 1 si S est un point interne à Ω (2.18)

Dans la méthode BEM, l’équation (2.18) permet de réduire une intégrale de domaine à
une fraction de la valeur de la fonction intégrée au point source :∫

Ω
δM(S)p? = c(S)p?(S) (2.19)

où c(S) est un facteur géométrique appelé « terme libre » et correspondant à une
fraction de l’angle solide sous lequel est vu Ω depuis le point S :

c(S) =


Θ(S)

2π en 2D (2.20a)

Θ(S)
4π en 3D (2.20b)

où Θ est l’angle interne à Ω (figure 2.3). En particulier,

c(S) =


1 pour un point interne à Ω (2.21a)
1
2 pour un point sur la frontière Γ régulière en S (2.21b)

La fonction de Green p? dépend de la dimension du problème : nous utilisons les
expressions de Brebbia et Dominguez [100] (2D), et Marczak et Denda [106] (3D),
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2.2. Résolution BEM du problème potentiel anisotrope

S

Θ

0 ~e1

~e2

Ω

(a) Angle interne à Ω (2D)

~e3

~e10

~e2

S

Θ

Ω

(b) Angle solide interne à Ω (3D)

Figure 2.3. Angle interne Θ au point source S

données comme suit :

p?(M,S) =



1
2π
√
|k|

ln 1
r̂

en 2D (2.22a)

1
4π
√
|k|

1
r̂

en 3D (2.22b)

où |k| désigne le déterminant du tenseur de perméabilité. L’expression de r̂, explicitée
en annexe C, dépend de la position relative du S par rapport au point M , du tenseur
de perméabilité et de la dimension du problème (figure 2.4).

Équation intégrale frontière Finalement, l’utilisation de la distribution de Dirac
dans l’équation (2.15) conduit à la formulation intégrale frontière, encore appelée
équation de Somigliana [81, 100, 107] :

c(S)p(S) +
∫

Γ
q?(M,S)p(M)dΓ(M) =

∫
Γ
p?(M,S)q(M)dΓ(M) (2.23)

où q désigne un flux normal à la frontière défini comme suit :

q(M) = k
−→
∇Mp(M).~n(M) (2.24)

où q? est le flux normal virtuel associé à p? (annexe C).
La relation de Somigliana fournit l’expression exacte de la pression en tout point

du domaine, à condition de connaître à la fois p et q à la frontière. Ces champs
n’étant que partiellement connus par les conditions aux limites, la première étape est la
détermination des inconnues à la frontière (section 2.2.2.1). Dans un second temps, la
relation peut être appliquée à l’intérieur du domaine pour déterminer la pression et la
vitesse en tout point interne (section 2.2.2.2).
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Chapitre 2. Modélisation BEM de l’écoulement à l’échelle du procédé

Mj

M

Ω

Γ = ∪Γj

~r

centre de l’élément

élément frontière

S ≡M i

nœud frontière

0 ~e1

~e2

Figure 2.4. Discrétisation de la frontière et notations utilisées dans la méthode BEM,
cas 2D (d’après [102])

2.2.2 Discrétisation de la frontière et résolution numérique

La frontière est discrétisée en un nombre fini d’éléments (figure 2.4), sur lesquels
les variations des champs p et q sont supposées connues. Il existe dans la littérature
différents types d’éléments, définis par le degré d’interpolation et la continuité (éléments
constants, linéaires continus, linéaire discontinus, quadratiques, etc.). Nous avons utilisé
des éléments constants, pour lesquels les deux champs sont supposés constants et égaux
à la valeur au centre de l’élément. Les éléments frontières utilisés dans ce travail sont
des segments à deux nœuds pour les domaines 2D et des triangles à trois nœuds pour
les domaines 3D.

2.2.2.1 Calcul des inconnues à la frontière

Les inconnues à la frontière sont déterminées par l’assemblage d’un système algé-
brique comportant N équations indépendantes issues de la relation de Somigliana (2.23).
Dans la méthode de collocation, on montre que ceci peut être obtenu en considérant
tour à tour N les points de calcul sur la frontière. Au point de calcul i, l’équation
obtenue s’écrit :

1
2p(M

i) +
N∑
j=1

[∫
Γj
q?(M,M i)dΓj(M)

]
p(M j)

=
N∑
j=1

[∫
Γj
p?(M,M i)dΓj(M)

]
q(M j) (2.25)

où i, variant de 1 à N désigne l’indice de l’élément et M i le point de calcul.
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2.2. Résolution BEM du problème potentiel anisotrope

Système algébrique Le système algébrique à assembler peut se mettre sous la forme
suivante :

H1,1 H1,2 . . . H1,N
H2,1 H2,2 . . . H2,N
... ... . . . ...

HN,1 HN,2 . . . HN,N



P1
P2
...
PN

 =


G1,1 G1,2 . . . G1,N
G2,1 G2,2 . . . G2,N
... ... . . . ...

GN,1 GN,2 . . . GN,N



Q1
Q2
...
QN

 (2.26)

où Pi (respectivement Qi) est la pression (respectivement le flux normal à la frontière)
au point i, et Hij, Gij des constantes d’intégration définies comme suit :


Hij = 1

2δij +
∫

Γj
q?(M,M i) dΓj(M) (2.27a)

Gij =
∫

Γj
p?(M,M i) dΓj(M) (2.27b)

où δij désigne le symbole de Kronecker.

Intégration L’évaluation des intégrales frontières (2.27a) et (2.27b) est une étape
décisive dans l’implémentation de la méthode BEM. En raison de la forme des solutions
fondamentales en puissance négative de r, l’intégrande peut prendre des valeurs infinies
lorsque le point source se rapproche de l’élément d’intégration, ce qui rend le traitement
de l’intégrale délicat. On distingue généralement trois types d’intégrales (figure 2.5) :

– les intégrales dites régulières : quelle que soit la position du point courant sur
l’élément d’intégration, la distance r est suffisamment grande pour que l’intégrande
reste bornée,

– les intégrales dites « presque singulières » : l’intégrale est régulière, mais l’inté-
grande prend des valeurs quasi-infinies en certains points (r → 0), c’est typique-
ment le cas dans les zones minces,

– les intégrales singulières : cette fois l’intégrale est impropre car l’intégrande prend
une valeur infinie en un point (r = 0), comme c’est le cas lorsque le point source
est positionné sur l’élément d’intégration.

Comme le dernier type d’intégrales apparaît systématiquement dans l’étape d’as-
semblage (termes diagonaux), il est particulièrement important de mettre en œuvre une
stratégie de calcul adaptée. Ceci est d’autant plus vrai que les matrices obtenues sont à
diagonales dominantes : la solution dépend fortement du niveau de précision apportées
à l’évaluation de ces termes. Il existe dans la littérature différents types d’approches
pour traiter ce problème : l’intégration analytique [108], l’intégration par subdivision
d’élément, ou les techniques de transformation de domaine [109]. Pour cette dernière
méthode, la contribution de Telles [110] est l’une des plus populaires.

À l’exception de la diagonale de H, dont le calcul est direct, nous avons employé une
quadrature de Gauss pour évaluer l’ensemble des intégrales. Les intégrales singulières
sont traitées en augmentant le nombre de points de Gauss, comme suggéré par Hunter
et Pullan [111]. La procédure d’assemblage est détaillée dans l’algorithme D.1.
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Ω

Γ = ∪Γj

r

S M

M ∈ ΓjMj

0 ~e1

~e2

(a) Intégrale régulière

Γ = ∪Γj

r

S

M ∈ Γj
Mj

Ω

0 ~e1

~e2

(b) Intégrale « presque singulière »

Ω

Γ = ∪Γj

r
M ∈ Γj

S ≡Mj

0 ~e1

~e2

(c) Intégrale singulière

Figure 2.5. Illustration des intégrales régulière, « presque singulière » et singulière, en
fonction de la distance r entre le point source S et le point courant M sur l’élément
d’intégration Γj

Réorganisation en un système linéaire standard Le système algébrique (2.26)
est ensuite réorganisé en un système linéaire standard du type AX = B. Cette étape,
détaillée dans l’algorithme D.3, consiste à regrouper les inconnues du problème dans le
vecteur X pour obtenir le système suivant :

AX = B (2.28)

où A est une matrice N2, pleine et non symétrique, issue de la réorganisation de H.
X est un vecteur contenant les inconnues du problème et B une matrice obtenue en
multipliant la matrice issue de la réorganisation de G par le vecteur des conditions aux
limites C.

Résolution du système linéaire Il existe deux grandes méthodes pour l’inversion
numérique d’une matrice : les méthodes itératives (e.g. Gauss-Seidel) et les méthodes
directes (e.g. élimination de Gauss). Les méthodes itératives sont particulièrement
adaptées aux matrices creuses et de grande dimension, comme c’est le cas dans la
méthode des éléments finis qui manipulent des matrices par bande. Pour inverser les
matrices pleines obtenues dans la méthode BEM, le choix d’une méthode directe est
recommandé. Nous appliquons donc au système (2.28) un algorithme de décomposition
LU, en faisant appel à la bibliothèque LAPACK (Linear Algebra Package) de MATLAB®.

2.2.2.2 Calcul aux points internes

Si nécessaire, le calcul des champs de pression et de vitesse aux points internes
peut être réalisé en post-traitement, à l’issue de la détermination des inconnues à la
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frontière. Les intégrales frontières à calculer peuvent être évaluées par une quadrature
de Gauss si le point interne n’est pas trop près de la frontière. Dans le cas contraire,
une intégrale « presque singulière » apparaît : des schémas d’intégration spécifiques
sont alors recommandés (cf. section 2.2.2.1). Les procédures sont développées dans les
algorithmes D.5, D.6 et D.7.

Pression interne L’application de la relation de Somigliana discrétisée (2.25) au
point S conduit à la détermination de la pression comme suit :

p(S) =
N∑
j=1

[∫
Γj
p?(M,S)dΓj(M)

]
q(M j)

−
N∑
j=1

[∫
Γj
q?(M,S)dΓj(M)

]
p(M j) (2.29)

où p? est la fonction de Green et q? le flux normal associé à p?.

Gradient de pression interne Le gradient de pression interne est obtenue en
dérivant (2.29) au point S :

−→
∇Sp(S) =

N∑
j=1

[∫
Γj

−→
∇Sp?(M,S)dΓj(M)

]
q(M j)

−
N∑
j=1

[∫
Γj

−→
∇Sq?(M,S)dΓj(M)

]
p(M j) (2.30)

où −→∇Sp? et −→∇Sq? sont les gradients de p? et q? évalués au point source S. Les expressions
sont développées dans l’annexe C. Une fois le gradient de pression interne déterminé,
l’application de la loi de Darcy conduit aux vitesses internes.

2.2.2.3 Prise en compte de la gravité

La contribution de la gravité peut être négligée lorsque le gradient de pression
associé au procédé est prépondérant devant le terme ρg. Cette hypothèse reste valable
pour la majorité des procédés RTM, dans lesquels les pressions d’injection peuvent
atteindre 10 bars, ainsi que pour les pièces de petites dimensions. En revanche pour les
procédés d’infusion, l’effet de la gravité peut être important car la différence de pression
est limitée à la pression atmosphérique, et les dimensions des pièces peuvent atteindre
plusieurs mètres.

La gravité, et plus généralement toute force dérivant d’un potentiel, peut être prise
en compte en introduisant une pression modifiée [97] définie comme suit :

p̂ = p+ ρgz (2.31)

où p̂ est la pression modifiée, p la pression liée au procédé, z la coordonnée verticale, ρ
la masse volumique du fluide et g l’accélération de la pesanteur. Dans la méthode BEM,
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la technique de résolution reste inchangée en substituant p̂ à p dans les équations du
mouvement. Nous définissons donc le flux modifiée q̂ associé à p̂, comme suit :

q̂ = k
−→
∇ p̂.~n (2.32)

En pratique, seules les conditions aux limites en pression sont modifiées, nous superpo-
sons le terme hydrostatique à la pression p imposée par le procédé :

∀M ∈ Γp, p̂ = p+ ρgz (2.33)
Un exemple d’application est détaillé dans le chapitre 3.

2.2.3 Validation des solveurs et étude de sensibilité au maillage
Les solveurs BEM 2D et 3D sont validés sur des écoulement de Darcy radiaux et

isotropes, pour lesquels les solutions analytiques sont connues. En faisant varier la
densité du maillage frontière, nous calculons l’écart entre la solution analytique et la
solution numérique, d’abord à la frontière, puis en un point interne défini au milieu du
domaine de calcul.

2.2.3.1 Écoulement radial 2D

Le domaine considéré est une couronne de rayon intérieur a et de rayon extérieur
b, nous utilisons un repère polaire pour décrire la position d’un point dans la matière
(figure 2.6). Les pressions imposées sur les parois interne et externe sont notées pa et
pb, avec pa > pb pour un un écoulement sortant. Les valeurs numériques utilisées sont
données dans le tableau 2.1, les paramètres rhéologiques correspondent à des grandeurs
représentatives des procédés d’injection.

En milieu isotrope, les champs de pression et de vitesse sont axisymétriques, le
calcul des solutions analytiques est détaillé en annexe B. La pression dans le domaine
est donnée par :

p(r) = pa − (pa − pb)
ln r

a

ln b
a

(2.34)

La vitesse, radiale, s’exprime comme suit :

vr(r) = k

µε

(pa − pb)
r ln b

a

(2.35)

Pour des raisons de symétrie, le calcul est réalisé sur un quart du domaine. Les
conditions aux limites imposées sont données sur la figure 2.6 (b), les plans de symétrie
sont modélisés par une vitesse normale nulle. Nous avons discrétisé le domaine en
utilisant quatre maillages frontières différents, comportant 15, 32, 65 et 131 éléments.

a [m] b [m] pa [Pa] pb [Pa] µ [Pa.s] k [m2] ε [%]
6.10−3 1.10−2 5.105 1.105 1.10−1 1.10−10 50

Tableau 2.1. Paramètres utilisés pour la simulation des écoulements de Darcy radiaux,
en 2D et 3D
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Mra

b

θ

~e10

~e2

~er

~eθ

(a) Géométrie et repère polaire

~v.~n = 0

~v.~n = 0

p = pa

p = pb

(b) Domaine de calcul et conditions aux limites

15 éléments 32 éléments 65 éléments 131 éléments
(c) Maillages frontières et définition du point interne

Figure 2.6. Écoulement 2D de Darcy : géométrie, conditions aux limites, et maillages
frontières

Résultats Pour chaque maillage, nous avons calculé l’écart entre les solutions analy-
tiques et les résultats numériques pour évaluer l’erreur en pression et en vitesse. Nous
avons procédé ainsi pour les champs à la frontière (erreur moyenne sur la frontière), et
les champs au point interne (erreur locale). Les résultats de l’étude paramétrique sont
résumés dans les graphes (a) et (b) de la figure 2.7.

On constate un bon accord général avec la solution analytique, et un gain de précision
avec le raffinement du maillage. Même si l’ordre d’interpolation (constant) est le même
pour les deux champs, le niveau de précision obtenu pour la pression est supérieur à
celui obtenu pour la vitesse. Ceci s’explique par les variations rapides de la vitesse en
O(1

r
), comparée à la pression qui varie en O(ln 1

r
). En particulier, nous obtenons pour

le calcul à la frontière :
– 5,3 % d’erreur en vitesse et 3,7 % en pression avec le maillage le plus grossier,
– 0,4 % d’erreur en vitesse et 0,2 % en pression avec le maillage le plus fin.

Au point interne, nous avons obtenu une meilleure précision pour tous les maillages,
notamment :

– 2,9 % d’erreur en vitesse et 1,7 % en pression avec le maillage le plus grossier,
– 0,2 % d’erreur en vitesse et 0,03 % en pression avec le maillage le plus fin.
Dans notre implémentation, la phase d’assemblage constitue environ 85 % du temps

CPU. Comme il existe une inconnue scalaire par nœud, la complexité de l’assemblage
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Figure 2.7. Étude paramétrique BEM sur la taille de maille (Darcy 2D)

est en O(N2), où N désigne le nombre d’éléments. Les temps de calcul évalués pour
chaque cas sont donnés figure 2.7. A titre d’exemple, le calcul complet sur le maillage
frontière de 131 éléments est réalisé en 0,27 s CPU (PC 2,26 GHz / 1,93 Go RAM),
dont :

– 0,24 s allouées à l’assemblage,
– 0,03 s allouées à l’inversion du système,
– 2 ms allouées au calcul au point interne.

Le temps CPU dédié au calcul au point interne est dérisoire, car la complexité de
l’algorithme est en O(N) par inconnue scalaire.

2.2.3.2 Écoulement radial 3D

Nous considérons cette fois une sphère creuse de rayon intérieur a et de rayon
extérieur b. Les pressions imposées sur les faces interne et externe sont notées pa et
pb, avec pa > pb pour un écoulement sortant. Les valeurs numériques, données dans le
tableau 2.1, sont identiques à celles employées pour le cas 2D.

On montre que l’écoulement est axisymétrique, les solutions analytiques sont dé-
taillées en annexe B. L’expression du champ de pression est donnée comme suit :

p(r) = pa + (pb − pa)
1
a
− 1

r
1
a
− 1

b

(2.36)
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(a) Géométrie et repère sphérique

~v.~n = 0

p = pa

~v.~n = 0~v.~n = 0

p = pb

(b) Domaine de calcul et conditions
aux limites

194 éléments 370 éléments 736 éléments 1 526 éléments
(c) Maillages frontières

Figure 2.8. Écoulement 3D de Darcy : géométrie, conditions aux limites, et maillages
frontières

La vitesse radiale s’écrit :

vr = k

µε

(pa − pb)
r2
(

1
a
− 1

b

) (2.37)

En mettant à contribution la symétrie par rotation, nous avons réduit l’étude à un quart
de domaine pour réaliser le calcul, les conditions aux limites imposées sont données
figure 2.8. Les quatre maillages frontières utilisés dans l’étude paramétriques ont été
réalisés sous IDEAS®, ils comportent respectivement 194, 370, 736 et 1 526 éléments.

Résultats Nous avons comparé, comme précédemment, les numériques aux solutions
analytiques en évaluant l’erreur relative pour chaque maillage frontière, d’abord à la
frontière, puis au point interne défini au milieu du domaine de calcul (figure 2.9).

L’accord est bon, même pour les maillages les plus grossiers qui impliquent des ap-
proximations géométriques importantes. Le raffinement du maillage améliore nettement

67



Chapitre 2. Modélisation BEM de l’écoulement à l’échelle du procédé

la précision des résultats. Pour les mêmes raisons que celles évoquées précédemment, le
niveau de précision obtenu pour la pression, qui varie en O(1

r
), est supérieur à celui

obtenu pour la vitesse qui varie en O( 1
r2 ). Un raffinement local autour de la paroi interne

permettrait d’approximer les variations rapides de la vitesse avec plus de précision.
Nous avons obtenu à la frontière :

– 6,4 % d’erreur en vitesse et 4,7 % en pression avec le maillage le plus grossier,
– 2,9 % d’erreur en vitesse et 1,1 % en pression avec le maillage le plus fin.

Au point interne, le niveau de précision atteint est encore meilleur, avec notamment :
– 6,1 % d’erreur en vitesse et 3,4 % en pression avec le maillage le plus grossier,
– 0,5 % d’erreur en vitesse et 0,1 % en pression avec le maillage le plus fin.
Nous avons par ailleurs procédé à une évaluation des temps de calcul, qui suivent la

même complexité que dans le cas 2D, c’est à dire :
– O(N2) pour l’assemblage des matrices G et H intervenant dans le calcul à la

frontière,
– O(N) pour le calcul d’une inconnue au point interne.

Sur un PC 2,26 GHz / 1,93 Go RAM, le calcul complet sur le maillage comportant
1 526 éléments frontières est réalisé en 2,8 s, dont

– 2,4 s allouées à l’assemblage,
– 0,4 s allouées à l’inversion du système,
– 3 ms allouées au calcul au point interne.
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Figure 2.9. Étude paramétrique BEM sur la taille de maille (Darcy 3D)
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2.3 Traitement de l’avancée du front

2.3.1 Formalisme de la méthode Level Set
Le formalisme de la méthode Level Set a été développé par Osher et Sethian [85], suite

aux travaux de Sethian [112, 113] sur la propagation d’un front de flamme. La méthode
a ensuite été appliquée à différents domaines mettant en jeu des interfaces mobiles,
comme l’imagerie médicale [114], la robotique [115], la science des matériaux [116], la
géophysique [117], la chimie [118], ou la mécanique des fluides [92, 119, 120]. Le principe
de la méthode, bien documentée dans [121], est de décrire l’interface Γ comme l’ensemble
de niveau 0 d’une fonction distance signée dépendant de l’espace et du temps :

Γ(t) = {M ∈ Rn/φ(M,t) = 0} (2.38)

où M désigne un point fixe, n est la dimension du problème et φ la fonction Level Set.
Par convention, la distance est définie négative à l’intérieur du domaine, positive à
l’extérieur :

φ(M,t) =
{
−d(M,Γ(t)) si M ∈ Ω(t) (2.39a)
+d(M,Γ(t)) si M 6∈ Ω(t) (2.39b)

où d(M,Γ(t)) désigne la distance euclidienne du point M à la frontière Γ(t).
Le champ de distance signée obéit à une équation de transport pour l’isovaleur 0,

donnée comme suit :

∀M ∈ Γ, ∂φ

∂t
(M,t) + ~v(M,t).−→∇φ(M,t) = 0 (2.40)

où ~v est la vitesse de l’interface. Une formulation en vitesse normale peut être obtenue
en utilisant l’expression de la normale ~n =

−→
∇φ
|
−→
∇φ|

qui conduit à :

∀M ∈ Γ, ∂φ

∂t
(M,t) + vn(M,t)|−→∇φ|(M,t) = 0 (2.41)

On montre que (2.41) peut être généralisée sans contrainte sur Ω̂ (domaine étendu) en
définissant une vitesse « étendue » à tous les ensembles de niveaux, qui n’a en pratique
pas de sens physique en dehors de la frontière. L’introduction d’une condition initiale
sur la fonction Level Set conduit finalement au problème d’évolution suivant, régit par
les équations Level Set :

∀M ∈ Ω̂,


∂φ

∂t
(M,t) + F |

−→
∇φ| = 0 (2.42a)

φ(M,t0) = φ0 (2.42b)

où Ω̂ désigne le domaine dans lequel la résine Ω(t) s’écoule (i.e. le moule) et F est la
vitesse normale étendue dans Ω̂.
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Figure 2.10. Organisation du calcul de remplissage

2.3.2 Couplage Level Set / BEM
2.3.2.1 Organisation générale du calcul

Le remplissage est divisé en un nombre fini d’états quasi-statiques, sur lesquels un
calcul BEM est réalisé pour alimenter un solveur level set. Une fois la frontière localisée,
elle est maillée à chaque pas de temps. Ceci est répété jusqu’à la fin du remplissage
ou l’arrêt du calcul. L’organigramme du programme, que nous avons baptisé LCMBE
(« Liquid Composite Molding Boundary Element »), est donné figure 2.10. Pour des
raisons historiques [96, 122], nous avons implémenté LCMBE sous MATLAB®, qui offre
un environnement de développement puissant, doté de bibliothèques de calcul comme
LAPACK [123] et de fonctionnalités graphiques avancées pour la visualisation 2D et
3D. Une description des grandes lignes du programme est donnée ci-après, le lecteur
pourra se référer à l’annexe G pour une présentation plus détaillée du logiciel.

Pré-traitement Dans le module de pré-traitement l’utilisateur importe le maillage
de la préforme que nous appellerons « grille de fond », définit les points d’injection
et les paramètres du procédé. La mise en donnée est complétée par l’initialisation du
remplissage qui fournit le premier maillage frontière (nous procédons à un calcul direct
de la distance signée aux points d’injection). A l’issue du pré-traitement, deux maillages
sont stockés : la grille de fond, utilisée tout au long du calcul pour actualiser la frontière,
et le maillage frontière décrivant le front de résine, qui sera successivement généré puis
détruit à chaque itération pour supporter le calcul BEM.
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Affectation des conditions aux limites Les conditions aux limites sont affectées
en examinant la position des éléments frontières dans la grille de fond. Les zones
stratégiques (parois du moule, frontière des obstacles internes, points d’injection) sont
identifiées automatiquement par le programme qui impose pour chaque élément la
condition limite correspondante.

Calcul BEM à la frontière Le solveur BEM prend en charge le calcul des inconnues
à la frontière, en utilisant le maillage frontière et les conditions aux limites. L’assemblage
du système linéaire et son inversion occupe environ 70% du temps CPU du programme.
À l’issue du calcul, la pression et la vitesse normale sont déterminées à la frontière.
Même si seule la vitesse normale est utilisée par la suite pour actualiser la frontière,
nous procédons à une sauvegarde des deux champs pour post-traiter ultérieurement les
résultats aux points internes.

Actualisation de la fonction Level Set La vitesse normale à la frontière est dans
un premier temps étendue sur la grille de fond, puis introduite dans les équations Level
Set (2.42a) et (2.42b), dont la résolution conduit à l’actualisation de la distance signée
(section 2.3.2.2). Le traitement de l’étanchéité et la question de la ré-initialisation est
abordée section 2.3.2.2. Cette dernière notion est importante car elle assure un maintien
de la distance signée qui tend à se dégrader au cours des itérations. La nouvelle position
de la frontière, implantée dans l’isovaleur 0 de la fonction Level Set est alors prête à
être maillée.

Génération du maillage frontière Le maillage de la frontière dépend de la dimen-
sion du problème, nous utilisons les algorithmes Marching Triangles (2D) ou Marching
Tetrahedra (3D). La méthode est détaillée dans la section 2.3.3, l’idée directrice est
d’interpoler le long des arêtes de la grille de fond l’isovaleur 0, qui fournit la position
des nœuds frontières (figure 2.11). La connectivité est ensuite calculée par l’examen
des signes de la fonction Level Set sur chaque cellule. Nous sauvegardons à chaque
itération le maillage frontière ainsi généré : il décrit explicitement la position du front
et permettra de reconstituer le scénario du remplissage.

Détection de la fin du remplissage Les quatre dernières étapes sont répétées
jusqu’à ce que la préforme soit entièrement remplie. A cet instant la fonction Level
Set est négative en tout point de la grille, ce qui est facilement repérable par un test
numérique. Le rapport du nombre de nœuds « mouillés » sur le nombre de nœuds
« secs » constitue un bon indicateur du niveau de remplissage de la pièce, permettant à
l’utilisateur d’évaluer l’avancement du calcul.

Post-traitement En fin de calcul le post-traitement permet à l’utilisateur de visuali-
ser les résultats. La lecture des données sauvegardées fournit le schéma du remplissage
et les champs de vitesse normale et de pression à la frontière. L’information à l’intérieur
du domaine nécessite un nouveau calcul qui est réalisé en temps réel par le programme.
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Figure 2.11. Configuration du domaine de calcul à l’instant t et t+dt

2.3.2.2 Détails complémentaires sur le traitement de l’avancée du front

Discrétisation temporelle des équations Level Set Il existe plusieurs méthodes
pour la discrétisation temporelle des équation Level Set (2.42a) et (2.42b), comme les
schémas d’Euler, de Runge-Kutta ou d’Adams-Bashforth [124]. Nous avons implémenté
un schéma d’Euler explicite, précis à l’ordre 1, pour sa simplicité : la fonction Level Set
à l’instant ultérieur est déduite de la valeur à l’instant courant par la relation suivante :

φ(M,t+ ∆t) = φ(M,t)− F (M,t)|−→∇φ(M,t)|∆t(t) (2.43)

où ∆t est le pas de temps. La valeur initiale de la fonction Level Set, φ0, est évaluée dans
la phase de pré-traitement par un calcul direct de la grille de fond au maillage frontière.
Comme le schéma employé est explicite, la stabilité est soumise à des conditions sur le
pas de temps. Nous utilisons la condition de stabilité de Courant-Friedrichs-Levy, qui
restreint le mouvement de la frontière à une cellule de la grille de fond sur un incrément
de temps. Le pas de temps est calculé à chaque incrément comme suit :

∆t(t) = cfl
δ

max vn(t) (2.44)

où δ est la dimension de la plus petite arête de la grille, cfl le nombre de Courant-
Friedrichs-Levy compris entre 0 et 1, et max vn la vitesse normale maximale à la
frontière.

Évaluation de F et extrapolation des vitesses L’évaluation de F est réalisée
par extrapolation des vitesses à la frontière, comme suggéré par Malladi et al. [125].
Le principe est d’attribuer en chaque point de la grille la vitesse normale de l’élément
frontière le plus proche.
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Évaluation de |−→∇φ| et ré-initialisation L’initialisation de la fonction Level Set
par la distance signée garantit |−→∇φ0| = 1. En revanche, l’actualisation de φ tend à
dégrader la distance signée. Dans le but d’assurer son maintien nous procédons à
une ré-initialisation à chaque incrément de temps permettant de restituer la propriété
|
−→
∇φ(M,t)| = 1. Cette étape est réalisée par un calcul explicite de la distance signée au
maillage frontière.

Implémentation du contact La méthode Level Set manipule directement les chan-
gements topologiques apparaissant lorsque plusieurs fronts fusionnent. Cependant ceci
ne garantit pas la non-pénétration de la résine aux parois étanches. Cette condition est
traitée en utilisant une autre Level Set fixe décrivant la frontière de la cavité. À chaque
pas de temps, la Level Set de la frontière mobile est corrigée en réalisant l’opération
suivante, correspondant à une intersection de domaines [99] :

φ = max(φ,φm) (2.45)

où φm est la distance signée aux parois étanches du moule.

2.3.3 Génération du maillage frontière
La technique utilisée est dérivée de l’algorithme des Marching Cubes, une des

méthodes les plus populaires dans les problèmes d’extraction d’isosurface. Il s’agit d’une
technique de triangulation surfacique introduite en 1987 par Lorensen et Cline [126].
Initialement développée pour l’imagerie médicale, elle a été par la suite largement
employée pour diverses applications de visualisation scientifique.

La méthode développée par Lorensen et Cline repose sur la discrétisation de la
scène par des cubes régulièrement répartis dans l’espace. Les niveaux de densité, définis
aux sommets des cubes, sont comparés à un seuil définissant l’isosurface. L’extraction
est réalisée en examinant successivement l’état de chaque cube, dont les sommets ont
été définis à intérieur ou à l’extérieur de l’objet. En considérant que chaque sommet
peut prendre deux états différents, il existe 256 (28) cas d’intersection à l’intérieur
d’un cube. En exploitant les invariances par rotation, les symétries de réflexion et
symétries miroir, le nombre de cas est réduit à 15 configurations de référence réunies
dans une table (figure 2.12). Les points d’intersection, définissant les sommets des
triangles, sont interpolés linéairement le long des arêtes reliant deux points de part et
d’autre de la frontière. La connectivité de la triangulation dans le cube est établie en se
référant à la topologie correspondante. Finalement, le maillage surfacique est obtenu par
assemblage des facettes ainsi générées dans les volumes élémentaires. Un grand nombre
de contributions ont suivi ces travaux, visant principalement à améliorer la qualité de
l’extraction, limiter le nombre de triangles générés et optimiser la recherche des cellules
intersectées. Une revue de littérature présentant l’algorithme et les évolutions récentes
est proposée par Newman et Yi [127].

Nous nous sommes intéressés aux méthode de type Marching pour la génération
du maillage frontière. Notre choix s’est porté sur une extension des Marching Cubes
utilisant comme volume élémentaire le tétraèdre. Cette variante appelée « Marching

73



Chapitre 2. Modélisation BEM de l’écoulement à l’échelle du procédé������������	�
�����	���������
����	���	����
�	����
�����	��������������
���	������	�	������������������	������	���������	����
�	�
��	�������
�����	��������������
���� !"!#$%&'(')'*+������	����,-
�	����
�����
���.����������
������
����	������������	���/��	�����
���0��0
�����
�	��	����		�����������������
�������
��������1
�����������������������������������������	��/��	���������23�4354666431�7���	��������
����	����
�
��������89:��������������/�����������������������;�����<��=�������������
����������	���<��������������
��	�����
����
�
�������>?�����	�������	����<�������89?@�	��	��	���<�������89?$�A	�
�������
�	���	��	�	�����
���������BC%:D$����
���������	�����	�����
����
����
�	��������������
����
����������	����	
����	�	���,-�����
����	�	�
�	���������	���������	�0���	���������
����	��������	��������������������
����	������	������
������	�����������������������	��/��	������������0���
��	�������E�	
���
����������������
�����
���
�	�����������<�����	���<�����������5FGH5IJ�����������<�	��
�	���������
����K�
�
������<�	��
�	�����	
�����
���0��������
��	�����
���	������	������
�	�������	��L�������������	���� ,- 
�	��������M�
�����	��������	��������������
���������	�����F���<�	��
�	������-����3�	�N3���O$P$C%:D$)+@+11$%O:C����
������8���������	9:�	3�����������������<�	�����������8����������������	9:�	 N3������M�
��������������

������	������
���Q��������
��	�����
���	���������	�����
�	����	������������
����R�	�RS��	T���U�V	��������
��
�����������	������<�������
���-�������������M�
��������������
�����������
���Q��������
��	�����
���	������	����
����3�	�N3���O'%B%:'WB))+@+11$%O:C����������������������������	�X���
�����	���������3����	������3���	�� ����	�����	�	���
�������<�	�����
����	�0�����������8�������	9:�����	��
����������<�	�����������������	9:�	 N3����
����R�	�RX �	T���U����������	������������
�Y������	������������

���������/������	�
���Q��������
��	�����
���	������	� ����������	������	���������	�������������	�	����	���������	X������F�	�/��
���Q��������
��	�����
���	�
�	������������������	
�	������	�����������������������������	 �	 T���F�Z�������������������
��
���	������	���T���F����
������������������	����,-[5\����������������������T����
��
�	�����������	����,-��
���.����	������	�����
��	���������
�������	�]���	��	�	�-��	�[5\��������
���.����	�	�����0���	����
�
�������������
�����������	������������	���������
����	��������������	���
�����������������F�	�����
���	�����������	����<0���������������M�	�������������
����	��,-�����������������������	��	�0���������
�
�	�����������������������	����������
����������[5̂�5�\�	���8����	�������
�����������	���������������������
�Q�����	�����
���	��
����	�
�	������0�����������������8�

���
����	��	�	����������	��
�	�/���E��	����,-���������	����	����������	��������������	�����
���	���	������
��	�����
��������V���	��0��	�������>����	����	��9@�	�9$������
�������������_@�	�_$������
����������	����	�	��������;������
����	���	�����
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Figure 2.12. Marching Cubes : configurations de référence (d’après [127]). Les éléments
frontières (triangles) sont représentés en pointillés, les arêtes comportant un seul point
noir correspondent à un changement d’état.

Cas 0 1 2 3 4 5 6 7 8
États 0 - - - - + + + +

0 - - + + - - + +
0 - + - + - + - +

Config. 0? 0 1 1 1 1 1 1 0

Tableau 2.2. Marching Triangles : cas possibles et configurations associées

Tetrahedra » a été introduite par Shirley et Tuchman dans [128] en 1990. Elle présente
plusieurs avantages :

– le nombre de cas à traiter est considérablement réduit (24=16 cas), en raison de
la diminution du nombre de sommets,

– la triangulation est robuste, contrairement aux Marching Cubes standards qui
peuvent générer des défauts (trous) liés à la présence de cas ambigus.

Nous avons appliqué la méthode à des maillages libres, dans le but de faciliter la
discrétisation de la préforme, les maillages tétraédriques étant supportés par la majorité
des mailleurs actuels. Nos premiers développements ont portés sur une version 2D que
nous appellerons Marching Triangles, utilisant comme cellule élémentaire le triangle.
Nous avons dans un second temps développé la version 3D. Ces travaux ont été réalisés
en collaboration avec B. Cosson (École des Mines de Douai).

2.3.3.1 Marching Triangles

États « + » et « - » Pour chaque triangle de la grille, nous définissons aux sommets
deux états possibles, notés « + » ou « - » suivant le signe de la Level Set :

– à l’intérieur du domaine, le point est étiqueté « - »,
– à l’extérieur du domaine, le point est étiqueté « + ».

Ceci fournit 23=8 cas possibles numérotés de 1 à 8 dans le tableau 2.2.
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Config. 0 Config. 0? Config. 1

Figure 2.13. Marching Triangles : configurations de référence. Les éléments frontières
(segments) et leurs nœuds sont représentés en gris, les arêtes reliant un point blanc à
un point noir indiquent un changement d’état +↔ −.

État « 0 » L’état « 0 », correspondant à une Level Set nulle, n’intervient pas explici-
tement dans le dénombrement des cas : nous traitons tout point situé sur la frontière
comme s’il était à l’intérieur du domaine. Une attention particulière doit alors être
portée aux éléments dégénérés (extrémités confondues) à exclure du maillage frontière.

Cas additionnel Le cas 0 apparaissant dans le tableau 2.2 est un cas particulier que
nous avons introduit pour autoriser le remplissage des triangles dans les coins de la
grille, lorsque les trois nœuds sont simultanément à l’état « 0 ». En association avec
la configuration 1, un élément double est alors généré à l’intérieur du moule : ils sont
automatiquement supprimés en fin de routine.

Interpolation linéaire Les coordonnées des nœuds frontières sont calculées par
interpolation linéaire de l’isovaleur 0 le long des arêtes intersectées.

Normales sortantes Les normales sortantes aux éléments frontières sont calculées
en repérant dans le triangle un sommet à l’extérieur : nous procédons à un test par
produit scalaire pour vérifier que l’orientation est correcte.

Bilan En mettant à contribution les symétries, les 9 cas ainsi définis (23+1) sont réduits
à 3 configurations de référence (tableau 2.2 et figure 2.13). La méthode implémentée
est décrite dans l’algorithme D.11.

2.3.3.2 Marching Tetrahedra

La méthode des Marching Tetrahedra est une extension directe des Marching
Triangles, nous nous contenterons donc d’une description rapide, et renvoyons le lecteur
à l’algorithme D.12 pour plus de détails.

Comme précédemment, les états « + » et « - » sont utilisés pour dénombrer les cas
possibles, auxquels nous rajoutons le cas 0 destiné à traiter le remplissage des tétraèdres
dans les coins. Nous considérons donc 17 cas possibles (24+1), réduits à 4 configurations
de référence données dans le tableau 2.3 et représentées figure 2.14.
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Cas 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
États 0 - - - - - - - - + + + + + + + +

0 - - - - + + + + - - - - + + + +
0 - - + + - - + + - - + + - - + +
0 - + - + - + - + - + - + - + - +

Config. 0? 0 1 1 2 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 1 0

Tableau 2.3. Marching Tetrahedra : cas possibles et configurations associées

Config. 0 Config. 0? Config. 1 Config. 2

Figure 2.14. Marching Tetrahedra : configurations de référence. Les éléments frontières
(triangles) et leurs nœuds sont représentés en gris, les arêtes reliant un point blanc à un
point noir indiquent un changement d’état +↔ −.

2.3.3.3 Régularisation du maillage

La méthode de maillage employée, aussi bien en 2D qu’en 3D, fournit un maillage
frontière consistant. Néanmoins, le principal inconvénient est la grande quantité d’élé-
ments présents comparée à la complexité géométrique de l’objet. La plupart des éléments
superflus sont de petite taille, et présentent généralement un mauvais « aspect ratio ».
Ces éléments sont créés au voisinage d’un sommet et correspondent de ce fait à de
faibles valeurs de la fonction Level Set. L’objectif de la régularisation est de conserver
l’approximation géométrique en éliminant ces éléments superflus. Les bénéfices sur le
calcul sont les suivants :

– gain en précision lié à l’amélioration de l’aspect ratio des éléments,
– gain en temps de calcul dans les phases d’assemblage et résolution.

On distingue dans la littérature deux approches visant à régulariser un maillage de type
Marching :

– les méthodes de perturbation des données volumiques,
– les méthodes de correction explicites du maillage.

Nous avons opté pour la méthode de perturbation car elle permet d’agir en pré-
traitement, ce qui simplifie considérablement la mise en œuvre. L’idée directrice, intro-
duite par Seungtaik et Koo [129] est de repositionner tout nœud situé dans un voisinage
proche d’un sommet sur le sommet lui-même (figure 2.15). Ce voisinage est défini par
une tolérance de la fonction Level Set, notée εφ, qui peut être typiquement choisie de
l’ordre de 1/5 de la longueur de la plus petite arête de la grille. En pratique, avant
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~e1

~e2

0
(a) Marching Triangles standards

~e1

~e2

0

εφ

(b) Marching Triangles régularisés

Figure 2.15. Illustration du procédé de régularisation dans les Marching Triangles

de procéder au maillage de la frontière, nous attribuons la valeur 0 à toute Level Set
inférieure à la tolérance εφ. La procédure est décrite dans l’algorithme D.10.

2.3.3.4 Test et validation sur des objets de référence

Les méthodes implémentées ont été testées sur un cercle et une sphère, en utilisant
les expressions analytiques de la distance signée. Nous avons étudié l’influence de la
grille de fond sur le maillage obtenu.

Marching Triangles

Distance signée à un cercle Soit C (O,R) le cercle de rayon R centré à l’origine.
Le contour peut être défini de manière implicite par :

C =
{

(x1,x2) ∈ R2/φ(x1,x2) = 0
}

(2.46)

où φ est la distance signée à C, dont l’expression analytique est donnée comme suit :

φ(x1,x2) =
√
x2

1 + x2
2 −R (2.47)

Grilles de fond Nous avons immergé un cercle de rayon R =1 mm, centré à
l’origine, au milieu d’un carré de côté 2,5 mm en utilisant l’expression (2.47). Nous
utilisons quatre grilles de fond différentes pour étudier l’influence de la taille de maille
sur le cercle obtenu. Les maillages représentés figure 2.16 (a), ont été réalisés sous
IDEAS®. Ils comportent respectivement 56, 228, 894 et 3 586 triangles.

Résultats Les maillages frontières obtenus pour chacune des grilles sont donnés
dans la figure 2.16 (b) et (c). Il est clair que le raffinement de la grille conduit à une
meilleure approximation du cercle et une augmentation du nombre d’éléments frontières.
Ce résultat est dû à l’augmentation du nombre d’arêtes intersectées au voisinage du
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56 triangles 228 triangles 894 triangles 3 586 triangles
(a) Grilles de fond

1©

28 éléments

2©

51 éléments 108 éléments 220 éléments
(b) Méthode des Marching Triangles

1©

20 éléments

2©

46 éléments 94 éléments 188 éléments
(c) Méthode des Marching Triangles régularisés

Figure 2.16. Marching Triangles : cercle immergé dans un carré

cercle. Pour la procédure de régularisation (figure 2.16 (c)), nous avons utilisé une
tolérance εφ égale à 1/5 de la plus petite arête de la grille. Ceci conduit à une réduction
moyenne du nombre d’éléments de 16 %, les effets de la régularisation sont visibles dans
les zones 1© et 2©.

Nous avons calculé l’écart moyen au cercle, défini comme suit :

E(C) = 1
N

N∑
i=1
|R2

i −R| (2.48)

où N désigne le nombre d’éléments frontières et Ri la distance de l’origine au centre
de l’élément frontière i. Pour les Marching Triangles standards (respectivement ré-
gularisés), l’écart maximal, obtenu avec le maillage le plus grossier, s’élève à 14,3 %
(respectivement 23,6 %). L’écart minimal, obtenu avec le maillage le plus fin, atteint
0,025 % (respectivement 0,057 %), cf. figure 2.17. Ceci montre un bon accord général,
et confirme la légère dégradation du contour par la perturbation de la distance signée
dans la version régularisée.
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Figure 2.17. Comportement des Marching Triangles en fonction de la densité de la
grille de fond (temps CPU évalés sur Intel® Core™2 Duo Processor P8400 2,26 GHz
/1,93 Go RAM)

Le raffinement de la grille conduit à une augmentation du temps de calcul pour
deux raisons :

– le nombre d’éléments frontières à générer est plus important,
– le nombre de cellules à inspecter est plus important.

Le temps d’exécution dépend en grand partie du nombre d’éléments frontières générés,
et dans une moindre mesure du nombre de cellules dans la grille. La version régularisée
est donc légèrement plus rapide que la version standard, capable de produire environ
400 000 éléments par seconde sur un PC 2,26 GHz /1,93 Go RAM.

Marching Tetrahedra

Distance signée à une sphère Nous considérons maintenant S (O,R) la sphère
de rayon R centrée à l’origine, dont la surface peut être définie comme suit :

S =
{

(x1,x2,x3) ∈ R3/φ(x1,x2,x3) = 0
}

(2.49)

avec φ la distance signée à S, donnée par l’expression suivante :

φ(x1,x2,x3) =
√
x2

1 + x2
2 + x2

3 −R (2.50)
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736 tétraèdres 4 725 tétraèdres 27 050 tétraèdres 142 154 tétraèdres
(a) Grilles de fond

1©

418 éléments

2©

1 318 éléments 3 404 éléments 6 970 éléments
(b) Méthode des Marching Tetrahedra

1©

234 éléments

2©

946 éléments 2 470 éléments 5 934 éléments
(c) Méthode des Marching Tetrahedra régularisés

Figure 2.18. Marching Tetrahedra : sphère immergée dans un cube

Grilles de fond La sphère, de rayon R =1 mm et centrée à l’origine, est immergée
au milieu d’un cube de côté 2,5 mm en utilisant l’expression (2.50). Les quatre grilles
de fond utilisées dans l’étude paramétrique sont représentées sur la figure 2.18 (a) : elles
comportent respectivement 736, 4 725, 27 050 et 142 154 tétraèdres, et ont été réalisées
sous IDEAS®en utilisant des maillages tétraédriques libres.

Résultats Les maillages frontières obtenus pour chacune des grilles sont regroupés
dans la figure 2.18 (b) et (c), les graphes associés sont donnés dans la figure 2.19. Les
tendances observées sont très proches de celles obtenues avec les Marching Triangles, à
savoir :

– L’écart entre la surface analytique et la surface numérique diminue par un raffine-
ment de la grille. Nous avons calculé, en utilisant l’expression (2.48), un écart de
35,1 % pour la grille la plus grossière et 0,21 % pour la grille la plus fine.
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Figure 2.19. Comportement des Marching Tetrahedra en fonction de la densité de la
grille de fond (temps CPU évalés sur Intel® Core™2 Duo Processor P8400 2,26 GHz
/1,93 Go RAM)

– La régularisation diminue le nombre de triangles générés (réduction moyenne de
28 %), mais dégrade légèrement la surface. Nous avons utilisé comme précédemment
une tolérance εφ égale à 1/5 de la longueur de la plus petite arête. Dans ces
conditions, l’écart est de 37,6 % pour la grille la plus grossière et 0,22 % pour
la grille la plus fine. Les effets de la régularisation sont mis en évidence dans les
zones 1© et 2© de la figure 2.18.

– Les temps de calcul dépendent en grande partie du nombre d’éléments générés, le
nombre de cellules dans la grille jouant un rôle mineur. La routine de maillage
3D est plus coûteuse qu’en 2D, car la génération d’un triangle est plus complexe
que la génération d’un segment. Notre implémentation permet actuellement de
générer environ 40 000 éléments par seconde sur un PC 2,26 GHz /1,93 Go RAM.
Nous estimons qu’elle peut atteindre sans difficulté 50 000 éléments par seconde
en optimisant la gestion des cas.

Conclusion
Nous avons présenté dans ce chapitre le modèle d’écoulement isotherme régissant le

remplissage de la préforme (supposée indéformable). Il repose sur la loi de Darcy, bien
connue dans le domaine des écoulements en milieux poreux, et l’utilisation de l’équation
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d’incompressibilité. La résolution du problème de Darcy pour des domaines 2D et 3D est
réalisée par méthode BEM, dont la caractéristique principale est la réduction du maillage
d’une dimension. Nous avons présenté la formulation de l’équation intégrale frontière,
l’expression des solutions fondamentales, ainsi que des détails d’implémentation de la
méthode. Les solveurs sont validés sur des solutions analytiques, à la frontière et à
l’intérieur du domaine.

L’avancée du front de résine est traitée par une approche Level Set, dont la formula-
tion permet de prendre en compte les écoulements à topologies complexes, notamment
la fusion de plusieurs fronts de matière. Par l’utilisation de la fonction distance signée, la
méthode permet une capture continue de la frontière mobile, ce qui permet de calculer
précisément la forme du front d’écoulement. L’intérêt d’associer les méthodes BEM et
Level Set est la réduction du calcul à la frontière, dont le mouvement est entièrement
déterminé par sa vitesse normale. Contrairement aux méthodes du type « volume
tracking », nous n’utilisons pas la contribution des points internes pour résoudre le
problème de remplissage. Le calcul de la pression et de la vitesse peut néanmoins être
réalisé en post-traitement, avec un niveau de précision dépendant uniquement de la
discrétisation frontière.

La génération du maillage frontière est réalisée par les algorithmes Marching Triangles
(2D) et Marching Tetrahedra (3D). La description implicite de l’interface par l’isovaleur 0
du champ de distance signée permet de repérer la frontière, qui est maillée en intersectant
la grille de fond avec des segments (2D) ou des triangles (3D). La méthode appliquée à
des objets de référence (cercle et sphère) montre un bon accord entre la frontière réelle
et numérique.
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Nous présentons dans ce chapitre différentes applications destinées à tester le logiciel
LCMBE (annexe G). Les cas de calcul, choisis pour se rapprocher des problématiques
industrielles, permettront de vérifier la validité des résultats numériques et explorer
les possibilités du programme. Des détails pratiques de la méthode implémentée sont
également présentés.

Introduction
Dans les simulations que nous avons réalisées, nous avons fait varier plusieurs

paramètres influant sur le remplissage, notamment :
– la complexité géométrique des pièces (forme de la cavité, présence d’obstacles

intérieurs dans le moule),
– les propriétés matériaux, et en particulier le tenseur de perméabilité du renfort,
– les conditions d’alimentation en résine (mode d’injection, forme, position et nombre

de seuils d’alimentation),
– les dimensions du moule, permettant d’évaluer les effets de la gravité sur l’écoule-

ment.
La section 3.1 est consacrée à l’étude du remplissage plan d’une plaque carrée. Nous

avons simulé une injection centrale anisotrope à pression imposée, une injection frontale
à débit imposé, et une infusion par alimentation périphérique. Dans la section 3.2
nous avons simulé l’infusion 2D d’une plaque comportant des obstacles internes et
deux points d’injection. Nous avons procédé à un essai expérimental pour valider les
résultats obtenus. La section 3.3 présente une étude 2D de positionnement des évents.
Le moule considéré comporte un changement de section et un insert : deux stratégies
de remplissage par multi-injection sont étudiées. Dans la section 3.4 nous avons simulé
l’infusion 2D d’une pièce de grande dimension en prenant en compte la gravité. Nous
présentons le cas d’une alimentation par deux seuils ponctuels et par un réseau de
canaux d’alimentation. La section 3.5 présente un cas de faisabilité 3D. Nous simulons
le remplissage par infusion frontale d’un quart de tube percé.

3.1 Remplissage dans le plan d’une plaque carrée

3.1.1 Injection centrale anisotrope

Description du cas de calcul Nous avons simulé l’injection centrale d’une plaque
carrée de 300 mm de côté. Les paramètres rhéologiques et procédés utilisés sont donnés
dans le tableau 3.1. Il s’agit de valeurs typiquement rencontrées dans les technologies
d’injection à basse pression, comme le procédé RTM. Le renfort placé dans le moule est
anisotrope, et orienté à 45° par rapport à l’axe ~E1. La résine est injectée sous pression
dans le moule par un seuil d’injection circulaire de rayon 5 mm, cf. figure 3.1 (a).
L’évacuation de l’air est assurée par quatre évents positionnés aux coins du moule.
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k × 1011 [m2] µ [Pa.s−1] ε [-] pe [bar] pf [bar][
4 2,5

2,5 4

]
(~e1,~e2)

0,1 0,6 5 1,013

Tableau 3.1. Paramètres rhéologiques et paramètres procédés

Grille de fond La grille de fond utilisée pour discrétiser la plaque a été réalisée
sous IDEAS®. Il s’agit d’un maillage libre comportant 2 293 nœuds et 4 278 éléments
(triangles à trois nœuds), cf. figure 3.1 (b). La taille moyenne des éléments à l’intérieur
du moule est de 8 mm. Le maillage est raffiné aux bords pour augmenter la résolution
dans la méthode des Marching Triangles : nous avons imposé une taille moyenne de
4 mm. Le seuil d’injection est discrétisé par 8 éléments. Nous avons représenté sur la
grille le champ de distance signée aux parois du moule, il s’agit de la Level Set fixe
utilisée pour traiter la condition d’étanchéité.

8 8
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~e2

(a) Point d’injection et évents (8)
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−0.08
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−0.02

−0.01

~e1

~e2

(b) Grille de fond et Level Set moule

Figure 3.1. Injection centrale : positionnement du point d’injection et des évents, grille
de fond et Level Set moule

Résultats et discussion La durée du calcul, réalisé sur un PC 2,26 GHz /1,93 Go
RAM, est estimée à 145 s CPU. Nous avons post-traité la pression interne à quatre
instants différents (figure 3.2). La discrétisation utilisée pour le calcul aux points internes
a été générée à partir du maillage frontière par le programme « Mesh2D » [130], cf.
figure 3.3.

La pression calculée à l’entrée est constante, égale à 5 bars, ce qui correspond à la
pression d’injection imposée. Sur la frontière libre, l’air, chassé par l’avancée de la résine,
est évacué librement par l’évent, et exerce sur la matière un niveau de pression égal à la
pression atmosphérique. Une fois que la résine est entrée en contact avec les parois du
moule, la pression augmente car le fluide est bloqué contre l’outillage, cf. figure 3.2 (d).

Nous avons considéré la solution analytique utilisée par Schmidt et al. [81] pour
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valider la progression du front dans la phase d’écoulement libre :[
rfi
r0i

]2

.

[
2 ln

(
rfi
r0i

)
− 1

]
+ 1 = 4Ki(pe − pf )t

µεr2
0i

(3.1)

où rfi est le demi-axe de l’ellipse dans la direction i, r0i le rayon du seuil d’injection,
Ki la perméabilité principale dans la direction i, et t le temps écoulé. Il s’agit d’une
expression approchée, qui est établie en considérant un repère isotrope équivalent qui
transforme le seuil en ellipse. Un encadrement peut être obtenu en utilisant l’ellipse
inscrite (solution analytique 1) et circonscrite (solution analytique 2), cf. figure 3.4.

La diagonalisation du tenseur de perméabilité conduit à sa forme orthotrope
k =

[
6,5 0
0 1,5

]
.10−11 m2, le repère principal forme un angle de 45◦ par rapport au repère

du moule, ce qui correspond à l’orientation des ellipses calculées. Nous avons tracé dans
la figure 3.4 l’évolution des demi-axes principaux en fonction du temps. À tout instant,
les ellipses obtenues sont situées entre les deux positions théoriques, ce qui montre un
bon accord au modèle.
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Figure 3.2. Injection centrale anisotrope : pression interne
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(a) Maillage frontière (b) Discrétisation du domaine

Figure 3.3. Discrétisation du domaine à partir du maillage frontière pour le calcul aux
points internes (t=20 s)
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Figure 3.4. Progression du front en injection centrale anisotrope : solutions analytiques
et résultats numériques
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3.1.2 Injection frontale à débit imposé
Description du cas de calcul Nous avons repris la géométrie du moule précédent
(plaque carrée de 300 mm de côté) pour simuler une injection frontale à débit imposé.
La résine est injectée par la face gauche du moule, un évent est positionné sur la face
opposée pour évacuer l’air de la cavité, cf. figure 3.5 (a). Les paramètres rhéologiques
et procédés utilisés sont regroupés dans le tableau 3.2 : le débit d’entrée est fixé à
1,5 mL/s, soit une vitesse d’entrée de la résine de 5 mm/s pour une plaque de 1 mm
d’épaisseur. Le tenseur de perméabilité est isotrope, ce qui est typiquement le cas pour
des renforts de type mat.

k × 1010 [m2] µ [Pa.s−1] ε [-] Ve [m.s−1] pf [bar][
1 0
0 1

]
(~E1, ~E2)

0,1 0,5 5.10−3 1

Tableau 3.2. Paramètres rhéologiques et paramètres procédés

Grille de fond La grille de fond utilisée pour réaliser le calcul comporte 1 735 nœuds
et 3 228 éléments, cf. figure 3.5 (b). Bien que la géométrie du moule soit identique au
cas précédent, nous n’utilisons pas le même maillage, car le moule est approvisionné
par un côté de la plaque. Nous avons délibérément utilisé un maillage libre pour tester
la robustesse de la méthode. La grille de fond comporte des éléments de taille 8 mm
à l’intérieur du moule et 4 mm à proximité des bords : ce raffinement est destiné à
améliorer la description de la frontière au voisinage des parois. Le champ de distance
signée au moule est représenté sur le maillage, le niveau le plus bas (-150 mm) est
atteint au centre du moule et correspond à la demi-longueur de la plaque.

8
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(a) Point d’injection et évents (8)
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(b) Grille de fond et Level Set moule

Figure 3.5. Injection frontale : position de l’évent, grille de fond et Level Set moule
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Résultats et discussion La durée du calcul est de 100 s CPU (PC 2,26 GHz /1,93 Go
RAM). A l’issue de la simulation, nous avons procédé au calcul de la pression aux points
internes, les résultats à différents instants sont regroupés dans la figure 3.6.
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Figure 3.6. Injection frontale à débit imposé : pression interne

Compte tenu des conditions d’injection et de la géométrie du moule, la progression
théorique du front, unidirectionnelle, ne dépend que de la vitesse d’entrée et s’écrit
simplement :

xf = Ve t (3.2)

où xf est la position du front, Ve la vitesse d’entrée et t le temps écoulé. Nous avons
comparé l’évolution théorique aux résultats numériques, cf. figure 3.7 (a). La forme
du front est rectiligne, même si la grille utilisée est un maillage libre qui ne présente
aucune orientation favorisant ce type de profil. La comparaison montre un bon accord
général entre la position théorique et la position numérique. Néanmoins, l’écoulement
simulé est plus lent que le modèle analytique : nous avons relevé un écart de 5 mm en
début de remplissage (t=14 s), atteignant 5 cm en fin de remplissage (t=60 s). Nous
attribuons en grande partie ce retard au traitement du contact par notre approche
géométrique : il conduit à une perte de masse correspondant à la quantité de résine
traversant le moule pendant l’incrément de temps. Il est probable qu’une technique plus
élaborée (pénalisation, multiplicateurs de Lagrange) permette de corriger ce problème.

Nous avons par ailleurs évalué l’évolution de la pression à l’entrée : la loi de Darcy
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fournit l’expression suivante :

pe(t) = pf + µε

K
V 2
e t (3.3)

où t est le temps écoulé. L’équation 3.3 montre que la pression augmente linéairement
avec le temps, et dépend du carré de la vitesse : une pression de 8,5 bar est atteinte en
fin de remplissage. Les résultats obtenus sont en accord avec le modèle, cf. figure 3.7 (b),
même si, en raison du retard sur le remplissage, la pression numérique est sous-évaluée
(environ 10 %).
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Figure 3.7. Injection frontale à débit imposé : progression du front et pression à
l’entrée, comparaison des résultats numériques aux solutions analytiques

3.1.3 Infusion périphérique
Description du cas de calcul La plaque carrée de 300 mm de côté est maintenant
utilisée pour simuler une infusion périphérique. Les paramètres de la simulation sont
donnés dans le tableau 3.3, le renfort considéré est isotrope. La résine, admise à pression
atmosphérique, rentre dans la cavité par les quatre bords de la plaque ; un point de
tirage du vide, positionné au centre, aspire le fluide dans le moule, cf. figure 3.8 (a). La
pression imposée dans la cavité est fixé à 1,2 mbar, les technologies utilisées en infusion
permettent généralement d’atteindre ce niveau de vide.
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k × 1011 [m2] µ [Pa.s−1] ε [-] pe [bar] pf [bar][
1 0
0 1

]
(~E1, ~E2)

0,1 0,5 1,013 1,2.10−3

Tableau 3.3. Paramètres rhéologiques et paramètres procédés

Grille de fond La grille de fond est identique à celle utilisée pour la simulation de
l’injection radiale, elle comporte 1 735 nœuds et 3 228 éléments. Le maillage, sur lequel
nous avons représenté la Level Set du moule, est donné figure 3.8 (b).
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Figure 3.8. Infusion périphérique : position du point de tirage de vide, grille de fond
et Level Set moule

Résultats et discussion Le temps de calcul estimé pour réaliser la simulation est
de 115 s CPU (PC 2,26 GHz /1,93 Go RAM). La pression interne a été évaluée en
fin de calcul, cf. figure 3.9 (a). Nous avons comparé la progression du remplissage
avec le logiciel PAM-RTM®, la même grille de fond a été utilisée dans les deux cas, cf.
figure 3.9 (b).

La résine, aspirée de la périphérie vers le centre, s’organise d’abord en carré (t=24 s,
t=67 s) puis en cercle (t=159 s, t=300 s), en raison de l’isotropie du milieu. Les profils
de remplissage obtenus par les deux méthodes sont très proches, même si la fonction
de capture employée est différente. La régularité de la distance signée nous permet
d’évaluer précisément la forme de la frontière. Pour PAM-RTM®, la capture est plus
grossière, car le champ utilisé est discontinu : la fraction volumique définit un taux de
présence par cellule compris entre 0 et 1, cf. figure 3.10.
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Figure 3.9. Infusion périphérique : comparaison entre LCMBE et PAM-RTM®
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Figure 3.10. Comparaison des fonctions de capture utilisées dans les méthodes Level
Set (distance signée) et Volume Of Fluid (fraction volumique), à t=159 s

3.2 Infusion plane d’un tricot : confrontation expé-
rimentale

3.2.1 Dispositif expérimental
Géométrie Nous avons développé en collaboration avec G. Dusserre (ICA Albi) un
dispositif expérimental destiné à suivre l’infusion dans le plan d’un tricot. L’échantillon
que nous avons utilisé, confectionné par Textile Aéro Tarn, est un tricot côte 1/1 en
fibres de verre, il se présente sous la forme d’une plaque rectangulaire de 300 mm par
350 mm de côtés. La préparation de la préforme a consisté à modeler la géométrie, nous
avons inséré un mastic étanche entre les mailles du tricot pour réaliser cette opération.
La plaque ainsi obtenue comporte des obstacles internes, les dimensions sont indiquées
figure 3.11 (a). Deux seuils circulaires de 10 mm de diamètre ont été aménagés pour
approvisionner le tricot en résine.

Montage La préforme, disposée sur une plaque métallique rigide et plane, est re-
couverte par une bâche souple, un joint de mise sous vide a été utilisé pour assurer
l’étanchéité du montage, cf. figure 3.11 (b). Nous avons utilisé de l’huile de colza comme
fluide modèle. Elle est stockée dans un réservoir à pression atmosphérique, et acheminée
vers la cavité par un tuyau d’alimentation de 10 mm de diamètre, un raccord en T
divise l’écoulement en deux pour distribuer le fluide vers les seuils. Une vanne permet
de contrôler l’arrivée de l’huile. Pendant le remplissage, un niveau de vide constant
est imposé dans la cavité par une pompe à vide, un manomètre mesure la pression
en continu. Les points de tirage de vide sont positionnés sur les bords supérieurs et
inférieurs, nous avons utilisé un textile drainant pour répartir l’aspiration le long des
parois.
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~E1

~E2

(a) Dimensions de la préforme

100 mm

Seuil

Vanne

Mastic

Paroi

Seuil

Mastic

Renfort

Mastic

Tirage de vide

Tirage de vide Admission

(b) Dispositif expérimental

Figure 3.11. Dimensions du moule et positions des seuils

Suivi du front Pendant le remplissage, le front est suivi par une caméra CCD
(1 350× 1 024 px2) placée au-dessus de la plaque : elle est fixée à l’extrémité d’un bras
rigide et orientée parallèlement au plan d’écoulement. Le facteur de magnification des
images est de 2,7 px/mm. Un chronomètre est utilisé en association avec la caméra
pour mesurer le temps écoulé.

Paramètres rhéologiques et procédés L’identification des paramètres rhéolo-
giques, notamment la perméabilité dans le plan du tricot, a fait l’objet d’une étude
détaillée par Dusserre et al. [45], nous avons utilisé ces résultats pour réaliser la simula-
tion, cf. tableau 3.4.

Le renfort, anisotrope, est plus perméable suivant la direction colonne ( ~E1) que
suivant la direction rangée ( ~E2). Ces directions correspondent aux axes principaux du
tenseur de perméabilité. La porosité a été estimée à 0,705 : nous avons procédé par pesée,
en utilisant la masse volumique des fibres et les dimensions de l’échantillon. L’épaisseur
de l’échantillon a été mesurée avec un comparateur une fois le vide obtenu dans la
cavité. La viscosité de l’huile de colza, connue pour son comportement Newtonien, a
été évaluée à 0,067 Pa.s−1 à la température ambiante. Nous supposons que la pression
de l’huile à l’entrée est égale à la pression atmosphérique, nous avons placé le réservoir
à la hauteur du renfort pour minimiser la pression hydrostatique. Le niveau de vide
obtenu dans la cavité est de 1,2 mbar.

3.2.2 Mise en œuvre numérique
La grille de fond utilisée pour discrétiser la cavité a été réalisée sous IDEAS® : elle

comporte 2 560 nœuds et 4 624 éléments, cf. figure 3.12 (a). Nous avons utilisé un
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k × 1010 [m2] µ [Pa.s−1] ε [-] pe [bar] pf [bar][
15 0
0 7,75

]
(~E1, ~E2)

0,067 0,705 1,03 1,20.10−3

Tableau 3.4. Paramètres rhéologiques et paramètres procédés

maillage libre, la taille moyenne des éléments est de 3,5 mm, un raffinement aux parois
a été réalisé. La Level Set fixe utilisée pour décrire les parois du moule est représentée
figure 3.12 (b).

 

 

(a) Grille de fond
 

 
Level set [m]

−0.07

−0.06

−0.05

−0.04

−0.03

−0.02

−0.01

0

(b) Level Set moule

Figure 3.12. Grille de fond et Level Set associée au moule

Nous avons utilisé comme données d’entrée les paramètres de la simulation identifiés
au cours du test (tableau 3.4) .

3.2.3 Résultats et discussion
La durée du calcul est estimée à 110 s CPU (PC 2,26 GHz /1,93 Go RAM). Nous

avons évalué la validité des résultats en comparant les frontières expérimentales et
numériques. Au lieu de travailler directement sur le contour, nous avons considéré les
champs de distance signée dans le but de réaliser une étude quantitative des écarts
obtenus entre chaque image.

Les images expérimentales ont été analysées avec le logiciel APHELION® en vue
d’extraire les pixels frontières, cf. figure 3.13. La grille de fond utilisée dans la simulation
a été superposée à chaque image pour définir les points de calcul de la Level Set
expérimentale. Le champ de distance signée aux pixels frontières a été évalué par une
procédure que nous avons développée sous MATLAB®, une calibration de l’image permet
de convertir la distance en mètre. La cartographie des écarts est finalement obtenue en
calculant la différence absolue entre les deux Level Sets (figure 3.14).

Nous avons comparé les Level Sets expérimentales et numériques à plusieurs instants
du remplissage, cf. figure 3.15. Les images expérimentales présentées ont été traitées pour
faire apparaître les pixels contours. L’accord entre les profils de remplissage expérimental
et numérique est bon, à tous les instants, avec notamment :
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(a) Image originale (b) Binarisation (c) Extraction des pixels
frontières

 

 

(d) Superposition de la
grille

Figure 3.13. Traitement d’image réalisé pour extraire les pixels frontières
(APHELION®) et superposition de la grille de fond (t=8 s)
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(c) Différence de Level Set

Figure 3.14. Estimation de l’écart entre le front expérimental et le front numérique
par différence sur les Level Sets (t=8 s)

– une bonne gestion de la fusion des deux ellipses au début du test,
– un bonne prédiction du contournement des obstacles.
La cartographie des écarts révèle une excellente adéquation entre les fronts expéri-

mentaux et numériques : l’écart maximal entre les contours n’excède pas 2 cm, ce qui
montre les capacités de la méthode à simuler précisément les changements d’allure de
la frontière. Les écarts observés peuvent s’expliquer par les incertitudes expérimentales
introduites dans l’essai, notamment :

– les approximations géométriques, liées au placement des obstacles et au cisaillement
du tricot,

– les incertitudes associées à l’identification des paramètres rhéologiques utilisés,
– les défauts de synchronisation, particulièrement importants au début de l’essai où

le remplissage est plus rapide,
– les incertitudes associées à l’analyse d’images, notamment le réglage des opérations

destinées à extraire le contour.
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(d) 8 s

Figure 3.15. Écoulement dans le tricot : clichés expérimentaux, résultats LCMBE
(pression interne), et différence entre le contour expérimental et le contour numérique
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3.3 Étude 2D de placement d’évents, multi-injection
Préambule Le placement des points d’injection et des évents est une étape décisive
dans le paramétrage du procédé. Elle détermine en grande partie le bon déroulement
du remplissage, les temps de cycle, ou encore le niveau de pression ou le débit requis à
l’entrée. Pourtant, l’expérience seule du concepteur se révèle généralement insuffisante
pour mener à bien cette tâche. Pour élaborer une stratégie de remplissage adaptée, deux
catégories d’approches sont employées :

– les méthodes itératives du type « essais-erreurs », qui s’appuient sur la réalisation
de simulations numériques [131–133] ou de prototypes physiques,

– les méthodes numériques reposant sur des algorithmes d’optimisation [134–138].
Le temps nécessaire à la réalisation de prototypes physiques et les coûts liés aux
outillages a fait de l’approche numérique un outil avantageux permettant d’assister le
concepteur dans la phase de développement.

Dans la version actuelle du programme LCMBE, les évents ne sont pas explicitement
pris en compte dans le calcul : il sont supposés assurer la fonction d’évacuation de l’air
quelle que soit la configuration du remplissage. L’analyse du scénario de remplissage
permet de décider a posteriori du placement de ces points.

3.3.1 Géométrie du moule et stratégies d’injection
Géométrie Nous avons simulé l’injection d’une plaque comportant un insert et des
changements de section. Les dimensions du moule sont données dans la figure 3.16.

~E1

~E2

Figure 3.16. Dimensions du moule

Stratégies d’injection Pour le remplissage du moule, trois configurations d’injection
ont été étudiées, comportant respectivement deux, trois et quatre seuils circulaires
positionnés aux coins de la plaque (figure 3.17). Les paramètres rhéologiques et procédés
(tableau 3.5) ont été maintenus constants pour les trois cas de calcul afin d’évaluer
l’effet du positionnement sur le remplissage.
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(a) Injection par deux seuils (b) Injection par trois seuils

(c) Injection par quatre seuils

Figure 3.17. Positionnement des points d’injection

k × 1011 [m2] µ [Pa.s−1] ε [-] pe [bar] pf [bar][
7 0
0 3

]
(~E1, ~E2)

0,1 0,5 5 1,03

Tableau 3.5. Paramètres rhéologiques et paramètres procédés

3.3.2 Mise en œuvre numérique
Pour chaque cas de calcul, une nouvelle grille a été utilisée, elle ont été réalisées

sous IDEAS® par une méthode de maillage libre. La taille moyenne des éléments est de
6 mm, la taille des éléments à proximité des parois est d’environ 4 mm. Les maillages
sur lesquels nous avons représenté la Level Set moule sont donnés dans la figure 3.18.
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(c) 4 207 éléments, 2 311 nœuds

Figure 3.18. Grilles de fond et Level Set moule

3.3.3 Résultats et discussion
La durée de la simulation pour chacun des cas est estimée à 120 s CPU (PC 2,26 GHz

/1,93 Go RAM). Nous avons, en post-traitement, réalisé le calcul de la pression aux
points internes, néanmoins cette étape n’est pas nécessaire pour déterminer la position
des évents. Les résultats sont présentés dans les figures 3.19, 3.20 et 3.21.

Injection par deux seuils L’anisotropie du renfort est bien visible dans la première
partie du remplissage (t=8 s et 39 s) : la résine s’écoule préférentiellement dans la
direction la plus perméable. La progression conduit ensuite à la fusion des deux frontières
au niveau de l’obstacle interne. La résine rejoint ensuite le coin supérieur gauche (t=82 s)
puis inférieur droit (t=112 s) pour finir de remplir la pièce. Cette dernière étape nécessite
deux évents pour évacuer l’air restant dans la cavité, cf. figure 3.19 (c).

Injection par trois seuils Après une phase de progression séparée (t=9 s), la
première fusion apparaît entre les fronts de matière issus des seuils à droite (t=37 s).
La résine avance ensuite vers le centre et emprisonne une zone sous l’insert (t=47 s),
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ce qui justifie le placement d’un premier évent, cf. figure 3.20 (c). Après une seconde
fusion, la résine, guidée par les parois du moule, progresse dans le coin supérieur gauche
où le remplissage s’achève (t=73 s). Cette dernière phase nécessite un autre évent, cf.
figure 3.20 (d).

Injection par quatre seuils Une première rencontre conduit à la fusion des deux
frontières issues des seuils à gauche (t=19 s), puis à celle des deux frontières à droite
(t=30 s). La résine se concentre ensuite au centre du moule, et enclave deux zones de
part et d’autre de l’obstacle (t=45 s) : nous plaçons deux évents dans ces régions pour
assurer la fin du remplissage, cf. figure 3.21 (d).

Bilan Les simulations réalisées montrent que le temps de remplissage du moule étudié
est réduit par l’ajout de points d’injection. Néanmoins la multiplication des seuils
conduit à des écoulements complexes, nécessitant un placement approprié des évents
qui n’est pas nécessairement immédiat. L’étude complète est réalisée en moins de 7 min
CPU sur un ordinateur portable (PC 2,26 GHz /1,93 Go RAM), et peut être généralisée
sans contrainte particulière à des géométries plus complexes.
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Figure 3.19. Scénario de remplissage par deux points d’injection (évent 8)
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Figure 3.20. Scénario de remplissage par trois points d’injection (évent 8)
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Figure 3.21. Scénario de remplissage par quatre points d’injection (évent 8)
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3.4 Infusion plane d’une plaque de grande dimen-
sion, gravité

Préambule La gravité est souvent négligée dans les procédés de moulage composites,
car sa contribution dans le remplissage est jugée mineure dans la grande majorité des cas,
notamment pour les procédés où les pressions mises en jeu sont importantes. Néanmoins,
la tendance actuelle semble s’orienter vers l’utilisation croissante des procédés d’infusion
qui permettent d’élaborer des pièces de grandes dimensions, souvent difficile à mettre
en forme par des procédés à moule rigide en raison des contraintes liées aux outillages.

Les progrès technologiques réalisés dans le domaine de l’infusion permettent au-
jourd’hui de mettre en forme des pièces structurelles complexes, comme une coque de
bateaux ou un fuselage d’avion. Pour ces pièces dont les dimensions peuvent atteindre
plusieurs mètres, le remplissage des portions verticales est généralement perturbé par
les effets de gravité.

3.4.1 Dimensions de la plaque, paramètres rhéologiques et
procédés

Géométrie du moule Le moule considéré, de forme élancée, comporte un insert
rectangulaire dans sa partie supérieure et un insert circulaire dans sa partie inférieure.
Il mesure environ 4 m de long, ses dimensions sont indiquées figure 3.22.

~E1

~E2

Figure 3.22. Dimensions du moule

Paramètres rhéologiques et procédés Nous avons utilisé des valeurs courantes
rencontrées en infusion pour fixer les paramètres de simulation, cf. tableau 3.6. En
particulier, le renfort considéré présente une perméabilité orthotrope, la perméabilité
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est supérieure dans la direction ~E1. La pression de vide est fixée à 1 mbar, les pompes
utilisées en infusion permettent typiquement d’atteindre cette valeur. Pour prendre en
compte la gravité dans le calcul, nous avons utilisé la masse volumique de la résine,
fixée à 1,14.103 kg.m−3.

k × 1010 [m2] µ [Pa.s−1] ρ [kg.m−3] ε [-] pe [bar] pf [bar][
4 0
0 3

]
(~E1, ~E2)

0,1 1,14.103 0,55 1,013 1.10−3

Tableau 3.6. Paramètres rhéologiques et paramètres procédés

3.4.2 Infusion par deux seuils circulaires
Stratégie de remplissage Nous avons simulé dans un premier temps l’infusion de
la plaque par deux seuils circulaires, de 50 mm de diamètre, placés de part et d’autre
de l’insert supérieur, cf. figure 3.23 (a). Les points de tirages de vide représentés sur
la figure ont été positionnés a posteriori en utilisant les résultats de la simulation : ils
sont placés sur les bords supérieurs et inférieurs du moule.

8
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~E2

(a) Position des seuils et des points de
tirage de vide (8)
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(b) Grille de fond et Level Set moule

Figure 3.23. Position des points d’injection et des points de tirage du vide (8), grille
de fond et Level Set moule

Grille de fond La grille de fond élaborée sous IDEAS® est un maillage libre triangu-
laire comportant 3 862 éléments et 2 167 nœuds, une taille moyenne de 7 cm est imposée
dans le moule et 3 cm aux parois. Les seuils sont discrétisés en utilisant 8 éléments. La
grille sur laquelle nous avons représenté la Level Set moule est donnée figure 3.23 (b).
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Résultats et discussion Pour évaluer la contribution de la gravité dans le rem-
plissage, nous avons réalisé deux simulations, avec et sans prise en compte de la
gravité. Le temps nécessaire à la réalisation d’un calcul est évalué à 300 s CPU (PC
2,26 GHz /1,93 Go RAM). Les résultats des simulations sont regroupés dans la fi-
gure 3.24, où nous avons représenté le maillage frontière. Le calcul de la pression interne
nécessite un traitement particulier que nous aborderons plus loin.

860 s 2 308 s 8 032 s 11 743 s

(a) Gravité non intégrée dans le calcul

~g

800 s

~g

2 130 s

~g

6 791 s

~g

9 361 s

(b) Gravité intégrée dans le calcul

Figure 3.24. Infusion par deux seuils circulaires (maillage frontière)

Les deux scénarios de remplissage sont voisins : après une fusion des frontières
autour de l’obstacle rectangulaire, la résine progresse de manière quasi-rectiligne dans
la partie centrale ; une division s’opère ensuite à la rencontre avec l’obstacle circulaire,
et la résine atteint finalement le bord inférieur, après ressoudure, pour compléter le
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remplissage. Néanmoins, il apparaît nettement que la gravité favorise le remplissage du
moule : nous avons relevé sur la dernière image une durée de 2 382 s séparant les deux
fronts, soit environ 40 min. Dans cette configuration, la colonne de fluide qui pèse sur
la frontière libre contribue à l’écoulement.

Pression interne Dans la méthode que nous avons implémentée, une pression modi-
fiée est introduite pour prendre en compte l’effet de la gravité sans modifier le solveur
BEM, cf. chapitre 2, section 2.2.2.3 (page 63). En conséquence, seule la vitesse calculée
est physique ; la pression réelle peut néanmoins être évaluée en post-traitement comme
suit :

p = p̂− ρgy (3.4)

où p est la pression physique, p̂ la pression modifiée, et y la coordonnée verticale du
point de calcul.

Nous avons réalisé le calcul de la pression interne à t=6 791 s, cf. figure 3.25 (a). Les
niveaux de pression les plus élevés sont atteints dans la zone supérieure du moule. En
se rapprochant de la frontière libre, la pression décroît jusqu’à la pression de vide. Nous
avons également tracé la pression modifiée, figure 3.25 (b), afin d’illustrer le changement
de variables de l’équation (3.4). La différence de pression entre l’entrée et la frontière
libre atteint la valeur virtuelle de 1,4 bar, ce qui permet au solveur d’estimer le gradient
de pression équivalent intégrant la gravité.
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Figure 3.25. Calcul de la pression interne

3.4.3 Infusion par un réseau de canaux d’alimentation
Stratégie de remplissage En conservant les paramètres utilisés dans le cas précédent,
nous avons simulé le remplissage de la plaque par un réseau de canaux d’alimentation
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(2 cm de diamètre) disposés dans la zone centrale du moule, cf. figure 3.26 (a). Cette
technique est largement employée dans les procédés d’infusion pour distribuer effica-
cement la résine dans le renfort et minimiser les temps de cycles. Les résultats de la
simulation montreront la nécessité de déplacer le point de tirage du vide supérieur dans
le coin gauche comme indiqué sur la figure.

8

8~E1

~E2

(a) Position des canaux d’alimentation et
des points de tirage de vide (8)

 

 
Level set [m]

−0.35

−0.3

−0.25
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−0.15

−0.1

−0.05

~E1

~E2

(b) Grille de fond et Level Set moule

Figure 3.26. Position des canaux d’alimentation et des points de tirage du vide (8),
grille de fond et Level Set moule

Grille de fond La grille de fond utilisée comporte 4 288 éléments et 2 464 nœuds, la
taille d’éléments moyenne avoisine 7 cm dans les zones les moins raffinées et 3 cm au
niveau des parois, le maillage et la Level Set moule sont fournis figure 3.26 (b).

Résultats et discussion La durée du calcul, réalisé sur un PC 2,26 GHz/1,93 Go
RAM est de 385 s CPU. Nous avons procédé à la fin de la simulation au calcul de la
pression interne, les résultats sont regroupés figure 3.27.

Contrairement à la stratégie précédente impliquant deux seuils ponctuels, l’utilisation
des canaux conduit à des progressions rapides dans le moule : au bout de 100 s, la
résine atteint déjà les deux inserts. Le fluide, divisé par le contournement des obstacles
(t=390 s), se ressoude en sortie, avant de se diriger vers les extrémités de la préforme
(t=1 470 s). La progression s’achève par le remplissage du coin supérieur gauche, qui
nécessite un point de tirage de vide pour aspirer la résine dans la zone enclavée.
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Figure 3.27. Calcul de la pression interne

3.5 Infusion d’une pièce tridimensionnelle
Préambule Les travaux récents que nous avons menés en vue d’étendre LCMBE au
calcul 3D nous ont permis d’obtenir des premiers résultats que nous présentons dans
cette section. Nous traitons un cas de remplissage 3D isotrope par infusion, le moule
étudié est courbe et comporte un obstacle interne.

3.5.1 Géométrie et paramètres de la simulation
La pièce considérée est un quart de tube de 20 mm de longueur, 40 mm de rayon

interne et 5 mm d’épaisseur, présentant un trou circulaire de 8 mm de diamètre. Les
dimensions sont indiquées dans la figure 3.28.

Nous considérons un remplissage dans des conditions d’infusion. Le moule est
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3.5. Infusion d’une pièce tridimensionnelle

alimenté par le bord inférieur où la résine est admise à pression atmosphérique. En
sortie, la pression de vide imposée est de 1 mbar. La perméabilité du renfort est isotrope,
égale à 10−11 m2, le taux volumique de fibres est de 50%. La viscosité de la résine liquide
est fixée à 0,1 Pa.s−1. Ces paramètres sont résumés dans le tableau 3.7.

Vue isométrique
Echelle :  4:1

20

Vue de face
Echelle :  4:1
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35R
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Echelle :  4:1
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(a) Perspective isométrique
Vue isométrique
Echelle :  4:1
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(b) Vue de face
Vue isométrique
Echelle :  4:1
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35R
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Coupe B−B
Echelle :  4:1
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(c) Vue de profil (coupe A-A)

Figure 3.28. Dimensions du moule

k × 1011 [m2] µ [Pa.s−1] ε [-] pe [bar] pf [bar][
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]
(~E1, ~E2, ~E3)

0,1 0,5 1,03 1.10−3

Tableau 3.7. Paramètres rhéologiques et paramètres procédés

3.5.2 Grille de fond
La grille de fond a été réalisée sous IDEAS®, par une méthode de maillage libre.

Le maillage comporte 2 248 nœuds et 8 424 éléments tétraèdriques, cf. figure 3.29. Le
maillage est uniforme : la taille des éléments est d’environ 1,5 mm.

 

 

Figure 3.29. Grille de fond
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3.5.3 Résultats et discussion

La durée du calcul est estimée à 5 min 30 s CPU (PC 2,26 GHz /1,93 Go RAM).
Nous avons représenté sur la figure 3.30 l’évolution de la Level Set et le maillage frontière
associé. La fonction Level Set est nulle aux parois du moule en contact avec la résine.
Dans la zone sèche, elle prend des valeurs positives correspondant aux distances à la
frontière : à t=5 s, environ 43 mm séparent l’extrémité du moule de la frontière ; à
t=81 s, il reste encore 16 mm à parcourir.

Malgré le maillage grossier utilisé pour la grille de fond, l’extraction de la frontière
conduit à une description précise de la forme du front, à la fois au contact du moule et
dans le cœur de la résine. Le contournement de l’obstacle (t=25 s) et la gestion de la
soudure en sortie (t=37 s) est bien réalisé. En dehors de la zone centrale où l’écoulement
est perturbé par la présence de l’obstacle, la progression de la résine est rectiligne (t=5 s
et 81 s), ce qui montre la robustesse de la méthode sur des maillages libres.

Le champ de pression est représenté figure 3.31. A l’entrée, la pression est bien
égale à la pression atmosphérique, elle décroît en s’éloignant du bord pour atteindre
la pression imposée sur la frontière libre. En dehors de la zone comportant l’obstacle,
nous obtenons une variation de pression quasi-linéaire dans la direction de l’écoulement,
correspondant à la solution analytique 1D obtenue pour un rayon de courbure infini.
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Figure 3.30. Remplissage 3D : Level Set (à gauche) et maillage frontière (à droite)
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Figure 3.31. Remplissage 3D : pression frontière
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Conclusion
Nous avons présenté dans ce chapitre différentes applications permettant d’explorer

les possibilités du logiciel LCMBE et d’évaluer la validité des résultats numériques. Les
cas abordés présentent des niveaux de complexité divers, provenant de la géométrie du
moule, de l’anisotropie du renfort, du mode d’alimentation ou encore de la dimension du
problème. Les conditions de remplissage se rapprochent des problématiques industrielles,
nous avons notamment étudié la multi-injection et le comportement du programme en
présence d’inserts dans le moule.

Par l’utilisation de maillages libres, la méthode est flexible et peut être couplée à des
logiciels de maillage traditionnels comme IDEAS®. Nous avons confronté les résultats
avec des solutions analytiques, des données expérimentales et une autre méthode
numérique (VOF). Les résultats obtenus montrent que le programme est capable de
prédire des écoulements complexes avec fidélité en conservant des temps de calcul
rapides. En particulier, la simulation inclut un calcul précis de la forme de la frontière
par l’utilisation d’une approche Level Set.
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Chapitre 4. Modélisation BEM de l’écoulement à l’échelle des fibres

L’objet de ce chapitre est l’étude de l’écoulement dans la microstructure fibreuse,
qui est régi par les équations de Stokes. Nous avons développé un solveur BEM 2D
stationnaire capable de résoudre le problème de Stokes dans un milieu saturé. La méthode
est appliquée à la détermination de la perméabilité transverse dans la mèche, d’abord
sur un arrangement de fibres périodique, puis sur une distribution plus représentative
des renforts réels, prenant en compte la variabilité de la structure.

Introduction
La précision apportée à la mesure de la perméabilité représente un enjeu industriel

important, car il s’agit d’une donnée d’entrée décisive dans les logiciels de simulation
numérique. Paradoxalement, la méthode de mesure n’est pas standardisée, car elle fait
encore l’objet de débats au sein de la communauté scientifique, et les résultats présentent
de fortes variabilités (pouvant typiquement atteindre plusieurs décades suivant les
auteurs et la technique utilisée). D’un point de vue pratique, la caractérisation d’un
nouveau renfort est un étape à la fois coûteuse et laborieuse, car les résultats sont
généralement sujets à de larges dispersions qui demandent la réalisation d’un nombre
d’essais important.

Aussi, plusieurs auteurs se sont intéressés au calcul (analytique ou numérique) de la
perméabilité, en étudiant l’écoulement à l’échelle de la microstructure fibreuse. Dans
la majorité des travaux, l’écoulement est modélisé par les équations de Stokes, où le
domaine de calcul est réduit à une Cellule Élémentaire Représentative (CER) du milieu.
Le tenseur de perméabilité, considéré comme une fonction du rayon, du taux et de
l’arrangement des fibres, est évalué en reliant la perte de charge au débit macroscopique.

Au vu de la littérature, nous avons choisi d’explorer la méthode des éléments
frontières, pour son potentiel et son originalité. Nous nous sommes essentiellement
appuyés pour cela sur les travaux de Papathanasiou [139]. Le chapitre est divisé en
trois sections. La section 4.1 est consacrée à la description du problème de Stokes. La
section 4.2 décrit la formulation éléments frontières 2D que nous avons implémentée
pour résoudre le problème. Dans la section 4.3 nous présentons les premiers résultats
que nous avons obtenus.

Préambule bibliographique Le calcul analytique de la perméabilité a été essentiel-
lement conduit pour des arrangements de fibres rectilignes et parallèles. Les modèles
existants se divisent schématiquement en deux catégories : les approches capillaires ou
cellulaires [140–145]. Nous renvoyons le lecteur à la revue de littérature récente réalisée
par Idris [146] pour un état de l’art exhaustif dans le domaine. Les contributions les
plus célèbres sont probablement dues à Carman [140] et Gebart [141]. Carman modélise
le milieu poreux par un réseau de tubes capillaires de sections variables et de longueur
fixe [140]. La résolution simultanée des équations de Stokes dans les tubes conduit à
l’équation de Carman-Kozeny [140] :

K =
R2
f

4c
(1− Vf )3

V 2
f

(4.1)
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où K désigne la perméabilité, Rf le rayon de la fibre, Vf le taux volumique de fibres et
c une constante (habituellement appelée « constante de Kozeny »), qui est une fonction
de l’organisation des fibres et de la direction d’écoulement.

Le modèle développé par Gebart [141] fait appel aux approximations de la lubri-
fication hydrodynamique. Les équations de Stokes sont résolues en considérant un
arrangement fibreux périodique, formant des canaux d’épaisseur « lentement variable ».
L’expression obtenue pour la perméabilité axiale est donnée comme suit [141] :

K1 =
8R2

f

4c1

(1− Vf )3

V 2
f

(4.2)

où K1 désigne la perméabilité axiale, et c1 une constante dépendant du mode d’arrange-
ment des fibres (57 pour un arrangement carré et 53 pour un arrangement hexagonal).
Pour la perméabilité transverse, Gebart [141] propose :

K3 = c3R
2
f

(√
Va
Vf
− 1

) 5
2

(4.3)

où K3 désigne la perméabilité transversale, c3 une constante dépendant du mode
d’arrangement des fibres (16/9π

√
2 pour un arrangement carré et 16/9π

√
6 pour un

arrangement hexagonal), et Va le taux de fibres accessible (π/4 pour un arrangement
carré et π/2

√
3 pour un arrangement hexagonal).

En pratique, les modèles analytiques existants sont d’un intérêt direct limité, car
ils représentent uniquement des géométries idéales peu représentatives de la réalité.
En effet, la majorité des renforts présentent une forte complexité géométrique à deux
échelles (figure 4.1). Plusieurs auteurs se sont intéressés à l’utilisation de méthodes
numériques [147–150] pour prendre en considération cet aspect dans la prévision de
la perméabilité. Parmi les techniques numériques les plus utilisées figure au premier
rang la méthode des éléments finis [82, 151–153], qui a prouvé son efficacité dans de
nombreux domaines de l’ingénierie. En revanche, très peu d’équipes se sont intéressées
à notre connaissance à la méthode des éléments frontières [139, 154, 155], alors qu’elle
présente de réels atouts, en particulier :

– en présence du grand nombre de détails géométriques dans la microsctructure
fibreuse, l’utilisation d’une discrétisation frontière offre des gains considérables en
terme de maillage,

– le calcul de perméabilité peut être réalisé en menant un calcul entièrement
surfacique, préfigurant une réduction significative des temps de calcul.

Ces différents aspects nous ont poussés à explorer cette méthode dans le cadre de ce
chapitre.
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Figure 4.1. Complexité géométrique d’un sergé 2/2 en fibres de carbones (Hexcel®
Hexforce® G0986) : échelle des mèches et échelle des fibres (micrographie). Les caracté-
ristiques de ce renfort (étudié dans le chapitre 1) sont données dans tableau 1.15 (b),
page 42.

4.1 Description du modèle d’écoulement
4.1.1 Équations de Stokes
Hypothèses Les hypothèses que nous utilisons pour modéliser l’écoulement du fluide
à l’échelle microscopique sont les suivantes.

1. Écoulement laminaire : Le régime est supposé laminaire (faible nombre de
Reynolds) : les effets inertiels sont supposés négligeables devant les effets visqueux.
Cette hypothèse est bien valide compte tenu de la dimension caractéristique
de l’écoulement qui est typiquement de l’ordre de quelques dizaines de microns
(porosités intra-mèches).

2. Fluide Newtonien incompressible : La résine est assimilée à un fluide Newtonien
incompressible. Notamment, la viscosité est supposée constante, même si les
mécanismes de polymérisation peuvent conduire à une augmentation de la viscosité
dans la phase d’écoulement. Cette hypothèse permet de se placer dans le cas le
plus favorable pour identifier la perméabilité dans la loi de Darcy.

3. Milieu saturé et immobile : La microstructure fibreuse est supposée entièrement
saturée en fluide, immobile et indéformable. Les fibres sont modélisées par des
solides rigides, étanches et fixes, qui agissent sur l’écoulement comme des obstacles
de petites dimensions, même s’il est clair que le réseau fibreux est le siège de
déformations.

Équations du mouvement Le mouvement d’un fluide incompressible Newtonien
est régi par l’équation de Navier-Stokes :

∀M ∈ Ω, ρ

(
∂~v

∂t
+
(
~v.
−→
∇
)
~v

)
= ρ~f −

−→
∇p+ µ4~v (4.4)
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où Ω désigne le fluide (figure 4.2), t le temps, ~v la vitesse, p la pression, ρ la masse
volumique, ~f une force volumique (typiquement la gravité) et µ la viscosité dynamique.
En régime permanent et à faible nombre de Reynolds, l’équation de Navier-Stokes est
réduite à l’équation de Stokes (4.5a). Assortie de l’équation d’incompressibilité (4.5b),
nous obtenons les équations de Stokes :

∀M ∈ Ω,
 µ4~v = −→∇p (4.5a)
−→
∇ .~v = 0 (4.5b)

Les équations de Stokes sont présentes dans de nombreuses applications impliquant
des écoulements aux petites échelles (dispositifs microfluidiques, milieux poreux, etc.).
Elles sont employées par la majorité des auteurs pour modéliser l’écoulement dans la
microstructure fibreuse du renfort.

Ω

Γtk

Γvk

Γ = Γvk
∪ Γtk

~n

0 ~e1

~e2

Figure 4.2. Domaine de calcul Ω et partition de la frontière Γ = Γvk ∪ Γtk

4.1.2 Conditions aux limites
Deux types de conditions aux limites peuvent être assignées sur la frontière du

domaine : une condition de type Dirichlet ou une condition de type Neumann. La
condition de Dirichlet, dite « essentielle », porte sur la vitesse :

∀M ∈ Γvk , vk = vk (4.6)

où vk désigne la vitesse imposée et Γvk la portion de la frontière à vitesse imposée. La
condition de Neumann, encore appelée condition « naturelle », porte sur le vecteur
contrainte (traction) :

∀M ∈ ΓTk , Tk = T k (4.7)

avec T k la valeur de la traction imposée et ΓTk la portion de la frontière à traction
imposée. La traction à la frontière est donnée par ~T = σ.~n, où ~n désigne la normale
sortante à la frontière et σ le tenseur des contraintes Newtoniennes (figure 4.2).
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En première approximation nous supposons un contact collant du fluide aux parois
des fibres. Cette approximation constitue une hypothèse classique dans les travaux de
la littérature [82, 141, 155].

4.1.3 Formulation forte
On montre que la formulation forte du problème de Stokes peut s’écrire plus

généralement sous la forme suivante (annexe F) :


∀M ∈ Ω, −→
∇ .σ = ~0 (4.8a)

∀M ∈ Ω, −→
∇ .~v = 0 (4.8b)

∀M ∈ Ω, σ = −pI + 2µε̇ (4.8c)

∀M ∈ Ω, ε̇ = 1
2
(
∇~v + t∇~v

)
(4.8d)

∀M ∈ Γtk , Tk = T k (4.8e)
∀M ∈ Γvk , vk = vk (4.8f)

où ε̇ désigne le tenseur des vitesses de déformation du fluide et I le tenseur identité.
Le problème de Stokes est un problème linéaire couplé en vitesse/pression. Sa

résolution est identique à celle d’un problème d’élastostatique, en raison de l’équivalence
formelle entre la loi de comportement linéaire élastique et la loi de comportement
Newtonienne (annexe F). Pour traiter le problème de Stokes suivant le formalisme de
l’élastostatique, il suffit en pratique de procéder comme suit :

1. substituer le module de cisaillement du solide à la viscosité dynamique du fluide,
2. faire tendre le coefficient de Poisson vers 1

2 pour satisfaire l’incompressibilité.
Cette approche est bien connue dans la littérature, et a été exploitée par plusieurs
auteurs pour résoudre les deux types de problème en utilisant le même programme de
calcul [100, 156].

4.2 Résolution BEM des équations de Stokes
Pour résoudre les équations de Stokes, nous avons travaillé avec la formulation

élastostatique, en utilisant le principe d’équivalence mentionné plus haut. L’utilisation
des équations intégrales frontières dans les problèmes d’élastostastique est abordée
dans des travaux relativement anciens [157–159]. La méthode a ensuite été popularisée
par Brebbia qui a contribué au développement de nouvelles techniques numériques.
Nous renvoyons le lecteur aux références [100–102] pour une description détaillée de la
méthode, ainsi qu’aux travaux de Busuladzic [160], ou Chen et Papathanasiou [155]
pour des exemples d’applications récents.

Le développement du solveur que nous présentons dans cette section a été réalisé en
collaboration avec O. Pascal, dans le cadre d’un stage Master 2 [161].
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4.2. Résolution BEM des équations de Stokes

4.2.1 Formulation intégrale frontière
Équation intégrale La première forme faible est obtenue en multipliant (4.8a) par
un champ de vitesse virtuel v?k, et en intégrant sur le domaine de calcul :∫

Ω

(
∂σkj
∂xj

)
v?k dΩ = 0 (4.9)

Une intégration par parties, suivie de l’application du théorème de la divergence, conduit
au principe des puissances virtuelles, bien connu dans la méthode des éléments finis :∫

Ω
σkj ε̇

?
kj dΩ =

∫
Γ
Tkv

?
k dΓ (4.10)

L’application du théorème de réciprocité de Maxwell-Betti permet d’associer l’état
virtuel au tenseur des contraintes, c’est-à-dire :∫

Ω
σkj ε̇

?
kj dΩ =

∫
Ω
σ?kj ε̇kj dΩ (4.11)

La substitution de (4.11) dans (4.10) conduit à l’équation intégrale suivante :∫
Ω
σ?kj ε̇kj dΩ =

∫
Γ
Tkv

?
k dΓ (4.12)

Dans la méthode des éléments frontières, nous procédons à une nouvelle intégration par
parties pour transformer l’intégrale de domaine dans l’équation (4.12). L’application du
théorème de la divergence permet d’aboutir à l’équation intégrale suivante :∫

Ω

∂σ?kj
∂xj

vk dΩ =
∫

Γ
T ?k vk dΓ−

∫
Γ
Tkv

?
k dΓ (4.13)

Solution fondamentale La dernière intégrale volumique de la relation (4.13) est
éliminée en utilisant la solution fondamentale σ?ij, qui vérifie :

∀S,∀M ∈ Ω,
∂σ?lj
∂xj

(M,S) + δM(S)el = 0 (4.14)

où δM(S)el est la distribution de Dirac appliquée au point source S dans la direction
el (figure 4.3). Les propriétés de la distribution de Dirac permettent de remplacer
l’intégrale de domaine par la valeur au point source, pondérée par le « terme libre » clk :

∀S,∀M ∈ Ω,
∫

Ω

∂σ?kj
∂xj

(M,S)vk(M) dΩ = −clk(S)vk(S) (4.15)

où clk est une matrice dont les coefficients dépendent, comme pour le problème poten-
tiel anisotrope, de l’angle solide sous lequel est vu Ω depuis le point S. On montre
notamment :

clk(S) =

δlk pour un point interne à Ω (4.16a)
1
2δlk pour un point sur la frontière Γ régulière en S (4.16b)
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+
S

MΩ

Γ

~r

~nr1

r2

0 ~e1

~e2

Figure 4.3. Définition du point source et principales notations utilisées dans la mé-
thodes BEM

Nous utilisons pour σ?ij la solution fondamentale de Kelvin, qui a été établie pour le cas
d’un problème d’élastostatique. Cette solution reste valable pour un fluide newtonien
incompressible en utilisant un coefficient de Poisson « fictif » qui tend vers 1

2 . Pour un
problème 2D, la « matrice test » des vitesses, associée à σ?ij, est donnée comme suit :

v?lk(M,S) = 1
8πµ(1− ν)

[
(3− 4ν)δlk ln 1

r
+ rlrk

r2

]
(4.17)

où ν est le coefficient de Poisson du matériau, µ la viscosité dynamique du fluide,
rk projection de ~r = −−→SM suivant ek, et r = ‖~r‖ la distance entre les points S et M
(figure 4.3).

L’application de la loi de comportement fournit alors la « matrice test » des
contraintes, qui s’écrit en 2D :

T ?lk(M,S) = − 1
4π(1− ν)r

[1− 2ν
r

(nlrk − nkrl)

+
[
2rlrk
r2 + (1− 2ν)δlk

]
rjnj
r

]
(4.18)

où nk est la projection de la normale sortante à la frontière suivant ek.

Équation intégrale frontière L’utilisation de la distribution de Dirac dans l’équa-
tion (4.13) conduit à l’identité de Somigliana :

[c(S)]~v(S) +
∫

Γ
[T ?(M,S)]~v(M) dΓ(M) =

∫
Γ

[v?(M,S)]−→T (M) dΓ(M) (4.19)

Cette relation vectorielle fournit l’expression exacte de la vitesse en tout point du
domaine, à condition de connaître à la fois ~v et ~T à la frontière. La première étape
consiste donc à déterminer l’ensemble des inconnues à la frontière (section 4.2.2.1).
Dans un second temps, la relation peut être appliquée à l’intérieur du domaine pour
déterminer la vitesse et la contrainte en tout point interne (section 4.2.2.2).
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4.2. Résolution BEM des équations de Stokes

4.2.2 Discrétisation de la frontière et résolution numérique
La procédure de discrétisation de la frontière est identique à celle décrite dans le

chapitre 2 pour la résolution du problème potentiel anisotrope 2D. Nous en rappelons
ici les deux principales étapes pour des éléments constants que nous avons choisis :

1. la frontière du domaine est discrétisée en un nombre fini d’éléments, matérialisés
par des segments, délimités par deux nœuds dits « géométriques » (figure 4.4),

2. au sein de l’élément, nous supposons que les champs de vitesse et de traction sont
constants, et égaux à la valeur au centre de l’élément, appelé « point de calcul ».

Nous rappelons qu’il existe dans la littérature plusieurs types d’éléments qui permettent
d’enrichir le degré d’interpolation (éléments linéaires, quadratiques, etc.), nous renvoyons
le lecteur aux références [100, 102] pour plus détails à ce sujet.

Mj

M

Ω

Γ = ∪Γj

~r

centre de l’élément

élément frontière

S ≡M i

nœud frontière

0 ~e1

~e2

Figure 4.4. Discrétisation de la frontière et notations utilisées dans la méthode BEM,
cas 2D (d’après [102])

4.2.2.1 Calcul des inconnues à la frontière

Les inconnues à la frontières sont calculées par assemblage et résolution d’un système
algébrique comportant 2N équations issues de l’identité de Somigliana. Ce système
linéaire est obtenu en plaçant successivement le point source au centre de chaque élément
frontière. En particulier, pour un domaine de calcul 2D discrétisé par des éléments
frontières constants, les deux équations obtenues au point de calcul i s’écrivent :

1
2

[
v1(M i)
v2(M i)

]
+

N∑
j=1

(∫
Γj

[
T ?11(M,M i) T ?12(M,M i)
T ?21(M,M i) T ?22(M,M i)

]
dΓj(M)

)[
v1(M j)
v2(M j)

]

=
N∑
j=1

(∫
Γj

[
v?11(M,M i) v?12(M,M i)
v?21(M,M i) v?22(M,M i)

]
dΓj(M)

)[
T1(M j)
T2(M j)

]
(4.20)

où i, variant de 1 à N , désigne l’indice de l’élément frontière, M i le point de calcul et
M le point courant sur l’élément d’intégration (figure 4.4).
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Système algébrique Le système algébrique à assembler peut se mettre sous la forme
suivante :

[H1,1] [H1,2] . . . [H1,N ]
[H2,1] [H2,2] . . . [H2,N ]

... ... . . . ...
[HN,1] [HN,2] . . . [HN,N ]




[V1]
[V2]
...

[VN ]

 =


[G1,1] [G1,2] . . . [G1,N ]
[G2,1] [G2,2] . . . [G2,N ]

... ... . . . ...
[GN,1] [GN,2] . . . [GN,N ]




[T1]
[T2]
...

[TN ]

 (4.21)

où [Vi] (respectivement [Ti]) est une sous-matrice 2× 1, dans laquelle les composantes
du vecteur vitesse (respectivement traction) au nœud i sont stockées, et [Hij ], [Gij ] des
sous-matrices 2× 2 définies comme suit :

[Hij]lk = 1
2δijδlk +

∫
Γj
T ?lk(M,M i) dΓj(M) (4.22a)

[Gij]lk =
∫

Γj
v?lk(M,M i) dΓj(M) (4.22b)

Intégration L’évaluation des coefficients extra-diagonaux est réalisée numériquement
en utilisant une quadrature de Gauss classique (algorithme D.2). Pour les termes
diagonaux, qui font intervenir des intégrales singulières, nous utilisons les solutions
analytiques fournies par Brebbia et Dominguez [100] :


[Hii]lk = 1

2δlk (4.23a)

[Gii]lk = Li
4πµ

[(
1− Li

2

)
δlk + rlrk

L2
i

]
(4.23b)

où Li est la longueur de l’élément i.

Réorganisation en un système linéaire standard Le système algébrique (4.21)
est ensuite réorganisé en un système linéaire standard du type AX = B, la procédure
est détaillée dans l’algorithme D.4. Cette étape consiste à regrouper les inconnues du
problème dans le vecteur X pour obtenir le système suivant :

AX = B (4.24)

où A est une matrice 4N2, pleine et non symétrique, issue de la réorganisation de H.
X est un vecteur contenant les inconnues du problème et B une matrice obtenue en
multipliant la matrice issue de la réorganisation de G par le vecteur des conditions aux
limites C.

Résolution du système linéaire En raison de la forme de la matrice à inverser, la
résolution numérique du système linéaire (4.24) est réalisée en appliquant une méthode
directe. Dans l’implémentation actuelle, nous utilisons la bibliothèque LAPACK [123]
de MATLAB®.
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4.2. Résolution BEM des équations de Stokes

4.2.2.2 Calcul aux points internes

Le calcul de la vitesse et de la contrainte aux points internes peut être réalisé en
post-traitement, une fois que les champs de traction et vitesse à la frontière sont connus.
L’évaluation des intégrales « presque singulières » (cf. figure 2.5, page 62) est réalisée
en augmentant le nombre de points dans la quadrature de Gauss.

Vitesse interne La vitesse interne au point S est évaluée en utilisant la forme
discrétisée (4.20) de l’identité de Somigliana :

vk(S) =
N∑
j=1

(∫
Γj
u?kl(M,S) dΓ(M)

)
Tl(M j)

−
N∑
j=1

(∫
Γj
T ?kl(M,S) dΓ(M)

)
ul(M j) (4.25)

La procédure implémentée est détaillée dans l’algorithme D.8.

Contrainte interne Le tenseur des contraintes au point interne S est obtenu en
utilisant la loi de comportement du matériau :

σlk(S) =
N∑
j=1

(∫
Γj

[
D?

1lk D?
2lk

]
dΓj(M)

)[
T1(M j)
T2(M j)

]

−
N∑
j=1

(∫
Γj

[
S?1lk S?2lk

]
dΓj(M)

)[
v1(M j)
v2(M j)

]
(4.26)

où D?
ilk et S?ilk, définis dans l’annexe C, correspondent respectivement au tenseur des

déformations et des contraintes dus à l’application d’une charge unitaire au point S
dans la direction ~ei. La procédure de calcul est détaillée dans l’algorithme D.9.

4.2.3 Validation du solveur et étude de sensibilité au maillage
Le solveur BEM que nous avons développé a été confronté à une solution analytique

sur un cas test 2D (écoulement radial). Nous avons réalisé une étude de sensibilité
des résultats numériques à la taille des éléments frontières. La comparaison entre les
solutions numériques et analytiques a été faite à la fois à la frontière du domaine et en
un point interne.

Écoulement radial 2D Nous considérons un écoulement radial 2D de Stokes, à
pression imposée, dans une couronne de rayon interne a et de rayon externe b (figure 4.5).
Les pressions imposées sur les parois interne et externe sont respectivement notées
pa et pb, où nous imposons pa > pb pour garantir un écoulement sortant. Les valeurs
numériques utilisées pour réaliser le calcul sont fournies dans le tableau 4.1 : il s’agit de
paramètres rhéologiques réalistes pour des procédés de moulage par voie liquide.
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a [m] b [m] pa [Pa] pb [Pa] µ [Pa.s]
6.10−3 1.10−2 2.105 1.105 1.10−1

Tableau 4.1. Paramètres utilisés pour la simulation de l’écoulement radial de Stokes
en 2D

Les champs de vitesses et de contraintes dans le fluide sont des champs axisymmé-
triques, les solutions analytiques sont développées dans l’annexe B.

Champ de vitesse La composante radiale du champ de vitesse s’exprime comme
suit :

vr(r) = pa − pb
2µ

a2b2

r (b2 − a2) (4.27)

Tenseur de contrainte Dans le repère polaire, la contrainte radiale est donnée
comme suit :

σrr(r) = −pa − (pa − pb)
a2b2

b2 − a2

( 1
r2 −

1
a2

)
(4.28)

et la contrainte circonférentielle s’écrit :

σθθ(r) = −pa + (pa − pb)
a2b2

b2 − a2

( 1
r2 + 1

a2

)
(4.29)

Pour des considérations de symétries, nous avons réalisé le calcul sur un quart du
domaine. Les conditions aux limites sont représentées sur la figure 4.5 (b) : les plans
de symétrie sont modélisés par une vitesse normale nulle. Nous avons travaillé avec
les discrétisations utilisées dans le chapitre 2, cf. figure 4.5 (c). Les quatre maillages
comportent respectivement 15, 32, 65 et 131 éléments frontières.

Résultats Pour chaque maillage, nous avons calculé l’écart entre les solutions ana-
lytiques et numériques pour évaluer l’erreur commise sur la vitesse et la contrainte,
d’abord à la frontière (erreur moyenne sur la frontière) puis au point interne (erreur
locale). Les résultats sont donnés dans les graphes (a) et (b) de la figure 4.6.

Nous avons obtenu un excellent accord général avec la solution analytique, et une
amélioration significative de la précision avec le raffinement du maillage. Même si l’ordre
d’interpolation (constant) est le même pour les deux champs, le niveau de précision
atteint pour la vitesse est supérieur à celui obtenu pour les contraintes. Cette tendance
s’explique par les variations spatiales rapides des contraintes en O( 1

r2 ). La vitesse connaît
des variations moins brutales en O(1

r
), mieux approchées par les éléments constants.

Pour le calcul sur la frontière, les erreurs relatives que nous avons obtenues sont les
suivantes :

– 0,7 % d’erreur en vitesse et 10,5 % d’erreur en contrainte sur le maillage le plus
grossier,
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Mra

b

θ

~e10

~e2

~er

~eθ

(a) Géométrie et repère polaire

~v.~n = 0

~v.~n = 0

p = pa

p = pb

(b) Domaine de calcul et conditions aux limites

« Grossier » (15 élé-
ments)

« Faiblement gros-
sier » (32 éléments)

« Faiblement raffiné »
(65 éléments)

« Raffiné » (131 élé-
ments

(c) Maillages frontières et définition du point interne

Figure 4.5. Écoulement 2D de Stokes : géométrie, conditions aux limites, et maillages
frontières

– 0,02 % d’erreur en vitesse et 0,6 % d’erreur en contrainte sur le maillage le plus
fin,

Au point interne, la précision atteinte est encore meilleure, et ceci pour l’ensemble des
maillages, à savoir :

– 0,55 % d’erreur en vitesse et 3,4 % d’erreur en contrainte en utilisant le maillage
le plus grossier,

– 0,002 % d’erreur en vitesse et 0,008 % d’erreur en contrainte en utilisant le maillage
le plus fin.

Dans notre implémentation actuelle, la phase d’assemblage est l’étape la plus coûteuse
(environ 90 % du temps de calcul, contre 10 % pour l’inversion du système), en raison
de sa complexité en O(4N2), où N désigne le nombre d’éléments frontières dans la
discrétisation. Nous avons représenté figure 4.6 (b) l’évolution du temps de calcul en
fonction de la densité du maillage. À titre d’exemple, le calcul complet sur le maillage le
plus fin (131 éléments) est réalisé en 0,9 s CPU (PC 2,26 GHz / 1,93 Go RAM), dont :

– 0,82 s allouées à l’assemblage,
– 0,08 s allouées à l’inversion du système linéaire,
– 4 ms allouées au calcul au point interne.

Le temps de calcul dédié au calcul au point interne est dérisoire, en raison de la faible
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complexité de l’algorithme en O(2N) par inconnue scalaire.

0 50 100 15010−4

10−3

10−2

10−1

100

101

Nombre d’éléments frontières

Er
re
ur

su
r
‖~ v
‖
et
‖~ T
‖
[%

],
Te

m
ps

C
PU

[s]

E(‖~v||) [%] E(‖~T‖) [%]
Temps CPU [s]

(a) Calcul à la frontière
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Figure 4.6. Étude paramétrique BEM sur la taille de maille (Stokes 2D)

4.3 Application au calcul de la perméabilité trans-
verse

La littérature montre que les techniques expérimentales actuelles sont relativement
limitées en ce qui concerne la mesure de la perméabilité transverse (chapitre 1). Dans
ce contexte, les techniques numériques représentent des solutions très attractives pour
accéder à ce paramètre.

Nous nous sommes intéressés dans cette section au calcul de la perméabilité transverse
dans le domaine intra-mèche. Dans un premier temps, nous avons validé notre approche
en étudiant le cas idéal d’un arrangement carré (section 4.3.1). Dans un second temps
nous nous sommes intéressés à la prise en compte de la variabilité microstructurale. Pour
cela nous avons développé un outil numérique dédié à la génération d’une microstructure
réaliste (section 4.3.2). Enfin nous avons réalisé une étude exploratoire en nous appuyant
sur l’observation d’une coupe micrographique (section 4.3.3).

Nous considérons un réseau de fibres rectilignes et parallèles, orientées suivant la
direction ~E1. Cette configuration est typiquement représentative des renforts unidi-
rectionnels (UD), qui consistent en une simple juxtaposition des mèches dans le pli
(figure 4.7). Dans le repère principal ( ~E1, ~E2, ~E3), le tenseur de perméabilité est donné
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4.3. Application au calcul de la perméabilité transverse

comme suit :

k =

K1 0 0
0 K2 0
0 0 K3


( ~E1, ~E2, ~E3)

(4.30)

où K1 désigne la perméabilité axiale (non étudiée ici) et (K2,K3) les deux perméabilités
transverses que nous cherchons à identifier.

10 mm

~E1
~E3

~E2

(a) Échelle des mèches (vue planaire)

A

B

100 µm

~E2
~E1

~E3

(b) Échelle des fibres (coupe transverse) : mise en
évidence de la variabilité du milieu (cellules A et
B)

Figure 4.7. Architecture d’un renfort unidirectionnel (UD) en fibres de carbones :
échelle des mèches et échelle des fibres (micrographie)

4.3.1 Étude d’un arrangement idéal carré
L’écoulement transverse dans un arrangement carré de fibres rectilignes a été étudié

par Gebart, cf. figure 4.8 (a). L’expression de la perméabilité transverse (isotrope) est
donnée comme suit [141] :

K3 = 16
9π
√

2

√√√√ π
4
Vf
− 1


5
2

R2
f (4.31)

Pour valider notre approche nous avons procédé à une étude paramétrique faisant
varier la fraction volumique de fibres de 0,1 à 0,7 par pas de 0,1. Le rayon de la fibre
est maintenu constant, égal à 3,5 µm, ce qui correspond à une valeur moyenne pour la
fibre de carbone. L’augmentation de la fraction volumique est obtenue en diminuant
l’espace inter-fibres.

En raison de la périodicité de la structure, plusieurs CER peuvent être considérées
pour traiter le problème : nous avons mis en évidence dans la figure 4.8 (a) trois cellules
qui se prêtent à la réalisation du calcul. Pour des raisons de symétries, nous avons
travaillé sur le motif minimal commun à ces trois CER. Ce motif, qui intègre un quart
de fibre, consiste en une cellule carrée de dimension Rf + d

2 , où d représente un espace
inter-fibre, cf. figure 4.8 (b). Les géométries que nous avons utilisées sont représentées
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figure 4.8 (c). La densité du maillage utilisée dans les discrétisations frontières sont de
type « faiblement raffiné » (cf. figure 4.5), et comportent typiquement entre 150 et 250
éléments frontières. Nous nous sommes appuyés sur les résultats de l’étude paramétrique
que nous avons menée dans la section 4.2.3 pour faire ce choix.

CER 2

CER 1

CER 3

(a) Arrangement carré de fibres et exemples
de Cellules Élémentaires Représentatives
(CER)

Rf

+

d
2

(b) Domaine de calcul : rayon
de la fibre Rf et demi-espace
inter-fibre d

2

Vf = 0,1 Vf = 0,2 Vf = 0,3 Vf = 0,4

Vf = 0,5 Vf = 0,6 Vf = 0,7
(c) Maillages frontières utilisés dans l’étude paramétrique faisant varier le taux de fibres Vf

Figure 4.8. Arrangement carré de fibres en coupe transverse, définition du motif
minimal utilisé dans le calcul et maillages frontières utilisés

Les conditions aux limites appliquées sur le domaine de calcul sont représentées sur
la figure 4.9. Nous utilisons deux plans de symétries agissant comme des parois glissantes
pour traiter la condition de périodicité à l’échelle du domaine de calcul. L’application
d’une pression à l’entrée et à la sortie du domaine permet d’imposer un gradient de
pression macroscopique uniforme dans la structure. Au contact des fibres, nous imposons
une vitesse nulle pour prendre en compte l’adhérence et la non-pénétration du fluide
aux parois.
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Contact collant
à la fibre

Plan de symétrie

Plan de symétrie

Frontière d’entrée :
pression imposée pe

Frontière de sortie (Γs) :
pression imposée ps

Figure 4.9. Conditions aux limites appliquées sur le domaine de calcul et profil typique
du champ de vitesse à la frontière par notre approche BEM (cas Vf = 0,4)

Les paramètres numériques utilisés pour réaliser le calcul sont fournis dans le
tableau 4.2. Il s’agit de données classiques rencontrées dans les procédés de moulage
des composites par voie liquide.

pe [bar] ps [bar] µ [Pa.s]
2 1 0,1

Tableau 4.2. Pressions et viscosité utilisées dans les calculs de perméabilité (pe et ps
désignent les pressions imposées à l’entrée et à la sortie du domaine, cf. figure 4.9)

Calcul numérique de la perméabilité La perméabilité transverse est identifiée
dans la loi de Darcy en calculant le débit sortant de la cellule :

K3 = µ(1− Vf )
pe − ps

∫
Γs
~v.~n dΓ (4.32)

où Γs est la frontière de la cellule en sortie d’écoulement (figure 4.9). Cette expression,
qui fait intervenir une intégrale frontière de la vitesse, montre que le calcul peut être
conduit en utilisant une approche entièrement surfacique. Comme le montre la figure 4.9,
la méthode BEM permet d’accéder directement à la vitesse frontière sans passer par une
résolution volumique (section 4.2). Il est clair que notre approche est une alternative
puissante aux méthodes par éléments finis qui demandent des outils de maillages bien
plus avancés [153].

Résultats et discussion L’étude paramétrique complète comportant 7 cas de calcul
a été réalisée en moins de 2 min CPU sur un PC 2,26 GHz / 1,93 Go RAM, ce qui
représente des temps de calcul très compétitifs. Nous avons représenté figure 4.9 le
profil typique du champ de vitesse à la frontière : le fluide qui progresse essentiellement
suivant la direction du gradient de pression, est clairement dévié et freiné par la présence
de la fibre.
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Les résultats du calcul de perméabilité sont reportés dans la figure 4.10. Le graphique
de la figure 4.10 (a) montre que la perméabilité est bien une fonction décroissante du
taux de fibres. La valeur maximale (1,79.10−11 m2) est atteinte pour le taux de fibres
le plus faible (0,1), et la valeur minimale (4,20.10−15 m2) est atteinte pour le taux de
fibres le plus élevé (0,7), cf. tableau 4.10 (b).

La confrontation avec le modèle de Gebart révèle un excellent accord pour les taux
de fibres supérieurs à 0,4 avec des écarts inférieurs à 3%, atteignant 0,3% pour un
arrangement approchant le taux de compacité maximum. Des écarts plus importants ont
été obtenus pour des taux de fibres plus faibles (écart de 16% pour un taux de fibres de
0,1). Nous attribuons ce résultat aux approximations de lubrification hydrodynamique
employées par Gebart, qui sont justifiées si l’espace inter-fibre est négligeable devant le
rayon de la fibre (Rf

d
� 1), autrement dit pour des taux de fibres élevés.
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(a) Variation de la perméabilité transverse en fonction
du taux volumique de fibres

K3 [m2] Écart [%]
Vf Gebart BEM ‖KGebart

3 −KBEM
3 ‖

KGebart
3

0,1 2,14.10−11 1,79.10−11 16,5
0,2 4,68.10−12 4,31.10−12 7,8
0,3 1,47.10−12 1,41.10−12 4,4
0,4 4,50.10−13 4,86.10−13 2,8
0,5 1,58.10−13 1,56.10−13 1,8
0,6 3,87.10−14 3,83.10−14 0,8
0,7 4,19.10−15 4,20.10−15 0,3

(b) Confrontation des résultats numériques (BEM) au
modèle de Gebart [141]

Figure 4.10. Variation de la perméabilité transverse en fonction du taux volumique
de fibres pour un arrangement carré : confrontation des résultats numériques (BEM) au
modèle de Gebart
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4.3.2 Génération d’une microstructure réaliste

La première difficulté à laquelle nous avons été confrontés a été la génération d’une
microstructure représentative de la réalité. Comme le montre la micrographie de la
figure 4.7 (b), le domaine intra-mèche est marqué par par une importante variabilité
structurale en raison de la distribution aléatoire des fibres dans l’espace. Nous avons
pris en considération cet aspect en utilisant une méthode de type Monte-Carlo dans le
processus de génération.

L’idée directrice, bien décrite dans la référence [155], consiste à perturber l’organisa-
tion d’un réseau fibreux initialisé suivant un arrangement carré, cf. figure 4.11 (a). La
procédure se décline en deux étapes :

1. Initialisation : Nous partons d’une cellule carrée vide, dans laquelle nous intégrons
des fibres jusqu’à l’obtention d’un taux de fibres imposé. Pour faciliter le rem-
plissage nous organisons les fibres suivant un arrangement carré, lequel permet
d’atteindre une compacité proche de 78% (π4 ).

2. Perturbation : Chaque fibre est déplacée, séquentiellement et de manière aléatoire,
jusqu’à l’obtention d’une microstructure « désordonnée ». Nous supposons que
cet état est atteint lorsque toutes les fibres ont été déplacées au moins une fois.

Dans l’étape de perturbation, la fibre est effectivement déplacée si sa nouvelle
position satisfait les conditions suivantes :

– non-chevauchement des fibres,
– conservation du taux de fibres (restriction du déplacement d’une fibre à l’intérieur

de la cellule).

Ces deux conditions définissent un critère d’admissibilité du vecteur déplacement. Un
test géométrique est réalisé à chaque tirage aléatoire pour vérifier si le critère est respecté,
nous procédons le cas échéant au déplacement de la fibre dans la cellule.

Une fois le processus de génération terminé, la frontière est discrétisée de manière
automatique par une routine de maillage que nous avons développée. La méthode,
directe et valable quelle que soit la complexité de la microstructure obtenue, repose sur
l’assemblage de formes élémentaires (cercles et carré) qui peuvent facilement être maillées
par des considérations géométriques, cf. figure 4.11 (c). Le programme (développé sous
MATLAB®), permet d’obtenir rapidement un modèle géométrique représentatif d’une
microstructure réelle. Typiquement, l’élaboration d’un modèle complet (génération-
maillage) intégrant 1 000 fibres demande un temps de calcul inférieur à 5 s avec des
moyens de calcul relativement restreints (PC 2,26 GHz / 1,93 Go RAM).

131



Chapitre 4. Modélisation BEM de l’écoulement à l’échelle des fibres

(a) Arrangement carré (b) Mélange des fibres (c) Maillage frontière

Figure 4.11. Illustration des différentes étapes conduisant à l’obtention d’un modèle
géométrique de la microstructure

4.3.3 Étude d’une coupe micrographique
Nous avons utilisé les cellules A et B dans la micrographie de la figure 4.7 (b)

pour réaliser un calcul de perméabilité représentatif d’une microstructure réelle. Cette
micrographie, obtenue par microscopie optique, représente une coupe transverse d’un
renfort UD carbone mis en œuvre par infusion. La dimension des cellules est de 100 µm.
Ces cellules ont été analysées par un logiciel de traitement d’images afin d’en extraire
les taux de fibres : nous avons identifié un taux de fibres de 0,25 pour la cellule A et
de 0,38 pour la cellule B. À partir de ces données, nous avons généré deux modèles
géométriques 1 que nous avons utilisés pour réaliser les calculs (figure 4.12).

Micrographie Modèle géométrique Micrographie Modèle géométrique
(a) Cellule A : Vf = 0,25 (b) Cellule B : Vf = 0,38

Figure 4.12. Génération d’un modèle géométrique à partir d’une coupe micrographique
(image segmentée)

.

Pour chaque cellule, nous avons caractérisé la perméabilité dans les deux directions
transverses en imposant successivement suivant chaque axe un gradient de pression
unidirectionnel. Les paramètres utilisés dans les simulations sont les mêmes que précé-
demment (tableau 4.2).

Nous avons discrétisé les deux microstructures en utilisant des maillages frontières
comportant respectivement 988 éléments (cellule A) et 1 420 éléments (cellule B), cf.

1. Les sections des fibres ont été supposées circulaires, bien que des profils elliptiques puissent être
présents sur la micrographie.
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figures 4.13 et 4.14. Nous obtenons dans cette configuration des temps de calcul de
l’ordre de la minute.

Résultats et discussion Les champs des vitesses à la frontière (cf. figures 4.13
et 4.14) présentent des profils cohérents :

– le fluide contourne clairement les fibres et s’écoule préférentiellement dans les
zones les plus poreuses (chemins préférentiels),

– l’amplitude des vitesses diminue en se rapprochant des fibres et s’annule au contact
des parois solides, ce qui montre une bonne gestion du contact.

Le calcul des perméabilités révèle d’une part que les deux cellules sont légèrement
anisotropes, et d’autre part que la cellule la plus poreuse est effectivement la plus
perméable :

– pour la cellule A (Vf = 0,25), la perméabilité a été évaluée à 1,83.10−12 m2 dans
la direction ~E2 et 1,90.10−12 m2 suivant la direction ~E3,

– pour la cellule B (Vf = 0,38), nous avons obtenu 3,30.10−13 m2 dans la direction
~E2 et 2,69.10−13 m2 dans la direction ~E3.

Ces résultats confirment bien que la connaissance seule du taux de fibres ne permet pas
de déterminer la perméabilité qui est fonction de l’organisation du milieu.

(a) Écoulement suivant ~E2 (b) Écoulement suivant ~E3

Figure 4.13. Cellule A : champ de vitesse à la frontière (écoulement à pression imposée)
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(a) Écoulement suivant ~E2 (b) Écoulement suivant ~E3

Figure 4.14. Cellule B : champ de vitesse à la frontière (écoulement à pression imposée)

Conclusion
Dans ce chapitre nous nous sommes intéressés à l’écoulement de la résine à l’échelle

de la microstructure fibreuse en utilisant les équations de Stokes. Cette approche est
particulièrement intéressante pour établir des modèles de prévision de perméabilité en
s’appuyant sur des considérations géométriques.

Un solveur BEM 2D stationnaire dédié à la résolution du problème de Stokes a été
développé et validé sur un cas test dans le cadre de ce travail. Dans notre implémentation,
ce même solveur peut être utilisé pour résoudre un problème d’élasticité linéaire, ce qui
permettrait d’intégrer la déformation des fibres dans le calcul de la perméabilité.

Les cas d’application que nous avons traités ont été consacrés à l’identification de la
perméabilité transverse, qui représente un paramètre difficilement accessible par la voie
expérimentale. Les calculs que nous avons menés sur un arrangement carré révèlent un
excellent accord avec le modèle analytique de Gebart. Par ailleurs, nous avons développé
une approche permettant de prendre en compte la variabilité de la microstructure. Les
résultats montrent que pour un taux de fibres donné, la perméabilité est effectivement
soumise à des fluctuations suivant le mode d’arrangement des fibres.
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Les procédés de moulage des composites par voie liquide représentent des solutions
très attractives sur le plan industriel, à la fois en termes de réduction des coûts
(polymérisation hors autoclave) et de possibilités de réalisation (pièces complexes et
de grande dimension). La particularité de ces procédés, qui se déclinent en plusieurs
variantes (RTM, VARTM, LRI, etc.), est la présence d’une étape de remplissage
du renfort par la résine liquide. Cette étape est décisive dans le procédé, car elle
conditionne en grande partie les propriétés mécaniques et les temps de cycle. Mais elle
est en même temps particulièrement délicate à maîtriser, en raison de la complexité des
mécanismes mis en jeu. C’est pourquoi la modélisation de l’écoulement est au centre
des problématiques industrielles.

Pour répondre à ce besoin nous avons mené deux études complémentaires dans le
cadre de la thèse :

– une étude expérimentale, dans laquelle nous avons développé un moyen d’essai
permettant de mesurer la perméabilité des renforts,

– une étude numérique, dans laquelle nous avons développé un modèle destiné à la
simulation des écoulements macroscopiques et microscopiques.

Les conclusions de nos travaux et les perspectives sont résumées ci-dessous.

Mesure de perméabilité La mesure de perméabilité est un sujet très controversé
dans la communauté scientifique, et les résultats publiés révèlent de fortes disparités
suivant les auteurs. Une étude bibliographique nous a permis d’identifier les différentes
méthodes disponibles dans la littérature. Ces méthodes reposent pour la plupart sur la
mise en œuvre d’un écoulement 1D, 2D ou 3D dans le renfort.

Le dispositif que nous avons développé permet de réaliser des mesures 2D et 3D sur
progression de front dans un moule transparent. La mesure est réalisée sous vide, en
utilisant un fluide modèle (huile de colza) de viscosité calibrée. L’écoulement dans le
plan est suivi par une caméra CCD. Pour la direction transverse, nous utilisons une
balance électronique synchronisée avec la caméra. Un logiciel dédié à l’exploitation des
données a également été développé pour fiabiliser la procédure de traitement. Il intègre
en outre des outils d’analyse d’images et un modèle optique permettant d’anticiper la
réfraction de la lumière dans le moule.

Le moyen d’essai a été testé sur le renfort aéronautique G0986. En configuration
2D, le dispositif s’est révélé robuste et répétable sur les essais que nous avons réalisés.
En particulier, nous n’avons pas détecté d’écoulement préférentiel, et la forme du front
d’écoulement s’est bien avérée elliptique. Nos mesures sont en bon accord avec les
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résultats du benchmark publié par Arbter et al. [40]. Il conviendrait néanmoins d’utiliser
un spécimen « modèle » pour procéder à une validation qualitative, car les résultats du
benchmark, fortement dispersés, ne permettent pas de disposer d’une perméabilité de
référence.

Concernant la mesure 3D, même si nous n’avons pas eu le temps de mener une
campagne d’essais complète, nous avons obtenu des premiers résultats encourageants
qui mériteraient de plus amples investigations. Le relevé de la position du front dans
la direction transverse semble indiquer que la formation du demi-ellipsoïde n’est pas
immédiate, ce qui peut facilement s’expliquer par la forme du point d’injection dans
le dispositif, qui s’écarte inévitablement d’une hémisphère théorique. Il s’agit d’une
limitation intrinsèque de la mesure 3D. Enfin, la procédure de traitement des résultats
que nous avons utilisée n’est vraisemblablement pas la plus adaptée, car le modèle
analytique (SIE) se révèle trop grossier en présence d’une forte anisotropie transverse.
Le recours à une technique numérique devrait permettre d’affiner les résultats par
identification inverse.

Modélisation macroscopique Nous avons développé un modèle numérique per-
mettant de simuler le remplissage macroscopique du renfort, en 2D et en 3D. Dans
notre approche, l’écoulement (de type Darcy) a été supposé isotherme, et le renfort
a été assimilé à un milieu indéformable. L’originalité de notre approche réside dans
le couplage des méthodes Level Set et BEM. Cette approche permet de traiter le
problème en menant un calcul entièrement surfacique : seule l’interface mobile est
maillée. En particulier, la pression interne n’intervient pas explicitement dans le calcul
de remplissage comme c’est le cas dans les méthodes de type éléments finis. Grâce
à la méthode Level Set que nous avons implémentée, notre application permet de
traiter les écoulements à topologies complexes qui sont fréquemment rencontrés dans
le remplissage de moules industriels (multi-injection, présence d’un noyau, etc.). Elle
permet par ailleurs d’obtenir une description de la forme de la frontière plus précise
que dans les méthodes VOF standards. Nous avons eu recours à des algorithmes de
type Marching Cubes pour la génération du maillage frontière : les grilles de fond que
nous utilisons sont des maillages libres (triangles ou tétraèdres) qui peuvent facilement
être générés par des mailleurs traditionnels, comme le logiciel IDEAS®. La méthode
développée a été confrontée à des cas tests ainsi qu’à des cas plus représentatifs de
géométries industrielles. Les résultats indiquent que, malgré une gestion du contact
relativement grossière (approche géométrique), le programme est capable de prédire
des écoulements relativement complexes avec fidélité tout en conservant des temps de
calcul compétitifs.

Les pistes d’amélioration concernant cette partie de l’étude sont nombreuses. Il
est certains que la prise en compte de l’aspect multi-physique du procédé permettrait
d’enrichir la simulation. En particulier, la déformation du renfort pourrait être intégrée
au calcul d’écoulement, ce qui permettrait de prédire les variations d’épaisseur dans les
procédés de moulage par infusion. D’autre part la prise en compte de l’hétérogénéité
du renfort pourrait être envisagée, car la méthode BEM dispose d’outils performants
(approches «multi-domaines ») permettant de traiter les écoulements en milieux stratifiés.
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Cette approche permettrait d’intégrer un produit drainant dans la simulation du
remplissage par des procédés de type infusion. Enfin, le modèle 3D doit être consolidé,
car il n’a pas été réellement possible dans le temps imparti de procéder à une validation
complète du programme.

Modélisation microscopique Nous avons également réalisé une étude numérique à
l’échelle de la microstructure fibreuse en utilisant les équations de Stokes. Cette échelle
est particulièrement intéressante pour établir des modèles de prévision de perméabilité.
Le modèle BEM que nous avons développé permet de traiter les écoulements stationnaires
sur des géométries 2D. Les principaux avantages de notre approche découlent directement
de l’utilisation d’une formulation intégrale frontière, à savoir la grande flexibilité du
maillage frontière, et d’autre part la possibilité de s’affranchir d’un véritable calcul
volumique.

Nous nous sommes intéressés à la perméabilité transverse, qui représente un pa-
ramètre difficilement accessible par la voie expérimentale. Les calculs que nous avons
menés sur un arrangement idéal carré révèlent un excellent accord au modèle de Gebart.
Par ailleurs, nous avons développé une approche permettant de prendre en compte
des microstructures plus réalistes, intégrant des distributions de fibres aléatoires. Une
étude que nous avons menée sur une coupe micrographique montre les potentialités de
notre méthode sur des arrangements fibreux complexes. Les résultats que nous avons
obtenus montrent que la variabilité structurale du renfort introduit des fluctuation de
la perméabilité. En particulier, nos simulations mettent bien en évidence que le taux de
fibres seul ne permet pas de prédire la perméabilité, qui est fonction de l’organisation
des fibres - ce qui est un résultat classique de la littérature.

Plusieurs perspectives peuvent être envisagées pour faire suite à ces travaux. La
première serait la prise en compte de la déformation du renfort dans la prévision de la
perméabilité. L’équivalence élastostatique que nous avons exploitée nous permettrait
d’intégrer cet aspect sans difficulté en utilisant une décomposition en sous-domaines
(couplages fluide/solide). D’autre part, la prise en compte de la mouillabilité permettrait
de mettre en évidence l’influence du couple renfort/fluide sur la perméabilité. Nous
pourrions intégrer, comme nous l’avons fait à l’échelle macroscopique, une technique
Level Set pour traiter l’avancée du front dans la microstructure. Enfin, nous pensons que
l’extension de notre approche en 3D permettrait de traiter des micro/méso structures
complexes à moindre coût.
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Annexe A

Modèle optique intégrant la
réfraction dans le moule

Nous développons dans cette annexe le calcul aboutissant au modèle optique (A.6)
élaboré par Dusserre et Bernhart [79]. Ce modèle, utilisé et validé dans le chapitre 1,
permet d’accéder à la position du front sans utiliser de réglet sous la plaque. Il relie le
rayon du front rf au rayon vu par la caméra r′f , en fonction des paramètres optiques et
géométriques du montage (figure A.1).

1 Loi de Snell-Descartes
La déviation du rayon lumineux au passage de l’air au moule transparent est régie

par la loi de Snell-Descartes :

n1 sin θ1 = n2 sin θ2 (A.1)

où θ1, θ2 désignent les angles d’incidence et de réfraction, et n1, n2 les indices optiques
de l’air et du moule transparent.

2 Expression du modèle
L’expression de tan θ2 fait directement apparaître une relation reliant rf à r′f :

tan θ2 =
rf − r′f

e
(A.2)

où e désigne l’épaisseur du moule. En injectant dans l’équation (A.2) l’expression de θ2
issue de la loi de Descartes, nous obtenons, après réorganisation :

rf = r′f + e tan
(

arcsin
(
n1

n2
sin θ1

))
(A.3)
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`
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Figure A.1. Réfraction de la lumière dans le moule

Cette nouvelle expression s’écrit encore en utilisant les propriétés trigonométriques :

rf = r′f + e
n1

n2

sin θ1√
1−

(
n1

n2

)2
sin2 θ1

(A.4)

De l’équation (A.4) nous éliminons θ1 en utilisant l’expression du sinus :

sin θ1 =
r′f√

`2 + r′2f
(A.5)

où ` désigne la distance séparant la caméra du moule. L’expression finale est obtenue
après réorganisation du dénominateur :

rf = r′f + e
n1

n2
× 1√√√√1−

(
n1

n2

)2
+
(
`

rf

)2
(A.6)
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Annexe B

Solutions analytiques : écoulements
radiaux de type Darcy et Stokes

L’objectif de cette annexe est de rappeler les solutions analytiques qui régissent les
écoulements radiaux à pression imposée de type Darcy et Stokes (figure B.1).

Mra

b

θ

~e10

~e2

~er

~eθ

(a) Géométrie 2D (repère polaire)

M

r

a

b

θ

~e10

~e2

ϕ
~e3

~er

~eϕ

~eθ

(b) Géométrie 3D (repère sphérique)

Figure B.1. Géométries utilisées pour traiter les écoulements radiaux 2D et 3D (a et
b désignent les rayons des parois internes et externes à l’anneau ou à la sphère)

1 Écoulement radial de Darcy à pression imposée,
cas isotrope

Les géométries considérées sont représentées sur les figures B.1 (a) et (b). Il s’agit
en 2D (respectivement en 3D) d’un anneau (respectivement d’une sphère creuse) de
rayon interne a et de rayon externe b. Dans les deux cas, les pressions appliquées aux
parois sont notées pa et pb, où la condition pa > pb garantit un écoulement sortant.

163



Annexe B. Solutions analytiques : écoulements radiaux de type Darcy et Stokes

La loi de Darcy, combinée à l’équation d’incompressibilité, fournit :

−→
∇ .

− k

µε

−→
∇p

 = 0 (B.1)

où p désigne la pression, k le tenseur de perméabilité, µ la viscosité dynamique et ε la
porosité du milieu (1− Vf). Pour un milieu homogène isotrope, l’expression (B.1) est
réduite à une équation de Laplace en pression. Sa résolution, qui dépend de la dimension
du problème, fournit l’expression du champ de pression.

1.1 Écoulement 2D
Dans un repère polaire, et en présence d’un problème axisymétrique, l’équation de

Laplace est réduite à :

1
r

d

dr

(
r
dp

dr

)
= 0 (B.2)

où r désigne le rayon permettant de repérer la position du point dans le fluide, c.f.
figure B.1 (a).

Champ de pression Deux intégrations successives de (B.2), et l’utilisation des
conditions aux limites en pression, conduisent au champ de pression dans le fluide :

p(r) = pa + (pb − pa)
ln r

a

ln b
a

(B.3)

Champ de vitesse L’application de la loi de Darcy fournit ensuite l’expression du
champ de vitesse radial :

vr(r) = − k

µε

(pa − pb)
r ln b

a

(B.4)

1.2 Écoulement 3D
Nous utilisons pour la résolution du problème 3D un repère sphérique. En présence

d’un problème axisymétrique, l’expression du Laplacien est réduite à :

1
r2

d

dr

(
r2dp

dr

)
= 0 (B.5)

où r représente le rayon permettant de repérer la position du point dans le repère
sphérique, c.f. figure B.1 (b).
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2. Écoulement radial de Stokes à pression imposée, déformation plane

Champ de pression Le champ de pression est obtenu en procédant deux fois à
l’intégration de l’équation (B.5) et en exploitant les conditions aux limites :

p(r) = pa + (pb − pa)
1
a
− 1

r
1
a
− 1

b

(B.6)

Champ de vitesse La loi de Darcy conduit ensuite au champ de vitesse radial :

vr(r) = − k

µε

(pa − pb)
r2
(

1
a
− 1

b

) (B.7)

2 Écoulement radial de Stokes à pression imposée,
déformation plane

Nous avons explicité la solution analytique régissant l’écoulement de Stokes dans
le cas 2D (anneau). Le cas 3D (non abordé ici) peut être traité en suivant la même
approche. La géométrie (anneau de rayon interne a et de rayon externe b) est représentée
figure B.1 (a). Les pressions appliquées aux parois sont respectivement notées pa et pb
(avec pa > pb pour un écoulement sortant).

Par symétrie, le champ de vitesse est radial et indépendant de θ et z :

~v = vr(r)~er (B.8)

Tenseur des contraintes En déformation plane, l’expression de la vitesse (B.8)
conduit au tenseur des vitesses de déformation ε̇ :

ε̇ =


dvr
dr

0 0
0 vr

r
0

0 0 0


(~er,~eθ,~ez)

(B.9)

Pour un comportement Newtonien, le tenseur des contraintes σ s’écrit alors :

σ =

−p+ 2µdvr
dr

0 0
0 −p+ 2µvr

r
0

0 0 −p


(~er,~eθ,~ez)

(B.10)

où p est la pression hydrostatique et µ la viscosité dynamique du fluide. L’équilibre
statique projeté suivant ~er fournit :

dσrr
dr

+ σrr − σθθ
r

= 0 (B.11)

L’expression du tenseur des contraintes (B.10) conduit à l’équation différentielle suivante :

dσrr
dr

+ 2µ d
dr

(
vr
r

)
= 0 (B.12)
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L’intégration de (B.12) entre a et r, et l’utilisation de la condition aux limites sur la
paroi interne (r = a), fournit l’expression de la contrainte radiale :

σrr(r) = −pa − 2µvr(r)− vr(a)
r

(B.13)

L’expression de la vitesse radiale est obtenue en utilisant l’équation d’incompressibilité :

1
r

d (rvr)
dr

= 0 (B.14)

Par intégration, nous obtenons :

vr = A

r
(B.15)

où A est une constante d’intégration, déterminée par la condition aux limites sur la
paroi externe (r = b) :

A = pa − pb
2µ

a2b2

b2 − a2 (B.16)

La contrainte radiale s’exprime finalement comme suit :

σrr(r) = −pa − (pa − pb)
a2b2

b2 − a2

( 1
r2 −

1
a2

)
(B.17)

La contrainte circonférentielle est déduite de l’équation (B.11) :

σθθ(r) = −pa + (pa − pb)
a2b2

b2 − a2

( 1
r2 + 1

a2

)
(B.18)

La contrainte axiale est obtenue en utilisant la propriété de déformation plane, qui
s’écrit σzz = 1

2 (σrr + σθθ), et conduit à l’expression suivante :

σzz = −pa + (pa − pb)
b2

b2 − a2 (B.19)

Vitesse L’expression de la vitesse est finalement calculée en substituant (B.16)
dans (B.15) :

vr = pa − pb
2µ

a2b2

r (b2 − a2) (B.20)

166



Annexe C

Solutions fondamentales, gradients
et calcul aux points internes

Cette annexe a pour objectif de développer l’expression des gradients des solutions
fondamentales pour les calculs aux points internes, intervenant dans la résolution BEM
des problèmes potentiels anisotropes (Darcy) 2D et 3D, et du problème de Stokes 2D.

On note r = ‖−−→SM‖ la distance euclidienne du point source S au point frontière M ,
telle que :

r =


√
r2

1 + r2
2 en 2D (C.1a)√

r2
1 + r2

2 + r2
3 en 3D (C.1b)

où ri = xMi − xSi est la projection de ~r suivant ~ei (figure C.1).

Mj

M

Ω

Γ =
N⋃
k=1

Γk

~r

élément frontière
+

point interne

S

nœud frontière

0 ~e1

~e2

Figure C.1. Discrétisation de la frontière et définition du point de calcul interne
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Annexe C. Solutions fondamentales, gradients et calcul aux points internes

1 Problème potentiel anisotrope
Pression interne L’application de la relation de Somigliana au point S interne à Ω
conduit à l’expression de la pression interne :

p(S) =
N∑
j=1

[∫
Γj
p?(M,S)dΓj(M)

]
q(M j)

−
N∑
j=1

[∫
Γj
q?(M,S)dΓj(M)

]
p(M j) (C.2)

où p? est la solution fondamentale qui dépend de la dimension du problème, et q?
désigne un flux qui est donné comme suit :

q? = k
−→
∇Mp?.~n (C.3)

où k désigne le tenseur de perméabilité, et −→∇M l’opérateur gradient au point frontière
M .

Gradient de pression interne L’expression du gradient de pression interne est
obtenue en dérivant la relation de Somigliana (C.2) au point source S :

−→
∇Sp(S) =

N∑
j=1

[∫
Γj

−→
∇Sp?(M,S)dΓj(M)

]
q(M j)

−
N∑
j=1

[∫
Γj

−→
∇Sq?(M,S)dΓj(M)

]
p(M j) (C.4)

où l’opérateur −→∇S désigne le gradient au point source S.

1.1 Domaine de calcul 2D
1.1.1 Calcul de la pression interne

Solution fondamentale La solution fondamentale pour un domaine 2D anisotrope
est donnée par Brebbia [100] comme suit :

p?(M,S) = 1
2π
√
|k|

ln 1
r̂

(C.5)

où |k| désigne le déterminant du tenseur de perméabilité et r̂ est une distance modifiée
entre le point S et le point M , telle que :

r̂2 = 1
|k|

(
k22r

2
1 − k12r1r2 + k11r

2
2

)
(C.6)

avec ri = ~r.~ei (figure C.1).
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1. Problème potentiel anisotrope

Expression de q? Le calcul de −→∇Mp? par (C.5) et (C.11) conduit à :

−→
∇Mp? = − 1

2πr̂2|k| 32

[
k22r1 − k12r2
k11r2 − k12r1

]
(C.7)

L’application de la relation (C.3) fournit :

q? = − 1
2πr̂2|k| 12

(r1n1 + r2n2) (C.8)

1.1.2 Calcul du gradient de pression interne

Expression de −→∇Sp? L’expression de −→∇Sp? est obtenue en utilisant (C.5) et (C.11) :

−→
∇Sp? = −−→∇Mp? = + 1

2πr̂2|k| 32

[
k22r1 − k12r2
k11r2 − k12r1

]
(C.9)

Expression de −→∇Sq? L’utilisation de (C.11) et (C.12) conduit à l’expression suivante :

−→
∇Sq? = − 1

2πr̂2|k| 32

2 ~r.~n

r̂2|k|
(k22r1 − k12r2)− n1

2 ~r.~n

r̂2|k|
(k11r2 − k12r1)− n2

 (C.10)

1.1.3 Gradient usuel

Les gradients que nous avons utilisés dans cette section pour aboutir aux expressions
précédentes sont les suivants :

−→
∇S r̂n = −−→∇M r̂n = − n

r̂2−n|k|

[
k22r1 − k12r2
k11r2 − k12r2

]
(C.11)

−→
∇S(~r.~n) = −~n (C.12)

1.2 Domaine de calcul 3D
1.2.1 Calcul de la pression interne

Solution fondamentale La solution fondamentale pour un domaine 3D anisotrope
est donnée par Marczak et Denda [106] :

p?(M,S) = 1
4π|k| 12

1
r̂

(C.13)
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Annexe C. Solutions fondamentales, gradients et calcul aux points internes

où |k| désigne le déterminant du tenseur de perméabilité et r̂ est tel que :

r̂2 = r2
1

k11
+ r2

2
k22

+ r2
3

k33
+ 2
|k|

(r3r2c1123 + r3r1c1223 + r2r1c1233)

− 1
|k|

(
r2

3k
2
12 + r2

1k
2
23 + r2

2k
2
13

)
(C.14)

avec cijkl = kijkkl − kilkjk et ri = ~r.~ei (figure C.1).

Expression de q? Le calcul de −→∇Mp? par (C.13) et (C.21) conduit à :

−→
∇Mp? = − 1

2πr̂3|k| 32

c2233r1 + c1233r2 + c1223r3
c1233r1 + c1122r2 + c1123r3
c1223r1 + c1123r2 + c1122r3

 (C.15)

L’application de l’équation (C.3) fournit :

q? = − 1
4πr̂3|k| 32

(q̃1n1 + q̃2n2 + q̃3n3) (C.16)

où q̃i = q̃i(r1,r2,r3,k) est défini comme suit :
q̃1 = α1r1 + β1r2 + γ1r3 (C.17a)
q̃2 = α2r1 + β2r2 + γ2r3 (C.17b)
q̃3 = α3r1 + β3r2 + γ3r3 (C.17c)

et (αi,βi,γi) sont des paramètres qui dépendent uniquement du tenseur de perméabilité,
donnés comme suit :

α1 = c2233k11 + c1233k12 + c1223k13 (C.18a)
β1 = c1233k11 + c1133k12 + c1123k13 (C.18b)
γ1 = c1223k11 + c1123k12 + c1122k13 (C.18c)

α2 = c2233k12 + c1233k22 + c1223k23 (C.18d)
β2 = c1233k12 + c1133k22 + c1123k23 (C.18e)
γ2 = c1223k12 + c1123k22 + c1122k23 (C.18f)

α3 = c2233k13 + c1233k23 + c1223k33 (C.18g)
β3 = c1233k13 + c1133k23 + c1123k33 (C.18h)
γ3 = c1223k13 + c1123k23 + c1122k33 (C.18i)

1.2.2 Calcul du gradient de pression interne

Expression de −→∇Sp? L’expression de −→∇Sp? est obtenue en utilisant (C.15) :

−→
∇Sp? = −−→∇Mp? = + 1

2πr̂3|k| 32

c2233r1 + c1233r2 + c1223r3
c1233r1 + c1122r2 + c1123r3
c1223r1 + c1123r2 + c1122r3

 (C.19)
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2. Problème de Stokes 2D

Expression de −→∇Sq? L’utilisation de l’équation (C.16) conduit à l’expression sui-
vante :

−→
∇Sq? = − 1

4πr̂3|k| 32
3 (c2233r1+c1233r2+c1223r3)

r̂2|k|
(q̃1n1 + q̃2n2 + q̃3n3)− (α1n1 + α2n2 + α3n3)

3 (c1233r1+c1122r2+c1123r3)
r̂2|k|

(q̃1n1 + q̃2n2 + q̃3n3)− (β1n1 + β2n2 + β3n3)
3 (c1223r1+c1123r2+c1122r3)

r̂2|k|
(q̃1n1 + q̃2n2 + q̃3n3)− (γ1n1 + γ2n2 + γ3n3)

 (C.20)

1.2.3 Gradients usuels

Nous rappelons que le gradient de r̂n, utilisé dans les expressions précédentes,
s’exprime comme suit :

−→
∇M r̂n = + n

r̂2−n|k|

(c2233r1 + c1233r2 + c1223r3)
(c1233r1 + c1122r2 + c1123r3)
(c1223r1 + c1123r2 + c1122r3)

 (C.21)

2 Problème de Stokes 2D
2.1 Calcul de la vitesse interne

La vitesse au point interne S est obtenue en utilisant l’identité de Somigliana :[
v1(S)
v2(S)

]
=

N∑
j=1

(∫
Γj

[
v?11(M,S) v?12(M,S)
v?21(M,S) v?22(M,S)

]
dΓj(M)

)[
T1(M j)
T2(M j)

]

−
N∑
j=1

(∫
Γj

[
T ?11(M,S) T ?12(M,S)
T ?21(M,S) T ?22(M,S)

]
dΓj(M)

)[
v1(M j)
v2(M j)

]
(C.22)

Solution fondamentale v?lk Pour un problème d’élastostatique 2D, Kelvin donne la
solution fondamentale suivante :

v?lk(M,S) = 1
8πµ(1− ν)

[
(3− 4ν)δlk ln 1

r
+ rlrk

r2

]
en 2D (C.23)

où ν est la coefficient de Poisson, qui doit tendre vers 1
2 pour assurer l’incompressibilité,

et µ le module de cisaillement, ou encore la viscosité dynamique pour un fluide.

État de contrainte T ?lk La contrainte associée à v?lk s’écrit :

T ?lk(M,S) = − 1
4π(1− ν)r

[1− 2ν
r

(nlrk − nkrl)

+
[
2rlrk
r2 + (1− 2ν)δlk

]
rjnj
r

]
en 2D (C.24)

où nl est la projection de la normale ~n suivant ~el.
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Annexe C. Solutions fondamentales, gradients et calcul aux points internes

2.2 Calcul des contraintes internes
Le terme général du tenseur des vitesses de déformation ε est tel que :

εlk = 1
2

(
∂vk
∂xl

+ ∂vl
∂xk

)
(C.25)

Dans la relation (C.22) le calcul du terme ∂vk
∂xl

fait intervenir la dérivée suivant xl de la
kième ligne des matrices v?lk et T ?lk comme suit :

∂vk
∂xSl

=
N∑
j=1

(∫
Γj

∂

∂xSl

[
v?k1(M,S) v?k2(M,S)

]
dΓj(M)

)[
T1(M j)
T2(M j)

]

−
N∑
j=1

(∫
Γj

∂

∂xSl

[
T ?k1(M,S) T ?k2(M,S)

]
dΓj(M)

)[
v1(M j)
v2(M j)

]
(C.26)

où ∂(.)
∂xS
l
désigne la dérivée prise au point source S. Le terme général du tenseur des

vitesses de déformation au point interne S s’écrit alors :

εlk(S) = 1
2

N∑
j=1

(∫
Γj

[
∂v?l1(M,S)

∂xS
k

+ ∂v?k1(M,S)
∂xS
l

∂v?l2(M,S)
∂xS
k

+ ∂v?k2(M,S)
∂xS
l

]
dΓj(M)

)[
T1(M j)
T2(M j)

]

− 1
2

N∑
j=1

(∫
Γj

[
∂T ?l1(M,S)

∂xS
k

+ ∂T ?k1(M,S)
∂xS
l

∂T ?l2(M,S)
∂xS
k

+ ∂T ?k2(M,S)
∂xS
l

]
dΓj(M)

)[
v1(M j)
v2(M j)

]
(C.27)

Brebbia montre que la substitution de (C.27) dans la loi de comportement linéaire
élastique conduit à l’expression du tenseur des contraintes :

σlk(S) =
N∑
j=1

(∫
Γj

[
D?

1lk D?
2lk

]
dΓj(M)

)[
T1(M j)
T2(M j)

]

−
N∑
j=1

(∫
Γj

[
S?1lk S?2lk

]
dΓj(M)

)[
v1(M j)
v2(M j)

]
(C.28)

où D?
ilk et S?ilk correspondent respectivement au tenseur des déformations et des

contraintes dus à l’application d’une charge unitaire au point S dans la direction
~ei, donnés en 2D comme suit :

D?
ilk = − 1

8πµ(1− ν)r {(1− 2ν)(r,lδki + r,iδkl)− r,kδil + 2r,kr,ir,l} (C.29)

S?ilk = − 1
4π(1− ν)r {(1− 2ν)(r,kδil + r,lδkl − r,kδki − r,iδlk) + 2r,ir,lr,k} (C.30)
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Annexe D. Algorithmes

Les algorithmes présentés dans cette annexe sous forme de pseudo-codes ont été
implémentés sous l’environnement MATLAB®. Nous renvoyons le lecteur à l’annexe E
pour la description de la procédure d’intégration par la méthode de Gauss.

1 Assemblage des matrices G et H
1.1 Problèmes potentiels anisotropes 2D et 3D

Entrée : Maillage frontière
Sorties : Matrices H et G

1 /* Boucle principale sur les points de calcul */
2 pour i← 1 à N faire
3 /* Boucle imbriquée sur les points de calcul */
4 pour j ← 1 à N faire
5 si i 6= j alors
6 Hij ← |Jj|

∑NG
p=1 ωp q

? (Gp,Si)
7 Gij ← |Jj|

∑NG
p=1 ωp p

? (Gp,Si)
8 sinon
9 Hii ← −

∑
j 6=iHij

10 Gii ← |Jj|
∑N ′

G
p=1 ωp p

? (Gp,Si)
11 fin
12 fin
13 fin
Algorithme D.1. Assemblage des matrices H et G (problèmes potentiels aniso-
tropes 2D et 3D)
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1. Assemblage des matrices G et H

1.2 Problème de Stokes 2D

Entrée : Maillage frontière
Sorties : Matrices H et G

1 /* Boucle principale sur les points de calcul */
2 pour i← 1 à N faire
3 /* Boucle imbriquée sur les points de calcul */
4 pour j ← 1 à N faire
5 si i = j alors
6 /* Assemblage du bloc [Hii] */
7 [Hii]11 ←

1
2

8 [Hii]22 ←
1
2

9 [Hii]12 ← 0
10 [Hii]21 ← 0
11 /* Assemblage du bloc [Gii] */

12 [Gii]11 ←
Li

4πµ

[(
1− ln Li

2

)
r2

1
L2
i

]
13 [Gii]22 ←

Li
4πµ

[(
1− ln Li

2

)
r2

2
L2
i

]
14 [Gii]12 ←

Li
4πµ

[
r1r2
L2
i

]
15 [Gii]21 ← [Gii]12 /* Symétrie */
16 sinon
17 /* Assemblage du bloc [Hij] */
18 [Hij]11 ←

Lj
2
∑NG
p=1 ωp t

?
11 (Gp,Si)

19 [Hij]22 ←
Lj
2
∑NG
p=1 ωp t

?
22 (Gp,Si)

20 [Hij]12 ←
Lj
2
∑NG
p=1 ωp t

?
12 (Gp,Si)

21 [Hij]21 ← [Hij]12 /* Symétrie si ν = 1
2 */

22 /* Assemblage du bloc [Gij] */
23 [Gij]11 ←

Lj
2
∑NG
p=1 ωp u

?
11 (Gp,Si)

24 [Gij]22 ←
Lj
2
∑NG
p=1 ωp u

?
22 (Gp,Si)

25 [Gij]12 ←
Lj
2
∑NG
p=1 ωp u

?
12 (Gp,Si)

26 [Gij]21 ← [Gij]12 /* Symétrie */
27 fin
28 fin
29 fin
Algorithme D.2. Assemblage des matrices H et G (problème de Stokes 2D)
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2 Réorganisation et résolution du système linéaire
2.1 Problèmes potentiels anisotropes 2D et 3D

Entrée : Matrices H et G, C
Sorties : Matrices A, vecteurs X et B

1 /* Réorganisation du système linéaire par regroupement des
inconnues à gauche */

2 pour i← 1 à N faire /* Boucle sur les points de calcul */
3 si Γi ∈ Γp alors
4 Permuter les colonnes i de H et G
5 Changer les signes des colonnes i de H et G
6 fin
7 fin
8 /* Matrice à inverser */
9 A← H

10 /* Second membre */
11 B ← G× C
12 /* Inversion du système linéaire */
13 X ← A−1 ×B
14 /* Attribution du résultat dans P et Q */
15 pour i← 1 à N faire /* Boucle sur les points de calcul */
16 si Γi ∈ Γp alors
17 Qi ← Xi

18 Pi ← Ci
19 sinon
20 Pi ← Xi

21 Qi ← Ci
22 fin
23 fin
Algorithme D.3. Réorganisation du système HP = GQ en système linéaire
standard AX = B, et résolution (problèmes potentiels anisotropes 2D et 3D)
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2. Réorganisation et résolution du système linéaire

2.2 Problème de Stokes 2D

Entrée : Matrices H et G, C
Sorties : Matrices A, vecteurs X et B

1 /* Réorganisation du système linéaire par regroupement des
inconnues à gauche */

2 pour i← 1 à 2N faire /* Boucle sur les ddl */
3 si Γi ∈ Γvk alors
4 Permuter les colonnes i de H et G
5 Changer les signes des colonnes i de H et G
6 fin
7 fin
8 /* Matrice à inverser */
9 A← H

10 /* Second membre */
11 B ← G× C
12 /* Inversion du système linéaire */
13 X ← A−1 ×B
14 /* Attribution du résultat dans V et T */
15 pour i← 1 à 2N faire /* Boucle sur les ddl */
16 si Γi ∈ Γvk alors
17 Ti ← Xi

18 Vi ← Ci
19 sinon
20 Ti ← Xi

21 Vi ← Ci
22 fin
23 fin
Algorithme D.4. Réorganisation du système HV = GT en système linéaire
standard AX = B, et résolution (problème de Stokes 2D)
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3 Calculs aux points internes
3.1 Problèmes potentiels anisotropes 2D et 3D
3.1.1 Pression interne

Entrée : Coordonnées des points internes S, Maillage frontière, Pressions et
gradients normaux de pression aux centres des éléments frontières

Sorties : Pressions aux points internes
1 /* Boucle sur les points internes */
2 pour i← 1 à NbPtsInternes faire
3 s← 0
4 /* Boucle sur les points milieux des éléments frontières */
5 pour j ← 1 à N faire
6 /* Ajout de la contribution de l’élément j */
7 s← s+ |Jj|

{
q(M j)∑NG

p=1 ωpp
? (Gp,Si)− p(M j)∑NG

p=1 ωpq
? (Gp,Si)

}
8 fin
9 p(Si)← s

10 fin
Algorithme D.5. Calcul de la pression interne (problèmes potentiels anisotropes
2D et 3D)
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3. Calculs aux points internes

3.1.2 Gradients de pression interne

Problème 2D

Entrée : Coordonnées des points internes S, Maillage frontière, Pressions et
gradients normaux de pression aux centres des éléments frontières

Sorties : Gradients de pression aux points internes
1 /* Boucle sur les points internes */
2 pour i← 1 à NbPtsInternes faire
3 s1 ← 0
4 s2 ← 0
5 /* Boucle sur les points milieux des éléments frontières */
6 pour j ← 1 à N faire
7 /* Ajout de la contribution de l’élément j */

8 s1 ← s1 + Lj
2

{
q(M j)∑NG

p=1 ωp
∂p?

∂xS1
(Gp,Si)− p(M j)∑NG

p=1 ωp
∂p?

∂xS1
(Gp,Si)

}
9 s2 ← s2 + Lj

2

{
q(M j)∑NG

p=1 ωp
∂p?

∂xS2
(Gp,Si)− p(M j)∑NG

p=1 ωp
∂p?

∂xS2
(Gp,Si)

}
10 fin
11 ∂p

∂xS1
(Si)← s1

12 ∂p
∂xS2

(Si)← s2

13 fin
Algorithme D.6. Calcul des gradients de pression internes (problème potentiel
anisotrope 2D)
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Problème 3D

Entrée : Coordonnées des points internes S, Maillage frontière, Pressions et
gradients normaux de pression aux centres des éléments frontières

Sorties : Gradients de pression aux points internes
1 /* Boucle sur les points internes */
2 pour i← 1 à NbPtsInternes faire
3 s1 ← 0
4 s2 ← 0
5 s3 ← 0
6 /* Boucle sur les points milieux des éléments frontières */
7 pour j ← 1 à N faire
8 /* Ajout de la contribution de l’élément j */

9 s1 ← s1 + 2Aj
{
q(M j)∑NG

p=1 ωp
∂p?

∂xS1
(Gp,Si)− p(M j)∑NG

p=1 ωp
∂p?

∂xS1
(Gq,Si)

}
10 s2 ← s2 + 2Aj

{
q(M j)∑NG

p=1 ωp
∂p?

∂xS2
(Gp,Si)− p(M j)∑NG

p=1 ωp
∂p?

∂xS2
(Gq,Si)

}
11 s3 ← s3 + 2Aj

{
q(M j)∑NG

p=1 ωp
∂p?

∂xS3
(Gp,Si)− p(M j)∑NG

p=1 ωp
∂p?

∂xS3
(Gp,Si)

}
12 fin
13 ∂p

∂xS1
(Si)← s1

14 ∂p
∂xS2

(Si)← s2

15 ∂p
∂xS3

(Si)← s3

16 fin
Algorithme D.7. Calcul des gradients de pression internes (problème potentiel
anisotrope 3D)
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3. Calculs aux points internes

3.2 Problème de Stokes 2D
3.2.1 Vitesse interne

Entrée : Coordonnées des points internes S, Maillage frontière, Vitesses et
tractions aux centres des éléments frontières

Sorties : Composantes des vitesses aux points internes
1 /* Boucle sur les points internes */
2 pour i← 1 à NbPtsInternes faire
3 s1 ← 0
4 s2 ← 0
5 /* Boucle sur les points milieux des éléments frontières */
6 pour j ← 1 à N faire
7 /* Ajout de la contribution de l’élément j */
8 s1 ← s1 + Lj

2

{
T1(M j)∑NG

p=1 ωpv
?
11 (Gp,Si) + T2(M j)∑NG

p=1 ωpv
?
12 (Gp,Si)

9 −v1(M j)∑NG
p=1 ωpT

?
11 (Gp,Si)− v2(M j)∑NG

p=1 ωpT
?
12 (Gp,Si)

}
10 s2 ← s2 + Lj

2

{
T1(M j)∑NG

p=1 ωpv
?
21 (Gp,Si) + T2(M j)∑NG

p=1 ωpv
?
22 (Gp,Si)

11 −v1(M j)∑NG
p=1 ωpT

?
21 (Gp,Si)− v2(M j)∑NG

p=1 ωpT
?
22 (Gp,Si)

}
12 fin
13 v1(Si)← s1
14 v2(Si)← s2
15 fin

Algorithme D.8. Calcul des vitesses internes (problème de Stokes 2D)
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3.2.2 Contraintes internes

Entrée : Coordonnées des points internes S, Maillage frontière, Vitesses et
tractions aux centres des éléments frontières

Sorties : Tenseur des contraintes aux points internes
1 /* Boucle sur les points internes */
2 pour i← 1 à NbPtsInternes faire
3 s11 ← 0
4 s12 ← 0
5 s22 ← 0
6 /* Boucle sur les points milieux des éléments frontières */
7 pour j ← 1 à N faire
8 /* Ajout de la contribution de l’élément j */
9 s11 ← s11 + Lj

2
10

{
T1(M j)∑NG

p=1 ωpD
?
111 (Gp,Si) + T2(M j)∑NG

p=1 ωpD
?
211 (Gp,Si)

11 −v1(M j)∑NG
p=1 ωpS

?
111 (Gp,Si)− v2(M j)∑NG

p=1 ωpS
?
211 (Gp,Si)

}
12 s12 ← s12 + Lj

2
13

{
T1(M j)∑NG

p=1 ωpD
?
112 (Gp,Si) + T2(M j)∑NG

p=1 ωpD
?
212 (Gp,Si)

14 −v1(M j)∑NG
p=1 ωpS

?
112 (Gp,Si)− v2(M j)∑NG

p=1 ωpS
?
212 (Gp,Si)

}
15 s22 ← s22 + Lj

2
16

{
T1(M j)∑NG

p=1 ωpD
?
122 (Gp,Si) + T2(M j)∑NG

p=1 ωpD
?
222 (Gp,Si)

17 −v1(M j)∑NG
p=1 ωpS

?
122 (Gp,Si)− v2(M j)∑NG

p=1 ωpS
?
222 (Gp,Si)

}
18 fin
19 σ11(Si)← s11
20 σ12(Si)← s12
21 σ22(Si)← s22
22 fin
Algorithme D.9. Calcul des contraintes internes (problème de Stokes 2D)
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4. Remaillage frontière

4 Remaillage frontière
4.1 Régularisation du maillage

Entrées : Grille de fond, Distance signée à la grille, Tolérance level set
Sortie : Distance signée perturbée

1 pour tous les les points i de la grille faire
2 si |φi| ≤ εφ alors
3 φi ← 0
4 fin
5 fin

Algorithme D.10. Perturbation du champ de distance signée
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4.2 Marching Triangles

Entrée : Grille de fond (triangles), Distance signée aux nœuds de la grille
Sortie : Maillage frontière (segments)

1 pour chaque Triangle faire
2 Identifier la configuration
3 suivant Configuration faire
4 cas 0
5 /* Le triangle n’est pas traversé par la frontière. */
6 Passer au triangle suivant
7 cas 0?
8 /* Le triangle est traversé par 3 segments (cas

particulier pour le traitement des coins). */
9 Placer les nœuds sur les sommets

10 Connecter les nœuds définissant l’élément
11 Calculer les normales sortantes
12 cas 1
13 /* Le triangle est traversé par 1 segment. */
14 Interpoler linéairement les nœuds le long des arêtes
15 Connecter les nœuds définissant l’élément
16 Calculer la normale sortante
17 fin
18 fin
19 fin
20 /* Nettoyage des éléments doubles liés à la configuration 0?. */
21 Supprimer les éléments doubles et leurs normales
Algorithme D.11. Génération du maillage frontière 2D par Marching Triangles
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4. Remaillage frontière

4.3 Marching Tetrahedra

Entrée : Grille de fond (tétraèdres), Distance signée aux nœuds de la grille
Sortie : Maillage frontière (triangles)

1 pour chaque Tétraèdre faire
2 Identifier la configuration
3 suivant Configuration faire
4 cas 0
5 /* Le tétraèdre n’est pas traversé par la frontière. */
6 Passer au tétraèdre suivant
7 cas 0?
8 /* Le tétraèdre est traversé par 4 triangles (cas

particulier pour le traitement des coins). */
9 Placer les nœuds sur les sommets

10 Connecter les nœuds définissant les éléments
11 Calculer les normales sortantes
12 cas 1
13 /* Le tétraèdre est traversé par 1 triangle. */
14 Interpoler linéairement les nœuds le long des arêtes
15 Connecter les nœuds définissant l’élément
16 Calculer la normale sortante
17 cas 2
18 /* Le tétraèdre est traversé par 1 quadrangle divisé en 2

triangles. */
19 Interpoler linéairement les nœuds le long des arêtes
20 Connecter les nœuds définissant les éléments
21 Calculer les normales sortantes
22 fin
23 fin
24 fin
25 /* Nettoyage des éléments doubles liés à la configuration 0?. */
26 Supprimer les éléments doubles et leurs normales
Algorithme D.12. Génération du maillage frontière 3D par Marching Tetrahedra
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Annexe E

Intégration numérique par la
formule de Gauss

Nous présentons dans cette annexe la procédure que nous avons implémentée pour
évaluer les intégrales frontières intervenant dans la méthode BEM. Nous utilisons la
méthode de Gauss, qui permet d’intégrer exactement un polynôme d’ordre 2p − 1
en utilisant p points. Les éléments que nous utilisons pour discrétiser la frontière du
domaine sont des segments à deux nœuds (problème 2D) ou des triangles à trois nœuds
(problème 3D).

1 Élément 1D : segment à 2 nœuds
Intégration L’intégration sur le segment [AB] est traitée en utilisant l’élément de
référence 1D défini sur l’intervalle [−1,1], c.f. figure E.1 (a). La formule de quadrature
de Gauss s’écrit :∫ 1

−1
f(ξ) dξ =

NG∑
p=1

wpf(ξp) (E.1)

où f est la fonction à intégrer, ξp les coordonnées du point de Gauss p, wp le poids de
Gauss associé à ce point, et NG le nombre de points de Gauss [100, 162]. Le calcul d’une
intégrale sur un segment de longueur AB est réalisé par changement de variables :∫ B

A
f(M) dΓ = |J |

NG∑
p=1

wpf(Gp) (E.2)

où |J | est le déterminant de la matrice jacobienne (encore appelé « jacobien ») de la
transformation de l’élément réel à l’élément de référence, et Gp le point de Gauss p dans
l’élément réel.

Jacobien Pour un élément 1D, le jacobien est donné comme la demi-longueur du
segment :

|J | = L

2 (E.3)
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Annexe E. Intégration numérique par la formule de Gauss

où L = AB est la longueur de l’élément réel.

Points de Gauss dans l’élément réel Dans l’élément réel, les coordonnées du point
de Gauss Gp sont calculées en utilisant les fonctions de forme du segment à deux nœuds,
c.f. figure E.1 (b) :


N1(ξ) = 1

2(1− ξ) (E.4a)

N2(ξ) = 1
2(1 + ξ) (E.4b)

Pour un élément 1D :

x
Gp
i = N1(ξp)xAi +N2(ξp)xBi (E.5)

où xGpi est la iième coordonnée du point de Gauss Gp et xAi , xBi désignent respectivement
la iième coordonnée des points A et B.

2 Élément 2D : triangle à 3 nœuds
Intégration L’intégration sur le triangle ABC est traitée en utilisant l’élément de
référence 2D défini dans le plan (ξ,η), c.f. figure E.1 (b). La formule de quadrature de
Gauss s’écrit :

∫ 1−ξ

0

(∫ 1

0
f(ξ,η) dξ

)
dη =

NG∑
p=1

wpf(ξp,ηp) (E.6)

où f est la fonction à intégrer. Un changement de variables permet de calculer l’intégrale
sur l’élément réel défini par le triangle ABC comme suit :

∫
ABC

f(M) dΓ = |J |
NG∑
p=1

wpf(Gp) (E.7)

où |J | désigne le jacobien de la transformation de l’élément réel à l’élément de référence,
et Gp le point de Gauss p dans l’élément réel.

Jacobien Pour un élément 2D, le jacobien est donné comme suit :

|J | = 2A (E.8)

où A désigne l’aire du triangle ABC.
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2. Élément 2D : triangle à 3 nœuds

Points de Gauss dans l’élément réel Dans l’élément réel, les coordonnées du point
de Gauss Gp sont calculées en utilisant les fonctions de forme du triangle à trois nœuds,
données comme suit [162] :

N1(ξ,η) = 1− ξ − η (E.9a)
N2(ξ) = ξ (E.9b)
N3(η) = η (E.9c)

Pour un élément 2D :

x
Gp
i = N1(ξp,ηp)xAi +N2(ξp)xBi +N2(ηp)xCi (E.10)

où xGpi est la iième coordonnée du point de Gauss Gp, et xAi , xBi , xCi désignent respective-
ment la iième coordonnée des points A, B et C.

ξ

1 N2(ξ)

−1

N1(ξ)

0 1

(a) Élément de référence 1D (segment)
et fonctions de forme

(0,0)
(1,0)

(0,1)

ξ

η

(b) Définition de l’élément de référence
2D (triangle) dans le plan (ξ,η)

Figure E.1. Éléments de référence 1D et 2D
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Annexe F

Problème de Stokes : formulation et
équivalence élastostatique

1 Formulation des équations de Stokes
L’objectif de cette section est de montrer que le système d’équations (F.1) permet

d’obtenir les équations de Stokes (F.6).

∀M ∈ Ω,



−→
∇ .σ = ~0 (F.1a)
−→
∇ .~v = 0 (F.1b)
σ = −pI + 2µε̇ (F.1c)

ε̇ = 1
2
(
∇~v + t∇~v

)
(F.1d)

où Ω désigne le fluide Newtonien, σ le tenseur des contraintes, ε̇ le tenseur des vitesses de
déformation, I le tenseur identité, ~v la vitesse, p la pression et µ la viscosité dynamique.

La substitution de la loi de comportement (F.1c) dans l’équation d’équilibre sta-
tique (F.1a) fournit :


− ∂p
∂x1

+ 2µ
(
∂ε11
∂x1

+ ∂ε12
∂x2

+ ∂ε13
∂x3

)
− ∂p
∂x2

+ 2µ
(
∂ε12
∂x1

+ ∂ε22
∂x2

+ ∂ε23
∂x3

)
− ∂p
∂x3

+ 2µ
(
∂ε13
∂x1

+ ∂ε23
∂x2

+ ∂ε33
∂x3

)
 = ~0 (F.2)

qui s’écrit encore, en isolant la contribution de la pression :

2µ


∂ε11
∂x1

+ ∂ε12
∂x2

+ ∂ε13
∂x3

∂ε12
∂x1

+ ∂ε22
∂x2

+ ∂ε23
∂x3

∂ε13
∂x1

+ ∂ε23
∂x2

+ ∂ε33
∂x3

 = −→∇p (F.3)
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L’introduction du tenseur des vitesses de déformation (F.1d) dans (F.3) conduit à :

µ


∂2v1
∂x2

1
+ ∂2v1

∂x2
2

+ ∂2v1
∂x2

3
+ ∂

∂x1

(
∂v1
∂x1

+ ∂v2
∂x2

+ ∂v3
∂x3

)
∂2v2
∂x2

1
+ ∂2v2

∂x2
2

+ ∂2v2
∂x2

3
+ ∂

∂x2

(
∂v1
∂x1

+ ∂v2
∂x2

+ ∂v3
∂x3

)
∂2v3
∂x2

1
+ ∂2v3

∂x2
2

+ ∂2v3
∂x2

3
+ ∂

∂x3

(
∂v1
∂x1

+ ∂v2
∂x2

+ ∂v3
∂x3

)
 = −→∇p (F.4)

Dans l’expression (F.4), le terme de gauche peut alors être décomposé comme suit :

µ
(
4~v +−→∇Tr

(
ε̇
))

= −→∇p (F.5)

où Tr
(
ε̇
)

= ∂v1
∂x1

+ ∂v2
∂x2

+ ∂v3
∂x3

désigne la trace du tenseur des vitesses de déformation,
qui s’annule dans le cas d’un fluide incompressible. L’équation (F.5) est ainsi réduite à
l’équation de Stokes (F.6a). Associée à l’équation d’incompressibilité du fluide, nous
obtenons les équations de Stokes :

∀M ∈ Ω,
 µ4~v = −→∇p (F.6a)
−→
∇ .~v = 0 (F.6b)

2 Équivalence avec le problème d’élastostatique
Comme l’ont montré Brebbia et Dominguez [100] ou encore Schmidt [156], la

résolution du problème de Stokes (et plus généralement tout problème d’écoulement
Newtonien) est identique à celle d’un problème d’élastostatique. Il existe en effet une
équivalence formelle entre la loi de comportement d’un fluide Newtonien (F.1c) et celle
d’un solide linéaire élastique (F.7) :

σe = λTr (ε) I + 2µ̂ε (F.7)

où σe désigne le tenseur des contraintes élastiques, ε le tenseur des déformations et (λ,µ̂)
les coefficients de Lamé. Les coefficients de Lamé s’expriment en fonction du module
d’Young E et du coefficient de Poisson ν comme suit :

λ = νE

(1 + ν)(1− 2ν) et µ̂ = E

2(1 + ν) (F.8)

En dérivant la relation (F.7) par rapport au temps, le second coefficient de Lamé
(module de cisaillement) s’identifie à la viscosité dynamique du fluide (µ̂ = µ). Il suffit
ensuite de poser :

Tr
(
ε̇
)

= −p
λ

(F.9)

Cette dernière relation montre que la condition d’incompressibilité est satisfaite si
λ→∞, autrement dit ν → 1

2 .
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Annexe G

Présentation du logiciel LCMBE

Cette annexe présente l’interface graphique du programme LCMBE (« Liquid Com-
posite Molding Boundary Elements »). L’organisation du calcul est donnée figure G.1,
nous renvoyons le lecteur au chapitre 2 pour une description complète de la méthode.

Début

Pré-traitement

Affectation des
conditions limites

la frontière
Calcul BEM à Actualisation de la

fonction Level Set
Génération du

maillage frontière

non

oui

Post-traitement

Fin

Fin du
remplissage

it ← 1

it ← it+1

Figure G.1. Organisation du calcul de remplissage

Nous avons développé l’interface sous Matlab®. Elle assure le pré-traitement et
le post-traitement des calculs 2D, la version 3D est encore en cours de développement
à l’ICA. Les autres étapes présentées dans l’organigramme font partie intégrante du
solveur et sont automatiquement prises en charge par le programme.
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Annexe G. Présentation du logiciel LCMBE

1 Fenêtre principale
Organisation La fenêtre principale est divisée 1 en trois zones (figure G.2) :

– Écran principal : Zone d’affichage de la pièce,
– Panneau : Zone d’affichage liée au menu déroulant,
– Journal d’évènements : Zone d’information.

Menus
Barre d’outils

Panneau Écran principal

Journal d’événements

Menu déroulant

Figure G.2. Fenêtre principale de l’application

Menus Nous avons implanté les menus suivants :
– Fichier : Importation de la grille de fond, fermeture de l’application,
– Simulation : Démarrage du calcul,
– Vues : Choix du plan de visualisation de la pièce.

Menu déroulant Les panneaux s’affichent par sélection dans le menu déroulant :
– Maillage : Table de connectivité et table de coordonnées,
– Propriétés matériaux : Propriétés du renfort et de la résine,
– Paramètres d’injection : Paramètres liés au procédé,
– Post-traitement : Visualisation des résultats.

Barre d’outils La barre d’outils est implantée pour assurer deux types de fonctions :
– Fonction de visualisation :Manipulation de la pièce ,
– Fonction de sélection / exploration : Sélection des points d’injection ,

et exploration du maillage .
1. Nous utilisons la fonction « UiSplitPan » développée par Altman [163].
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2. Pré-traitement

2 Pré-traitement
Importation de la grille de fond Le programme prend en charge le format inp du
logiciel ABAQUS® : une routine de lecture a été développée pour décoder ces fichiers.
Nous procédons à un test sur les dimensions de la pièce destiné à convertir, si nécessaire,
les coordonnées des nœuds en mètre. Une fois le maillage chargé, la table de connectivité
et de coordonnées des nœuds s’affiche dans le menu déroulantMaillage. La barre d’outil
peut alors être utilisée pour la manipulation graphique (translation, zoom, rotation,
etc.) et l’exploration de la grille, cf. figure G.3.

Connectivité

Coordonnées

Informations sur la sélection

Figure G.3. Panneau « Maillage »

Définition des propriétés matériaux Les propriétés du renfort (tenseur de per-
méabilité, porosité) et de la résine (viscosité, masse volumique) sont à renseigner dans
les champs de saisie pré-remplis. Un test détecte les entrées invalides (nombre négatif
ou chaîne de caractères), le cas échéant la valeur précédente est rétablie.

Remarques sur le tenseur de perméabilité k =
[
k11 k12
k12 k22

]
(~x,~y)

:
– le tenseur est symétrique,
– il est exprimé dans le repère de la pièce : le terme extra-diagonal k12 est nul si le

renfort est orthotrope,
– son déterminant est non nul, la condition k11k22 − k2

12 > 0 doit être respectée 2.

2. La condition est testée au début du calcul.
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Définition des points d’injection Nous désignons par « point d’injection » tout
nœud de la grille positionné sur une zone d’entrée de la résine. Pour définir ces points,
l’utilisateur procède par sélection graphique parmi les nœuds frontières de la grille,
cf. figure G.4. Les outils de sélection et permettent respectivement l’ajout et
la suppression du nœud dans la liste des points d’injection. Une fenêtre contextuelle
indique l’indice du nœud et ses coordonnées (figure G.4). L’outil permet de supprimer
tous les nœuds enregistrés dans la liste.

Points d’injection

Nœuds frontières

Information sur la sélection

Figure G.4. Sélection des points d’injection

Définition des paramètres du remplissage Le menu déroulant « Paramètres
d’injection » permet de spécifier les paramètres du remplissage, cf. figure G.5. Les
champs de saisie comportent des valeurs par défaut, l’utilisateur peut renseigner :

– le mode d’admission : pression ou débit imposé,
– la pression ou vitesse d’entrée, et la pression en sortie,
– la prise en compte de la gravité dans le calcul.
Une dimension caractéristique est requise pour pré-remplir le moule : les points

d’injection sont récupérés pour initialiser la level set résine φ0 comme suit :

φ0 = max(φinj −∆φ, φm) (G.1)

où φinj est la distance signée aux points d’injection, ∆φ la largeur de la bande d’initialisa-
tion et φm la distance signée au moule. Une fois φ0 définie, nous appliquons l’algorithme
des Marching Triangles pour générer le premier maillage frontière : l’utilisateur peut
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3. Post-traitement

visualiser ce contour pour ajuster 3 la valeur de la bande d’initialisation.

Tester l’initialisation

Figure G.5. Panneau « Paramètres d’injection », initialisation du remplissage

Démarrage du calcul Une fois la mise en donnée réalisée, l’utilisateur démarre le
calcul par le menu Simulation : les paramètres de la simulation sont récupérés dans
les champs de saisie au début du calcul pour alimenter le solveur.

Le calcul prend fin lorsque le moule est entièrement rempli. Néanmoins, un nombre
d’itération maximal peut être spécifié par l’utilisateur. Les résultats du calcul sont
enregistrés dans le répertoire courant, un dossier nommé JourMoisAnnée_Heure est
créé pour stocker ces fichiers.

3 Post-traitement
Sélection du dossier contenant les résultats Le menu déroulant « Post-traitement »
permet d’accéder aux fonctions de post-traitement du logiciel. Le chemin d’accès au
dossier contenant les résultats, nommé JourMoisAnnée_Heure par le programme, doit
être spécifié par l’utilisateur en cliquant sur l’icône (figure G.6). Les données utilisées
pour réaliser le calcul sont collectées dans un fichier accessible par le bouton Données.

3. En pratique ∆φ doit être supérieur à la plus petite arête des triangles qui s’appuient sur les
points d’injection.
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Sélection du répertoire

Temps

Grille
Voir les données

Sélection du résultat à afficher

Figure G.6. Panneau « Post-traitement », affichage de la frontière

Lecture des résultats Une simple lecture permet de visualiser les résultats suivant :
– la frontière approximée par le maillage frontière, cf. figure G.6,
– la pression frontière, cf. figure G.7 (a),
– la vitesse frontière, cf. figure G.7 (b),
– la level set résine, définie aux nœuds de la grille et interpolée linéairement dans

les triangles, cf. figure G.7 (c).

Calcul de la pression interne Nous utilisons la relation de Somigliana pour calculer
la pression interne à partir des champs frontières, cf. page 62. La pression est calculée en
un nombre finis de points répartis dans la résine. Ces points sont définis à partir d’une
discrétisation interne du domaine de type éléments finis. Nous utilisons pour générer
ce maillage le programme « Mesh2D » développé par Engwirda [130]. Ce programme
s’appuie sur le maillage frontière pour générer un maillage triangulaire. Le champ de
pression que nous calculons est un champ constant par morceaux, où les points de calcul
sont définis aux centres des triangles, cf. figure G.7 (d).
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3. Post-traitement

(a) Pression frontière (b) Vitesse normale frontière

(c) Level set résine (d) Pression interne

Figure G.7. Visualisation des résultats
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Annexe H

Présentation du logiciel
PERMCOMP

Cette annexe est consacrée au logiciel PERMCOMP (« Perméabilité Composite »)
que nous avons développé pour exploiter les résultats issus de la mesure de perméabilité.
Nous présentons ici l’organisation générale du logiciel, et les fonctions graphiques que
nous avons implémentées pour calibrer les images et ajuster les ellipses. Nous renvoyons
le lecteur au chapitre 1 pour plus de détails concernant le modèle optique utilisé, et les
procédures de calcul de la porosité et de la perméabilité.

1 Fenêtre principale
Organisation générale La fenêtre principale de l’application est organisée de la
manière suivante (figure H.1) :

– un écran principal est utilisé pour afficher les images,
– des menus et deux barres d’outils donnent accès aux principales fonctions du

logiciel,
– un panneau latéral muni d’un menu déroulant permet de visualiser et saisir les

données manipulées par le programme,
– un journal d’évènement enregistre l’historique des activités de l’utilisateur.

Menus Les menus que nous avons implantés et les différentes fonctions qui leur sont
associées sont les suivantes :

– Fichier : Importation des données expérimentales, fermeture de l’application,
– Outils : Calibration, redimensionnement, mesure, vérification de l’alignement de

la caméra, tare de la balance, mise à zéro des temps, définition du point d’injection,
exportation des images analysées,

– Ellipses : Ajustement, visualisation et suppression des ellipses,
– Identification : Identification des perméabilités,
– Aide : Accès au tutoriel.
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Menus
Barre d’outils

Barre d’outils contextuelle

Panneau Écran principal

Journal d’événements

Menu déroulant

Figure H.1. Fenêtre principale de l’application

Menu déroulant Le menu déroulant (figure H.2) permet de sélectionner le contenu
du panneau :

– Données expérimentales : Affichage des données expérimentales dans un ta-
bleau (nom des images, temps, masses, paramètres des ellipses),

– Paramètres procédés : Saisie des paramètres du remplissage (pression d’entrée,
pression de vide, viscosité du fluide, masse volumique du fluide, rayon du seuil,
porosité de l’échantillon),

– Paramètres optiques : Saisie des paramètres optiques (distance caméra-moule,
épaisseur du moule, indice optique de l’air et du moule).

Barres d’outils La barre d’outils contextuelle est actualisée suivant la fonction en
cours d’exécution, nous ne détaillerons pas son contenu ici. La barre d’outils « perma-
nente » assure un accès rapide aux fonctions suivantes :

– Exploration : Manipulation de l’image (zoom, translations),
– Sélection : Sélection d’une image dans la série,
– Outils divers : Redimensionnement de l’image, calibration de l’image, mesure
d’un objet sur l’image, vérification de l’alignement de la caméra, translation des
temps et des masses.

2 Importation des données expérimentales
Les données expérimentales obtenues à la fin de l’essai se présentent sous la forme

d’une série d’images et d’un fichier texte. La procédure de traitement débute par
l’importation de ces données dans le logiciel.
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2. Importation des données expérimentales

(a) Données expérimentales (b) Paramètres procédés (c) Paramètres optiques

Figure H.2. Panneaux accessibles par le menu déroulant

Images L’importation des images à analyser, choisies dans la série d’images enregis-
trées (typiquement 10 à 20 images), déclenche le décodage automatique du fichier texte.
Les images sont stockées en mémoire vive, leur affichage dans la fenêtre est géré par un
compteur (figure H.4).

Fichier texte La figure H.3 montre la structure du fichier texte décodé par le
logiciel. Chaque ligne correspond à l’acquisition d’un point, tandis que les colonnes sont
organisées comme suit :

– colonne 1 : indices des mesures,
– colonnes 2 à 5 : temps (heure capturée sur l’horloge du PC),
– colonne 6 : masses du réservoir en cours de vidange.

%num h m s ms masse(g)
1 04 59 40 406 0.0
2 05 00 07 843 0.0
3 05 00 08 343 -7.3
4 05 00 08 828 -11.7
5 05 00 09 328 -12.2
6 05 00 09 828 -12.3
7 05 00 10 328 -12.4
...

Figure H.3. Structure du fichier de données

Les données ainsi importées sont stockées dans le tableau de données de l’interface
graphique, cf. figure H.2 (a). Les outils que nous avons implémentés permettent de
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redéfinir facilement l’instant initial et la masse initiale (« tare ») à partir des données
brutes.

Compteur

Données exp.

Miroir

Échantillon

Huile

Entrée

Tirage de vide

Figure H.4. Données expérimentales

3 Calibration des images
La calibration des images permet d’extraire les dimensions de l’ellipse. Nous utilisons

un objet étalon pour calculer un facteur de calibration, défini comme le rapport de la
dimension en pixel sur la dimension en mètre.

La calibration est réalisée en superposant deux curseurs mobiles sur l’image (fi-
gure H.5). La distance en pixel de l’objet étalon est actualisée à chaque mouvement de
la souris, tandis que sa distance en mètre est renseignée par l’utilisateur.

Remarque Bien que l’échantillon soit placé sous la plaque, le plan de calibration est
défini à la surface du moule. Nous appliquons une correction optique pour anticiper la
réfraction de la lumière dans la plaque (chapitre 1, section 1.2.3.1).

4 Ajustement des ellipses
Deux modes de fonctionnement ont été implémentés pour ajuster les ellipses sur la

tâche d’huile :
– un mode manuel par méthode graphique,
– un mode automatique par la méthode des moindres carrés.
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4. Ajustement des ellipses

Distance en m

Distance en pixels

Figure H.5. Calibration

Mode manuel En mode manuel, les paramètres de l’ellipse (centre, demi-axes, angle
d’orientation) sont ajustés « à la souris » par l’utilisateur (figure H.6). Nous utilisons à
cet effet la fonction « EllipseSelect » développée par Narayan [164]. Une fois l’ellipse
ajustée, la longueur des demi-axes est calculée en appliquant l’équation (1.10) du
chapitre 1. Les paramètres de l’ellipse ainsi définis sont stockés dans le tableau de
données.

Mode automatique Dans le mode automatique (figure H.7), l’ellipse est ajustée en
quatre étapes :

1. Binarisation : les pixels sont répartis en deux classes (noir et blanc) : le seuil de
binarisation est réglé en déplaçant un curseur sur une échelle graduée.

2. Filtrage : l’image est lissée en appliquant un filtre circulaire paramétré par
l’utilisateur.

3. Extraction du contour : les pixels frontières sont automatiquement détectés, des
fonctions de sélection sont néanmoins implémentées pour choisir les pixels à utiliser
dans la procédure d’ajustement.

4. Ajustement : l’ellipse est ajustée sur les pixels sélectionnés par la méthode des
moindres carrés. Pour cette dernière étape, nous utilisons la fonction « Ellipse
Fit » développée par Hendel [165].
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Figure H.6. Ajustement manuel de l’ellipse
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4. Ajustement des ellipses

(a) Image initiale (b) Binarisation et filtrage de l’image

(c) Extraction des pixels frontières (d) Ajustement de l’ellipse aux moindres car-
rés

Figure H.7. Ajustement automatique de l’ellipse
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Annexe I

Plans

1 Plan du bâti
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2. Plan du moule

2 Plan du moule
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Annexe J

Données constructeur

1 Camera CCD Prosilica EC1350C
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2. Objectif Computar H2Z0414C-MP
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H2Z0414C-MP

2X 4‐8mm F1.4  

for 1/2 type Megapixel cameras, Vari‐focal  Manual Iris 

C-Mount

 Model No.  Effective  Front  φ22.2mm 

 Focal Length  4mm ‐ 8mm  Lens Aperture  Rear  φ10.7mm 

 Max. Aperture Ratio  1 : 1.4  Back Focal  Tele  16.4mm 

 Max. Image Format  Length  Wide  11.0mm 

 Operation Range  Iris  F1.4 ‐ F16C  17.526mm 

 Focus  0.5m ‐ Inf.  Mount  C-Mount 

 Zoom  4mm ‐ 8mm  Filter Size  - 

 Control  Iris  Manual  Dimensions 

 Focus  Manual  Weight  72 g   

 Zoom  Manual 

 Angle of View  D  1/2 type  115.9゜‐ 58.8゜  1/3 type  84.5゜‐ 44.1゜  1/4 type  62.7゜‐ 33.1゜

 H  90.4゜‐ 47.0゜  67.0゜‐ 35.3゜  50.0゜‐ 26.5゜

 V  67.0゜‐ 35.3゜  50.0゜‐ 26.5゜  37.4゜‐ 19.8゜

 Operating Temperature   -20゜C ‐ +50゜C 

Dimensions

 H2Z0414C-MP 

 6.4mm x 4.8mm (φ8mm) 

 φ41.6mm x 48.8mm 

 Flange Back Length

Zoom Ring

Focus Ring

0.5

(IN AIR)

Iris Ring 1-32UNF

3.5

5.4

48.8

17.526

φ
1
4
.4

φ
2
1

φ
3
0

7.6

φ
3
8
.5

φ
4
1
.6

24.6

Specification is subject to change without any notice.  2006.7
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Specifications 
 
Model  CPA8201-0CE 

Accuracy class1)    
Weighing capacity  8,200 g 

Readability  0.1 g 

Verification scale interval, e1)  1 g 

Minimum capacity, Min1)  5 g 

Tare range (subtractive)  8,200 g 

Response time (average)  ≤ 1 s 

Allowable ambient operating temperature: 
- with “isoCAL” function 
- without “isoCAL” function 

  
+0…+40 °C 
+10...+30 °C 

Net weight, approx.  4.7 kg 

Weighing pan size  190x204 mm 

Dimensions (WxDxH)  213x342x90 mm 

AC power source/Power requirements  AC adapter, 230 V or 115 V, +15%…–20% 
(protection rating IP20) 

Power consumption (average)  maximum 16 VA; typical 8 VA 

Built-in interface  RS232C-S/V24-V28 

1) CD = Council Directive 90/384/ECC for non-automatic weighing instruments; applicable to the European Economic Area 

 
 

Key accessories  Order no. 

Data printer with date, time and statistics 
functions 

 YDP20-0CE 

RS-232C/USB interface cable, for connecting 
the balance to a PC with USB port; length 
approx. 1.5 m 

 YCC01-USBM2 

External rechargeable battery pack  YRB05Z 

SartoCollect, software for the data 
communication between PC and any Sartorius 
instrument (incl. cable 26 Pin/9 Pin, 2 m) 

 YSC02 

 

 
Data printer 

 
SartoCollect 

Sartorius AG 
Weender Landstrasse 94-108 
37075 Goettingen, Germany 
 
Phone +49.551.308.0 
Fax : +49.551.308.3289 
 
info.mechatronics@sartorius.com 
www.sartorius-mechatronics.com

Specifications subject to change without notice. 
 
Current status: October 2008 
Version: 1.0 
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Lieu et date de soutenance : École des Mines d’Albi, 12 mars 2012

Titre : Contribution à la modélisation de l’écoulement de résine dans les procédés de moulage des
composites par voie liquide

Résumé :

Les procédés de moulage des composites par voie liquide représentent des solutions très attractives
sur le plan industriel, car ils permettent de réaliser des pièces complexes et de grandes dimensions à
bas coûts. Néanmoins, ces procédés demandent une bonne maîtrise des mécanismes d’imprégnation qui
restent relativement difficiles à anticiper.

Le travail s’articule autour d’une étude expérimentale et numérique, visant à modéliser l’écoulement
de la résine liquide dans le renfort fibreux pendant l’étape de remplissage. Le moyen d’essai développé
est destiné à la mesure de la perméabilité, à la fois dans le plan et dans la direction transverse au
renfort. L’étude numérique porte sur la simulation des écoulements macroscopique et microscopique. À
l’échelle macroscopique, l’originalité du modèle proposé réside dans le couplage des méthodes BEM et
Level Set, en 2D et 3D. À l’échelle microscopique, un solveur stationnaire BEM a été développé pour
évaluer la perméabilité d’une microstructure fibreuse en 2D.

Mots-Clés : Procédés de moulage des composites par voie liquide, Mesure de perméabilité, Modélisa-
tion du remplissage, Boundary Element Method (BEM), Level Set.

Title : Contribution to resin flow modeling in Liquid Composite Molding processes

Abstract :
Liquid Composite Molding (LCM) is more and more used in industry for its ability to produce

complex and large parts at low cost. However, this process needs a special care to anticipate properly
the impregnation of the fibrous reinforcement, which remains a challenging task important to achieve.

This work is divided into an experimental and a numerical study. It aims to model the resin flow
through the fibrous reinforcement occurring during the mold filling stage. An experimental setup has
been designed to measure both plane and transverse permeabilities of the reinforcement. The numerical
study is focused on the simulation of the flow at macroscopic and microscopic scales. At macro scale,
our main contribution is the coupling between BEM and Level Set methods, which has been achieved
for both 2D and 3D problems. At micro scale, a stationary BEM solver has been developed to evaluate
the transverse permeability of a 2D fibrous microstructure.

Key-Words : Liquid Composite Molding, Permeability measurement, Mold filling modeling, Boundary
Element Method (BEM), Level Set.
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