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Introduction

Il est bien connu que la simulation numérique du probléme de diffraction se
heurte a deux difficultés : le domaine ou 1'on doit rechercher la solution est non
borné dans l'espace ou dans l’espace temps (suivant que 'on recherche la solution
dans le domaine fréquentiel ou temporel) et la rapidité des variations de la solution
(d’autant plus importante que les fréquences des sources sont élevées). Bien que la
mathématique concernant les principaux propagateurs soit parfaitement connue, ces
deux points contribuent a la difficulté de leur simulation numérique.

Les méthodes intégrales réduisant d’une unité la dimension effective du domaine
de résolution souffrent par ailleurs d’une inadaptation a des obstacles fortement hé-
térogeénes et d’une implémentation délicate dans le domaine temporel. Pour pallier
ces difficultés, deux voies, parmi d’autres, peuvent étre considérées : borner artifi-
ciellement le domaine au plus prés de 'obstacle par des conditions aux limites de
type Absorbing Boundary Conditions ou un milieu fictif assurant une rapide décrois-
sance du noyau de Schwartz de l'opérateur type Perfectly Matched Layers (PML),
d’autre part les rapides oscillations de la solution peuvent étre approximeées avec
plus d’efficience par des schémas (structurés ou déstructurés) d’ordre « élevé ».

Ce travail s’inscrit dans le Projet de Recherche Fédérateur MAHPSO (Modéles
d’Approximation de Haute Précision pour les Systémes d’Ondes) de TONERA. Dans
ce projet, on s’intéresse & la modélisation fine des phénoménes de propagation
d’ondes pour des applications concernant la mécanique des fluides, la mécanique
des structures, ’électromagnétisme et les plasmas. Il s’agit de réaliser un saut quan-
titatif dans la précision des schémas numériques de facon & permettre & 'TONERA
de répondre avec succés aux nouveaux enjeux que posent la modélisation des phéno-
ménes linéaires et non linéaires en propagation d’ondes. Ce projet concerne, d’une
part, le domaine de I'approximation numérique des équations modélisant la propa-
gation d’ondes et, d’autre part, le calcul de haute performance. Ce travail de thése
vient en appui du PRF MAHPSO sur les aspects théoriques et sur I’évaluation des
méthodes. Elle a pour but de mener un travail de fond sur les aspects concernant
les milieux fictifs absorbants de type PML et sur ’évaluation de fonctions de bases
spécifiques pour 'amélioration de la précision des méthodes de Galerkin Discontinu.
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Contexte

Depuis plusieurs années on assiste a une utilisation de plus en plus importante des
milieux fictifs absorbants pour réduire les domaines de calcul. Cette théorie, initiée
par Bérenger, est une généralisation formelle du fait que la solution en monodimen-
sionnel dans un domaine incluant 1’obstacle n’est pas perturbée par 'introduction
d’un opérateur de multiplication positif idoine dont le support est extérieur au do-
maine (ML de Bérenger). Pour généraliser cette technique en multidimensionnel, une
idée naturelle (PML de Bérenger) a consisté alors a augmenter le nombre d’inconnues
du probléme de facon a ce que la partie spatiale de 'opérateur ne contienne, pour
chaque équation scalaire qu’une seule direction de dérivation spatiale. Bien que les
résultats numériques obtenus a partir de ce subterfuge se soient révélés pertinents,
les fondements mathématiques de cette méthode sont pour le moins incertains :
la partie principale de 'opérateur ainsi obtenu est faiblement hyperbolique et la
perturbation par I'opérateur d’ordre zéro conduit a un probléme L? mal posé. Une
autre interprétation suggérée par Chew et Wheedon dans le domaine fréquentiel du
systéme ainsi obtenu conduit a remplacer les dérivations spatiales de 'opérateur par
des combinaisons complexes de celles-ci. Le déterminant du symbole de 'opérateur
de certaines équations (Maxwell par exemple) étant elliptique, et donc admettant
un prolongement holomorphe en dehors de zéro, on pouvait inférer que la clé de la
compréhension des domaines fictifs absorbants consistait & reconsidérer le noyau de
Schwartz a partir d’'un tel opérateur spatial. Sa décroissance pouvait étre rendue
aussi rapide que 'on voulait (sur exponentielle)... En I’état, et indépendamment de
la forme de I'obstacle, le domaine de calcul demeurait parallélépipédique. Un peu
plus tard cette technique a été étendue a des domaines convexes en « complexifiant »
les dérivations le long des normales de celui-ci.

Divers résultats d’existence d’unicité et de convergence des approximations (Col-
lino, Lassas & al, Mazet & al) ont été obtenus dans le domaine fréquentiel, bien que
le systéme ne soit pas de Friedrichs (les matrices le composant sont symétriques com-
plexes et évidemment non hermitiennes). Une autre facon d’obtenir un relévement
temporel de ces systémes écrits en fréquentiel est, de facon alternative a ’écriture
originelle de Bérenger, en complexifiant la fréquence, d’opérer & une transformation
de Laplace inverse par rapport au temps. On obtient ainsi des systémes causaux de
Friedrichs pouvant étre lus, moyennant I'addition d’inconnues subsidiaires, comme
des systémes de Friedrichs identiques aux systémes originaux a une perturbation
d’ordre zéro prés, auxquels on adjoint un systéme d’EDO. Ces systémes sont évi-
demment bien posés (méme si le semi groupe associé n’est pas forcément contractant
et les conditions aux limites admissibles sont bien évidement les mémes que pour
les systémes originels). Cependant I’enveloppe convexe de I'obstacle peut étre bien
plus grande que celui-ci. Il reste donc dans le domaine de calcul effectif (directement
corrélé au nombre d’inconnues) une grande partie qui peut sembler superflue. La
question naturelle qui se pose alors est : peut-on au plus prés d’un obstacle non
convexe complexifier les dérivations de facon a obtenir l'effet de « damping » sou-
haité 7 Quant aux méthodes connues de haut degré, elles souffrent, pour des schémas
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explicites d’intégration pour la dérivée temporelle, d’un effondrement drastique du
CFL. La question a laquelle nous allons tenter de répondre consiste a rechercher
des approximations spatiales de haut degré dont les formulations explicites (Euler,
Runge-Kutta) ne présenteraient pas le méme inconvénient.

Chapitre 1 : Rappels sur les problémes de propagation d’ondes
écrits sous forme de systémes de Friedrichs

L’enjeu de cette thése est donc 1’étude des problémes de diffraction. Plus exac-
tement des équations de type Maxwell, Ondes et Ondes convectées. Ces systémes
différentiels sont gouvernés par des systémes dit de Friedrichs, pour lesquels de
nombreux résultats existent dans la littérature. Nous distinguerons deux types de
problémes : le probléme instationnaire et le probléme harmonique. Les résultats
généraux d’existence et d’unicité sont spécifiques a chacun de ces problémes, et dé-
pendent de la nature des coefficients mis en jeu. Nous montrerons dans un premier
temps que I’étude des problémes & coefficients constants n’entraine aucune perte
de généralité ou d’information, puis nous étudierons cette classe d’équations sans
condition aux limites. Nous nous attacherons donc dans cette partie a établir avec
précision les hypothéses pour garantir I’existence et 1'unicité de la solution aux pro-
blémes étudiés.

Chapitre 2 : Les Perfectly Matched Layers

Cette partie correspond a I’étude de ce type de conditions aux limites absor-
bantes. En partant de I’écriture par un changement de variable complexe des équa-
tions PML, une généralisation est proposée. Pour cela, nous procédons de maniére
similaire a4 Lassas et Somersalo [20] en définissant un milieu PML obtenu par ex-
haustion de R?® sur une variété plongement de dimension 3 de C?, coincidant avec
R3 sur Iintérieur du volume de calcul € bordé par les PML. Une fois la théorie et
le formalisme introduits, il convient de définir correctement le plongement précé-
dent, et de vérifier ses propriétés. Au cours de cette thése, plusieurs solutions ont
été envisagées, et nous présenterons a chaque fois les inconvénients et les problémes
rencontrés, ainsi que les corrections apportées. Une écriture en systéme différentiel
augmenté est ensuite proposée sous forme de décomposition en systéme de Friedrichs.

L’introduction du formalisme PML modifie les équations. Il convient donc de se
demander si ces nouvelles équations admettent bien une unique solution, tant pour
les problémes instationnaires qu’harmoniques. A ce titre, les résultats du chapitre
1 seront donc largement exploités. Pour les problémes harmoniques, les démonstra-
tions d’existence et d’unicité nécessitent 1'usage de famille d’opérateurs de type A
présentant de bonnes propriétés et pour lesquels [18] fournit des théorémes puis-
sants. Pour les problémes instationnaires, il est montré que le systéme d’équations
pourra étre mis, in fine, sous forme de systémes de Friedrichs. Le probléme des condi-
tions aux limites sera également introduit. Les résultats d’existence, d’unicité (a un
ensemble dénombrable de fréquences prés (pouvant étre vide)) et de décroissance



4 TABLE DES MATIERES

exponentielle dans les couches sont ainsi démontrés.

Une des applications sous jacente & la réalisation de PML non convexes était de
pouvoir entourer au plus prés une forme complexe, comme par exemple un avion.
Pouvant étre comparé a une croix de Lorraine, la forme d’un avion peut étre décom-
posée en parties semblables a un L. Nous nous sommes donc naturellement intéressés
a un domaine de cette forme. Aprés avoir appliqué des formulations étoilées, nous
avons souhaité utiliser au mieux la géométrie particuliére de domaine, notamment
sa décomposition en une partie convexe et une partie non convexe, et nous avons in-
troduit une formulation hybride, mélangeant des PML cartésiennes classiques a une
nouvelle formulation non convexe. La continuité du changement de variable est assu-
rée a la jonction des deux types de PML. Des résultats numériques seront présentés,
concernant deux types de problémes : la propagation d’ondes électromagnétiques
dans le vide ou la réflexion d’une onde plane incidente sur un scattered parfait.

Chapitre 3 : Une nouvelle Approximation de Haute Précision

Pour améliorer la précision des simulations numériques, une autre piste consistait
a choisir une approximation spatiale de degré plus élevé que les méthodes de type
Volumes Finis choisies pour les simulations précédentes. Celles de type Galerkin
Discontinu ont été envisagées. Mais les formulations PML dégradent les conditions
CFL a cause de perturbations sur les matrices de masses. Une étude des complexités
et des conditions CFL pour ce type de méthode a été effectuée, et devant les résultats
peu concluants mis en évidence, nous avons cherché une alternative. Le but étant
d’écrire une nouvelle approximation ot la solution est un polynéme de degré a choisir,
mais dont la condition CFL est celle des Volumes Finis. L’idée majeure consiste a
considérer que si une fonction est solution d’'une Equation aux Dérivées Partielles
de type Ondes, chacune des ses dérivées partielles 'est aussi. On obtient alors un
systéme d’équations que nous approximerons avec une méthode de type Volumes
Finis (o les fonctions tests seront les fonctions caractéristiques du maillage). La
stabilité et la consistance de cette méthode sont prouvées, et nous présenterons
les premiéres expériences numériques. Nous choisirons deux types de problémes :
en condition initiale (régularisation du Dirac) ou avec un second membre (onde
incidente sur un obstacle parfait). A chaque fois, une comparaison avec une méthode
de type Volumes Finis est présentée.

Conventions et notations

Dans toute la suite de ce mémoire, les vecteurs seront dénotés en gras (ex :
x € R3), les matrices en gras et italique (ex : M) et les opérateurs en caligraphie
(ex : A). Les conventions de notation d’Einstein seront réguliérement utilisées pour
simplifier les écritures quand elles ne nuieront en rien a la lisibilité des formules. Les
opérateurs et fonctions mathématiques usuelles seront également mises en valeur
par une écriture en gras (ex : grad).



Chapitre 1

Rappels sur les problémes de
propagation d’ondes écrits sous
forme de systémes de Friedrichs

1.1 Enoncés des problémes considérés

1.1.1 Les Equations de Maxwell

Ces équations décrivent les phénoménes électromagnétiques dans les milieux
continus a ’aide de quatre champs fonctionnels ou distributionnels définis de RT x R?
dans R3. Par convention dans ce mémoire, les vecteurs seront notés en gras. Soit E
le champ électrique, H le champ magnétique, B 'induction électrique, D I'induc-
tion magnétique, j les courants électriques (le plus souvent distributionnels) et p les
charges électriques. Au sens des distributions, les Equations de Maxwell s’écrivent :
divD =p oD —rotH+j=0 (1.1)

divB =0 OB + rotE =0 '

Ce systéme non fermé du point de vue de la relation entre les inductions et
les champs et de celle entre les courants et les champs nous améne & énoncer deux
types de lois phénoménologiques. Commencons par les lois inductions-champs. Dans
le vide,

D =¢E B = uoH,

oll g9 et o sont les permitivités électrique et magnétique du vide. On considére qu'un
matériau est une perturbation du vide. Dans un matériau en statique, on privilégie,
comme dans le vide, 'existence d’un potentiel électrique et I'existence d’un potentiel
vecteur magnétique, soit ’existence d’'une fonction V' et d’une fonction vectorielle
A telles que E = —VV et B = rotA. Ceci améne & introduire les vecteurs de
polarisation électrique et magnétique P, et P,,. Les lois constitutives s’écrivent
alors :
D =¢E+ P, B =uH+P,).
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En I'absence de champs et de matiére, on fait '’hypothése que P, = P,, = 0. On
peut également faire ’hypothése de localité statique :

P.=¢ofe(E) P,, = fu(H)

en tout point. La linéarité statique est obtenue en confondant f. et f;, avec leur
dérivée en 0.

Soit Q un domaine de R3. Soit les variables adimensionnées E: = /gE,

1 : D E .
= VuoH et t: = ¢t avec ¢y = Ny Soit ¢ = (B) et ¢ = (H) L’opé-

rateur associé aux Equations de Maxwell <r2 ¢ ) est symétrique et peut étre

0
0 —62'/\
61'/\ 0

nonique de R? et e;A la matrice associée au produit vectoriel par e;.

décomposé sous la forme Z A;0;, avec A; = < ) avec (ei)ie[[lg)]] base ca-

Les Equations de Maxwell dans le vide sur RT x R3 s’écrivent :

Dans le cas d’un diélectrique, sur R* x R3, les Equations de Maxwell deviennent :
8 (t,x) 0o (
¢ Z A ¢ + Bo(t,x) = f(t,x).

Les conditions aux limites considérées sont de la forme :
nx E+nxZnxH)=0, (1.2)

oll Z est appelée matrice d’impédance et telle que la matrice Z+ Z7 soit positive ou
nulle. Le cas ot cette matrice est antisymétrique correspond a des conditions aux
limites conservatives. Le cas particulier considéré dans cette thése correspond a la
condition d’un obstacle parfaitement conducteur, a savoir Z = 0.

1.1.2 Les Equations des Ondes convectées

Nous examinerons donc ici la perturbation d’un écoulement porteur stationnaire
subsonique régulier quelconque dans R? défini par : U} un champ de vitesse, Py un
champ de pression, py une masse volumique, ey une énergie interne, so une entropie,
et vérifiant les équations d’Euler stationnaires suivantes :

9; (poUY) =0
8]‘ (poU%UB + P()(;ij) =0

2 .
8]‘ ((po (60 + —“ [;0 ||2) + Po) Ué) =0
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En labsence de chocs (hypothéses supplémentaires de régularité de Iécoule-
ment), la cinquiéme équation (bilan d’énergie) pourra étre confondue avec le bi-
lan d’entropie suivant (g désignant Ientropie volumique de ’écoulement porteur) :
0, (poaoUé) =0, la loi d’état du champ de pression s’écrivant alors indifféremment
Py = Py (po, €0) ou Py = Py (po, 0¢). De plus, si le fluide porteur est barotrope, la
loi d’¢tat devient Py = Pg(po), et seules les quatre premiéres équations de (1.3)
peuvent étre retenues.

Apreés perturbation au temps ¢t = 0, ’écoulement est supposé vérifier les équations
d’Euler instationnaires (complétes ou barotropes) au sens des distributions, soit
le systéme de 5 équations sous la forme conservative suivante (on conservera les
notations utilisées pour les variables entropiques de I’écoulement porteur sans I'indice
0 afin de stipuler leurs caractéres désormais instationnaires) :

{ Ow+ 0, f' (w) = g (1.4)

w (0) = wy,

avec w € CL (R* R5) et les flux f* € (R, R%), fonctions « suffisamment réguliéres »
données par :

P

j P

U’ .

w = p” U |2 (resp.) w= | pU"’

p (6 + 5 2) po
pU’ :
P U

i U'U/ + Péy; ; <
fH(w) = P | U |2 ! ‘ (resp.) f'(w)=| pUU +Pj; |,

(p (e + TQ) + P) U’ poU*

dans le cas ot 'on prend en compte la perturbation thermique (respectivement la
perturbation entropique). Dans un premier temps, on se propose d’étudier le carac-
tére bien posé du systéme (en espace libre) obtenu par une linéarisation entropique
au premier ordre de (1.4).

(1.4) constitue un systéme hyperbolique non linéaire admettant une entropie de
Lax [35]. Plus précisément, cela signifie que (1.4) admet une équation de conservation
supplémentaire (en I'absence de chocs) de la forme :

S (w) + 9;S" (w) — gV,S (w) = 0, (1.5)

ol S (w) est strictement convexe en w et telle que le jacobien des flux f? soit auto-
adjoint par rapport a la métrique induite par le hessien de S (w). C’est une entropie
(volumique) « physique » dans le cas général et dans le cas barotrope avec P = P (p),
on a :
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S (w) = H(p) +p” I; H%, H" (p) = P/[Ep)~

On aura supposé bien entendu que P’ (p) = ¢® (p) est positif.

On a alors : S'(w) = (S + p)U’, et I’équation de conservation supplémentaire

a physiquement le sens d’'une équation d’énergie. Rappelons un théoréme dit & S.K
Godunov [13] :

Théoréme 1.1
Le systéme (1.4) est symétrisable si et seulement si il admet une entropie.

Par application du théoréme (1.1), le changement de variables bijectif (dans le
domaine admissible pour w) ® = V,, (S (w)) permet d’obtenir une forme symétrique
de (1.4) :

0 (VaS™ (®)) +0; (VaS™ () = g, (1.6)

avec : S* (®) = ®-w (®)—S (w (P)) S* (®) = @ f* (w (P))—S* (w (P)) . On suppose
que (1.6) est bien posée, donc que sa solution est continue par rapport aux données
du probléme. En posant g = ¢h, et & = &y + ep (P, variables entropiques associées
a I’écoulement porteur), on obtient formellement en faisant un développement limité
en ¢ au premier ordre de la formulation faible de (1.6), une expression linéarisée du
probléme :

Oy (Hg- (®g) @) + 0; (Hg-i (Do) ) = h,

ou Hg: (®g) sont les Hessiens symétriques définis positifs de S* () et Hg«i (Py))
symétriques de S* (@), calculés en ®,.

En notant A° (z) = Hg- (), et A" (z) = Hgw (Pg) la matrice symétrique définie
positive et les matrices symétriques, (1.1.2) constitue un systéme de Friedrichs :

0i(A"p) + 0i(A'¢) = h. (1.7)

Le cas qui nous intéressera dans cette thése est le cas des Equations d’Euler
linéarisées Barotropes. On considére donc un écoulement porteur vérifiant (1.3) de
loi d’état en Py quelconque. L’hypothése de barotropie de la perturbation consiste
a supposer que l'influence des variations entropiques est négligeable devant celle des
variations de la masse volumique, autrement dit que :

p=po+ep +ole) = P =Py+ecp +ole), (1.8)

oll ¢y = ¢ (x) désigne la vitesse du son dans le milieu. On pose les changements

, , . cop
de variables suivants : U" = U} + eu’,p = P ot o = (ut,u? v, p)T qui est un

adimensionnement de la variable entropique ass(z)ciée a ’entropie de Lax du systéme
non linéaire barotrope isotherme. Dés lors, aprés développement en € a I'ordre 1 des
équations générales d’Euler instationnaires (1.4), on obtient que la variable ¢ est
solution de :

Oip + A'0yp + By = f, (1.9)
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avec A'0; = (Ué@i) I+ ¢ (VOT g)

» 1 1
[0:Upli; — (V (copo) — —VPO)
Po Co

B = Co —1 ;
—VT,OU — (U}0;¢0)
Po Co
_ i L _Ulyd d _gdd o\ 7
f—po(g 00’09 9%, cog)” .

Remarques : la partie diagonale de la partie principale de I'opérateur est un
opérateur de convection tandis que la partie non diagonale est 'écriture sous la
forme d’un systéme d’ordre 1 de I’équation des ondes.

On obtient ces équations en utilisant la formule de dérivation d’un produit, donc
elles n’ont de sens distributionnel que si I’écoulement porteur est régulier. De méme,
dans le cas d’un écoulement porteur uniforme en dehors d’un compact 2, la matrice
B s’annule, les vitesses Uy et ¢q sont constantes. Le cas particulier ou Uy = 0 (cas
sans convection) correspond a I’équation des ondes classique a 1'ordre 1.

Conditions aux Limites

Dans ce paragraphe sont passés en revue les différents problémes selon le type
d’écoulement. On pourra se reporter a [38| pour davantage de détails. On représente
classiquement ’ensemble des conditions aux limites, noté A/ (x) par le noyau d’une
matrice M € .#5(C). Donc N (x) = ker(M(x)). Soit A Popérateur spatial non fermé
définit par A'0;+ B. Son domaine D (A) est C*(Q)™ avec des conditions aux limites
maximales positives (hypothése indispensable pour assurer I'existence et 'unicité du
probléme instationnaire posé avec des conditions aux limites)

VoeD(A), (A'nip,0)es >0 Vi e D(AF), (A'nip, ) <0,  (1.10)
ot A# = —0;(A".) + B" est I'adjoint formel non fermé de I'opérateur spatial. On

exprime les flux A'n; dérivant de (1.9) sous la forme :

ot Un; désigne la vitesse normale sortante de ’écoulement porteur. La condition
aux limites dépend donc de cette vitesse, soit encore du type de I’écoulement.

» L’écoulement porteur glissant
Pour Ujn; = 0, Pécoulement porteur est dit glissant. Dans ce cas, les flux A'n;

correspondent aux flux de I’équation des ondes écrite a 'ordre 1. Deux types de
conditions d’obstacles apparaissent alors.
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Si Vo # 0 € ker(M), alors (A'n;p, ¢)cs = 0. C'est en particulier le cas pour
la condition de Dirichlet pour I’équation des ondes ou condition d’obstacle mou qui
consiste a imposer p = 0 et pour la condition de Neumann ou condition d’obstacle
dur & savoir u'n; = 0.

Si Vo # 0 € ker(M), alors (A'n;p, ¢)cs > 0. On impose alors la condition aux
limites homogeéne Vx € Q, p = a(x)u.n, avec n normale sortante a € sur 0€2, et la
condition suivante sur I'impédance :

a(x) e C et Re(a) > 0.

La condition d’impédance peut étre écrite en fonction de (3, absorption acoustique
de module inférieur a 1 définie par :

ce qui se traduit sous la forme classique :

B-1)p+(BF+1)un=0. (1.12)

» L’écoulement porteur sortant
Pour Ujn; > 0, Pécoulement porteur est dit sortant. Dans ce cas, les conditions
aux limites intéressantes correspondent a des conditions transparentes a l'ordre 1

(complétement non réflechissantes pour les ondes normales). Elles correspondent &
des coefficients gelés, supposés localement constants.

Dans ce cas, I'expression de la matrice M est donnée par :

(1.13)

n®®n —m
—n 1 /)

) 1 )
M= —(a'n) =~ (Ui =) ("7

Mais la condition My = 0 implique p = u‘n; = u.n, donc dans ce cas, il ne
subsiste qu’une seule condition aux limites correspondant & o = (1,0) ou 5 = (0,0).

» L’écoulement porteur entrant

Pour Ujn; < 0, 'écoulement porteur est dit entrant. Les conditions aux limites
sont les mémes que dans le cas précédent, avec cette fois-ci :

. | R n®n n
(Ami)J“ = 5 (IJOTLZ + Co) ( IlT 1)

et M= —(A'n;)” = (A'n;)" — A'n;, donc
, 1, . 1 .
—UanlIg + 5 (Uanl + Co) nxn 5 (Ugn@ — CQ) n

5 (UBTLZ — CQ) IlT ——= (U%)nl — CU>
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La condition non réfléchissante My = 0 se formule dans ce cas de la fagon
suivante :

p=un

Ujn;u — % (Ufn; + o) (un)n + % (co — Ujn;) pn = 0.

Remarque : ces relations ne sont pas indépendantes. La premiére relation se
déduit des trois autres en multipliant scalairement par le vecteur n. Cette condition
non réfléchissante approchée ne comporte donc que deux relations indépendantes.

1.2 Problémes de diffraction considérés

Les systémes linéaires d’évolution provenant d’équations de conservation au pre-
mier ordre (non-linéaires) sont symétrisables si et seulement si le systéme admet une
entropie de Lax, systémes pour lesquels on a des chances d’obtenir 'unicité de la
solution au sens des distributions. Ce dernier cas est celui des systémes de Friedrichs,
qui représentent la forme la plus naturelle pour des problémes de théorie des champs
(équations de Maxwell, de Dirac, ...).

F1G. 1.1: Description des domaines en présence

Soit. O un obstacle borné, régulier non nécessairement connexe pouvant étre vide.
Soit €2 un domaine connexe, non nécessairement simplement connexe représentant
le domaine spatial. Soit 6§ la frontiére entre 2 et O et 0{2,, sa frontiére extérieure.
Elles sont toutes deux C!, et 6, peut éventuellement étre rejetée a I'infini dans le
cas d'un domaine {2 non borné. Dans toute la suite du chapitre, nous nommerons n
la dimension d’espace, n = 2 ou 3.
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1.2.1 Cas instationnaire

Soit x € R™ et t € RT. Soit m le nombre d’équations. Les problémes instation-
naires étudiés sont de la forme :

Ao(x) ‘% X, ) Z A a%; D | Bx)o(x 1) = F(x,1) -

¢(x,0) =0 cb(', Disa, € No(X) 0( )50, € Noo(x).

ou les matrices A; € M, (R) sont symétriques et assez réguliéres (par exemple
lipschitziennes), Ay € M,,xm(R) est uniformément définie positive a coefficients
dans L>®(R), et B € M,,xm(R) a coefficients dans L>*(R).

supp(A4o(x) — I,) C QU0 suppF(.,t) C QU0
supp(4;(x) — AY) C QU IO suppB C QU O (1.15)

ce qui signifie que les matrices A; deviennent des matrices a coefficients constants
en dehors du domaine Q U §O.

Remarques : dans le cas de conditions initiales ou de conditions aux limites
inhomogeénes, on suppose que 1’'on peut les relever dans le domaine de 'opérateur.
La solution ¢ recherchée appartient a 'espace L?([0, T] x 2)™. Par la suite, on notera
Q = [0,T] x Q le domaine spatio-temporel.

Proposition 1.2
On pourra toujours supposer Q) borné (mais grand) en choisissant sa frontiére 6y

Soit un probléme a coefficients constants. Soit I'. le cone d’évolution, a savoir
I'ensemble des An avec A > 0 et n € S™ tel que V€ € R™,  ¢7(I,m, + A’ n;)¢ > 0.
C’est un cone convexe. Le cone de propagation, noté I',, est défini comme le
polaire du cone d’évolution I', dans R"*1. C’est aussi le plus petit cone convexe
contenant le support de la solution élémentaire.

Corollaire 1.3 (Principe de Huygens [16])

La solution autour de (x,t) ne dépend que de l'intersection du support de f avec le
cone Txp) (L), image du cone de propagation par une symétrie d’hyperplan t = 0,
puis une translation de (x,t). Si celte intersection est vide, alors la solution est nulle
dans un voisinage de (X,t).

Le principe de Huygens nous assure donc que la solution est nulle & I'extérieur
de QUO +T,. Donc pour tout T', on peut toujours choisir la frontiére 5Q, telle que
()50, = 0 et VN (x), {0} € N(x) : toutes les conditions homogénes seront
donc correctes.

Définissons le probléme a coefficients constants dérivé de (1.14) :
8¢(X t) Z Aca(’b X, 1) _Gx.t)
Xi (1.16)
¢(X> O) =0 ¢(> )\590 € NO(X) ¢('7t)\moo = NOO(X)
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Proposition 1.4

Soit un domaine S infini. Si le probléme a coefficients variables (1.14) admet une
unique solution ¢ et si le probleme o coefficients constants (1.16) admet également
une solution unique, alors (1.14) peut étre remplacé par (1.16) avec

G(x,t) = F(x, t)+(Im—A0(x))g_b(x,t)+(Af—Ai(x))%:t)—B(x)a(x, t). (1.17)

Démonstration : soit ¢ une solution du probléme & coefficients variables (1.14).
Montrons qu’il existe une unique solution au probléme a coefficients constants (1.16)
telle que les restrictions de ¢ et de cette solution au domaine €2 soient égales. On
souhaite donc établir que I'opérateur a coefficients variables est le perturbé d’un
opérateur a coefficients constants, et ainsi bénéficier d’une équivalence entre la réso-
lution des problémes a coefficients variables, difficiles, et ceux a coefficients constants.
Soit (x,t) € R? x RT.

8¢ X, t) ZA08¢ X, t) (I, — Ap(x) + Ao(x))a$<x’ t)

ot
+Z (A — Ai(x) + Ai(x ))85;—:”
(Bl - B(x))@(x, )
= (0 A 2D 5,0y 20D

[

— B(x)o(x,t) + F(x,1).

L’existence et 'unicité de la solution ¢ de (1.14) permet de remplacer I’équation
appliquée en ¢ par le second membre F € L*(R™ x RT). En posant G la fonction
(1.17), on obtient bien que ¢ est solution du probléme a coefficients constants. Grace
aux propriétés sur les supports des matrices en jeu, GG est & support dans 2 U 60O
et G € LA(R™xR™). X

Cette proposition est motivée par ’étude faite au chapitre 2 d’une formulation
PML du probléme a coefficients constants (ou gelés). Ainsi, il suffit d’étudier le
probléme a coefficients constants et ses propriétés a 'extérieur du domaine €2.

1.2.2 Cas harmonique

Il existe trois définitions possibles pour les problémes harmoniques, qui ne sont,
en général, pas équivalentes.

Définition 1.1 (Amplitude Limite)

Cette définition du probleme harmonique passe par la transformée de Fourier d’une
éventuelle solution asymptotique (T et t tendant vers linfini), périodique en temps,

2 )
de période T gvec F = fe“t avee f e LA2(Q)™
w



Rappels sur les problémes de propagation d’ondes écrits sous forme de
14 systémes de Friedrichs

Définition 1.2 (Absorption Limite)
Il s’agit de la limite quand e tend vers 0 dans Lj (Q)™ de ['éventuelle solution
L2(Q)™ de (1.18). Le probléeme harmonique s’écrit alors :

)4 B(x)¢(x) = f(x)

(iw +¢€) Ap(x)p(x) + Z A ze (118

¢‘590 S N(](X).

Remarque : si B(x) + B(x)" — 0;(A"(x).) n’est pas une matrice positive, le
systéme (1.18) n’a pas forcément une solution L? mais il se peut pourtant que pour
e tendant vers 0 il y ait une solution L7 . (instabilité convective).

Définition 1.3 (Condition de Radiation)

Quand F = fe™! et que le domaine ) est infini, il s’agit de la définition d’une solu-
tion instationnaire dans R x Q de la forme ¢ e, on ¢ € L2 ()™, avec adjonction
d’une condition de décroissance de ¢ a l'infini dans R™.

loc

Dans la suite de ce chapitre, nous considérerons la définition par absorption li-
mite (1.18) en prenant le cas limite ¢ = 0.

Remarques : la propriété (1.2) n’est alors plus vraie. Il n’est dés lors plus
possible de se ramener & un domaine borné : 'apport d’un second membre, et donc
d’énergie, de fagon périodique ne permet pas de rester a énergie bornée. En revanche,
la propriété (1.4) de pouvoir se ramener a 'étude des problémes a coefficients admet
I’équivalent suivant.

Proposition 1.5
Soit un domaine Q infini. Soit le probléme a coefficients constants harmonique

(iw + ) ¢(x) + Z AC&/’ G(x) € L2, ()™ 119

¢\6QO € No(x).

Si le probléme a coefficients variables (1.18) admet une unique solution ¢ et si le
probléme a coefficients constants (1.19) admet également une solution unique, alors
(1.18) peut étre remplacé par (1.19) avec

G(x) = F(x) + (iw + €) (L — Ao(x))(x) + (4] — A;(x)) ox. B(x)o(x).

Remarque : I’étude du probléme harmonique est particuliérement délicate. Dans
le cas £ > 0 il existe toujours une solution dans L? a condition que le second membre
soit L? & support compact fixé. Cependant pour le probléme ¢ tend vers zéro, méme
dans le cas des coefficients constants il peut y avoir des problémes si on ne sait pas
évaluer l'inverse du noyau de Green.
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1.3 Reésultats généraux d’existence et d’unicité

1.3.1 Rappels sur les systémes de Friedrichs
Généralités

Notons par la suite () = €2 dans le cadre de problémes harmoniques ou bien
Q2 x [0,T] pour des problémes instationnaires. On cherche a résoudre de fagon faible
ou forte le probléme Au = f, ot f € L*(Q)™ et A un opérateur non borné, fermable,

défini par A¢d; + Y, A;0; + B. Son domaine D(A) est C*(Q)™ avec la trace sur 9Q
dans NV un sous espace vectoriel.

On note A* son adjoint formel —Ao0; — >, 9;(A;,.) + B” défini par la relation
V(u,v) € H?, (Au, v) = (u, A*v).. Son domaine D(A*) est C'(Q)™ avec la trace
sur 9Q dans (A'n;(N))*. Cest le plus « grand » adjoint formel qui annule les termes

de bords dans les intégrations par parties. On notera A la plus petite extension
fermée de A.

Définition 1.4 (Solution faible) '
u e L*(Q)™ est appelé solution faible si Vv € D(AY) (donc vy, € (A'n;(N))*) on
ait : <u, At v> = (f, v).

Définition 1.5 (Solution forte) B
u e L*(Q)™ est appelé solution forte si Au= f € L* avec uj,, € N.

Remarque : une solution forte est au sens des distributions et non au sens C*.

Proposition 1.6
On dira que « faible équivaut a fort » (zitouie solution du probleme faible est solution
du probleme fort, et inversement) si Af = A= A

En effet, une solution forte est toujours solution faible par continuité du produit
scalaire. Par contre, faible équivaut a fort exige que (A*)* = A et donc que les
domaines de I'opérateur et de I'opérateur adjoint formel soient assez équilibrés.

Théoréme 1.7
Dans le cas ou « faible équivaut o fort », on a équivalence entre les propositions
suivantes :

1. 1 existe une unique solution au probléme Au = f, avec f € L* avec A-1
continue.

2. Il existe une unique solution au probleme A u = f, avec f € L* avec (A1
continue.

3. Les opérateurs A et A* sont coercifs.

Démonstration : la coercivité de A est équivalente a la coercivité de A. De
méme pour A? et A, Comme A est un opérateur fermé dans H un espace de Hilbert,
on a équivalence entre les propriétés A surjectif et A* coercif ou encore Im(.A4*) fermé
et ker(A*) = {0} (théoréme de surjectivité). De méme A* surjectif équivaut a A
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coercif ou encore Im(A) fermé et ker(A) = {0} (théoréme de surjectivité dual). Les
opérateurs A et A" sont coercifs si, respectivement,

Vu € D(A), |[Au| > alu|  Yv € D(A), |[A*v] > Blo]. (1.20)

Si A est injectif, alors A~! existe mais si A coercif, en posant v = Awu, on peut
réécrire Uinégalité ci dessus sous la forme |v| > al A~ 10|, ce qui donne la continuité
de A-1. Donc A et A* coercifs assurent la continuité de la solution par rapport au
second membre.

Donc, pour établir 'existence et I'unicité de la solution, il suffit de montrer la
coercivité de A et A" pour des fonctions aussi réguliéres que souhaité. Si I’on prend
une restriction A (resp. A*) quelconque de A (resp. A?) a un sous-espace dense dans
H, et si 'on a la propriété « faible équivaut a fort », alors une condition nécessaire et
suffisante pour que les problémes Au = f et Aty = g admettent chacun une unique
solution est que A et A soient coercifs par rapport a la norme L?. Dans la pratique,
on cherche des inégalité du type (Awu, u)z> > alul?,2 ou (Afv, v) 2 > Blv]?r2 qui
impliquent bien les conditions de coercivité sur la norme des opérateurs (1.20).

Cas instationnaire

Rappel : Q = Q x [0, T] le domaine spatio-temporel. Soit H = L?(Q)™. L opéra-
teur considéré ici est A = Ag(x)0; + >, A;(x)0x, + B(x) et son domaine D(A) est
I'ensemble des u € C3(€2 x [0, T]) si le domaine 2 est borné, u € C*(Q x [0, T]) dans
le cas inverse, tels que u(x,0) = 0 et up,, . - € N(x).

On rappelle que I'adjoint formel A* de A est défini par la relation —Ay(x)d; —
Ox, (A;(x).) + B*(x) et son domaine est 'ensemble des u € C}(Q x [0,7T7) si le do-
maine  est borné, ou C*(Q x [0,7]) dans le cas inverse, tels que u(x,T) = 0 et
U o0 [0,1] €A ni(N(X»L‘

De plus, on suppose que le domaine spatial répond a certaines hypothéses. Soit
2 un domaine, borné ou non, de R, régulier a frontiére bornée C' et localement
d’un seul coté de la frontiére. Soit A une application a valeurs dans I’ensemble des
sous espaces vectoriels de C*™! définissant des conditions aux limites homogénes,
lipschitziennes et contenant le noyau de A'n; sur les composantes connexes de €
oit A'n; de rang constant et C* sur la composante connexe ot A’n; saute de rang
sur une variété immergée différentiable de codimension 2 notée 99, et C* sur le
complémentaire de 02, dans 0.

Derniére hypothése : V(x,t) € 0§, x [0,77, il existe un ouvert V de 002 avec
x € V tel que V est diffeomorphe a une boule B de R et 99, & un équateur de cette
boule, et tel qu’il existe deux sous espaces vectoriels Ny et My, de C* tels que
ker(A'n;) C Namait, Namatt € Noig, N = Nyiy d'un coté de V\OQ, et N = Nynan
de 'autre coté.
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Théoréme 1.8 (Théoréme de Rauch pour les problémes instationnaires)
N = {0} sur Q x {0} et N'=R™ sur Q x {T'}. Soit n la normale unitaire sortante
a 0S). La propriété « faible équivaut a fort » est vraie dans les cas suivants :

— A'n; est de rang constant sur toute composante connexe de 0 x [0,T)] et la
condition initiale est nulle.

— A'n; change de rang sur X, variété de classe C' de codimension 1 immergée
dans 0S). Pour xg € X, il faut que ¥ partage OS2 en deux espaces tels que
A'n; soit de rang constant de part et d’autre, el que Mig(XO) D Namau(Xo)
localement sur ¥ et la condition initiale est nulle.

Remarque : Soit Hy = {u € H, Au € H}. Alors C}(Q) ou C3(2) dense H 4.
Donc, si w vérifie la condition aux limites souhaitée, on peut définir sa trace mo-
dulo V. On a alors que A" n;u,, (resp. A" n;uy,,) est défini dans H~2(0Q) (resp.

H2(8Q)).

On rajoute deux hypothéses supplémentaires. La premiére, notée (H1), N est
maximal dans le cone de positivité de A’ n;. La seconde hypothése est (H2) : il
existe a > 0 tel que B+ B* — 9;A" > al. Cette derniére condition est équivalente
a B+ B —0;A" > 0.

Si I'on pose ¢ = ¢'e®, avec a > 0, et K= B+ B — 0;A" 'équation est trans-
formée en une équation similaire mais avec une matrice K =K+ 2al, .1, qui en
choisissant o de maniére convenable sera toujours définie positive. Ainsi si les coef-
ficients des A" et B sont par exemple dans W™, on pourra supposer que K > 0.
Ceci est a la base du choix des conditions aux limites rendant (1.9) bien posé en
domaine temporel borné (et uniquement dans ce cas, car le changement d’inconnue
¢ devient ¢'e® est non homéomorphe sur L([0,7] x Q)). Le fait de modifier cette
matrice B ne modifie pas les conditions aux limites décrites par (1.10).

Remarque : la condition initiale est la seule condition aux limites maximales
monotones sur € x {0}.

Théoréme 1.9
Il eziste une unique solution au probléme (1.14) avec Uhypothése (H1).

Démonstration : la démonstration s’appuie trés fortement sur le théoréme de
Rauch (1.8). Ce dernier garantit ’obtention de la propriété « faible équivaut a fort ».
Ainsi, pour démontrer I'existence et I'unicité de la solution, il ne reste qu’a vérifier
la coercivité des opérateurs A et A*. Rappellons que Vi € [1,n], A; = A;* (cas réel
ou complexe) et Ay définie positive (H3).

La notation (A'n;u, u) fera référence a l'intégrale sur 9Q x [0, 7] dans le cas
de problémes instationnaires et 02 dans le cas harmonique, plus I’ajout des inté-
grales de bords sur 2 x {0} (qui sera nulle vu les hypothéses considérées) et Q x {T'}.
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Coercivité de A : Soit u € H tel que uj,, € N. On sait que

1
(Bu, uygm = 5((3—1— B*)u, u)gm (1.21)
Dans le cas réel, on a :
(Awu, u)p2 = /(Aiaiu + Bu, u)
Q
= /((’MAZ' w), u) + / (—(0;A") u + Bu, u)
Q Q
~ [ o)+ A )+ [ (@A) B w)
(Green) Q Q
~ [ o Adu) + (Ana )+ [ (~@.AY 0+ Bu)
(H3)JqQ Q

~ L, )+ / (20,4 u + Bu, w)
2 o' 2

V
|
2
=

S

1, . 1 ,
= —(A'n;u, u) + =((B+ B*"— 0;A" ) u, u >
(1.21) 2< ) 2<( ) )i (H1)—(H2) 2
En effet (A'n;u, u) > 0 de fagon évidente sur 9 x [0, T'] puisque N est dans le
cone de positivité de A'n; et u € V. Pour le probléme instationnaire, sur Q x {0},
N = {0} donc (A'n;u, u) = 0. Et sur Q x {T}, N = R™ donc (A'n;u, u) =
(Ao u, u) > 0 puisque Ay est définie positive.

Dans le cas complexe, la démonstration est analogue en remplacant le produit
scalaire réel par la partie réelle du produit hermitien. Dans tous les cas, 'opérateur
A est bien coercif.

Coercivité de A* : Soit v € H tel que v, € [Aini(/\/)]l, on a :

1, . - 1
(A*v, V)2 = —§<Alniv, V)r2(00) + (B+ B — 0;A") v, v) 2 > 5041}]%2.

Pour montrer la coercivité de I’adjoint et le calcul des termes de bord, on sait que
la maximale monotonie de N implique la négativité de (A*v, v)2. Sur Q x {T'} ce
terme est nul et sur  x {0}, il est égal & —(Aov,v). Donc l'opérateur A* est coercif.
Comme « faible équivaut a fort », le théoréme (1.8) donne le résultat proposé. X

Cas harmonique

Théoréme 1.10 (Théoréme de Rauch pour les problémes harmoniques)
La propriété « faible équivaut a fort » est vraie dans les cas suivants :
— A'n; est de rang constant sur toute composante conneze de 0.
— A'n; change de rang sur X, variété de classe C' de codimension 1 immergée
dans 0X). Pour xq € X, il faut que X partage 0S) en deuz espaces tels que
A'n; soit de rang constant de part et d’autre, el que J\/big(xo) D Namait(Xo)
localement sur .
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Remarque : dans le cas harmonique, I’hypothése (H2) ne peut étre modifiée
comme dans le cas instationnaire précédemment détaillé.

Théoréme 1.11

SiH = Lilo(Q), espace ou le produit scalaire est défini par (u,wu) :_(AO u,u)Lg(Q),
alors les hypothéses (H1) et (H2) impliquent que l'opérateur Ay'(A) est mazimal
monotone.

Démonstration : si 'opérateur est fermé, alors son adjoint est maximal mono-
tone. En effet, la maximale monotonie est équivalente a l'existence et 'unicité des
solutions pour les problémes définis par les opérateurs Z+A et Z+.Af simultanément.
Or si 'opérateur A est monotone, alors A aussi. La propriété « fort équivaut a faible »
donne 1’égalité A* = A*. Les hypothéses (Hypl) et (Hyp2) impliquent alors que
'opérateur A est monotone, donc aZ +.A et aZ + A* sont coercifs, avec Re(a) > 0.
Ils sont donc simultanément inversibles, et on a donc la maximale monotonie en
passant a la fermeture. X

Conséquences : il existe une unique solution au probléme (1.18) mais la norme

1

L*(2)™ de la solution est majorée par — || f ||. On ne pourra donc pas conclure
€

quand ¢ tendra vers 0.

Soit @ = Q le domaine spatial. Soit H = L% (Q). L’opérateur considéré est
(iw+¢) Ao(x) + >_; Ai(x)0x, + B(x) et son domaine D(A) est I'ensemble des u

appartenant a C} () si le domaine Q est borné, v € C*(Q2) dans le cas inverse, tels
que uj,, € N(x). Afin de simplifier les notations, nous adopterons la convention que

(iw+e)T+A: = Ag(x) (A) = (iw+e) T+ Ag(x) ' (X, Ai(x)0x, + B(x)).

Les études en « amplitude limite »

Un probléme harmonique est un probléme obtenu en régime périodique établi,
qui se définit comme la limite asymptotique en temps d’un probléme transitoire
entretenu. Nous allons étudier le probléme harmonique associé au systéme insta-
tionnaire (1.14) dans le cas ou les coefficients des opérateurs A’ et B ne dépendent
pas du temps. La démonstration de 'existence et 'unicité d’une solution au pro-
bléme ot I'on dissymétrise 'espace et le temps découle naturellement du théoréme
de Hille-Yosida (dans ce cas, —A est le générateur d’un semi-groupe) :

Théoréme 1.12

Si f € CHRT, (L%, () et si B+ B*— ;A" > 0, alors le systeme (1.14) admet
une solution unique dans C' (R, (L%, (Q))) N CY(RT, 2(A)) donnée par la formule
de Duhamel :

t
p(t) = e Moo + / e A=) f(s)ds, (1.22)
0
o e~ At t >0, est un semi-groupe sur ’espace de Hilbert H.

Une maniére naturelle de définir un probléme harmonique associé a (1.22) est



Rappels sur les problémes de propagation d’ondes écrits sous forme de
20 systémes de Friedrichs

d’examiner sa « réponse forcée » asymptotique en temps, c’est a dire en remplacant
f(t) par Y(t)g(x) exp(iwt), on Y est la fonction de Heaviside de RT et g € H.
Un calcul simple utilisant la formule de Duhamel et les propriétés des semi-

groupes montre que si iw est dans 'ensemble résolvant de —A (ouvert connexe de
C), alors :

o(-,t) = exp (—At) (po — (iwZ + A)"'g) + exp (iwt) (iw + A)'g. (1.23)

Le premier terme est appelé terme transitoire. Il correspond a une solution de
(1.22) homogene (f(t) = 0) avec ¢ — (iwZ +.4)"*g comme condition initiale (qui est
bien dans D(A)) et la solution forcée exp (iwt) (iwZ + A)~'g périodique en temps.
Le cas le plus simple (et le plus rare) ou I'on peut définir la solution harmonique
comme solution forcée asymptotique en temps de la solution de (1.22) correspond
donc au cas ou les deux hypothéses suivantes sont vérifiées :

— iw est dans le domaine résolvant de —A. Ceci sera le cas pour tout w hormis
un ensemble discret, par exemple pour Q borné, B+ B* — 9;A" > 0 et des
conditions aux limites adéquates.

— Le terme transitoire tend vers 0, par exemple si 'opérateur —A est strictement
dissipatif avec B+ B* — 9;A' > 0 ou des conditions aux limites suffisamment
dissipatives.

Dans ce cas favorable, le premier terme tendra exponentiellement vers 0 dans H

et (-, t) ~ exp (iwt) (iwZ + A)~'g, pour ¢ assez grand.

Remarquons que méme si —A est dissipatif (non strictement), A peut étre par
exemple maximal conservatif, alors iA est un opérateur auto-adjoint (corollaire du
théoréme de Stone) et le spectre de A est tout entier sur l'axe des imaginaires
purs. Dans le cas ou 2 est non borné, il peut méme étre confondu avec ’axe des
imaginaires purs, et alors il n’existe pas de w tel que iw soit dans la résolvante de —A.

Il s’agit de donner dans un espace convenable un sens a la disparition de la solu-
tion transitoire, méme quand la formule (1.23) ne peut étre écrite faute de possibilité
de définition dans H de l'inverse de iw + A. Le principe est la décomposition du
spectre de 4, quand A est maximal conservatif [39], ou plus généralement quand
A est maximal monotone c’est a dire (Z + A)~' € L(H) et (Ap,¢) > 0. On a
alors le théoréme dit théoréme de Rage |30], en notant H; 'orthogonal dans H des
sous-espaces propres associés a une valeur propre imaginaire pure :

Théoréme 1.13
Soit C € L(H). SiC(A+Z)™" est compact, alors :

: e

Vfe HbL,llmT_,Jroof/ | Cexp (—At) f |3 dt = 0.
0

Ce théoréme permet de « controler », si C est 'opérateur de restriction a un

compact spatial dans H = (L*(Q))™"!, I’énergie locale produite par la condition

initiale, et de définir une solution du probléme harmonique dans (L3 (€)™
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Remarque : 'hypothése de compacité de C(Z + A)~! sera vérifiée si les condi-
tions aux limites sur A permettent d’avoir une estimation de la solution dans
(H. ()™, On dit alors que les conditions aux limites sur 2 sont coercives et
que 2 a la propriété de compacité locale.

Lorsque €2 est non borné, des difficultés spécifiques se greffent. La forme du bord
0f) a une grande importance. O doit étre non « trapping », c¢’est-a-dire suffisamment
convexe pour ne pas piéger ’énergie de la condition initiale et ceci peut étre élucidé
uniquement en fréquence infinie (non piégeage des rayons).

Outre ’hypothése de monotonie sur A, a savoir B4+B*—9; A" > 0, une hypothése
de compacité est essentielle pour pouvoir appliquer le théoréme de Rage :

3C > 0, Vf € D(A) N (ker(A))™, Z 100, F1 < C (| f Il + A l1), (1.24)

J

ol C' est une constante indépendante de f. Sous ces hypothéses, on controle le terme
transitoire de (1.23) et :

Vf e Hy, lim, . inf || exp (—At) f |22 (@)m+1= 0. (1.25)

Les études en « absorption limite »

On peut définir plus largement le probléme harmonique, c¢’est-a-dire I'inversion
de iw+ A en lui conférant un sens « causal ». Plus précisément, cela signifie, qu’aprés
avoir défini arbitrairement un sens de propagation des ondes, on éliminera dans la
solution les ondes provenant de l'infini.

Pour cela, on cherche & donner un sens dans un espace convenable au probléme :
((iw+e)T+Agp=~h, quand &— 0% (1.26)

Remarque : On aurait pu choisir ¢ — 0~ en définissant autrement le sens de
propagation, autrement dit le sens direct du repére dans R; x Ry.

Si A est maximal monotone, (1.26) a toujours une solution unique dans H, mais

| ((iw+e)T +A) 7" [l zan< B explose quand £ — 0. Il convient alors pour plus de

clarté de distinguer deux cas suivant la nature du domaine €2.
» Cas d’un domaine (2 borné

Si la résolvante de —A est compacte (en pratique si 'on vérifie au moins I’hy-
pothése (1.24)), le spectre de —A est ponctuel discret et on est ramené a une alter-
native de Fredholm. Autrement dit, il existe o, discret dans R tel que : si w ¢ o,
(iw + A)p = f a une solution unique dans H continue par rapport a f, et si
w € 0,, iw~+ A est non injectif. Alors iw est alors valeur propre de —A et suivant f,
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(iw + A)p = f n’a pas de solution ou une infinité. On dit que w est une pulsation
de résonance de €2 pour A.

» Cas d’un domaine )2 non borné

Pour les problémes de diffraction avec obstacle, le spectre de —A est souvent
continu. Cependant, si 'on suppose que 'opérateur A est a résolvante compacte et
que A est maximal monotone, on pourra montrer que la solution de (1.26) tend
généralement vers une limite dans (L2 ()™ si Q a la propriété de compacité
locale décrite ci-dessus.

Remarques : on peut aussi définir des espaces pondérés a ’infini ou bien, lorsque
A est a coefficients constants en dehors d’un compact, on ajoute a I’équation (iw +
A)p = f une condition a l'infini, dite condition de radiation. Que  soit borné
ou non, il existe des solutions du probléme d’absorption limite qui ne sont pas
solutions du probléme d’amplitude limite. Cela revient pour €2 borné a « oublier » le
terme transitoire de (1.23) et, pour 2 non borné, a oublier I’énergie piégée dans un
obstacle trapping. Dans tous les cas, 'hypothése de monotonie est essentielle aux
démonstrations. Dans le cas des équations de Maxwell, cette hypothése est réalisée
avec une inégalité du type de (1.24) associée & une décomposition de Hodge.

1.3.2 Cas de problémes a coefficients constants avec () = R3

Dans cette section, nous allons considérer la résolution des problémes sous forme
algébrique. Pour résoudre un systéme linéaire sur un module dont les coefficients
de la matrice sont dans une algébre commutative unitaire incluse dans le module,
il suffit de vérifier que le déterminant est un inversible de I'algébre pour garantir
I’existence et 'unicité de la solution.

Les algébres et modules sont différents selon les problémes étudiés. Dans le cas
instationnaire, ’algébre sera celle des distributions hyperboliques et le module celui
des distributions paraboliques. Dans le cas harmonique, pour p = iw + €, avec €
positif, 'algébre sera 'algébre de convolution & et le module . celui des distri-
butions tempérées. Les diverses définitions sont rappelées dans la section suivante
mais on constate que n’interviennent que des algébres réguliéres, garantissant ainsi
un calcul formel.

Systémes symétriques

Théoréme 1.14
1l existe une unique solution au probleme instationnaire a coefficients constants
(1.16).

Définition 1.6 (Noyau de Schwartz — Noyau de Green)
Le noyau de Schwartz K est une distribution o deuzx variables telle que dans [l’es-
pace D'(Q x Q), Y(x,y) € Q x Q on ait que ((K(z,y),0(y)),p(x)) définisse une
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distribution, dont on saura définir un prolongement par densité. Un opérateur peut
donc étre défini par une distribution o deux variables. Pour un systéeme a coefficients
constants, on parle aussi de noyau de Green convolutif. Dans le cas de coefficients
non constants on parle de noyau de Green diadique.

Le noyau de Green matriciel ou résolvante est la matrice de convolution, & savoir
« linverse » de la matrice de 'opérateur.

Soit I'c le cone d’évolution et I', le cone de propagation, polaire de I'. dans
R + xR™.

Définition 1.7 (Distributions hyperboliques et paraboliques)

[19] Une distribution hyperbolique est une distribution a support inclus dans T',. Une
distribution parabolique ou causale est une distribution telle que 3ty > 0 tel que son
support soit inclus dans [tg, +00[xXR™. On peut toujours prendre ty = 0 sans perte
de généralité par translation temporelle.

Les distributions hyperboliques forment une algébre unifére, ’élément neutre étant
le Dirac ¢, et régulicre (AxF = AxG = F = G lorsque A # 0) pour la convolution
x. On notera Py(I',) cette algébre.

Toute distribution hyperbolique est parabolique.

De plus, les distributions paraboliques (ou causales) forment un module sur cette
algébre et Z;(T',) est incluse dans ce module..

Définissons le systéme de convolution associé au probléme instationnaire par :

Au sens des distributions, dériver dans une direction revient & convoler par la dérivée
partielle du Dirac dans la méme direction. Il vient le théoréme d’évolution suivant.

Théoréme 1.15

Le probléme instationnaire admet une solution unique quelle que soit la distribution
parabolique f.

De plus, le déterminant du systéme de convolution Agdg+ A;0; + B est un inversible
de P (1)) et T, est Uenveloppe conveze du support de Uinverse du déterminant [16].

Remarque : la matrice B n’influe en rien dans le résultat précédent [16].
Ceci revient en fait & inverser la matrice A = Aydg+ 4;0; + B, dont les éléments
appartiennent & 7y, (I',).

Remarque : le cone I', est toujours pointé dans ¢ > 0 et le déterminant est un
polynome fortement hyperbolique.

Théoréme 1.16
Si le déterminant est un inversible de [’algébre, la solution élémentaire n’est autre
que :

[E] = m ComA”.
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A ce moment la, la solution du probléme (1.27) ou f est une distribution parabolique,
existe et est unique :

X =[E|*f et supp[E| C I',.

Remarque : ce théoréme implique les principes de Huygens : dans le cas du
principe de Huygens fort, on utilise la propriété que le support de la convolution est
inclus dans la somme du support de f et de [E], alors que le principe de Huygens
faible s’appuie sur I'égalité entre ’enveloppe convexe du support de la convolution
et la somme des enveloppes convexes des supports de f et de [E]. Rappelons que le
support de [E] est la frontiére d’un cone convexe en dimension impaire.

Rappelons que . (R™) est le sous ensemble de &(R™) des fonctions indéfiniment
différentiables a décroissance rapide ainsi que toutes ses dérivées partielles.

Définition 1.8 (Algébre des multiplicateurs)
On appelle algébre des multiplicateurs le sous ensemble de &(R™) des fonctions a

croissance lente que l'on note Oy (R™). C’est une sous algébre unifére de &(R") et
S (R™),.Z(R™) sont des modules unitaires sur Oy (R™).

Définition 1.9 (Algébre des convoleurs)

On appelle convoleur une distribution tempérée qui envoit contindment . (R"™) dans
L (R™). On appelle également ce type de distribution tempérée une distribution tem-
pérée & décroissance rapide et 'on note OL(R™) le sous espace vectoriel de /' (R™)
les contenant. C’est une sous algébre associative, commutative et uniféere de &(R™)
sur lesquels . (R™) et ' (R"™) sont des modules unitaires. Of(R™) contient les dis-
tributions a support compact et les fonctions localement intégrables a décroissance
rapide.

Théoréme 1.17 ([19])
Dans Z(R™) ou ' (R")(quand elle eziste), la transformée de Fourier échange les
produits convolutif et multiplicatif. Elle échange les algébres (convolutive)OL(R™) et
(multiplicative )0 (R™).
De plus, VT € 7' (R™) une distribution tempérée, Ym € N, il existe une famille finie
de fonctions continues fz avec § € N" et |3] < k(m) telle que T = Z D” f5

|8]<k(m)
avec (14 |M|*)™ fz € L=(R"), |8] < k(m).

Ce théoréme nous indique que tout distribution & support compact est un convo-
leur pour ./ (R™).

Théoréme 1.18 (Paley-Wiener-Schwartz [19|)
Soit b € R,. Les deux assertions suivantes sont équivalentes pour une fonction f
définie sur R™ :
— f est limage par Fourier d’une distribution T € &'(R™) a support contenu
dans la boule compacte (0, b) 3
— f est prolongeable par une fonction f holomorphe sur C" possédant la propriété
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suivante : Im € N, C > 0 tels que V§ € C" on ait -
()] < C1+ [¢])F 2t m©)

Un opérateur est inversible si la matrice associée est un inversible de ’algébre.

L’inverse d’une matrice M est donnée par la relation M ' = ————Com(M)”.

~ det(M)

On en déduit qu'une condition suffisante pour que le probléme soit bien posé est
que le systéme avec second membre ait une unique solution dans .#/(R™) et que le
déterminant soit un inversible de Ialgébre O’(R"). On peut en tirer un théoréme
plus général encore :

Théoréme 1.19

Si le second membre f est une distribution tempérée sur R, a savoir f € /' (R"),
pour Re(p) > 0, avec p la variable de Laplace, le probléme harmonique admet une
unique solution dans /' (R™).

Remarque : si det(Agdy + 4,0, + B) € 0., alors la matrice B est correctement
signée et il n’est pas besoin de considérer davantage d’hypothéses sur elle.

Théoréme 1.20 (Lojasiewicz [34])

Pour toute équation aux dérivées partielles & coefficients constants (A est un po-
lynome de dérivation) il exriste au moins une solution élémentaire tempérée et au
moins une solution tempérée toutes les fois ot le second membre est temporel.

Il existe donc toujours une solution élémentaire pour le déterminant. Comme la
convolution par une comatrice a support ponctuel est toujours définie, la solution
est toujours tempérée. Cela ne garantit cependant pas l'unicité. Le déterminant
peut avoir une infinité d’inverses. Comme O’ (R") C ./(R"™) on pourra utiliser le
théoréme d’inversion.

Systémes non symétriques

Supposons maintenant que les matrices qui interviennent dans le systéme (1.16)
ne soient plus symétriques. Ce paragraphe est motivé par ’étude des équations d’Eu-
ler barotropes, non symétriques. Rappelons que la condition de forte hyperbolicité
garantit la L? stabilité.

Théoréme 1.21 (Kreiss)
Le systeme (1.16) est L? stable ssi AL &, & € ™1 est autoadjointe par rapport G
H(&) matrice uniformément définie positive, ie indépendemment de &.

Corollaire 1.22 '
Le systeme est L? stable ssi A &, & € S a des valeurs propres réelles et que la
matrice ALE; soit uniformément diagonalisable pour tout €.

Remarque : si A’ & a des valeurs propres réelles (systéme hyperbolique éven-
tuellement faiblement hyperbolique) alors le probléme (1.16) est bien posé si la partie
imaginaire des valeurs propres de A. ¢; + B est bornée pour tout &.
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1.3.3 Conclusions

Nous avons donc établi dans cette partie les principaux résultats d’existence et
d’unicité pour les problémes instationnaires et harmoniques étudiés dans cette thése.
La derniére catégorie pose néanmoins quelques problémes. En effet, pour les équa-
tions de Maxwell ou des ondes convectées a coefficients constants, il y a existence et
unicité de la solution mais pas nécessairement dans le cas des coefficients variables
pour le probléme harmonique.

Cependant, la proposition (1.4) permet de ramener 1’étude du probléme a coeffi-
cients variables a celui a coefficients constants. Aussi dans le chapitre suivant serons
nous amenés a travailler sur des systémes PML a coefficients constants, assurés de
ne pas perdre en généralité. L’étude sera d’ailleurs menée dans le cas harmonique via
I’étude des noyaux de Green. Il n’y a en effet, & notre connaissance, aucune théorie
générale pour les problémes harmoniques a coefficients variables. Dans toute la suite
de ce mémoire, il sera supposé que le probléme harmonique est bien posé (méme en
coefficients variables).

Par ailleurs, ce chapitre nous permet d’énoncer le théoréme suivant.

Théoréeme 1.23
Soit n =2 ou 3 la dimension d’espace et un probleme a coefficients constants de la
forme :

K(p +ZAC ax _f( ).

Sous les hypothéses suivantes
- K(p,x) L>® enx

Pi' )
~ K(p,x) fraction rationelle en p : K;; = M avec degP < deg(@ + 1
. Qi;(P, x)
— lin%—K(p,X) = E)(X) uniformément définie positive,
p—0p

le systéme correspondant en temps par transformation de Laplace inverse (p =~
0y) avec des conditions auzx limites mazimales monotones est bien posé dans LQ(Q X
[0, T]))™ ou Q> est borné ou égal 4 R™.

1l peut de plus étre écrit in fine sous la forme d’un systéme de Friedrichs avec
ajout d’Equations Différentielles Ordinaires

99(x,t)

Aol

ov(x,t)
ot

06 (
+ B(x)o(x,t) + R(x)v(x,t) +ZAC (baz;t = f(x,1)

+ EX)v(x,t) + S(x)p(x,t) =0 avec B, R,E,S dans L™.



Chapitre 2

Les Perfectly Matched Layers

2.1 Introduction

2.1.1 Historique

Jean-Pierre Bérenger [3] a introduit en 1994 ce milieu fictif absorbant qu’est le mi-
lieu PML. Considérant le systéme instationnaire de Maxwell en 2D pour un obstacle
parfaitement conducteur, dont les inconnues sont les composantes F,, I, H, des
champs électrique et magnétique (mode transverse électrique) suivant dans R?/O :

0 0 0

—H, = —FE,——F

ot~ oy * ox "’

0 0

—FE = —-——_H 2.1
< ot " ox ~ 21)

0 0

—F, = —H

Lot Y oy °

ou O contient le support de I'obstacle. Il a alors ajouté une équation au systéme
en découplant I'inconnue H, en deux sous composantes H., et H,,, puis en intro-
duisant des facteurs absorbants o,(z) et o,(y) vérifiant avec O C| — a, a[x] —b,b] :

() = 0sur ] —a,q|
() > 0sur R/] —a,q
Jy) = 0 sur] b1
y(y) > 0sur R/] —b,b]

Le systéme instationnaire qu’il propose est dans R?/O :

Q

Q

Q

Q

(0 0

—H H, = —F

8t zz+ay 2y ay T

Oy ot — -2 B,

aE E aH |
R

0 0

—F E, = ——

WA T e

27
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Lorsque o, = 0, = 0, les deux premiéres équations de (2.2) sont regroupables
pour n’en former plus qu’'une, et 'on retrouve ainsi le systéme de Maxwell originel.
De plus, si Jean-Pierre Bérenger a dans un premier temps considéré la diffraction
des ondes électromagnétiques par un obstacle parfaitement conducteur, le cas du
diélectrique parfait peut également étre traité par cette méthode. Il suffit dans tous
les cas de disjoindre le support de I'obstacle du milieu PML (o, # 0 ou o, # 0).

L’opérateur associé au systéme (2.2) est faiblement hyperbolique mais pas forte-
ment hyperbolique, contrairement a celui du systéme de Maxwell associé. Le symbole
complet de 'opérateur ne vérifie pas les conditions d’'Hadamard Petrovsky et donc
le probléme est mal posé en unicité. Il convient donc de modifier les équations de ce
systéme tout en conservant les propriétés de ce milieu fictif.

Deés 1994, W.C. Chew et W.H. Wheedon [4] ont proposé & I'aide d’une trans-
formation formelle par Laplace des équations et d’un regroupement judicieux de
celles ci, une interprétation du milieu PML pour les équations de Maxwell en 3D
en termes d’un changement de coordonnées complexes. Ils démontrent en outre une
décroissance exponentielle de amplitude des ondes planes dans le milieu fictif.

De cette interprétation, F. Collino et P. Monk [5] ont démontré existence et
I'unicité du probléme des PML harmoniques en coordonnées polaires pour I'équa-
tion de Helmhotz scalaire 2D en milieu non borné, et en milieu borné et pour toute
fréquence, excepté un ensemble discret et localement fini, pouvant étre vide. Les tests
numériques qu’ils ont effectués a 'aide d’une méthode d’éléments finis ont confirmé
I'intérét de cette approche. Une extension au probléme écrit en coordonnées carté-
siennes est présentée dans [5] et pour les équations de Maxwell dans [27].

Dans [21], Pauteur travaille sur les équations de Helmholtz pour des domaines de
forme convexe. Il établit ainsi I'existence et I'unicité de la solution pour toute fré-
quence en harmonique assez loin du domaine. Actuellement, les PML sont largement
répandues pour borner les domaines de calcul quand ceux ci ont des géométries car-
tésiennes ou convexes. Le but de cette thése est d’introduire le formalisme pour des
géomeétries non convexes, ou plus exactement, le formalisme le plus général possible.

Nous travaillerons avec des Equations admettant des formulations intrinséques,
comme les Equations de Maxwell, ou des ondes. En s’appuyant sur les travaux de
[20], nous définirons un changement de coordonnées complexes qui sera le plonge-
ment dans une sous variété réelle de C™ & fibré tangent et cotangent complexes,
n étant la dimension d’espace. A T'aide de la métrique induite par ce changement,
nous expliciterons la transformée de Hodge qui permet d’aboutir a la formulation
des nouvelles Equations dans le milieu PML.

Commencons tout d’abord par écrire des formulations cartésiennes et cylin-
driques, qui nous servirons de solutions de références pour les expériences numé-
riques. De plus, le formalisme étant général, nous vérifierons qu’il correspond bien
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aux cas convexes classiques précédemment cités.

2.1.2 Les formulations convexes classiques
Les PML cartésiennes

Soit un domaine d’étude cartésien D = [—a, a] x [=b,b]. Soit p = iw + € avec
e > 0. Soit les équations de Maxwell transformées formelles de Laplace en temps :
0 0
0z 0Oy
0

PE—-VXxXH=F E
& p H +

pH+VXE=G Cox | \H

0

|

B

S

N———

I

N

Q=

N————

0

dy Ox

(2.3)

ou (F,G) sont a support compact dans le domaine D. On introduit le changement
de variable complexe suivant :

- 1 - 1 - 1
x=£€—|—-/0‘x(7)d7, y=y+5/0y(T)dT, Z=Z+—/0z(7)d7',

b b

ot les fonctions o, o, et o, vérifient les mémes propriétés que précédement (on
pourra se reporter a la figure (2.1) pour un exemple bidimensionnel).

PML cartésiennes

Zone ol o= 0

Zone ou o= 0

FiG. 2.1: Exemple de domaines et propriétés des fonctions o

On constate que Z (resp. ¥, z) ne dépend que de z (resp. y, z). Ce cas est simple
car le jacobien de la transformation est une matrice diagonale. Les opérateurs de

dérivations spatiales —, — et — présents dans les termes V x sont alors remplacés

ox’ dy 0z
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o 0 0
par des opérateurs de dérivations a coefficients complexes —, — et —.
or’ dy 0z
Soit :
Se =14+ —0y, sy =1+ —oy, s, =14+ —0,.
P p
Alors :
o 10 g 10 g 190
0T s, 0x’ oy 5,0y’ 0z 5,02
pE —VUxH=F
Le systéme (2.3) est remplacé par : SO ol
pH+ VXE =G,
10 10
5.0z 5,0y
— 10 10
VX =| —— 0 -
s, 0z Sz Ox
1 0 10 0
5,0y 5,01

Il faut ensuite factoriser cette matrice pour obtenir la formulation PML [10].
Posons :

sz 00 1 = ~ x ~
M=10 s, 0 N = M EF=MFE H = MH.
Sy Sy S
0 0 s, roy oz

D’ou les équations de Maxwell dans les couches PML :
N'M'E-VxH=F

P i i (2.4)

pN'M'H+V xFE=aG.

Cette écriture peut étre interprétée comme la perturbation d’un opérateur différen-
tiel par un opérateur d’ordre 0 et permet d’étre implémentée sur des schémas de
type Volumes Finis par exemple. Le systéme peut alors se relever en temps, une fois
la matrice N"' M~ décomposée en éléments simples.

Sy S, 0 0
pN'M'=] 0 ¥
Sy
0 0 Se Sy
Sz
(p+02)
(p+oy)
(p+02)

—pl+ A+ R, (pI+ C) 'Ry,
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avec :

A =diag (o, + 0y, — 04,0, +0, — 0y, 0, + 0, —0,)
C = diag (0,,0,,0.)
R, = diag (o, —0y,0, —0y,0, — 0,)

R, = diag (0, — 0,,0, —0y,0, — 0,).

Le systéme (2.4) peut alors étre relevé en temps sous la forme :

OE+AE+ RD—-V xH=0
O0H+ AH+ R B+V x E =0,

ou (B, D) sont solutions des Equations aux Dérivées Ordinaires suivantes :

oD+ CD — RyE =0
0.B+ CB — R,H = 0.

On obtient alors un systéme dit de Friedrichs, facilement implémentable et dont
on démontrera dans la partie suivante ’existence et 'unicité de solutions.

Les PML cylindriques

Le principe reste le méme. 0 restant invariant, le changement de variable com-
plexe se résume a :

N 1 1 [°
p:p+—d@@=p+—/0ﬁﬂﬂ
P P

PO
oll pg = 0N2 ne dépend pas de 0 et o respecte toujours les mémes propriétés. Po-
sons 0 =1+—oc et 5 — 14+ —5. Notons Vx I'opérateur V x exprimé en coordonnées

polaires. Alors :

0 O 0,
T — 0 0 ;89
1
0, ;89 0

La formulation PML cylindrique des équations de Maxwell (2.3) devient alors :

. 50 0
pME -VxH=0 g
o — = avec pM = p 5
pMH +Vx E =0. 05 0
0 0 88
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On obtient une décomposition de la matrice M en éléments simples comme
précédemment sous la forme : pM =pIl+ A+ R (pI+ C’)_1 R, avec :

A =diag(c — 0,0 —0,0+0)
C = diag (7, 0,0)
R, =diag(c — 0,0 —7,0)

R, = diag (0,0,0).

Ce systéme peut alors étre relevé en temps sous la forme d’un systéme de Frie-
drichs, comme pour les PML cartésiennes :

O0H+ AH+ RiB+V x E =0,

ou (B, D) sont solutions des Equations aux Dérivées Ordinaires suivantes :

oD+ CD — R,E =0
o.B+ CB — R.H = 0.

Remarque : ces deux méthodes de PML sont largement utilisées. Cependant,
dans le cas d'un domaine de forme L, utiliser des PML non convexes apportera
un gain significatif. Bien évidemment ce gain serait encore plus important en 3D.

complément au
domaine D pour
introduire des
PML cartésiennes

PML hybrides

Domaine d'études D Domaine d'études D

PML cartésiennes PML cartésiennes

Quand le nombre d’inconnues tend vers l'infini, le gain tend lui aussi vers 'infini :
en bidimensionnel en O(N), ou N représente le nombre d’inconnues, et en tridimen-
sionnel en O(N?). Les domaines présentés sur la figure précédente seront d’ailleurs
ceux utilisés pour une comparaison numérique (voir section Numérique).
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2.1.3 Le cas monodimensionnel

Soit, le probléme définit sur |a, B[xRT suivant :

() = O0p(x,t)
AT = (), (2.5)

avec [ a support dans Pintervalle |a, B[xR™ et les conditions aux limites pour
tout t € RT :

A*(a,1) =0 A7 (5,1) = 0.
En résolvant ce probléme sur |a, 5[ avec les conditions aux limites précédentes,

on trouve la restriction de ¢ sur |o, 5]. Le noyau de Schwartz est trés régulier, il

s’agit d’une fonction constante L} . & Uintérieur du cone de propagation, et nulle

ailleurs. La localisation est donc facile et devient algébrique.

Définition 2.1
Sur un intervalle de type |, B[, on a le probleme dit Matched Layers (ML) de Bé-
renger sutvant :

85(I7t) Y ag(xat) _
o +o(x) ¢z, t) + AT = f(xz,1).

La fonction o est nulle sur |a, 3] et strictement positive sinon.
Les solutions de (2.1) et (2.5) coincident sur |a, 5]. L’avantage de ce probléme est
To
qu’une perturbation en xy €], (3] revient sur |, 5[ pondérée par exp | — / J(x)da:) .

B
On obtient alors une décroissance exponentielle de 'erreur dans le retour et donc
une trés bonne approximation du probléme.

Remarque : cette propriété est encore vraie pour des problémes de la forme :

0p(x,t) |~ 4 09(x.t) _

si V(i,7) € [1,n], [Ai, AJ] = 0, autrement dit si les A’ sont sur une méme base de
vecteurs propres et qu’il est alors possible de se ramener 4 un ensemble de problémes
scalaires monodimensionnels.

2.1.4 Les PML de Bérenger revisitées

L’idée énoncée précédemment serait de dédoubler les inconnues afin de se ramener
a des problémes monodimensionnels. Considérons le probléme suivant sur R? x R* :

o¢(x,y,1) Op(x,y,1) oo (x,y,t)
ot + A ox + A oy

= 0. (2.6)
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On décompose ¢(z,y,t) = ¢1(x,y,t) + do(z,y,t), ol 1 et ¢o sont solutions de
(2.6). On a alors le systéme suivant :

0¢1(x,y,t) +A18¢1($7y7t) _}_AlaqbZ('T?yvt)

ot ox ox =0 (2.7)
8¢2($7yat) 8¢1(x,y,t) 8¢2($7y7t> _ '
5 + A, ay + A, a9y =0

Remarque : il sera possible d’économiser des dédoublages en tenant compte des
zéros des matrices A; en présence.

Propriété 2.1
Le probleme (2.7) est hyperbolique.

¢ Als).

Démonstration : soit (£, n7) une valeur propre de la matrice M =
Asn A

B et (A€ nE I A1 ¢
Alors det(M—pu(&,m)I) = det ( Ay Ay m —

lignes, on obtient :

B Ay € — (&) A1 ¢
det(M — p(€,n)I) = det (AlgjrAgn—u(é“,n)I A15+A2717—u(€,77)1)'

Soit A(&,7n) une valeur propre de la matrice A1 &+ Aan. Alors, u(&,n) = A&, n).
Toutes les valeurs propres du symbole sont donc réelles. Cependant, il va exister
une perturbation d’ordre 0 rendant le probléme mal posé : le systéme est en réalité
faiblement hyperbolique.

Lemme 2.2 (Dans [17])
L’uniforme diagonalisabilité de a (endomorphisme) par rapport & N (norme) est
équivalente a la forte hyperbolicité par rapport & N de Uopérateur différentiel a(D).

¢ 77)1). En sommant les

On pourra montrer en général que la matrice M n’est pas uniformément diagona-

lisable. Par exemple, dans le cas scalaire, soit (a,b) et £ = n = 1. Donc M = (Z Z)

Le déterminant de cette matrice est nul, donc elle est semblable & une matrice tri-
angulaire, ce qui prouve la non uniforme diagonalisabilité.

Pour les Equations de Maxwell, les matrices A; sont données (au signe prés) par
0 01 0 0 0
0 0 0Jet [0 O —1]|.Ces matrices ont les mémes valeurs propres (0,1 et
100 0 -1 0
—1). Ce sont donc les valeurs propres de la somme et, a fortiori, de M, qui n’est donc
pas uniformément diagonalisable. X

Bien que ce probléme sous forme ML puisse étre mal posé, ’écriture est quand
méme tentée, de la méme facon que pour le probléme monodimensionnel, en intro-
duisant des fonctions oy et oy strictement positives en dehors du domaine, et nulles
a l'intérieur. Le probléme (2.7) devient alors :
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a¢1($ay7t) 8¢1($,y,t) a¢2($,y7t) .
Ot +Ul(x)¢1($7yvt) +A1 O + A1 o =0
Opo(x,y,t) 0p1(x,y,t) Opa(x,y,t)
ot + UQ(y)QSQ(J:» Y, t) + A, ay + A, ay =0

Propriété 2.3 (Dans [4])

Pour des fonctions o1 et oo constantes par morceauz, et pour des systemes de Max-
well en bidimensionnel ou tridimensionnel (ainsi que pour ’équation des ondes en bi-
dimensionnel), les ondes planes solutions du probleme dédoublé ne sont ni diffractées,

ni réfléchies sur le support de o1 Uaoy et leur amplitude décroit en exp (— / UZ-)
trajet

2.1.5 Pourquoi le changement de variable complexe semble
la piste la plus naturelle ?

W.C. Chew et W.H. Wheedon [4] introduisent pour la premiére fois la notion de
changement de variable complexe. Cette piste fournit la théorie la plus acceptable
en harmonique et en instationnaire de la justification de I'idée de Bérenger de passer
d’une équation ML a n équations PML par dédoublement des inconnues.

Soit p = iw+e € C. Pour les problémes harmoniques, nous remplacerons ’opéra-
teur 0, par p en faisant tendre € vers 0. Ecrivons maintenant les PML en dédoublant
les inconnues. On introduit le changement de variables cartésiens de la méme facon
que dans (2.1.2) a savoir :

1 1
5:x+—/01(7)d7‘, §:y+—/02(7)d7.
p p

1 1 0 10 0 10
On pose s1 =1+ —oy et s = 1 + —o9. Alors —

< = — ) —=——-.L
or s 0x ¢ dy s 0y ¢
systéme d’équations devient alors dans les couches PML :
¢1(,y,t) A A (oi(z,y,1)
M + =0, 2.8
p <¢2($ay>t) Ay, A, Pa(z, Y, 1) (28)
p i op) 0 0
P01
+o
avec p M = 0 PTa 0
p + o2
0 0 (p+o1)(p+o2)
p

L’idée de Bérenger est de faire intervenir la structure de 'opérateur p + A'0;
a travers celle d’un opérateur scalaire det (pI+ AZ@-) qui est peut étre elliptique
dans le cas par exemple des équations de Maxwell ou des Ondes. Cette remarque



36 Les Perfectly Matched Layers

permettra la généralisation a d’autres systémes de Friedrichs. Elle permet de com-
prendre une structure dispersive équivalente, et de généraliser a d’autres systémes
de coordonnées, de milieux homogénes (a pertes, dispersif, ...) avec des équations
approximatives.

Dans le cas d’opérateurs elliptiques, le noyau de Schwartz est holomorphe et

n’a qu'une singularité en 0. Soit la base naturelle du fibré tangent . Si les x;

ox
définissent un plongement de la variété de X(x), alors les Jg, sont des repérzes naturels
de I'espace tangent et les crochets de Lie commutent. La base naturelle est un repére
qui ne dépend pas de la carte choisie et dans lequel la composition de dérivée est
encore une dérivée. LLa commutativité de la composition des dérivées n’est vraie
que si 'on a une forme différentielle. Dans le cas d’un changement de coordonnées
polaires, il existe deux bases fréquemment utilisées. La base orthonormée n’est pas
la base naturelle (division par r sur la deuxiéme composante).

Propriété 2.4
Dans notre cas, les Ok, sont une base dans le fibré tangent complexe d’une variété
réelle C*° de C™. On a donc la nullité des crochets de Lie, a savoir la propriété :

v(i,7) € [1,n], [0%,,0%,] = 0.

Démonstration : Soit dz, = bf(x)d,x avec pour tout x, bf(x) € GL(C)
alors [0%,,0%,] = 7 Ok avec v" = bf Oy (b]) — bi0, (b}). En posant aybf = &) on
obtient que aly” = bFouw (b)) — D¥0 (b)) = 0, ce qui implique la nullité de ~".
X

Cette condition est trés générale mais nécessite de travailler avec les bases adap-
tées. En effet, pour garantir I'invariance du changement, il faut de plus avoir la
nullité des crochets de Lie pour les dérivées covariantes. La condition précédente

peut s’écrire sous la forme [V@;{_ , Va;(,] = 0. Pour avoir une écriture intrinséque et
i J

un calcul commutatif, il faut que la propriété de nullité soit vraie pour tout vecteur
(et notamment les Jy,). Dot la condition supplémentaire :

V(u,v) € [1,n], V., V] = 0.

Mais avec ce changement de variable complexe, est-il toujours possible d’avoir
une formulation dispersive 7 Obtenir cette derniére signifie qu’il existe une matrice
K(p, x) telle que 'opérateur s’écrive K(p,x)I+ A'0; et présente quatre intéréts.

Le premier est que ces systémes sont des systémes de Friedrichs, candidats pour
les approximations habituelles et sur lesquels nous disposons de nombreux résultats
(cf. premier chapitre).

Le deuxiéme est lié a la forme de la matrice K(p,x). Si il s’agit d’une frac-
tion rationnelle (ce qui sera notre cas), alors elle pourra se décomposer en éléments
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simples et permettra, grace a la transformation de Laplace inverse, de pouvoir re-
lever simplement en temps le systéme a ’aide d’Equations Différentielles Ordinaires.

L’immersion transforme les matrices A" '0; en matrices A’ Dans I'exemple pré-

cédent, on a vu que A = 5;A". Comme les s; ¢ R, les matrices A ne peuvent étre
hermitiennes puisqu’elles sont symétriques complexes.

Enfin, dernier intérét, tout ce qui est écrit est vrai pour tout immersion. Il ne
sera donc plus utile de se restreindre a des immersions de la forme X(x) et X(y). Il
n’y aura dés lors plus de limitation au cas cartésien.

Sil’on dispose d’une formulation intrinséque des équations, la formulation disper-
sive existera toujours. En revanche, I’équation d’Euler avec une convection monotone
[31] ne permet pas de 'obtenir.

2.2 Obtention d’un calcul différentiel intrinséque sur
la variété

On sait que les équations de Maxwell ou des ondes admettent une formulation
dispersive pour des PML cartésiennes. Nous allons généraliser les systémes PML en
considérant que le domaine € est la trace sur R?, éventuellement & un difféomor-
phisme de R? prés, d'une variété complexe M de C? et que le systéme d’équations
s’écrit de fagon intrinséque sur cette variété.

Les changements de variables complexes précédemment introduits correspondent
alors a des exemples d’équations de telles variétés décrites par un difféomorphisme
¢t R®* - M C C? vérifiant ¢ '(x) = x pour x € Q € M NR®. Dans [20], Las-
sas et al. ont alors proposé de définir des variétés pseudo-Riemaniennes complexes
absorbantes généralisant ces propriétés. On entend par variété pseudo-Riemanienne
complexe une variété réelle de dimension 3, a fibrés tangents et cotangents com-
plexes, munie d’une métrique ¢(.,.) complexe symétrique telle que son déterminant
g = +/det(g(.,.)) puisse toujours étre défini avec la méme détermination. L’objectif
est de décrire géométriquement la complexification des PML.

2.2.1 Rappels de géométrie différentielle

On va travailler sur une variété M réelle & fibré tangent complexe noté T'M dotée
d’une métrique riemanienne gj;; . Soit G = (g;;) la matrice associée a la métrique
g(.,.). L’espace du fibré tangent associé T, M, pour tout x appartenant a M, consiste
en la somme de U~V avec U et V' des vecteurs réels tangent a x. Le fibré cotangent,
noté T M, est le dual complexe de T M. Les bases respectives sur ces espaces sont

les dérivées partielles — pour Ty M et les différentielles extérieures notées

0 0
ox, 0%,

dxy,...,dx, pour T; M. Un élément de Ty M s’écrira donc comme une combinaison
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linéaire complexe sur cette base, soit >, X;(x)5—, et on nommera ces éléments

9%,
vecteur et vecteur tangent, alors que I'on parlera de covecteur et de vecteur cotan-
gent pour des éléments de T M, de la forme ), X;(x)dx;, avec X;(x) € C.

Une connexion linéaire : TM x TM — TM : (u,v) — Vv est une application
bilinéaire vérifiant, avec f une fonction quelconque, les axiomes

Vulv+w) =Vuv+ Vaw
Vqu = fvuv (29)
Vaul(fv) =u(f) v+ f Vuv (régle de Leibnitz).

Si g(u,v) est la forme bilinéaire sur TM x T'M équivalente a I'isomorphisme

sur T* M, la connexion de Levi-Civita est la seule connexion linéaire qui conserve la
métrique g, c’est-a-dire telle que

u(g(v,w)) = g(Vuv,w) + g(v, Vyw).
Elle est donnée par
Qg(Vuv, W) = ug(v, W)+V9(W7 u)_Wg(u7 V)+g([u7 V]? W)_g([uv W]v V)—g([V, W]’ u)’

ol [u, v] désigne le crochet de Lie de u et v. Remarquons que si la composition uov
n’est pas une dérivation a priori, uov — vou en est bien une. Sur un systéme de
. JlJp
coordonnées 0y, de T3 M on a pour tout tenseur t,..0, avec (p,q) quelconques, en
posant V; = V,_ la dérivée covariante selon x; est
7

p q
A v e T
v=1 v=1
ol F{”. sont les symboles de Christoffel : F?ﬁ = %gjk(aigkh + Ongix — Ongri), 9"
désignant les composantes de 'inverse de la métrique g(.,.). On aura donc sur une
base donnée : V;(d, ) = thﬁxj. La connexion V est alors sans torsion si
1. Vav —Vyu—[u,v] =0 (d’oil une expression simple des crochets de Lie)

La courbure complexe s’exprime par,
R(u,v)w =V V,w — V, VW — V[ vW.

Sur une base de T'M, comme [@q, 8,(]] = 0, la nullité de la courbure exprime la
commutation des dérivées covariantes. L’expression sur une base 0, ® dx, ®dx, ®dx,
du tenseur (1, 3) ainsi défini est
ore, org

©p Ao A0
+FHV PA Fup HA®

RZVP - O - O

v

On voit ainsi que si g(.,.), ses dérivées partielles et son inverse dépendent holomor-
phiquement d’un paramétre s € C, les composantes de R sont a leur tour holo-
morphes en s.
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Définition 2.2 (Transformée de Hodge)

Pour deux p-formes n et T, on note le produit scalaire n—1 = ny;77, ot J représente
I’ensemble des p indices ordonnés, et on définit la transformée de Hodge x par la
relation :

7’]/\*T:T/\*77:<77—\T>\/Zg> dry A -+ ANdx,.

De plus, si n est la dimension de la variété,
* I = (=1)PP) 1,

Notons g.(.,.) la métrique euclidienne canonique complexe dans C* qui sera
considérée comme la sous variété de dimension 3 de RS a fibrés tangent et cotan-

gent complexes. Elle sera exprimée en coordonnées cartésiennes, soit V(u,v) € C3,
3

ge(u,v) = Z u;Vv;. A partir du changement de variable : x — X(x) nous définissons
j=1
alors une métrique complexe sur R3, notée gy : T MR? x T, MR? — C3, par :

gx(u, V) = Jc (di<u)7 di(")) )

oll dX est la différentielle de Xx.

Dans le repére naturel, il y a toujours commutation des vecteurs tangents. Les
dérivées covariantes ne commutent que si la variété est plate (tenseur de Riemann
nul), ce qui permettra d’écrire le déterminant et le symbole de I'opérateur de fagon
intrinséque. Une variété plate définit ainsi une structure de parallélisme sur la variété
qui permettra de généraliser la notion de convolution.

Définition 2.3 (Variétés Pseudo-Riemaniennes Absorbantes de [20])
Une variété Pseudo-Riemanienne (M, g) est dite absorbante si :

1. la variété (M, g) est plate et M est difféomorphe ¢ R® (on note ¢ ce difféo-
morphisme),

2. il existe Q2 C M un ouvert relativement compact ot la métrique est euclidienne
réelle, et est donnée par g = ¢*g°, ou ¢* est le pull-back selon ¢ et g° la
métrique euclidienne,

3. Vv eTk v+£0, Ggx(V, V) #£0,

4. Uimmersion X : M — C3 vérifie les deuz propriétés suivantes :

(X(x1) — X(x32))” = 0 si et seulement si x| = Xa, (2.10)
(¢, 1) > 0, Re (égg;) < —2¢g pour |p(x)] > ;. (2.11)

Dans [20], 'hypothése 4 lui permet de garantir ’existence et 'unicité de la solu-
tion pour toute fréquence en bornant le domaine « assez loin ». Or nous cherchons
a obtenir rapidement de la décroissance pour réduire le domaine de calcul le plus
prés possible du domaine d’étude. Aussi, nous introduirons une définition (2.4).
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Définition 2.4
(M, g) est une variété Pseudo-Riemanienne « absorbante », c’est a dire que

1. la variété (M, g) est plate et M est difféomorphe a R® (on note ¢ ce difféo-
morphisme),

2. il existe Q C M un ouvert relativement compact ot la métrique est euclidienne
réelle, et est donnée par g = ¢*g°, ou ¢* est le pull-back selon ¢ et g° la
métrique euclidienne,

3. VveTE v+£0, gx(v,v) # 0,

4. Uimmersion X : M — C? garantie que la partie imaginaire de X(x;) — X(X2)
soit signée et de signe constant.

P4
La définition (2.3) indique alors que les tenseurs ® dx;, ® dX;, sont paralléles
1

k=1 r=

et leurs dérivées covariantes sont nulles. En particulier, la platitude de la variété va
permettre de trouver un noyau de Schwartz a 'opérateur de Maxwell analogue &
la convolution par le noyau de I’équation des ondes et la matrice des codérivations
permettant de trouver le noyau des équations de Maxwell sur R?. L’hypothése sur la
platitude de la variété assure ici la commutativité des dérivations et des compositions
par convolution.

2.2.2 Formalisme des PML

Soit une variété réelle & valeurs dans C? décrite par le changement de variable
suivant :

% = p(x) + éf(w(X))- (2.12)

Rappelons les notations introduites dans le chapitre 1 (1.1) : O un obstacle borné,
régulier non nécessairement connexe pouvant étre vide, {2 un domaine connexe, non
nécessairement simplement connexe représentant le domaine spatial, 02 la frontiére
entre ) et O, Q) sa frontiére extérieure. Elles sont toutes deux C!, et §Q) peut
éventuellement étre rejetée a 'infini dans le cas d’'un domaine 2 non borné.

Hypotheéses 2.5
Le couple (o, f) appartient ¢ C*(R3 R3). Vo € Q, on a p(x) =x et f(x)=0. De
plus, |p(x)] = | ‘O (|x]) et f est strictement croissante avec une croissance linéaire

a linfini. Enfin, on suppose qu’il existe S une fonction convexe telle que f = gradSs.
%)

Remarque : Nous justifierons plus loin ces hypothéses. On pourrait se contenter
de la régularite C!  (R3 R3)NC?(R3, R?) pour les couples (i, f) si les raccordements
sont lipschitziens. En effet, le fait que les fonctions soit continues par morceaux im-
plique la présence d’arétes, et donc la variété n’est pas différentiable. Dans le cas
ou ces arétes sont lipschitziennes, les raccordements n’impliquent pas de sauts et
il sera possible d’écrire les différentielles extérieures faibles grace au théoréme du

partitionnement de 1'unité.
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L’intérét d’une telle formulation réside dans le fait que la complexification de
chaque composante se fait alors & partir d’une fonction donnée sur tout R?® et ne
dépendant plus de la simple coordonnée choisie. En outre, ce changement de variable
ne préjuge pas a priori de la forme donnée aux PML ni de la direction d’absorption
de celles-ci. Le choix de ces fonctions influe sur la régularité de la variété.

Comme f, = Oq et ¢, = idg, le systéme d’équations est inchangé a l'intérieur
du domaine d’étude. Si ces fonctions sont de classe C*, alors la variété M définie par
le changement de variables (2.12) est bien une sous-variété de classe C* de dimension
3 dans le R-espace vectoriel C* de dimension 6.

3 c3

A

v

.
(9%}

Q

F1G. 2.2: Représentation du plongement

2.2.3 Probléme de Helmholtz sur M

On s’intéresse d’abord a la résolution de I’équation de Helmholtz sur la variété

M qui satisfait aux axiomes de la définition (2.4). L’opérateur de Hodge * asso-
cié correspondant a la métrique g d’une variété absorbante (M, g) est défini par
I'identité :

UNKV =g(U, V) dx; A dxy A dxs

dVOlg =g Xm N dXQ N ng = dil VAN dig VAN dig
Il est alors possible de définir le Laplacien généralis¢ A7 pour les r-formes sur M
par la généralisation a la métrique g de la relation :

Al = (=1)"(xd xd — d * dx).

g

Si la variété M est plate, [V;, V] = 0, et les composantes d’une 1-forme quelconque
sont exprimées a l'aide de la métrique g. Alors AS correspond a 'opposé de 'opéra-
teur de Laplace-Beltrami A : ¢ — g7 V,;V ;.

On s’intéresse maintenant a la résolution de I’équation de Helmholtz. Soit x,y
appartenant a la variété M, notons X = X(x), y = X(y) et :

1/2
x-y}= ( (ij—%)Q) :

3

1
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Remarquons que la condition (2.10) correspond a la détermination d’une racine
carrée complexe. En effet, d’aprés la derniére condition de la définition (2.3), la par-
tie imaginaire de {X — y} pour tout (x,y) € Q. Le choix {X —y} > 0 correspondant
a une condition de radiation d’onde sortante, et {x —y} < 0 a une onde entrante.
La condition (2.10) est celle des ondes sortantes. Le signe de la racine carrée com-
plexe {x —y} pour (X(x),X(y)) peut alors étre déterminé sur la variété simplement
connectée M x M. Dans ce cas, la variété M est appelée variété absorbante sor-
tante.

Soit un courant 6, et p = ¢ + iw € C la variable de Laplace, le probléme de
Helmbholtz sur la variété M est

Vy eM, (A, —p?)e(,y)=—dy. (2.13)

Le delta Dirac dy ci dessus sera interprété par rapport a la métrique g(.,.) : si ¢ est
une 0-forme C* sur la variété M, alors / 1(x)dy(x)dvol,(x) = 9(y). La recherche
M

du noyau de Green de cette équation donnera ainsi la solution élémentaire de (2.13)
pour des 1-formes, composantes par composantes.

Théoréme 2.6
Soit (M, g) une variété absorbante sortante, alors la fonction :

exp(—iw {X —y})
Ar{X -y}
est la solution fondamentale de lopérateur de Helmholtz décrit sur M et satisfait

léquation (2.13).
De plus, Gy vérifie la relation asymptotique :

Gu(x,y) = (2.14)

IGr(x,y)| < Cye™ ™ pour |p(x)| > ¢, (2.15)

ol cog > 0, co = co(y) > 0 et ¢ : M — R? est le difféomorphisme donné par la
définition (2.3).

Le théoréme (2.6) décrit la solution élémentaire (2.14) de la partie principale
des équations de Maxwell écrites sur la variété complexe M, soit de I’équation de
Helmholtz (2.13) avec le Laplacien A, sur la variété. La relation (2.15) correspond
a la condition de décroissance a l'infini sur la variété M.

Soit n = 2 ou 3 la dimension d’espace. Etudions 1’« injectivité » du changement
de variables. On parle ici d’injectivité au sens de la condition du plongement de la va-
riété dans C™. Le plongement est une immersion injective isométrique par rapport a
la métrique pseudo euclidienne de C”. Le noyau de Green des Equations de Maxwell
dépend fortement du terme {X — y} : il ne doit pas s’annuler au dénominateur et doit
avoir une partie imaginaire signée positive au numérateur afin de garantir la décrois-
sance exponentielle souhaitée. Notons [X]* = {X — ¥}, [f] = [f(p(x)) — f(o(y))] et
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[¢] = [¢(x) — ¢(y)]. En considérant le cas limite p = iw, on obtient que
R = [~ — [~ — el 1] (2.16)

Tl est nécessaire de calculer les parties réelle et imaginaire de [X]” : il faut vérifier
qu’elles ne s’annulent pas simultanément et que la partie imaginaire est de signe
constant positif. Une condition pour garantir la non nullité simultanée des parties
réelle et imaginaire se déduit de la relation précédente : [f] = 0. Dans le cas contraire,
il est toujours possible d’annuler la partie réelle.

[f]= /01(1 —t) <g—£) (1 + t(p2 — 1)) dt.

Notons M(p1, p2) la matrice précédente. Une condition pour annuler [f] est donc
que (MJy],[¢]) = 0, ce qui implique que [p] est un vecteur propre de la matrice
M+ M associé a une valeur propre nulle. En effet, les valeurs propres strictement
positives et négatives de M + M’ ne garantissent pas I'injectivité. Une condition
suffisante est donc que la matrice M soit positive ou nulle. Si la matrice M est
strictement positive, alors la partie imaginaire de [§]2 ne s’annule jamais. Ce cas est
impossible : le contre exemple le plus trivial est celui des formulations PML clas-

D
siques. Dans le cas des PML cartésiennes, ¢ = id et (D_f> = (6504)ijeqi,n]-
%

Pour avoir une détermination continue de la racine, il faut que la partie imagi-
naire soit de signe constant. Une condition suffisante est donc que la matrice M soit

symétrique. Si tel est le cas, alors la matrice (D_) est symétrique, et donc il existe
®

une fonction S convexe telle que f = gradS. Ceci justifie les hypothéses (2.5) faites
©

précédemment.

Propriétée 2.7

Les décroissances locale et asymptotique du noyau de Green sont indépendantes de

la fréquence w.

Démonstration : nous allons déterminer explicitement le terme {X — y} la ra-
cine carrée. Soit « la partie réelle et 3 la partie imaginaire. En reprenant I’équation
(2.16), on obtient par égalité des parties imaginaire et réelle le systéme

1

o — 3 =[]’ - E[ff
26 = -2 (). [f].

En combinant ces deux équations, on est ramené a la recherche des racines du

polynome 2 2
ot (1 - 1) o= (B2 o
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S W+\/(W—i[f12)2+4<[“”””)2.

T Wl w
Si [p] . [f] = 0 alors nécessairement [f] = 0 (condition d’injectivité précédente).

A ce moment 13, 252 = —[p]* + \/ ([90]2)2 = 0, il n’y a donc pas de décroissance
du noyau de Green. Cela définit les lignes d’exhaustion du domaine PML. La dé-
croissance du milieu PML se fait dans la direction orthogonale & ces derniéres. Par
exemple, dans le cas des PML cartésiennes, dans la zone ou le coefficient d’absorp-
tion en x est nul, les directions sans décroissance sont horizontales, et la décroissance
dans le milieu se fait verticalement (cf figure (2.1)).

/]

Si == < [¢]. On obtient alors localement une estimation de la partie imaginaire
w

exp(—wy/[¢] - [f])

1
B% < 2 [f]? d’ou |G| < . Mais dans ce cas, w > [f] / [¢] donc

=)
exp(— /7T

Cnl < TN
]

Dans le cas contraire, si [¢] < == la matrice M est définie positive. On peut
w

développer le calcul par rapport aux valeurs propres de cette matrice. En se placant
sur la bonne base, il est possible d’orthogonaliser, ¢’est a dire écrire [f] comme [¢]

plus quelque chose d’orthogonal au saut de ¢. Mais alors § = =—. Or le jacobien
de f devient constant a l'infini, donc on peut majorer par [¢]. Sgidt k la plus petite
valeur propre de la matrice M, on a |Gy| < %. De plus, comme ¢ est
équivalent a x en l'infini, on obtient que
Gl < ezp(—k’[X]).
| {lgl} |

Dans tous les cas, la décroissance locale du noyau de Green est assurée indé-
pendament de la fréquence. Asymptotiquement, comme dec > 0, telle que pour toute
fréquence w on ait Re(—iw {[x]}) < —c| [x] | quand | [x] | tend vers I'infini, on a donc
la décroissance exponentielle de chaque composante de Gg. X

Remarque : 'obtention de cette propriété est liée a la forme du changement de
1 1

variable choisi ¢(x) + — f(p(x)). Remplacer — par une fonction homographique ne
p p

permettrait pas de conclure.

Pour la suite du mémoire, nous considérerons donc les couples admissibles (¢, f)
appartenant a C1(R3, R3) tels que Vx € Q,

o(x) =x et f(x)=0.
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Le R? diffécomorphisme ¢ est tel que |o(x)| = O(|x|). La fonction f doit étre
strictement croissante, sa croissance doit étre linéaire a l'infini et il existe S une
fonction convexe telle que f soit le gradient de S par rapport a . Sous ces hypo-
théses, le plongement effectué est isométrique, permet de garantir 'injectivité du
changement de variable complexe et la décroissance, tant locale qu’asymptotique du
noyau de Green des Equations, ce qui garantit les propriétés du milieu PML.

2.3 Résolution des Equations de Maxwell

La résolution des équations de Maxwell sur la variété M est étudiée afin de ga-
rantir dans un premier temps 'existence et 1'unicité de la solution sur tout M. Dans
un second temps, le probléme posé sur la variété M en domaine non-borné sera
restreint a un ensemble borné décrivant le probléme PML en domaine borné avec
condition limite.

Si les hypothéses du théoréme de Rauch sont vérifiées [32], ce dernier garantit
que toute solution forte est solution faible, et que les solutions fortes sont définies
réguliéres C'*° avec des seconds membres de méme régularité, si le systéme admet une
solution forte réguliére, alors il admet une solution faible. Ainsi, les champs électrique
et magnétique e et h seront uniquement considérés comme des 1-formes réguliéres.
Etant donné une métrique ¢(.,.), il y a une correspondance univoque bien connue
entre les champs de vecteurs et les 1-formes. Soit j et m des 2-formes représentant
les seconds membres & coefficients C* & support compact. Les équations de Maxwell
harmoniques dans le vide peuvent étre écrites sous la forme

{p*e—dh:—j (2.17)

pxh+de=—m,

avec p =e+ik € C, k = w/c = w\/eq f1o, * 'opérateur de Hodge qui transforme des
1-formes en 2-formes défini avec la métrique Euclidienne. Les champs sont adimen-
sionnés de la fagon suivante : E — /eoE et H — /1o pour obtenir des notations
symétriques. L’opérateur de Maxwell M est défini par

(0 d\_ . r
M_<—d 0>__M’

et x(e, h) est la transformation de Hodge du doublet (e, h) a savoir (xe,xh).

(p *+M) (Z) = (__T]n) . (2.18)
Lemme 2.8

Soit ¢ une 0-forme et A une 1-forme avec VA = 0. Alors A'(pA) = (A%) A.
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Démonstration : rappelons tout d’abord les transformées de Hodge des vecteurs
de bases du fibré tangent a la variété M :
*dfl = dgg VAN diffg,
*dgg = dfg VAN d.%l
*dfg = dfl VAN dfg
Soit A une 1-forme alors A est combinaison linaire des dz;. Supposons pour les
calculs (sans perdre en généralité) que A = dz;.

A'(pA) = —(xd x d — d » d%)(pdZ,).
Décomposons 'opérateur. Soit V;:= Vyz,.
d(g&dfl) = ngodik A dfl = VQQOCZ:%V’Q AN dfl + V3Q0d53 VAN dfl
d * d((pd%l) —Vm(pdfl A dgg — Vgggﬁd:’fg VAN dfg
+ Vlg(pd:fl VAN d:fg + V33(,0d53 VAN djfg

Donc

(*d *xd —dx d*)(g&d%l) :(—611@ — 822(;7 — 833(,0) dil
+ (O12¢p — O120)dTo + (0139 — O130)dT3
= — (Aogp)dfl

On obtient des résultats similaires avec A = dxy et A = dz3. Le lemme s’obtient
alors en passant a la combinaison linéaire des dx;. X

Soit deux 2-formes A et B telles que VA = VB = 0. Définissons "application
Gap(x,y) a partir du noyau de Green Gy (x,y) de I'équation de Helmholtz sur M

_(p—pldxdx —xd Gu(x,y)A
Gap(x,y) = ( «d p— pld*d*> (GH(X7 y)B)’

Comme sur des variétés euclidiennes, sur la variété M, 'application G4 p(z,y) vérifie
alors les propriétés du noyau de Green pour les équations de Maxwell.

Théoréme 2.9
Soit (M, g) une variété absorbante sortante, G 4 g vérifie :

Ad
WEM, (M) Gantv) = (5. (219
Yy
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. d\ ., .
Démonstration : comme (p 4+ *xM7T) = (_E d *p ), il vient

(p —|—*./\/1T)GA7 (,y)

p xd\ (p—p ldxdx —xd Gu(.,y)A
—xd p *d p—p ldxdx) \Gy(.,y)B

I
AN TN B

_ (p*—d*xdx+*dxd 0 Gu(.,y)A
N 0 pQ—d*d*—i—*d*d) <GH(.,y)B)
- (Egi - izggggfzgg) - (ggz) (lemme (2.8))

puisque G(.,y) est le noyau de Green de I’équation de Helmholtz sur la variété M
et donc la solution élementaire de (2.13). X

2.3.1 Cas des Equations de Maxwell avec un second membre
non nul et O = ()

Théoréme 2.10
Soit (M, g) une variété absorbante sortante. Alors le probleme (2.17) en 'absence
d’objet diffractant admet une unique solution

o - —J
o= Joman (5)
o - —J
hz — /1\/I GO,dxi /\ (_m) .
*X

Démonstration : Soit X, Y des 1-formes. On note x (i/( = <*Y)' Soit P, Q)

P

des 1-formes, on rappelle que le produit extérieur (if() A ( )

):X/\P+Y/\Q.
De plus, P* ANQ = —P N Q*.

Considérons la formulation faible des équations de Maxwell. Soit A et B des
1-formes,

(p*+M) (Z) A@(A B) = (Z) A (= x4, B) + M4, B))

En appliquant la transformée de Hodge a I’équation (2.19), on obtient

* Ad
(e +00") Gaaloy) = (53]
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D’ou

eN*A+hAN xB (Z) A (p*+M") GA,B(.,y)}dvolg(y)
M
(

al
- {/M (h) e GAyB<->y>>} dvol,(y)
' {/M (2) ANME G ("3’))} dvoly(y)

Par commutation de la transformée de Hodge, / <Z> A (P* Gap(.,y)) devient
M

[ Gastnrn (o= (1))

Soit w et ( des 1-formes. On rappelle que d (WA ) =dw A B —w Ad . Alors,

Oz/Md(w/\ﬁ):/de/\ﬁ—/Mw/\dﬂdonc /de/\ﬁ:/Mw/\dﬁ.

Grace aux propriétés du noyau de Green,

/M (fL)A(MTGA,B(.,y)) :/MMT <z>AGA,B(.,y):/MGA,B(.,y)AM (Z)

Donc

eNxA+hAN *xB= {/MGAB(.,y)/\(p*JrM) (Z)}dvolg(y)

- { /M Gan(,y) A (__;771 ) } dvol,(y). équation (2.18)

Etant donné que e = ) e;dx; et h = Y h;dX; et que la formule précédente a été
établie pour des 1-formes A et B quelconques, posons respectivement A = dx;, B = 0
et A =0, B = dx; pour trouver les composantes e; et h; des champs électrique et ma-
gnétique. X

2.3.2 Cas des Equations de Maxwell sur M avec O # () et
sans second membre (probléme de scattering pour un
obstacle parfaitement conducteur)

Théoréme 2.11
Soit (M, g) une variété absorbante sortante et G4 p(.,y) = (gl), ot A et B sont
2

des 1-formes. On a alors la formulation type Stratton-Chu suivante, avec (e, h) les
solutions du probléme (2.17),

en *A+h/\*B:{/ eN Gy —hA Gl}dvolg(y).
00%c
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Démonstration : soit A et B des 1-formes,

eN*A+hNxB= ( ) (p*+M") GA,B(.,y)}dvolg(y)
R3/0

U
{ RS/O( > (p* GAB(»Y))}dVOlg(y)
+{ // (h) (M Gl ))}dvolg(y)

o [ 5) e csion= [ () (% 2) )
De méme, /R o (Z) A(p* Gap(.,y)) becomes /R o Gan(.y) (p* (Z))

N
Comme le second membre est nul, ’équation (2.18) implique p (2) =-M (2)
Mais —M = M, donc

L. () A ox Gantsn = [ |, Ganly) (2 ) ()

Posons G4 p(.,y) = (g ) Alors :
2

= eN dGy+ Gy A de
eN*A+hANxB _{/Rg/o (—h/\ dG, + G A (_dh>>}dVolg(y)
= eN dGy—deA Gy
- {/RS/O (—h/\ d Gy +dh A Gl) } dvol,(y)
d(eN Gy) )}
- dvol .
{/Ra/o (—d(h/\ Gh) o(¥)

En appliquant la formule de Stokes, il vient
e/\*A—i—h/\*B:{/ eN Go—hA Gl}dvolg(y).
0

Remarque : ce théoréme est trés important. D’une part parce qu’il implique
le théoréme suivant, qui donne la solution pour un probléme de scattering pour les
équations de Maxwell, d’autre part parce que cette formule permet d’estimer ’erreur
commise en bornant le domaine. Pour tout I'espace, on a exactement la restriction
de la solution qui coincide avec la solution « réelle ». Si le probléme est bien posé, on
aura correspondance entre le probléme inhomogéne et la trace de la solution. Dans
le cas d’une solution homogeéne, cette formule donnera donc I’« erreur ». De plus, si
les erreurs commises sur le bord de la frontiére articielle sont petites, étant donné la
décroissance exponentielle du noyau de Green, nous sommes assurés de ne pas avoir
besoin de choisir une frontiére articielle loin du domaine d’étude D : les traces de
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la solution PML seront petites et seront encore exponentiellement atténuées lors de
leur retour dans le domaine D.

De plus cette formule permet de superposer les solutions : pour un obstacle
diffractant parfait, la solution des Equations de Maxwell sera fonction de la valeur
de la trace des champs sur la frontiére de cet objet.

Théoréme 2.12
Soit (M, g) une variété absorbante sortante. Alors le probleme (2.17) admet une
unique solution

E={ [ (on G+ (Goa),) o5,
H— { /d (0 (G )y 71 (Go,dgj)l)} 0%,

ot n ety sont des courants suffisamment réguliers.

2.4 Formulation harmonique

Dans cette section, nous allons montrer que le probléme PML peut étre écrit
sous la forme suivante pour les Equations de Maxwell et des Ondes :

ko () (v o) ()= (20)

ou (7,m) sont des seconds membres réguliers. Grace a cette écriture, nous établi-
rons un théoréme d’existence et d’unicité pour la formulation harmonique de ces
équations.

Théoréme 2.13
Sous les hypothéses suivantes :

- K(p,x) L* dans x

- K(p,x) holomorphe en p € H D iR}

~ dpo € H tel que Re(K(po,x)) est coercive

- dp; € H tel que K(p1,x) + A{0; soit & résolvante compacte,
alors, pour p € H/S ot S est un ensemble localement fini, pouvant étre nul, Q>
borné : (K(p,x) + ASD;) ™" € B(L*(Q)™) avec des conditions auz limites mazimales
momnotones.

2.4.1 Ecriture intrinséque des équations

Ecrivons une formulation PML non convexes a partir des équations de Maxwell
intrinséques sur des variétés pseudo-Riemanniennes absorbantes.

Notations : les coordonnées contravariantes d’un point x quelconque de ’espace
seront données par (z1, za, x3), les vecteurs de base du fibré cotangent par dz; et on
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désignera par d; la 2-forme élémentaire donnée par le produit extérieur dz; A dxy,
avec j £ i, k#ietj <k.

Soient E et H des 1-formes. Soit (M, g) une variété absorbante de métrique g.
Soit, x la transformée de Hodge. Les équations de Maxwell peuvent s’écrire en terme
d’égalités de 2-formes,

px E—dH=0,
px H+dFE =0.
En coordonnées cartésiennes, on peut dire que rot en tant que matrice est la

transformée de Hodge d’une 2-forme en une 1-forme, donc on obtient en utilisant
les variables E, H, rotH, rotE des égalités de 1-formes.

pE —rotH = 0,
pH + rotE = 0.

Soit G la matrice de la métrique (g;;) et ¢ = det(G). Par la transformée de
Hodge x sur M, une l-forme F = Y e;dx; se transforme en une 2-forme dont la
composante en dx; est donnée par \/gge;, ou g désignent les composantes de
I'inverse de g, \/g est la racine carrée complexe du déterminant de g. On a ainsi :
*B = \/§G_le. D’ou I'écriture intrinséque des équations de Maxwell

pvVg G 'E—-dH=0,
PV G 'H+dE=0.

L’objectif est de restreindre les solutions de ’équation de Maxwell a un domaine
Q2 de R3. Nous allons dans un premier temps ramener la représentation des équa-
tions de Maxwell dans un autre systéme de coordonnées éventuellement plus propice
a l'introduction des PML.

Rappelons que I'écriture des PML revient a faire un stretching de coordonnées
en travaillant avec la variété réelle & valeurs dans C? décrite par le changement de

~ 1
variables X = ¢(x)+— f(¢(x)), o le couple (¢, f) doit respecter les hypothéses (2.5).
p

Soit J(p,x) la matrice jacobienne de cette transformation. Il est donc maintenant
possible d’écrire la métrique g du changement de variable a 'aide de cette matrice,

G(p,x) = J(p,x)" J(p,x).

La transformation de Hodge associée étant

x = /G (p,x) = det(J(p,x))I(p,x) " (J(p,x)T) ",

on en déduit la matrice de la formulation PML dispersive

K(p,x) = px = pdet(J(p,x))J(p,x) " (J(p,x)T)f1 ) (2.20)
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2.4.2 Cas particulier des PML cartésiennes et cylindriques

Le but de ce formalisme est d’étre le plus général possible. Aussi convient-il de
vérifier que les PML « classiques », a savoir les PML cartésiennes et cylindriques
présentées dans (2.1.2), s’inscrivent dans ce cadre.

Définissons les ensembles emboités €2, tels que S(p) = a sur 9€,, ot S est la
fonction convexe dont f est le gradient. Ces ensembles définissent une exhaustion
de domaines bornés avec D C .

Pour les PML cartésiennes, le changement de variable complexe est donné par

~ 1 [
fi=p+ —/ ou(T)dT.
P Jo

Le domaine peut s’écrire sous la forme D = []]a, 5;[. 1l est déja convexe, et vu le
i

changement de variable, en posant ¢(x) = x et f(x) = ((/ Omi(T)dT).€i>
0 i=1,...,n

on retrouve bien le formalisme énoncé. Vu les régularités des fonctions o, en pré-
sence, la fonction f respecte bien les conditions (2.5). Pour les PML cylindriques, le
changement de variable complexe est donné par

~ 1 [*
p=p+ —/ o(r)dr.
P Jpo

Pour les PML convexes, le domaine D est donc confondu avec €y. En posant
o(x) =x et f(x) = 0;h(d(x,00)) avec h une fonction croissante convexe asympto-
tiquement linéaire, les hypothéses (2.5) sont encore respectées.

Remarque fondamentale : les ensembles €2, ne sont pas nécessairement convexes
mais ¢(€2,) Pest. On retrouve donc la notion de convexité, mais & un difféomor-
phisme de R? prés. Cependant plus €y sera proche de D plus le jacobien de la

D
transformation (—('p> sera grand...
Dx

2.4.3 Existence et unicité de la solution au probléme harmo-
nique

Le domaine de la famille d’opérateurs (K(p,x) + A)pen, est holomorphe et son
domaine est indépendant de la fréquence w. Résoudre une Equation aux Dérivées
Partielles revenant a inverser un opérateur, il semble naturel de regarder plus en
détail les familles holomorphes d’opérateurs & domaines dont le domaine est indé-
pendant de z. Un de ces types de famille est appelé opérateur de type A. Le but est
de démontrer I’existence et 'unicité de solutions pour les Equations de Maxwell en
harmonique. La majeure partie des résultats énoncés dans ce chapitres sont tirés du
livre de T. Kato [18§].
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Résultats principaux sur les opérateurs de type A

Soit (X, ||.||) un espace de Banach et (7,D(7)) un opérateur non borné. Nous
noterons aussi || 7 || la norme de Popérateur 7 (lorsqu’elle existe). Si le do-
maine de 'opérateur 7 est fermé, Popérateur est borné a savoir 7 € A(D(7),X)
(théoréme du graphe fermé). Il est alors possible de définir la norme de 7 par

_ [T |
1T = sup :

wen(rio || u |

Définition 2.5
On appelle résolvante de lopérateur (T,D(T)) lopérateur R(z,T) = (T — z)~ L.
Lorsque la résolvante existe, on dit que z appartient a l’ensemble résolvant de T .
L’ensemble résolvant de T est noté P(T). L’ensemble X(T) = CNP(T)° est appelé
spectre de T .

Remarque : pour tout z appartenant a P(7) Popérateur R(z,7 ) admet X pour
domaine et D(7) pour image. Le théoréme du graphe fermé nous assure alors que :
Vze P(T), R(2,T) € B(X,D(T)).

Donc P(7) est un ouvert de C et la résolvante (en tant que fonction de z) ne
peut s’étendre en une fonction analytique au voisinage de la frontiére de P(7).

L’alternative de Fredholm analytique donne un critére d’inversion d’une famille
holomorphe d’opérateurs. Soit (X, || . ||) un espace de Banach. Considérons une
famille d’opérateurs dépendant de maniére holomorphe d’un paramétre. Soit Dy le
domaine d’holomorphie de 'opérateur.

Soit X,Y deux espaces de Banach. On note C'(X,Y) des opérateurs fermés de
X dans Y.

Rappelons la définition de I’holomorphie pour des opérateurs bornés. On dit
qu’une famille d’opérateurs 7 (z) est holomorphe sur Dy un domaine de C (on dira
aussi holomorphe-bornée) si elle est différentiable en norme pour tout x appartenant
a Dy. Lorsque 7 (z) € C(X,Y) on a la définition suivante :

Définition 2.6

Une famille d’opérateurs T (x) € C(X,Y) définie au voisinage de x = 0 est ho-
lomorphe en © = 0 (au sens généralisé) s’il existe un troisiéme espace de Ba-
nach Z et deux familles d’opérateurs U(x) € B(X,Y) et V(x) € B(Z,Y) qui sont
holomorphes-bornées en x = 0 telles que U(x) envoie injectivement Z dans D(T (z))
et T(x)U(x) =V(x).

T (z) est holomorphe (au sens généralisé) sur un domaine Dy de C si T (x) est
holomorphe pour tout x appartenant a Dy.

Théoréme 2.14 (Alternative de Fredholm analytique)
Soit T (z) € C(X) une famille holomorphe d’opérateurs compacts pour tout z appar-
tenant ¢ Dg. On a alors Ualternative suivante :
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-~ (Z —T(2))7 ! n'existe pour aucun z appartenant ¢ Dy,
— (Z—T(2))"! emiste pour tout z appartenant ¢ Do\S ot S est un sous ensemble
discret et localement fini éventuelement vide de Dy.

La proposition suivante permet de faire le lien entre le caractére holomorphe
d’une famille d’opérateurs et son inverse.

Proposition 2.15

Soit T (z) une famille holomorphe d’opérateurs. On suppose que T (zg) est inversible
pour zq firé dans Dg. Alors, pour z dans un voisinage de zy, Uopérateur T (z) est
inversible d’inverse holomorphe sur ce méme voisinage.

Démonstration : Un calcul montre que pour tout z appartenant a Dy, on a
T(2) =T (20){1 =T (20) (7T (20) — T (2))}. Par continuité de 7 (z) par rapport a z,

il existe r > 0 tel que pour tout z € B(zg,7), on ait : || 7(2) — 7 (20) ||< TG T
20
Dans ce cas, la série de Neumann de 1 —7 (29) (7 (29) — 7 (2)) est convergente pour

tout z € B(zo,7). Ainsi Uopérateur 7 (z) est inversible pour tout z € B(zo, ).

Pour montrer que cet inverse est holomorphe, on calcule la quantité

T4 h) ™ =T} = (T (= 4+ ) (T (= + )~ TE)T ()}

En passant a la limite quand h — 0, on obtient : ———— = T (2)"1——
X

Dans cette section Dy représente le domaine d’holomorphie mais il peut étre rem-
placé par tout autre domaine contenu strictement dans le domaine d’holomorphie.
Nous utiliserons plutét une autre version de l'alternative de Fredholm analytique
liée au caractére compact de la résolvante et non plus a la compacité de 'opérateur.

Théoréme 2.16
Soit T(z) € C(X) une famille holomorphe d’opérateurs pour z € Dy. On suppose
que la résolvante de T (z) est compacte pour tout z. On a alors lalternative suivante :
— T(2)7! n'existe pour aucun z appartenant a Dy,
— T(2)71 existe pour tout z appartenant o Do\S ou S est un sous ensemble
discret et localement fini éventuelement vide de Dy.

L’opérateur a inverser pour résoudre les équations de Maxwell harmoniques est
un opérateur non borné perturbé par un opérateur de multiplication holomorphe et
borné. De plus le domaine de I'opérateur perturbé est indépendant de la fréquence.

Nous allons donc nous intéresser a une classe d’opérateurs holomorphes dont le
domaine ne dépend pas de z : les opérateurs de type A.

Soient M et N deux variétés linéaires fermées d’un espace de Banach Z. Soit
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-y la sphére unité de M et les définitions d’écart suivantes :

§(M,N) = sup dist(u, N) 0(M,N) = max(§(M, N),5(N, M)).
ue.Spm
Soient 7,8 € C(X,Y). Leurs graphes G(7),G(S) sont des variétés linéaires
fermées de I'espace produit X x Y. On définit I'écart entre 7 et S par

5(T,S) = 8(G(T),G(S)) 3(T,S) =8(G(T),G(S)).

Définition 2.7
Soit (7,,) une suite d’élément de C(X,Y). On dit que T,, converge vers T (au sens
généralisé) si 0(7,,T) — 0.

Le théoréme suivant permet de faire le lien entre la convergence en norme des
opérateurs bornés et la convergence généralisée.

Théoréme 2.17
Soient T,7T, € C(X,Y). $iT € B(X.,Y), 7T, converge vers T au sens généralisé si
et seulement si T, € B(X,Y) pour des n assez grands et || 7,, — T ||— 0.

Ce théoréeme montre que la convergence en norme implique la convergence géné-
ralisée.

Théoréme 2.18

Soient 7T,,, 7 € C(X). On suppose que T, — T au sens généralisé. Si tous les 7T,
admettent une résolvante compacte et si T admet un ensemble résolvant non vide
alors T a une résolvante compacte.

Ce résultat sera utile par la suite pour démontrer un résultat fort concernant les
opérateurs de type A.

Définition 2.8
Soit Dy un domaine de C. On dit qu’une famille holomorphe d’opérateurs T (z) €
C(X,Y) est de type (A) lorsque :

- D(7(2)) =D, le domaine de T (z) ne dépend pas de z.

- VzeDy, VueD,ze€ Dy — T(2)u €Y est holomorphe.

Proposition 2.19
Une famille holomorphe de type A est aussi holomorphe au sens généralisé de la
définition 2.6.

Démonstration : soit z € Dy. On peut supposer sans perte de généralité que
z = 0. Comme 7 = 7(0) est un opérateur fermé, D = D(7) est un espace de
Banach pour la norme || u ||p=| « || + || 7w ||. On notera cet espace Z. Soit U
'injection de Z dans X qui est bornée car || u ||<|| u ||p. Pour tout z I'opérateur
7 (z) peut étre vu comme un opérateur de Z dans Y que 'on va noter V(z). Comme
7 (z) est fermé et que || u ||<|| u ||p Popérateur V(z) est fermé. Dans la mesure ou
V(z) est définie sur Z, le théoréme du graphe fermé implique que V(z) appartient
a B(Z,Y). Comme V(z)u =T (2)u et que 7 (z)u est holomorphe pour tout u € Z
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il vient que V(z) est holomorphe-borné. Pour conclure on remarque que U envoie
injectivement Z dans D et 7(z)U = V(z) ce qui prouve que 7 (z) est holomorphe
au sens généralisé. X

Le résultat principal de cette section permet de ramener 1'étude de la résolvante
d’une famille d’opérateurs de type A a 'étude de la résolvante de I'opérateur 7 (zg)
pour un zp fixé dans Dy :

Théoréme 2.20

Soit T(z) € C(X) une famille holomorphe d’opérateurs de type A sur un domaine
Dy de C. On suppose que l’ensemble résolvant de T (z) est non vide Vz € Dyq et qu’il
existe un point zy de Dy tel que la résolvante de T (2y) est compacte. Alors, pour
tout z appartenant & Dy, la résolvante de T (z) est compacte.

Remarque : ce théoréme est plus fort que (2.16). C’est son équivalent pour les
opérateurs de type A. La preuve de ce théoréme utilise les résultats ci dessous.

Proposition 2.21
Soit T (z) une famille holomorphe de type A. Alors pour tout € > 0, il existe 6 > 0
tel que pour tout |z; — z2|< 0, on ait || T(z1) — T (z2) [|[<e(|u || + || T(2)u ||).

Théoréme 2.22
Soit T et A deux opérateurs non bornés de X dans X vérifiant les hypotheses sui-
vantes : T est fermé, D(T) C D(A) et il existe deux constantes positives a et b telles
que || Aul|[<allul +b] Tul.

Soit R(x,T) = (T — x)~*. On suppose qu’il existe un point z appartenant o
Uensemble résolvant de T tel que a || R(x,T) || +b || T R(z,7T) ||< 1.

Alors S =T + A est fermé et

I R(z,S) I<I Rz, T) || (1 —a || R(z,T) | =b || TR(z,T) )" .

En particulier, si T admet une résolvante compacte, S admet elle aussi une
résolvante compacte.

Démonstration Supposons que 'on dispose d’une famille d’opérateurs de type
A dont la résolvante est compacte en un point de Dy. Alors le théoréme (2.20)
entraine que la résolvante de 7 (z) est compacte pour tout z appartenant a Dy.
Par conséquent, par I'alternative de Fredholm analytique, 'opérateur 7 (z) est soit
singulier sur Dy soit inversible sur Dy hormis un sous ensemble discret et localement
fini éventuelement vide de Dy.

Corollaire 2.23

Soit les opérateurs K borné et A maximal monotone. Si pour tout z appartenant au
domaine, il existe un A assez grand tel que Dopérateur I+ K soit borné coercif et
monotone, alors I+ K+ A est inversible.
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Etude des Equations de Maxwell en présence d’éléments PML

Les équations de Maxwell harmoniques dans les milieux PML peuvent s’écrire
sous la forme :

(K(p,x) + A(x))u(x) = f(x) (2.21)
avec K : (p,x) € Dy x Q — Hom(C®) une fonction holomorphe en p € Dy et
appartenant & L>*()) en x et A = (VOX _ZX). On suppose de plus que Dy est

un domaine de C contenant un segment du type [iWmin, iWmas|, que f € L*(Q) et
que A est 'opérateur de Maxwell dont le domaine D(A) est indépendant de p € C.

Résoudre cette équation revient & inverser 'opérateur (K(p,.) + A) de domaine
D(A) au point p = iw. Par hypothéses, 'opérateur (K(p,.) + A, D(A)) est holo-
morphe en p € Dy et admet un domaine indépendant de p (et donc de la fréquence) :
c’est donc un opérateur de type A.

Théoréme 2.24 (Rellich)
L’injection de H'(Q) dans L*(Q) est compacte .

Pour tout p appartenant & Dy, K(p,.) + A admet D(A) pour domaine et est
holomorphe en p par hypothéses sur la matrice K(p,.). C’est donc un opérateur
de type A dont le domaine d’holomorphie est Dg. De plus, I'opérateur (A, D(A))
est maximal monotone et admet un ensemble résolvant non vide. Comme K(p,.)
est L>(Q), Vopérateur (K(p,.) + A,D(A)) admet un ensemble résolvant non vide
pour tout p appartenant & Dg. Par le théoréme (2.20), étudier la compacité de la
résolvante de lopérateur (K(p,.) + A4, D(A)) revient a I’étudier en un point de D

Théoréme 2.25

Soit Q) = <d1v 0

: 2 .
0 div)' Pour tout u dans D(A) N (H(div,Q)?), on a :

e llar@pe< C Il llaz@ye + I Au llaz@pe + | Qu llwaye } -
Définition 2.9
On notera Py : L*(Q)? — H(divy, Q) et P, : L*(Q)? — (grad(H'0(Q))?) les
projections associées a la décomposition de Hodge et, pour g € L*(Q)3, go = Py,

g1 =P.g.
Lespace H(div,2)? est stable par application de l'opérateur A.

Lemme 2.26

L opérateur P) K(p,.)P, est inversible sur (grad(H}(2)))? pour tout p appartenant
a Dy hormis un sous-ensemble fini (eventuellement vide) de Dg, noté S. De plus,
son inverse est holomorphe sur Do\S .

Démonstration : soit h € H*(Q)% Inverser P, K(p)P, sur (grad(H;()))?
revient a trouver w dans HJ(Q)? tel que Vo € Hj()? on ait

/ <K(p, )V(.U,W> dr =< h,v >H—1(Q)2><H§(Q)27 (222)
Q
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Solent a(w,v) = /<K(p,.)Vu},W> dr, et L(v) =< h,v >p-1qpxmi()?- Les

applications a(.,.) et %() sont respectivement bilinéaire et linéaire. De plus, une
inégalité de Cauchy-Schwartz montre que a(.,.) est continue sur H}(Q)? x HJ()?
et que L(.) est continue sur H}(Q)%. On remarque de plus que le probléme précédent
revient en fait a trouver w dans HJ(Q2)? tel que Yo € H} (Q)?,

a(w,v) = L(v). (2.23)

En utilisant le théoréme de Lax-Milgram en p = pg, on obtient que cette équa-
tion est bien posée. En utilisant la coercivité de K(py,.) ainsi que la continuité de
L(.) sur Hy(€2)?, on obtient que la solution vérifie § || w || gz <|| I |z-1(0)2, avec
[ une constante strictement positive.

De cette derniére inégalité, on déduit que la résolvante de P) K(po, .) P, est com-
pacte car I'injection Hy(2) dans H'(Q) est compacte. Alors, par le théoréme (2.20),
la résolvante de P; K(p,.)P, est compacte pour tout p dans Dy. Par conséquent,
cet opérateur est soit singulier sur Dy soit inversible pour tout p appartenant a Dy
hormis un sous-ensemble discret localement fini et eventuellement vide de Dy noté
S . Pour lever cette alternative, on remarque que le probléme (2.23) est bien posé

pour p = po.

Montrons maintenant que 'opérateur (P K(p,.)P)~! est holomorphe sur Dg\S.
En appliquant le théoréme du graphe fermé au fermé grad(HE(9))? de L*(Q)°, on
obtient que (P, K(p,.)P.)™! € L((grad(H}(2)))?). Comme P, K(p,.)P, est holo-
morphe sur Dy, (P, K(p,.)P1 )" est holomorphe sur Dg\S. X

Théoréme 2.27 ([18])

On suppose qu’il existe pg € Dy tel que K(py,.) soit coercif. Alors ’équation (2.21)
est bien posée pour toute fréquence réelle hormis pour un ensemble discret localement
fini et eventuellement vide de R.

Démonstration : en projetant I’équation (2.22) selon la décomposition de Hodge
le probléme est désormais de trouver u = ug +u; € D(A) tels que

P()K(p, )U+ A’LLO = f[),
PJ_K(p7 )u = fJ_-

Comme u = Pyu + P, u, 'équation précédente devient :

P()K(p, )Pou + P()K(p, )PLU + Au = f()7
P K(p,.)Piu+ P K(p,.)Fu= fi.
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En utilisant le lemme (2.26), si ’on note A Iopérateur défini par la restriction
de A al'ensemble (H(divg,2))? alors D(A) = D(A) N (H(divy, Q))? et le probléme
précédent revient a inverser dans (H(div, 2))? I'opérateur fermé

R(p) := PyKo(p,.) Py — PoKo(p,.)PL(P.Ky(p,.)P.) ' P Ky(p, )Py + P K, (p,.) A

L’opérateur R(p) est holomorphe sur Dy\S = D;. En appliquant les théorémes
(2.25) et (2.20) a la famille d’opérateurs holomorphes de type A R(p)—i—z, il apparait
que R(p) + A constitue une famille holomorphe d’opérateurs fermés a résolvantes
compactes pour p € D;. Par conséquent, cet opérateur est soit singulier sur D; soit
inversible pour tout p appartenant & D; hormis un sous-ensemble discret et loca-
lement fini (eventuellement vide) de D;. Pour lever cette alternative, on remarque
que P K(py,.)P, définit une forme sesquilinéaire coercive dans (grad(H((£2)))? car
K(py,.) et est coercif dans L?(Q)°%. Cela implique que P, K(py,.)P, est inversible.
Les opérateurs A et K(po,.) sont respectivement maximal monotone et monotone
borné coercif dans L?(Q)°, il suit que I'opérateur A + K(py, .) est inversible. Enfin
Popérateur R(po) + A est inversible dans (H(divo, Q))2. Donc R(p) + A est inver-
sible pour tout p appartenant & D; hormis un sous-ensemble discret localement fini
et eventuellement vide de D;. Cela montre que I'opérateur K(p,.) + A est inver-
sible dans L?*(2)® pour tout p appartenant & D; hormis un sous-ensemble discret

localement fini (eventuellement vide) de D;. X

Etude de la coercivité de la matrice PML

D’aprés ce qui précéde, pour avoir ’existence et I'unicité de la solution, il faut
donc vérifier qu’il existe un py appartenant a C tel que K(py,x) soit coercive. Si on
exhibe un tel point, alors la résolvante est non vide et 'alternative est levée.

Propriétée 2.28
La matrice K(1,x) est symétrique définie positive pour tout x dans R3.

Démonstration : comme K(p,x) est définie par la relation (2.20), on a

Kip.x)" = (det(J(p. )03~ (900307 ")

= det(J(p,x))J(p,x) " (J(p,x)") "
= K(p, x).

Donc la matrice K(p, x) est symétrique pour tout p € C, donc a fortiori K(1,x)
est symétrique. Soit X € R? tel que X # 0. Alors,

XTK(1, %)X = X7 <det(J(1,x))J(1,x)’1 (J(1,X)T)‘1) X

= det(J(1,x))X"J(1,x)"" (J(1,x)") X
— det(J(1,x))XTJ(1,%x) " (XTJ(1,x)")" .
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Posons A = X7 J(1,x)~!. Alors XTK(1,x)X = det(J(1,x))AA”.

Comme A AT est définie positive pour toute matrice A, on en déduit que K(1,x)
est définie positive si det(J(1,x)) > 0.

_ DX D) . _ Dlp(x))
Or J(1,x) = D(p(x)) D(x) . Soit F(x) = W
de ¢ et Fy(x) = % Alors det(J(1,x)) = det(F(x)).det(l; + Fy(x)). La

stricte positivité du déterminant sera garantie si les deux termes du produit sont
strictement positifs. Comme ¢ est une fonction croissante qui représente le plon-
gement dans une variété M de C3, on a det(F(x)) > 0. Reste donc a montrer
que det(I; + Fy(x)) > 0. Soit (¢,) € [1,n], Fo(x);; = di; + f'(p(x)). La fonction
f est strictement croissante, ces termes sont donc strictement positifs. La matrice
K(py,x) de la formulation PML pour la valeur pg = 1 est donc¢ bien symétrique
définie positive. X

la matrice du jacobien

En exhibant une valeur de p qui appartient au domaine d’holomorphie telle que
la matrice K(p,x) est coercive, on léve 'alternative de Fredholm et via le théoréme
(2.27), on garantit le caractére bien posé des équations de Maxwell écrites dans le
milieu PML.

2.5 Formulations PML harmoniques

2.5.1 Une premiére formulation des domaines étoilés

La difficulté consiste donc a choisir correctement les fonctions ¢ et f en jeu. En
effet, certains choix inspirés des formulations classiques peuvent générer des singu-
larités sur la fonction de Hankel (cf. section (2.8)).

L’idée de la formulation suivante est de garder une couche de vide entre le do-
maine €2 et les PML, dans laquelle il n’y aura pas d’atténuation des ondes. L’épais-
seur de la couche peut étre aussi petite que I'on souhaite, mais la condition CFL
risque de se dégrader d’autant plus fortement que ’épaisseur tendra vers zéro. Une
étude de stabilité est donc a envisager pour les résolutions en instationnaires.

r .
, avec a > 0. Le coefficient

Soit R = meaxpo(H), r o= rneinpo(@) et k = i
k déterminera I’épaisseur de la couche sans décroissance. Soit py la frontiére du
domaine €). Pour s’adapter au domaine étoilé, I'immersion et le changement de
variables seront donnés en coordonnées polaires, et laisseront # invariant.

Ax) = kp+ (1— k) pol6),
A(x) = Px) + if ()~ R).
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Proposition 2.29
La matrice harmonique associée a cette formulation est donnée par :

bp(p+p)  a®plpta) apta

k p+a kb p+p bp+ [ 0
K(p,x) = Q _ap+ta kp(p+a) 0 Q"
bp+p b p+p
0 0 kb(p+a)(p+0)
S s ) =R S ) p(x)
ot a = f'(p(x)—R), f = ) ,a=2(1—-k) Op , b= p et Q la

matrice orthogonale de rotation.

Démonstration : soit J(p, x) la matrice dujacobien de la transformation (2.24),
D(7,9,2) _D(7,4,2) D(p.0,2) D(p,0,2) D(p,0,2)

D(z,y,2)  D(p,0,2) D(p,0,2) D(p,0,2) D(x,y,2)

alors J(p,x) =

1., T, -
oG (1Rl PR =R (142 G- R) o
0 0 1
D (.0, z) ko (L=Fk)pp(0) 0O
# =10 1 0
(p,0,2) 0 0 1
(7,7,%) cos) —psinf 0 cosff —sinf 0 100
ﬁ = |sind pcosd 0] =|sinfd cosf O 0 p O
(7.0,7) 0 0 1 0 0o 1/ \0 01
cosf) sinf 0 cos  sinf 0 1 0 0
i 1
Dip.6,2) _ | _sind cost Ol =1|-sind cosh# 0| |0 - O
D (z,y, 2) p p 0 0 1 p
0 0 1 0 0 1
cosf) —sinf 0
Soit @ = | sinf cosf 0] la matrice orthogonale de rotation. Afin d’alléger
0 0 1
oy /(0
les notations, notons o« = f' (p(x) — R), B = %ﬁc)m, a=2(1-k) Po[() ) et

~

px)
=

b:
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1
1+50€ 0 0 E a 0
J(p,x) = Q 0 1 l 0 0 b 0 QT
* ﬁ 000
1
det(J(p,x) = ( Lo )(1+ g)
1 P
— 0 0\ (==
» k p+0 .
J(p,x) = Q= 1, 0 0| @
kb b p+a
0 00 0 0 1

L’équation (2.20) exprime la matrice de la formulation PML pour les équations de
Maxwell sur (M, g) , a savoir K(p,x) = pdet(J(p,x))J(p,x) ! (J(p, X)T)fl. Le ré-
sultat proposé est alors obtenu directement. X

Proposition 2.30
Le changement de variable (2.24) est injectif et la décroissance exponentielle de la
solution est assurée dans la totalité des couches PML.

Démonstration : nous avons déja vérifié cette condition dans le cas général,
moyennant des hypothéses sur ¢ et f. Néanmoins, nous proposons une démons-
exp(—iw{X —¥})

I {®-5)

s ~ ~ . . . . , . . . 3
posons d = {X — y} la racine carrée qui nous intéresse. Elle ne doit jamais s’annuler
et rester a partie imaginaire strictement positive.

tration explicite dans ce cas ci. Le noyau de Green s’écrivant

Soit x; € Q et xo un point du domaine PML. Alors Az = 7(x;) — Z(x2). Le
changement de variable complexe est donné par :

Ax) = kp+ (1— &) pol6)
5(x) = p(x) + %f (%) - R),

AZ? = p~12 cos?(0,) + p~22 cos?(fy) — 2p1p cos(f;) cos(6s)
AP = p1° sin?(01) + pa° sin®(0,) — 2p1 5 sin(6y) sin(6,)
e = 012+ o’ — 201 s cos(0; — 6,).

On cherche a calculer les parties réelle et imaginaire de ce terme et a vérifier qu’elles
ne s’annulent pas simultanément. Notons Af = 0; —0,. Comme x; € , on a p; = p;.

-~ 1, . - .
A linverse, py = pa + —f (p2 — R). En considérant le cas limite p = iw, on a :
p

Im() = > (p1 cos(d0) ~ 7s) f (7~ F).
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Comme f (ps — R) > 0 et w > 0, la partie imaginaire s’annule quand p;cos(Af) = p3
et de f(pa — R) = 0.

Premier cas : f (p; — R) = 0 donc p; = R.
~ R R 1 R
Re(d?) = pi + po” — 2p1p2 cos(Af) — Efq (P2 — R)
= p] + R* — 2 R p; cos(Ad)
>pl+R*—2Rp
> (p1— R)* > 0.

Comme x; € €2, p; < pp < R donc la partie réelle ne s’annule jamais dans cette
configuration.

Deuxiéme cas : p; cos(Af) = ps.

. A . 1 N
Re(d®) = pi + ps” — 2p12 cos(Af) — EfQ (P2 — R)
1
= 0 + (p1 cos(A9))” = 2 (p1 cos(A0))* — — 2 (p1 cos(Af) — R)

= pi — (p1 cos(A9))”
= pi (1 — cos*(AF)) > 0.

La partie réelle ne peut donc s’annuler que si cos?(Af) = 1 donc si 0; = 6,[27].
Mais alors, comme p; cos(Af) = py, on aurait p; = kps + (1 — k)py ce qui est
impossible. La partie réelle ne s’annule jamais dans cette configuration, donc dans
tous les cas, l'injectivité et la décroissance exponentielle du milieu sont garanties.

X

2.5.2 Formulation hybride pour un domaine de forme L

On propose une décomposition d’un domaine de forme L en une partie convexe
et une partie non convexe décrite par la figure (2.3). Ceci semble particuliérement
intéressant afin de pouvoir utiliser des PML cartésiennes dans la partie convexe.
L’immersion et le difféomorphisme introduits précédemment ne tiennent pas compte
de ce fait. Cependant, ce procédé semble a priori plus complexe vu qu’il faut étre
capable de passer continiment d’une formulation & ’autre. Comme pour les PML
précédentes, I'idée est de garder une couche de vide entre le domaine 2 et les PML.

Supposons que le domaine €2 est symétrique. Soit € ’épaisseur des couches PML.
Notons D. la partie convexe du domaine Q et D, = Q\D,. Il vient que :

D.=(-r—¢,R+e|x[-r—er]) U ([-r—er] x[-r—¢ R+¢])
U([-r—¢e,r] x[-r—¢,R]) U ([-r —¢,R] X [-r —e,7]).
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+
DI"IC
:
o
nc
(0,0) R
Domaine d'études D
D

FiG. 2.3: Décomposition particuliére d’un domaine de forme L

La zone non convexe peut étre décomposée en deux parties, dépendant du signe
dey—z:D} =D, .N{y >z} et D, =D,N{x >y}

Le changement de variables et le difféomorphisme doivent garantir la continuité
de la transition entre des PML convexes et non convexes. Soit £ > 0 le coefficient
déterminant la zone sans décroissance sur les PML non convexes. Posons

~ 1 g
{E:x—l—(/@—l)inf(x,y) x—x—kg oa(T)dr (2.24)
U= —1i 1 ’
Yy + (k — 1) inf(x,y) y:y+5/0y(7)d7
avec 0,0, : R — R" des fonctions au moins C" telles que :
o.(z,y) =0 size[-rR],
oy(z,y) =0 siye[-rR].
Proposition 2.31
La matrice harmonique associée a cette formulation est donnée par :
p + 0.(x)
Kpx)=To)| o PREEX) 0 T,
p + 0y (x)
; S e )p+ax)
P

ot la matrice triangulaire T(x) dépend de la partie du domaine sur laquelle on la
calcule.
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Démonstration : soit J(p, x) la matrice du jacobien de la transformation (2.24).

D(z,y,2) D(7,¥,2)
D(2,9,2) D(z,y,2)

J(p,x) =

Le diffeomorphisme (2.24) est différent selon la position par rapport a la premiére
bissectrice du coin rentrant sur D,.. Soit T, la matrice triangulaire associée au
changement de variable chapeau. Elle dépend de la partie du domaine sur laquelle on

1 k=10 k00
Ti(x)=(0 1 O0)etsurD, ,To(x)=|r—1 1 0

nc?

la calcule : sur D"

nc?

0 O 1 0 01
On a alors :
1
1+ —0.(x) 0 0
_ 1
J(p,x) = 0 1+ an(X) 0 To(x)
0 0 1
1
det(J(p,x)) = K (1 + —ax(x)> (1 + —ay(x))
p 0 0
X p + 0.(x)
J(p,x)"! = Ty (x) 0 P__
p + oy(x)
0 0 1
P 0 0
. P+ 0.(x) p . T
(J(p, %)) = 0 0| (T5'(x)
p+oy(x)
0 0 1
1 1 11—k 0
Posons T(x) = (To(x)) ™", c’est-a-dire sur D, TH(x)=={0 &« 0] etsur
"\o 0 =«
K 0 0
D,,T (x)=—|1—x 1 0]. Le résultat proposé est alors obtenu directement,
K
0 0 w
étant donné que la matrice PML pour les équations de Maxwell sur la variété (M, g)
est donnée K(p,x) = det(J(p,x)) J(p,x)"* (J(p,X)T)_l. X

Pour le domaine PML non convexe, il est intéressant de connaitre exactement la
frontiére entre les zones avec et sans décroissance. Les lignes de transmission sans
décroissance correspondent aux endroits ou la partie imaginaire du changement de
variables (2.24) s’annule. Soit f une fonction réelle au moins C? telle que f soit
positive croissante. Alors o,(z,y) = f'(z — R) et oy(x,y) = f'(y — R). Comme
la partie imaginaire est donnée par les fonctions o, la limite entre la zone avec
décroissance et la zone sans décroissance est, sur D T = R et sur D}, ¥ = R.
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D’ou :

1
1—x

(x — R) sur D

sur D ., y= ney Yy=(1—-r)z+R.
Le point (—, —) donne donc I'épaisseur de la zone PML non convexe sans
kK

décroissance.

Proposition 2.32
Le changement de variable (2.24) est injectif et la décroissance exponentielle de la
solution est assurée dans la totalité des couches PML.

Démonstration : soit x; € {2 et x5 un point du domaine PML. Le changement
de variable complexe est donné par (2.24).

A

P = (%2))* = T2 4+ 32 — 2017
AP =

(T(x1) —
(y(x1) — g(XQ))z = Ui+ 95— 2010
Dot d? =22+ P + 22+ J2 — 2 (F1%2 + 132 -

Comme x; € , on a Ty = 21 et 1 = y; . A Uinverse, To = o + —f (To — R) et
p

-~ 1, . - .
U2 = Y2+ —f (yo — R). En considérant le cas limite p = iw, on a :
p

(@) = = (01— F2) (B2 — R) + (0 — o)/ (B2~ R)).

x; € Qdonc f(z1 —R) =0et f(y1 — R) = 0. De plus, la fonction f a été choisie
telle que V(t,z), > .(t —z);(f(t;—R)— f(z; — R)) > 0. Donc Im(d?) égale :
2 [ =B (= R) = f @2 = B) + (=) (F 0 — B) — f (B~ R <.

La partie imaginaire s’annule donc quand f(Zo — R) = f (2 — R) = 0, ce qui
est équivalent a la condition Ty = 3 = R.

~ . . . R 1 . .
Re(dQ) :xf+yf+x§+y§—2 (x1x2+y1y2) — E(f (xQ—R)—i—f(yg —R))
=22+ 4+ R*+ R —2Ray — 2Ry, = (x1 — R)*+ (y1 — R)* > 0.

La partie réelle ne peut s’annuler qu’en x; = (R, R). Or ce point n’appartient
pas au domaine €2, donc la partie réelle et la partie imaginaire ne peuvent s’an-
nuler simultanément, donc l'injectivité et la décroissance des PML sont assurées.
X
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2.5.3 Amélioration de cette formulation

On souhaite réduire au maximum la zone sans décroissance. La deuxiéme partie
du changement de variables (2.24) est dissymétrique en T et y. En introduisant
une fonction symétrique, d’ argument . T + Yy — R, nous aurons égalité des dérivées
ofE+y—R) _Of(@+y—R)

ox oy
variables considéré est

= f(x + y — R). Le changement de

partielles

- o1,
{%::c—l—(%;—l)inf(x,y) x:x—i—gf(x—l—y—R) (2.25)
~ — _ . " N 1 R R *
y+ (k — 1)inf(z,y) y=y+5f($+y—R).
Proposition 2.33
La matrice harmonique associée a cette formulation est
(p+ol) +olef , ptold
p + 20(x) p + 20(x)
K(px) = T0) |y PHOK) p+oGor +olx? | 170,
p+2o(x)  p+20(x)
0 0 1

ot o désigne la dérivée de la fonction f, et la matrice triangulaire T(X) est la méme
que pour la formulation précédente.

Démonstration : elle se conduit comme précédemment. Une seule matrice est
modifiée : le jacobien de la transformation tilde. Posons o(x) = f'(Z+7y — R). Alors

~ ~ o(x) o(x) 0
D@y.2) _ —|o(x) o(x
I B N
1 1
1+ BU(X) Ei(X) 0
J(p,x) - —o(x) 1+ BO'(X) 0 | To(x)
0 0 1
det(J(p,x)) = K (1 + %U(X))
ptolx) _—olx)
p+20(x) p+20(x)
J(p, )" = To'(x) | _—ox) ptolx)
p+ 2a<x> p+ %o(x) X

Comme K(p,x) = pdet(J(p,x)) J(p,x) ! (J(p,x)T)fl, on obtient le résultat
annonce. X
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Dans ce cas, la partie imaginaire s’annule quand o(z,y) = f(z +35— R) = 0,

2k’ 2K
I’épaisseur de la zone PML non convexe sans décroissance. On a réduit de moitié
cette zone par rapport a la formulation précédente.

o~ . . R R
donc quand * 4+ y = R. Pour x = y, on obtient alors que le point (— —) donne

Proposition 2.34
Le changement de variable (2.25) est injectif et la décroissance exponentielle de la
solution est assurée dans la totalité des couches PML.

Démonstration : le changement de variable complexe est désormais donné par :
T=x
y=y

CP:§%+@?+§§+@§—2 (7172 + Y172)

(@) = = (01 + F2) + (9 + 52)) £ (B2 + 52— B)

= 2 (@A)~ @B (@4~ B = [ @4 - B) <0

T=7+

e FE+7- )
+ (k — 1) inf(x,y)

y=y+_—_f@+y-R).

TI—g |~

La partie imaginaire s’annule donc quand f (Z3 + 72 — R) = 0. Cette condition
correspond & la relation Ty + 7> = R.

~ . . . R 1 . .
Re(d”) = 2} + 4 + T3+ 5 — 2 (1182 + 1) — — (f (B2 = B) + f (5> — R))
:37%‘*‘53\%—21’1524‘9%4‘?%—23/1@2
= (11— %)’ + (51 — 52)* > 0.

La partie réelle ne peut s’annuler qu’en x; = X,. Or le point X, n’appartient
pas au domaine €2, donc la partie réelle et la partie imaginaire ne peuvent s’an-
nuler simultanément, donc l'injectivité et la décroissance des PML sont assurées.

X

Remarque : le domaine présenté sur la figure (2.3) est en réalité beaucoup
trop important. Dans des PML cartésiennes par exemple, la décroissance se fait
perpendiculairement aux lignes d’exhaustions du domaine, a savoir horizontalement
dans les zones latérales ou o, = 0 et verticalement dans les zones ot o, = 0. Ici,
les lignes d’exhaustions sont paralléles a la ligne rouge définissant la zone PML sans
décroissance de la figure (2.3). Cette zone est déterminée par la valeur du paramétre
k. Pour la premiére formulation, son épaisseur maximale est atteinte pour le point
(R/k, R/k), et pour la seconde (R/2k, R/2k). En reliant ce point aux coins du
domaine €, & savoir (0, R) et (R, 0), on obtient cette ligne de séparation entre la zone
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PML avec et sans damping. Comme pour les PML classiques, la décroissance se fait
perpendiculairement aux lignes d’exhaustion, qui seront paralléles a la délimitation
de la zone PML sans décroissance (cf. ce qui précéde pour les isovaleurs nulles de
04, 0y pour la premiére formulation et o pour la seconde). Il est donc inutile d’utiliser
un domaine au dela I'intersection de la ligne paralléle a cette derniére avec les coins
délimitant la zone PML cartésiennes (cf. figure (2.4)). Cependant, le paramétre x
étant variable, plutot que de générer un maillage par valeur de x, nous avons choisi
de compléter cette zone et avoir ainsi la liberté de faire varier k. Dans les simulations
numériques oil k sera choisi grand (autrement dit une fine zone sans décroissance),
il y aura une zone inutile d’autant plus importante que l'allongement du L sera
important.

En rouge : zone sans décroissance

ligne d'exhaustion
correspondant a la
frontiere extérieure
des PML cartésiennes

PML hybrides

Domaine d'études D

PML cartésiennes

F1G. 2.4: Domaine de forme L et zones de décroissances

Explications sur la figure (2.4) : en rouge : la zone sans décroissance des
PML non convexes, a savoir la zone dans laquelle les rayons lumineux seront par-
ticulierement tordus et la vitesse de la lumiére nettement accélérée. La ligne bleu
foncée délimite la zone réelle d’action des PML non convexes. Enfin, est représentée
en cyan la zone dite inutile décrite précédemment. Il y a méme décroissance dans
cette mince couche PML non convexes que dans I’épaisseur € des PML cartésiennes.



70 Les Perfectly Matched Layers

2.6 Relévement instationnaire

Nous avons donc établi dans la section précédente que les équations de Maxwell
ou des Ondes dans le milieu PML pouvaient s’écrire in fine sous la forme

e 0 —-Vx e\ (—J
Ko (3) (37 ()= (%)
ou (7, m) sont des seconds membres réguliers. Sous les hypothéses suivantes
— K(p,x) L™ en x
. . . o Pij (p7 X)
— K(p,x) fraction rationelle en p : K;; = ———— avec degP’ < deg() + 1
) Qij(p,x)
- lin(l)—K(p,x) = Ay(x) uniformément définie positive,
p—0Pp
le probléme instationnaire est bien posé (cf chapitre 1) et peut s’écrire sous la

forme d'un systéme de Friedrichs. L’existence et I'unicité de la solution découlent
donc naturellement des propriétés de ce type de systéme.

2.6.1 Formulation étoilée
p(x) =kp+(1—k)po(0),
Rappelons 'immersion complexe (2.24 ~ N 1.
#2560 = 0 + 25 (500~ ).

Proposition 2.35
La matrice associée a cette formulation peut étre décomposée sous la forme :

K(px) = QP(x) (p 16 + 4G + B9 (p 1o+ Fx)) ) PP)QT, (220

Py .
P(x) = 6 k P 0 I(x) = @137
0 0 K(X)
1
AG) = diag (500 — ax), al) = 50, a(x) + 5(x))
B(x) = s ding (a(x)a(x) = (). 360 (3x) — ). a(x) ()
F(x) = diag (a(x), B(x), O)
avec K(x) = (k %>_ , a(x) = f (p(x) = R), B(x) = %ﬁ{)—m el Q matrice

de rotation .
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Démonstration : la matrice K(p,x) est donnée par (2.29). Pour relever le
systéme différentiel en temps, il faut décomposer cette matrice en éléments simples.

Soit a(x) = f' (p(x) — R) et B(x) = %

p(p + 6(x)) _ a(x)(a(x) - 6(x))
pratg PTITERET
~ -1
Posons k(x) = (k %) . La matrice de la formulation PML peut se décomposer
en éléments simples sous la forme énoncée. X

Une telle formulation modifie la matrice devant I'opérateur temporel, ce qui
affecte directement les valeurs des conditions CFL que nous nous proposons de dé-
terminer explicitement. On rappelle que le cone d’évolution I'¢ associé & I’Equation
aux Dérivées Partielles

A+ > Ao = |,

est ’ensemble des An avec A > 0 et n € " tels que :

Si la matrice ;47) est symétrique définie positive, le vecteur (1,0,...,0) appartient au
cone d’évolution. On rappelle que le polaire d'un cone I" une partie d’un espace de
Hilbert H est I'ensemble I' = {y € H|Vz € T, |(z]y)| > 0}. Le cone de propagation
I', est le polaire du cone d’évolution I'. dans R™ D’ou r,= fc.

Dans le cas des équations de Maxwell, la formulation PML modifie la matrice
K(x). La partie constante en p n’est plus I'identité. Soit [¢] la matrice correspondant
a la partie constante de det(J(x))(J(x)TJ(x))™ .

Propriété 2.36
La condition CFL associée a la formulation PML est :

dt
— < 2.2

avec « la plus petite valeur propre de [g] ot :‘(0 - ([(8)] [2])

Démonstration : dans le cas des équations de Maxwell modifiées par une for-
mulation PML, le cone d’évolution est définit par :

Ve e R, €T (%[5](EE +HH)n, + (E x H)n) £>0.
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Soit « la plus petite valeur propre de [¢]. On souhaite minorer le plus précisément

n dt
possible le rapport — afin d’obtenir une majoration de I et obtenir ainsi la
n X

meilleure condition CFL possible.

—_

%[5](E,E +HH) > ~a(E* + H?)

N |

(E x H).n < |EH]| |n| (inégalité de Schwartz)

B[ [H] |n|
1

§(E2 + H?) |n|.

IA A

IN

1 1 1
Donc §(E2 + H*)ny — —(E? + H?) |n| < 0 ce qui implique que ™ < 2 Comme

2a - In| — «
dx Tt dx 1
dt d 0—:——.D’\—>—. X
Mettaxn = dt n ol dt — «

Proposition 2.37
La condition CFL associée a cette formulation est la valeur mazimale sur le domaine

PML de :

=
_|_
=~
—~
[u—
|
2
)
S~

b

>
/‘\
s
~—
N———
[\
N———
[\
I
—

<H2—|—4(1—/€ p
\ G

Démonstration : d’aprés (2.26)

6(9) +(m+(1—f<) p
+(

<9>>2

K(p,x)=QP(pI+...)P'Q"

b —a 0
1
avec I = —bIg, (Q matrice orthogonale de rotation et P = [0 x 0 |, ol
K
0 0 kb

~ ) 1
t p=rp+ (1 —kK)po(0). Posons [¢] la matrice —bPPT.
K

/
0
0 =201 —m)P0®)
P
Ces valeurs propres sont les mémes que la matrice QPIPT Q7. Soit M = [e] = A L.

= Ib)
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Koa e
M b kb b/{
- - 2N 0
K K
0 0 Kb — A\

La premieére valeur propre est donc b et les deux autres valeurs propres sont solu-
, L, KPFd+
tions de I’équation x~ — —b:c +1=0.
K

2 2 2\ 2
A:(n +a+b) 4
kb

1

2
= (_b> (/i4 + a* 4+ bt + 26%0? + 2a%K? — 2b2/£2)
K

_ ( 1 )2 (52 = 1) + a(a? + 26% + 22)) >0

)

Les deux valeurs propres sont donc réelles, positives et inverses I'une de l'autre :

K2+ a2+ /(K2 +a? + b?)? — 4K2D?

N =

! 2kb + 2kb

\ R+ al 0 (K a? 4 02)? — 4R2D?
T 2kb 2k b '

Comme k > 1, b < 1, on a la relation \y < kb < \;. La valeur propre qui nous inté-
resse est donc \s. X

b
Si a = 0 soit donc pj(f) = 0 alors Ay = — et la condition CFL est alors

K
1 0
1+ (- - 1)p0—(>>. Pour les autres éléments du maillage, cas le plus général, la
K P
condition n’est pas aussi simple, et peut devenir trés grande dans les zones a fort
gradient pour la valeur de pj.

Considérons un maillage déstructuré non dégénéré mais quelconque. Nous allons
donc calculer la valeur de « (condition CFL) pour chaque élément et la visualiser.
On constate que « peut étre fortement pénalisée selon les zones.
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0.4

0.35

0.25

0.2

FiG. 2.5: Valeur de a condition CFL

Pour mieux estimer la perte sur cette condition, nous allons représenter 'inverse
la valeur de « de la condition CFL (2.6).

3.5

160

140

A

100

-0.5

-1.5

F1G. 2.6: Inverse de la valeur de o condition CFL

La condition CFL habituelle des Volumes Finis sera divisée par 180. En raffinant
un facteur 200 sera atteint. Cependant, cette condition n’est forte que pour certains
éléments, et comme prévu, dans les zones a fort gradient pour la valeur de pj. Une
solution serait de travailler en implicite pour les éléments concernés.
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Propriété 2.38
Les Equations de Mazwell peuvent étre relevées sur R® x R sous la forme :

et - ) 0 0 -,
I(x)——— + A(x)p(x.t) + By (x.¢) + 08 80 % p(x,1) = fo(x,1)
w0 g B 1) = ).
avec les matrices :
T(x) = QP(x) Tx) = T I0x) T(x)T
A(x) = T(x)A(x) T(x)" B(x) = T(x)B(x) T(x)"

Démonstration : soit ¢ la solution de ces Equations. D’aprés (2.26), les équa-
tions sont données sur le domaine PML par :

0 0 -9,
Kp,x)px)+ | 0 0 9 |¢(x) = fo(x),
~9, 9, 0

ol f, est le second membre associé. Posons T(x) = QP(x) et introduisons la
notation barre qui signifiera T(x) e T(x)”. Posons

-1

v = (p T + T0™ ' Fx)) ().

Viennent ainsi les Equations de Maxwell sur R? :

0 0 -9,
P Ix)p(x) + AX)p(x) + BX)p(x)+ | 0 0 8 | @(x)=fo(x)
-0y, 0, 0
p T(x)" "(x) + T(x)" F(x) (x) = p(x).
Par transformée de Laplace inverse, on obtient le résultat proposé. X

2.6.2 Formulation hybride

Le difféeomorphisme et le changement de variable sont donnés par (2.24) :

1 ;
{/x\:aﬂr(/{—l)inf(x,y) T=i+ o [ oulr)dr
y=y+(k—1)inf(z,y) @v—z//\—i-é/ay(T)dT

Proposition 2.39
La matrice PML associée a cette formulation peut étre décomposée sous la forme :

K(p.x) = T(x) (p I+ A(x) + Bx) (p s + F(x)) ) T(x)", (2.28)
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oi I= %13 F(x) = diag <ax(x), 0, (%), o)
A(x) = %diag (gy (%) — 00(x), 04 (%) — 0(X), 70 (x) + Jy(x)>

B(x) = %diag (02(x)(02(%) = 0y(x)), 7 (%) (0 (X) = 02(x)), 00(%) (X))

et la matrice triangulaire T(x) dépend de la partie du domaine considérée : sur D},
1 1—-x 0 k 0 0
T =0 & Ol etsurD ., T"=|1—-xk 1 0

nc’

0 0 K 0 0 k

Démonstration : la matrice K(p,x) est donnée par (2.31). Pour relever le
systéme différentiel en temps, il faut décomposer cette matrice en éléments simples.

—pi)pj-aox(g)) =P+ 0.(x) — 0, (x) + 7/(X) ijj_(};) (_X;T (%))
p(p + 0y(x)) oo () — o () o T2X) (e (x) — 0y (%))
p+0m(x) _p+ y( ) 93( )+ p+UI(X)

La matrice de la formulation PML peut se décomposer en éléments simples sous la
forme énoncée. X

Proposition 2.40

1 1
La condition CFL associée & (2.28) est —+rk — 1 — (1 — —) V14 k2
K K

Démonstration : Posons [¢] la matrice p T? (x) T(x). Elle représente 1’évolu-
tion temporelle des équations. Une fois le systéme PML relevé en temps, nous aurons

0
[e]agp(x, t) +.... La condition CFL dépend donc des valeurs propres de cette ma-

trice.

La constante x est supérieure ou égale a 1. Le cas limite x = 1 implique 7" = I3
soit [¢] = I5. La condition CFL est alors égale a 1. Ce cas n’est cependant par perti-
nent : le domaine non convexe est souhaité le plus petit possible, ce qui correspond
a de grandes valeurs de x. Supposons donc kK >> 1.

1 T T—1 0
Premier cas: x <y. Posons 7= —.[g]=|7—1 7—24+2x 0
" 0 0 K
T—A T—1 0
det ([¢] - AL)=|r—1 7—242k—X O
0 0 K—A

k=N [(T =N —2+25—\) — (1 — 1)?]
k=N [r? =27 + 24+ X = A (27 + 2k —2) — (7 — 1)?]

(
= (
(k=X [N =2(r+r—1)A+1].
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Une premiére valeur propre est x, les deux suivantes sont solutions de I'équation
?=2(r+k—1z+1=0.

A=4r+r—=1°—4=41+r—1-1(T+r—-1+1)
=4k(T+k)(T? =21+ 1) =4 k(T + k) (T —1)° >0

Cette équation admet donc deux racines réelles positives :

1 1
M=—+r—1+(1—--)V1+r2
K

K

1 1
A=—4+r—1—(1——-)V1+~K2

K K

1
De plus, Ay As = 1 et d’aprés ce qui précede, Ay < A\ = x donc Ay < 1 et
par conséquent Ay < k. La plus petite valeur propre de la matrice [¢] est donc

1 1
—4+r—1—(1——=)V1+ k% dou la condition CFL proposée.
K K

Deuxiéme cas : y < x.

T—24+2x 7—1 0

[e] = T—1 T 0
0 0 K
T— A T—1 0
det ([¢]| - A\L)=|tr—1 7—242k—X 0
0 0 K— A

=(k=A) [N =2(T+r—1A+1].
On obtient les mémes valeurs propres que dans le cas précédent.

Propriété 2.41 (Comportement asymptotique de la condition CFL)

La valeur de la condition CFL tend vers CpP quand k tend vers l'infini.
K

Démonstration : Supposons que k — oo. Alors 7 — 07. Effectuons un déve-
loppement, limité.

121 1 1, 1, A
14— ==Vr24+1l== (147" — =7+ 0o(7")
T T T 2 8

1 1
A=—4r—1—(1-)WI+nr2
K

K

1 1 1 1
:T+;—1—<1—7‘); (1_'_57—2_§7_4+0(7_4>>
1 1 1 1 1
:T+;—1+1+§7'2—;—§T+§T3+O(T3)
1

1 1
:§T+572+§7’3+0(7’3).
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1
Dou A ~ —7. X

T—0t

Remarque : la condition CFL ne dépend pas de I'allongement du L. Dans la
formulation étoilée précédente, cette derniére est pénalisée & cause des forts gradients

de la dérivée de py. Ici elle est majorée par o Ce sera d’autant plus intéressant
K
que le domaine sera non convexe.

Propriété 2.42
Les Equations de Mazwell peuvent étre relevées sur R® x Rt sous la forme :

C det) - ) 0 0 -9,

I<X)—’ + A<X)SD(X7 t) + B(X)w(X, t) + 0 0 823 ()O(Xv t) = fw(x7 t)
ot ~9, 9, 0

r(s)™ PPN T P e 1) = ol )

avec les malrices :
I(x) = T(x)I(x) T(x)" Ax) = T(x)A(x) T(x)" B(x) = T(x)B(x) T(x)"

Démonstration : soit ¢ solution des ces équations.
D'aprés (2.28) K(p,x) = T(x) (p I+ A(x) + B(x) (p I + F(x)) ") T(x)T et les
équations sont données sur le domaine PML par :

0 0 -9,
K(p,X)gD(X) + 0 O aﬂv SD(X) = f¢(x)7
-9, 8, 0

ol f, est le second membre associé. La notation barre signifiera T(x) e T'(x)”.

Posons 1(x) = <p T(x)"" + T(X)TﬁlF(x)) ¢(x). Viennent ainsi les Equations

de Maxwell sur R? :

0 0 =9,
P Ix)o(x) + Ax)p(x) + Bx)px) + [ 0 0 0 | @(x)=f(x)
-0, 0, 0
p T(x)" (%) + T(x)" F(x) $(x) = p(x).
Par transformée de Laplace inverse, on obtient le résultat proposé. X

2.6.3 Deuxiéme formulation hybride

Dans ce cas, le changement de variables (2.24) était devenu (2.25), soit une
symeétrisation en x et y. Posons o0,: =o0,: = 0.

Proposition 2.43
La matrice associée a cette formulation peut étre décomposée sous la forme :

1

K(px) = 1700) (p 1+ 4G +

B(X)) T(x), (2.29)
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0 -1 0 1
22

10 0. B =22 [

1 0

K 00 K
triangulaire T(xX) reste inchangée par rapport a la formulation précédente.

oi I— 11, Ax) = 22X
K

O =

0
0| etla matrice
0

Démonstration : la matrice K(p,x) est donnée par (2.33). Pour relever le
systéme différentiel en temps, il faut décomposer cette matrice en éléments simples.

pPt+o(x) _ o(x)
p+20(x) = p+20(x)
(p+0o(x)*+0%(x) _ 20%(x)
pr2o(x) ¥ pt20(x)
La matrice de la formulation PML peut se décomposer en éléments simples sous la
forme énoncée. X

Dans ce cas, la partie imaginaire s’annule quand o(x,y) = f(z +y— R) = 0,

o~ . ) R R
donc quand * 4+ y = R. Pour z = y, on obtient alors que le point (2—, 2—) donne
K 2K

I’épaisseur de la zone PML non convexe sans décroissance. On a réduit de moitié
cette zone par rapport a la formulation précédente.

Proposition 2.44

1 1
La condition CFL associée a (2.29) est —+r—1— (1 - —> V1+ k2, qui tend vers
K K

1
e quand k tend vers linfini.
K

Démonstration : la condition CFL associée a cette formulation est la méme que
pour la formulation précédente. En effet, la matrice associée a cette formulation peut

1
étre décomposeée sous la forme (2.29) avec I = —1I; et la matrice triangulaire T reste
K

inchangée par rapport a précédemment. X

Propriété 2.45
Les Equations de Mazwell peuvent étre relevées sur R® x Rt sous la forme :

bkt - 0 0 -0,

Ix)—/= 4+ AX)px,t) +(x,t)+ [ 0 0 0, | p(xt)= fo(x,1)
ot 9, 4, 0

dY(x,t) _

By + 20 (x) ¥(x,t) = B(x)p(x,1).

avec les matrices :
I(x) = T(x)I(x) T(x)" Ax) = T(x)A(x) T(x)" B(x) = T(x)B(x) T(x)"

Démonstration : la matrice K(p,x) est donnée par (2.33) autrement dit

3 BOX)) T

T(x) (p I+ A(x)+ p—l——QO‘(X)
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En procédant comme la formulation précédente, on obtient les Equations de Maxwell
sur R3 :

0 0 —9,
P Ix)o(x) + AXx)p(x) +o(x)+ | 0 0 0 |ex)=f(x)
-0y, 0, 0
P ¥ (x) + 20(x) ¢ (x) = B(x)p(x).
Par transformée de Laplace inverse, on obtient le résultat proposeé. X

2.6.4 Conclusions et généralisation

La formulation harmonique des Equations de Maxwell peut étre mise sous la

e o ;) (v 0 ) ()= (50) 0

ou (j,m) sont des seconds membres réguliers. Sous certaines hypothéses (K(p,x)
L dans x, K(p,x) holomorphe en p € H D iR} , 3py € H tel que Re(K(py,x))
est coercive et 3p; € H tel que K(p1,x)+ Aj0; soit a résolvante compacte), il existe
une unique solution a ce probléme pour p € H/S o S est un ensemble localement
fini, pouvant étre nul, avec des conditions aux limites maximales monotones.

Propriété 2.46
La matrice des équations de Mazwell dans le milieu PML pour des problémes har-
moniques est

K(p,x) = det T (TlP*MPT*_1>

i

D \%
avec T = D_z7 M = diag 1;[(p + M) | et =P,

Démonstration : le calcul de la matrice K(p,x) a été établie & chaque formu-
lation. Néanmoins, étant donné le changement de variable générique

i—ww+%ﬂmwx

il est possible d’obtenir une formulation générale. Soit la matrice jacobienne J(p, x).

Dx 1Df\ D
Elle s'6crit — = (I + ——f -7 Comme f est le gradient d’une fonction convexe
Dx pDy /) Dx

par rapport & ¢, il existe P une matrice unitaire P* = P! telle que
D 1
DI _ p <I+ — D) P
Dy p
ou D est une matrice diagonale. Soit \;, © = 1,2, 3 les valeurs propres de cette ma-

D 1
trice. Posons T = D—SO, alors J(p,x) = P~ <I+ — D) PT. La transformée de Hodge
X p
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associée est x = det(J(p,x)) J(p,x)! (J(p,x)T)_l. Le résultat proposé est alors
obtenu en exprimant K(p, x) fonction de la transformée de Hodge pour les Equations
de Maxwell, a savoir K(p, X) = p* . X

Théoréme 2.47
Les Equations de Mazwell dans le milieu PML s’écrivent en instationnaire

g () <40 () 00 () + (32 T ()= (50)

et (u,v) sont solutions des EDO

(72 )50 (7T ) ()-0)

i
\Y%

avec les matrices déduites (2.46) F(x) = diag()\;), A(x) = diag Z)\k — A
k

2

i

%

B(x) = diag H()\Z- — i) |, et

Tx) = det(T) (T 'P*) "' PT"' 0
= 0 det(T) (T'P) ' PT"'
Alx) = [ detl ) (T P) " A(x)PT 0
0 det(T) (T'P) ' Ax)PT"
Bix) — [ detl ) (TP Bx)PT"' 0
% 0 det(T) (T"'P*) "' B(x)PT"

Démonstration : soit (i, j, k) deux a deux différents. Comme

(P+A)(P+A) (A = M) (N — Ae)

Ai + A=A ,

P+ M * K- P+ A

(P + A2)(P + As) 0 0
P+ A\ \ \
la matrice 0 P+ X))+ A 0 se décompose
P+ A
P+ M)+ A2)
0 0
pP+A3

en éléments simples sous la forme p I + A(x) + B(x) (p I + F(x)) " ou

v v
F(x) =diag(\) A(x)=diag | Y M- X | B(x)=diag | ][\ — M)
k
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Dy

Posons T = (D ) On en déduit que la matrice PML peut étre écrite comme :
X

det(T) (T"'P* (p I+ A(x) + Bx) (p I + F(x)) ") PT"). (2.31)
Remarquons que (p I + F(x)) ' PT* = (TP ' (p L + F(x)))_l. Posons
I(x) = det(T) (T"'P*) " LPT"'
A(x) = det(T) (TP (A(X) 0 > PT

0 Ax)

B(x) = det(T) (T"'P*) ™" (Béx) B?X)> PT

P =72t (M )

Ix)= TP 'I

Soit Z la solution des Equations de Maxwell et (__7‘; ) le second membre.

Les équations sont données sur le domaine PML par :

(p 00+ 200+ B9 (p 70+ ) ) () + (o o) (1) = (20)-

<6). Il s’agit donc de la solution d'une Equation

Posons (Z) = (p I(x) + E’(x)) L
Différentielle Ordinaire. Introduite dans I’équation précédente, on obtient le systéme
régissant les Equations de Maxwell sur RS :

p I(x) (h) + A(x) (h) + B(x) () + (VOX ‘XX) (h) = (_73;)
v ()70 () ().

En utilisant la transformée de Laplace inverse, on obtient in fine sur R® x R*
1(x)0), (Z) + A(x) (2) + B(x) (5) * (vox _ZX) (Z> - (—_757%)
s (320 (1) 1)

Il s’agit bien d’un systéme de Friedrichs, facilement implémentable, et dont I’exis-
tence et 'unicité de la solution sont prouvés via les outils du chapitre 1 de ce mé-
moire. X
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Remarque importante : ce théoréme met en lumiére une propriété particu-

. . . . —Vx
lierement importante des PML : la partie spatiale de 1'opérateur (VOX g )

n’est pas affectée dans le milieu PML. Cela garantit donc la possibilité de choisir
librement la méthode d’approximation numérique (Elements Finis, Volumes Finis,
Galerkin Discontinu, ...). On pourrait également écrire une formulation de Gedney
plus appropriée a une approximation FTDT pour des schémas leap frog.

La formulation précédente a été établie pour des Equations de Maxwell tridi-
mensionnelles. Pour obtenir les Equations bidimensionnelles, il suffit de réaliser une
descente de Hadamard sur les Equations précédentes. Dans les résultats numériques
présentés dans (2.10), nous travaillerons en bidimensionnel. Nous allons donc expli-
citer ces derniéres.

Propriété 2.48
Soit ¢ = (Ex,Ey,HZ)T. Les équations de Mazwell bidimensionnelles sont données
sur le domaine PML par le systéme de Friedrichs sur R® x Rt :

7 8 @(Xa t) A T O O _ay

1602250 | Gsgoet) + Boouet)+ [ 0 0 0. | el = fo(x)
9, 9, 0

7607250 | Ry i 1) = (1)

avec les matrices sutvantes :

I(x) = det(T) (T'P*) " PT*'
A(x) = det(T) (T'P*) " A(x)PT*
(x) = det(T) (T'P")" B(x)PT"

1

1

F(x) = T"P ' F(x)
Ix)=TP"!
Remarque : dans le cas ou ¢ = (Hw,Hy,EZ)T, Wl faudrait remplacer la matrice
0 0 —9, 0 0 Oy
0 0 0O, | par | O 0 =0,
_ay ax O ay _ax O

Démonstration : 'opérateur Vx découple naturellement les 6 équations de
Maxwell une fois la « décente de Hadamard » effectuée, c’est & dire en remplacant
Popérateur 0, par zéro, et en considérant comme nulle la valeur propre de la ma-
trice diagonale du jacobien de F par rapport & ¢ (ceci est vrai en Pabsence de
PML sur I’axe z). De plus, a la vue des matrices mises en jeux dans la formulation
tridimensionnelle (diagonales par bloc), le systéme sera facilement découplable.

0,E. —0,H,
VxE=| -0,E. ~VxH= 0, H.
0,E, — 0,E, 0,H, — 0, H,
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De fait, les équations se décomposent en deux systémes dit mode transverse
électrique p = (Ez,Ey,HZ)T ou magnétique ¢ = (Hz,Hy,EZ)T. En procédant de
maniére identique & la démonstration tridimensionnelle, la décomposition en élé-
ments simples de la matrice PML étant (2.31), posons :

(x) = det(T) (T'P) " PT
A(x) = det(T) (T 'P) " A(x)PT"'
B(x) = det( T) (T 'P")” Bx)PT"
F(x) = T"P'F(x)
Ix)=TP"!
Soit f,, le second membre. Les équations sont données sur le domaine PML par :
B 0 0 -9,
(p I(x) + A(x) + B(x) (p I(x) + F(x)) ) e09r| 00 0 Jplx) = 1,00

- - -1
Posons 9(x) = <p Ix) + F(x)) ©(x). Viennent ainsi les Equations de Maxwell

sur R3 :

0 0 -9,
p I(x)o(x) + A(x)o(x) + B(x)1h(x) + % g % p(x) = fo(x)

p I(x)(x) + F(x) ¢(x) = ¢(x).

En utilisant la transformée de Laplace inverse, on obtient in fine sur R?® x R*

 bext) - ) 0 0 -9,
Ix)————+ AX)p(x,t) + Bx)p(x,t)+ | 0 0 0 | p(xt)= fo(x,t)
ot 9, 4, 0

10072 ) v t) = ol ).

On retrouve, 1a encore, un systéme de Friedrichs, et la partie spatiale de 'opéra-
teur n’est pas modifiée. Ces deux points garantissent donc une implémentation numé-
rique simple, et laisse le choix de la méthode d’approximation spatiale. X

En 2001, dans [20], cette approche de la théorie PML avec des variétés pseudo
riemanniennes a fibrés tangent et cotangent complexes avait déja été abordée pour
des problémes harmoniques. Les différences majeures de ce travail avec celui présenté
dans cette thése résident en quatre points.

1. Pour la restriction & un domaine borné, nous avons, dans le cas harmonique,

la potentielle présence de fréquences de résonnances (rappel : p appartient a
un domaine d’holomorphie H privé de S ensemble localement fini pouvant étre
vide. Lassas et al. n’ont pas cette restriction.
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2. Cette différence se paye : leur théorie implique de placer la frontiére artificielle
« assez loin » du domaine D. Dans notre cas, elle peut étre placée aussi prés
que 'on veut.

3. Lassas et al. requierent une hypothése supplémentaire pour définir leurs va-
riétés pseudo riemanniennes absorbantes : la n-euclidianité asymptotique de
la métrique. Autrement dit, ils imposent une stricte convexité et que la mé-
trique et la connexion soient majorées asymptotiquement par une métrique
euclidienne. Nous n’avons pas besoin de cette contrainte.

4. Dernier point : nous proposons des formulations temporelles. Leur travail se
limitait en effet aux formulations harmoniques.

2.7 Equation des Ondes

Soit p(x,t) = (u(x,t),v(x,t), p(x,t))? solution du probléme & coefficients constants
bidimensionnel pour I'aéroacoustique a l'ordre 1 suivant :

%Sﬁ(x,t) + (vT 0) p(x,t) = 0. (2.32)

Montrons que ce type d’Equation admet bien une formulation intrinséque et
établissons les Equations PML.

Propriété 2.49 (Formulation intrinséque)
U = —vdz + udy
Soit la 2-forme W et les 1-formes (U, V') suivantes : ¢ 'V = udx + vdy
W = pdx A dy

L’équation harmonique de (2.32) écrite extrinséquement

0 0 0,
pe(x)+ | 0 0 9,] ¢(x)=0
9, 9, 0

peut étre écrite sous la forme intrinséque suivante :

p GZ) +d (Z ) —0. (2.33)

Démonstration : comme U = —vdx + udy, on a :

dU = d (—vdx + udy)
= —dv ANdx + du A dy
= (0yv + Oyu) dz A dy.

De plus, pW +dU =0 < (pp)dz Ady + (0,v + O,u) dz A dy = 0. D’ou :

(pp+ dyv + Oyu) dx A dy = 0. (2.34)
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Par ailleurs, dp = 0,p dx+0yp dy et pV +d p = 0. Par identification de coefficients
sur la base (z,y) :

(pu+ 0yp) dx + (pv + Oyp) dy = 0dz + 0dy.

On a donc bien équivalence entre la formulation extrinséque et la formulation
intrinséque.

Théoréeme 2.50
La matrice de la formulation PML pour I’Equation des Ondes est :

1

K(p,x) = [ 37" 0
0 Vg
1 T
_ m«f(p,X) J(p,x) 0 |
0 det (J(p,x))

ot J(p,x) est la matrice jacobienne du changement de variable compleze.

Démonstration soit la formulation extrinséque de (2.32) dans la base (z,y)
de R? exprimée plus haut. Soit une variété M réelle & fibrés tangent et cotangent
complexes que 'on immerge dans C2. Les nouvelles inconnues seront notées (Z,7).
Soit J(p, x) est la matrice jacobienne du changement de variable complexe.

Soit , 7, les inconnues exprimées dans la base (x,y) et @,0,p dans la base
(@,y).

U =-—0di+udy =—vde+uds

W = pdzAdy = pdxAdy.

En notant z;; les coefficients de la matrice J(p, x), il vient que :
dz\ de\  (zndr+ z2dy

<dﬂ) N J<p7 X) (dy) N (222 dx + 221 dy

) = (ZQQ _212) (Z) Par
—Z21 A1 v
~1

_ 1

ailleurs, ( 22 Zl?) = (le 212) d’ou
—Zo1 211 211222 — Z12%21 \F21 22

() = woeore ()

" 1
~ det (J(p,x))

Sn SN

On en déduit que p = (211220 — 212221) P et (

S SN

S
|
™
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En utilisant I’écriture intrinséque de l'équation des ondes (2.33) dans la base
(z,7y), on obtient :

p/Wv+d[7:p5dm/\dy—|—(8y1:)+8xﬁ)dm/\dy:p5+ [&E 8y] (%) =0
pV +dp = p (udF + 0dy) + 0:pdT + d5pdy

=p (ﬂ) +[0. 0,)" 7

v

1 u T 1 ~
P a0 () 0 0 g
Comme {85] =J(p,x)! [81} il vient que :
8?7 ay
1 i 0 0 9\ [u
—J Ty 0 ~ . ~
p | det Fipy T @X) TPx) 2 Fl+lo o o] ([5]=0
0 det (J(p,x)) 3 9: 9y 0 P
(2.35)
Remarque : une autre solution aurait consisté a écrire 'opérateur du premier

ordre des ondes sous la forme W = pI,,,1 + (Oé;l g) A partir de la formulation

intrinséque ci dessus, on obtient que

W = (*;p *dp> (2.36)

ol les inconnues appartiennent a Q"' x Q°. En procédant alors de la méme facon
que pour les Equations de Maxwell, on retrouve le résultat ci dessus.

Remarque : en notant (f,g) le second membre pour I’équation des ondes, et
(u, p) les inconnues, si § f = 0 sur €2, on retrouve bien I’équation des ondes scalaires.
En effet, comme p est une O-forme, 6 p = 0 donc A’ = (6d +dd)p=dp d’ou:

p’p+ddp=xg=p°p—A%.

2.7.1 Formulation étoilée

Rappelons le changement de variable (2.24)

p(x) =kp+(1=k)po(0),

mw=aw+$ﬂmm—m.
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Proposition 2.51
La matrice PML harmonique associée a cette formulation pour I’Equation des Ondes
est donnée par :

kp(p+ ) ap+a 0
b p+p bp+ [
pK(p.x)=Q" | apta bpe+0) o pP+a) 0 Q,
bp+3 k p+a kb p+p
0 0 kb(p+a)(p+p)
o a = f'(p(x) — R), B = %, a = 2(1—]{:)%;0), b = @ et Q la

matrice orthogonale de rotation.

Démonstration : soit J(p, x) la matrice du jacobien de la transformation (2.24).
A la différence des Equations de Maxwell écrites en tridimensionnel, ici, x € R?2,
d’ou :
D(,y) Dy D(0)D({0) D(p0)
D(z,y)  D(p,0) D(p,0) D(p,0) D(z,y)

J(p,x) =

~ 1 -
Do (15l 0= R) A=RA0) (1457 G0 - R) o
0 0 1
w _ g (1 kl)P 0(0) 8
D (p,0,2) 0 0 1
Soit @ = <Z?§g _(:)isn:) matrice unitaire, donc Q' = Q7. Comme précédem-
ment, notons a = f' (p(x) — R), = M, a=2(1—-k)——= £(0) et b= A(X).
p(x) p p
Alors :
1
1+ -« 0
k a
J(p, = Q| P ( ) Q"
(P 0 14ip)\0 D
p
det(J(p,x)) = kb (1 + log) <1 + lﬁ) .
p p

Etant donné que la matrice de la formulation PML est donnée par (2.35), il faut
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former la partie 2 x 2 de la matrice avec le terme

pta

1 7 ) = oF k O\ ([p+2
T @) ) =@ (1)) | P b )
p+«
b

kp(p+a)

ap+a bp@+5) ap®+a)

5p+5 k P+« k:b p+ﬂ

En notant désormais @ la matrice de rotation dans R? et en rajoutant pour le
terme (3, 3) le déterminant du jacobien, on obtient le résultat proposé. X

Q

Proposition 2.52
La matrice PML associée a cette formulation pour [’Equation des Ondes peut étre

décomposée sous la forme :

K(px) = QP(x) (p 100 + A + B0x) (p 1o+ F)) ) P10

ko —2(1—k) p6£9) 0
P(x) = 0 @ 0 I(x) = H(l}() I,
p
0 0 K(x)
A(x) = —diag (a0 - (). Hx) ~ a(x).0(x) + 40
Blx) = —sding(a(x)(a(x) - 4(x). 56x)(30x) ~ a(x)),a(x) 5(x))
F(x) = diag(a(x), 5(x),0)
avec K(X) = <k %)_ ,ax) = f(px) — R), B(x) = % et Q matrice
de rotation .
Démonstration : Soit a(x) = f' (p(x) — R) et B(x) = %ﬁ(;m
PP + a(x)) _ BE)(B(x) — a(x))
p + B(x) B ey
o) ¢ 20
_ (p2) B a matrice de la formulation eut se décomposer
Posonsm(x)—(k:p(x)> .L trice de la fi lation PML peut se d p

en éléments simples sous la forme énoncée. X
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Propriété 2.53
Les Equations des Ondes peuvent étre relevées sur R® x RT sous la forme :

C dext) - i 0 0 0,

I(x) == + A(x)e(x, t) + BX)$(x,1) + 80 g 3y | p(x,t) =0
x Yy 0

7)™ U0 L T ) ) = ().

avec les matrices :
T(x) = QP(x) 1(x) = T(x)2(x) T(x)"
A(x) = T(x)A(x) T(x)" B(x) = T(x)B(x)T(x)"
Démonstration : la démonstration se conduit de maniére identique a celle pour

les Equations de Maxwell. Soit ¢ la solution de ’Equation des Ondes sur le domaine
PML :

0 0 0,
K(p.x)p(x)+ [0 0 9, px)=0.
0, 9, 0

Posons T(x) = QP(x) et introduisons la notation barre qui signifiera T(x) e

T(x)". Posons t(x) = (p T(x)"™" + T(X)T_lF(x)> o(x). D’ou sur R :

0 0 &,
p I(x)p(x) + A(x)(x) + Bx)v(x)+ [ 0 0 0, | ¢(x)=0
9, 9, 0

p T(x)" ¢(x) + T(x)" F(x) h(x) = o(x).

Par transformée de Laplace inverse, on obtient le résultat proposé. X

2.7.2 Formulation hybride

Le changement est cette fois ci donné par (2.24)

1 ]
{/x\:va k—1)inf(x,y) x—x+5 oa(T)dr
~ s 1
y=vy+ (k—1)inf(z,y) §:§+—/0y(7)d7

Proposition 2.54
La matrice PML harmonique associée a cette formulation pour I’Equation des Ondes
est donnée par :

p(p + 0.(x))

b+ 0y(%) ’ ’
pK(p,x) = T(x) 0 %@(S)) 0 T(x)",
0 0 P+ 0,(x))(p +0,(x))
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ot la matrice triangulaire T(x) dépend de la partie du domaine sur laquelle on la
calcule.

Démonstration : soit J(p, x) la matrice du jacobien de la transformation (2.24).
D(z,y) D(,y)
D (Z,y) D (z,y)

Comme pour la formulation des Equations de Maxwell, introduisons T la ma-
trice triangulaire associée au changement de variable chapeau qui dépend de la partie

J(p,x) =

1 k=10
du domaine sur laquelle on la calcule : sur D, Tg(x) = [0 1 0] et sur
0o 0 1
k 0 0
D,.,Ty(x)=[x—1 1 0]. On désignera également par To: = Tp(1:2,1:2)
0 01

dans les calculs suivants. Comme on ne travaille qu’avec des matrices carrées, cette
surcharge de notation ne sera pas pénalisante pour la lisibilité des calculs. On a
alors :

1
1+ —0,(x) 0

J(p,x) = P 1 To(x)
0 1+ an(x)

det(J(p, x)) - p <1 + %Jx(x)) (1 + %(Iy(x))

1 1-x 0
Posons T(x) = (To(x))™", cest-a-dire sur D}, TH(x) = = 0 x 0] etsur
"\o 0 &
1 k 00
D,. T (x) = - 1—x 1 0].La matrice PML s’obtient alors comme dans la
0 0 w

sous section précédente.

Proposition 2.55
La matrice PML associée a cette formulation pour ’Equation des Ondes peut étre
décomposée sous la forme :

K(p,x) = T(x) (p I+ A(x) + B(x) (p L + F(x)) ") T(x)",

ou I= %Ig
F(x) = diag (ay(x), 0:(X), O)
A(x) = %diag (0% = 04(x). 7,(3) — 74(x) 02(x) + 7, (x)

B(x) = diag (0,(x)(7,(x) — 02(3)), 02 (x)(02(x) ~ 0, (x)), 72(x) 7,(x))
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et la matrice triangulaire T(x) dépend de la partie du domaine considérée : sur D},

1 1—-x 0 k 0 0
T"=(0 &k O0]etsurD,, T=|[1-x 10
0 0 K 0 0 kK
Démonstration :
p(p + Uﬂc(x)) =p+o, (X) . O'y(X) + O'y(X) (O'y(X) B UI(X))
p + 0y(x) p + 0y(x)
p(p + 0y(x)) 04(x)(04(x) — 0y(x))
LS e Aswad =p+o0,(x)—0.(x)+
p—f‘O'ag(X) p y( ) ( ) p—i—Ux(X)
La matrice de la formulation PML peut se décomposer en éléments simples sous la
forme énoncée. X

Propriété 2.56
Les Equations des Ondes peuvent étre relevées sur R® x RY sous la forme :

- 0pxt) - _ 0 0 &

I(X)T’ + A(x)p(x,t) + B(x)y(x,t) + 80 (;) Oy | p(x,t) =0
x y 0

1w PPN T B e 1) = ol )

avec les matrices :
Ix) = Tx)Ix)T(x)"  A(x) = Tx)AXx)T(x)"  B(x)= T(x)B(x)T(x)"

Démonstration : se conduit de la méme maniére que celle pour les Equations de
Maxwell. X

2.7.3 Deuxiéme formulation hybride

Le changement de variables considéré est (2.25), a savoir :

{

Proposition 2.57
La matrice PML harmonique associée a cette formulation pour I’Equation des Ondes
est donnée par :

x+ (k—1)inf(z,y)
y+ (k — 1)inf(z,y)

@) 8)

( p+a<x>>)2 o)’ .

p+20(x p + 20(x) .
pPE(p.x)=Tx) | o(x)? ( p + o(x) ) 0 " (x),
P + 20(x) P+ 20(x)
0 0 k(p + 20(x))

ot o désigne la dérivée de la fonction f, et la matrice triangulaire T(x) est la méme
que pour la formulation précédente.
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Démonstration : elle se conduit comme pour la formulation précédente. Le
jacobien de la transformation tilde contient la seule modification.

Posons o(x) = f'(x +y — R). Alors SAG) =L+ E (U(X) U(X)).

D@35 — p\ox) o)
1+la(x) lO(X) 0
o0 = | L 1k L o] B
p b
0 0 1
det(J(p,x)) = m(1+§a(x)) X

2.7.4 Généralisation

De la méme facon que pour les Equations de Maxwell, nous proposons une écri-
ture générale indépendamment de la formulation PML choisie.

Propriété 2.58
La matrice p K(p,x) pour [’équation des ondes peut s’écrire sous la forme

p+ A

1 T pT pp+)\2 0 L
detT rp 0 p+ A P T 0
p+A\
0 det 7P AP+ Ao)
P
MO0
oﬂT:%7D: 0 X 0] et PP=pP"
Dx 0 0 A

Démonstration : le calcul de la matrice K(p,x) a été établie a chaque formu-
lation. Néanmoins, étant donné le changement de variable générique

x:ww+$ﬂmm»

il est possible d’obtenir une formulation générale. Soit la matrice jacobienne J(p, x).

Dx 1Df\ D
Elle s'6crit — = (I + ——f -7 Comme f est le gradient d’une fonction convexe
Dx pDy /) Dx

par rapport a ¢, il existe P une matrice unitaire P* = P! telle que

D 1

Df _ p (I+ = D) P

Dy p

ol D est une matrice diagonale. Soit \;, ¢ = 1, 2 les valeurs propres de cette matrice.

D 1
Posons T = D—(p, alors J(p,x) = P~ (I—i— — D) P T. La transformée de Hodge as-
X P

sociée est x = det(J(p,x)) J(p,x) ™" (J(p, X)T)_l. L’opérateur des ondes se traduit
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-1
de fagon intrinséque dans la matrice K(p,x) = (p’g po*)'

K(p,x)(1:2,1:2) =det(J(p,x))"" J(p,x)" J(p,x).

K(p,x)(3,3) = det(J(p, x)).
D’oti le résultat proposé. X

Théoréme 2.59

Les FEquations des Ondes bidimensionnelles dans le milieu PML s’écrivent en insta-
ttonnaire sous la forme

C dext) - ) 0 0 0,
I(x)—= + A(x)p(x,t) + B, 1)+ [ 0 0 9, | o(x,t) =0,
ot 9, 8, 0

et Y est solution d’une Equation aux Dérivées Ordinaires :

10750 4 P v 1) = (1),

avec les matrices déduites de la décomposition précédente

1 -1
S ——T'P"P" T 0
Ix)= | detT
0 detT
1 I pl w1
A(x) = detTT P Ax)P* T 0
0 det T(/\1 + )\2)
1 T pT 1
B(x) = detTT P'B(x)P* T 0
0 det T()\l)\g)
1 i pl L
Flx) = detTT P Fx)P" T 0
0 0
, . . . P+ A\ (AN — X))
D trat : soit . C =p+ N —)\)— ———,
émonstration : soit ¢ # j. Comme p Y p+( ;) Y
P+ A
p 3 0
la matrice P+ A p+ A, | S décompose en éléments simples sous la forme
P+

pli+ Ax)+ B(x) (p I + F(x))"' onl

F(x) = diag (Ao, A1) A(x) = diag (A — A, de — Ay)
B(x) = diag (— (A1 — M)A, —(As — A1)
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Posons :
1 1
5 T"P"P" T 0
Ix)=( detT
0 detT
1 1
’ T"PTAx)P* T 0
Ax) = | detT ()
0 det T(\; + \2)
1 1
. T"P'Bx)P* T
B(x) = ( detT (x) 0
0 det T(A1)2)
1 1
- T"P'Fx)P* T
F(x) = ( detT (x) 0
0 0
Soit ¢ la solution des Equations des Ondes données sur le domaine PML par :
B B B B B , 0 0 0,
(p Ix) + A(x) + B(x) (p I(x) + F(x))_ ) e+ [0 0 9,]p=0.
0, 0y 0

Posons ¢ = (p I(x) + 177’(x))71 p. 1l s’agit donc de la solution d’une Equation Dif-
férentielle Ordinaire. Introduite dans ’équation précédente, on obtient le systéme
régissant les Equations des Ondes sur R? :

0 0 0,
p Ix)p(x) + AX)p(x) + B)w(x) + [ 0 0 9, | ¢(x) =0
0, 9, 0

p I(x))(x) + F(x) ¢ (x) = ¢(x).

Par transformée de Laplace inverse, on obtient sur R?® x R*

vt - ) 0 0 a,
I(X)—7 + A(X%O(Xa t) + B(X)w(xv t) + 0 0 ay @(Xa t) =0
ot 0, 8, 0

I(X)W + F(x) ¥(x,t) = o(x,1).

Il s’agit bien d’un systéme de Friedrichs, facilement implémentable, et dont I'exis-
tence et I'unicité de la solution sont prouvés via les outils du chapitre 1 de ce mé-
moire. X

Remarque : comme pour les Equations de Maxwell, la partie spatiale de 'opé-
rateur n’est pas affectée dans le milieu PML.

Remarque : le travail explicité ci dessus peut étre généralisé en n dimensions
pour ’Equation des Ondes. Il suffit d’écrire 'opérateur de facon intrinséque (comme

o 0,1 V\ (+'p d\ .., .
dans (2.36)) a savoir W = pI,1 + ( T 0) ( d  «p) " les inconnues ap-

partiennent & R ! x R.
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2.8 Etude des formulations PML « naives »

On pourrait penser généraliser la théorie PML des domaines non convexes chaque
fois que 'on peut trouver sur cette frontiére un champ de vecteurs « s’écartant » et
en écrivant un damping le long de chacun de ces vecteurs. Soit x = (p,0,2) € R?,
un C! diffeomorphisme de R? et f une fonction C' qui vérifie les hypothéses (2.5).
Soit po une fonction C' qui représente la frontiére du domaine d’étude €. Dans le cas
d’une géométrie étoilée, le seul paramétre de cette fonction est 'angle. On choisit
I'immersion laissant € et z invariants et telle que :

ﬁ=p+%f(p—po(9))- (2.37)

Nous allons montrer que cette formulation est non correcte.

Proposition 2.60
La matrice harmonique associée a cette formulation est donnée par p K(p,x), soit :

PO o 2 Po(0)
p(p +a(x)) PP p PP 0
P+ () y (0p+ﬁ<x))(p+a<x)) P+ a(x)
@ eIp p(p + 5(x) ) v
P+ a(x) P+ a(x)
0 0 (P + 5() (P + a(x))
p
cosfl —sinf 0
ot a(x) = w, B(x) = f'(p—po(F)) et Q= | sinf cosf 0
P 0 0 1

Démonstration : soit J la matrice jacobienne. Les nouvelles variables carté-
siennes sont données par : T = p cos(f) y = psin(0).

D(z,y,2) D(2,4.2) D(p,0,2) D(p,0,2)

(
J:
D(z,y.2) (0,9 z) D(p.0,2) D(z,y,2)
1
- 1+ —f 0)) —py(0 "(p—po(F)) O
D(p.0,2) _ pf (p=po(0))  —po( )pf (p = po(0))
D(p,0,z) 0 1 0
0 0 1
D (7 cosf iﬁsin@ 0 cosfl —sinf 0 1 0~ 0
%: sinf pcosf 0] = |[sinf cosf 0 0 p O
(p.6.2) 0 0 1 0 0 1) \0 01
cosf sinf 0 cosf  sind 0 1 00
Dlp.6,2) = _sinf - cosf 0| = [ —sind cosf 0 0 1 0
D (z,y,2) p p 0 0 1 p
0 0 1 0 01
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cosf) —sinf 0

En posant @ = | sinf cosf 0 | matrice de passage orthogonale entre les coor-
0 0 1
données polaires et cartésiennes, on obtient :
1 1 1 00
10 0\ [1+=f"(p—po(0)) —pt(0)=f" (p—po(0)) 0O 1
J=Q|0 7 0 p p 0 - o0|Q”
00 1 X ! ’ £
0 0 1 0 0 1
1 po(6) 1
Lo mie) 2D L0 0
p P P _ T -

oD ID

0 1

Com (J) = Com (QF,Q") = Com (Q) Com (F,) Com (Q") = QCom (F,) Q".

g: 1+ é w. Posons a(x) = w et B(x) = f'(p — po(0)).
1
R
com(F) - | 29150 14 1w 0
p P p X X
0 0 (1 + 50&(X)) (1 + 5ﬁ<x))
1 1
det (Fy) = (1 + Ea(x)) (1 + Eﬁ(x))
) po(0) p B(x) 0
) P+AG)  p (p+al) P+ k)
Fy = 0 S 0
p + a(x)
0 0 1

La matrice de la formulation PML p K(p,x) est alors donnée par la relation :

p K(p,x) = p Com (J) J' = p Q Com (Fy) F;' Q".

D’oti le résultat proposé. X

Difficulté afférente A cette formulation

On avait effectué 'immersion de M dans (Cg de la fa(;on suivante :
X=X+ —— X || — X .
Po )

avec po(x) la distance du point x a la frontiére du scattered, qui dépend de I’angle 6
en deux dimensions, et des angles d’Euler en trois dimensions. Soit .#"~! la sphére
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unité de dimension (n — 1). R™ est toujours diffeomorphe a .#"~! x RT.

Cette immersion ne convient pas puisqu’elle ne donne pas un bon prolongement
de la solution élémentaire étant donné qu’elle ne vérifie pas la condition suivante :

X-y)P°=0 = x=y. (2.39)

L’immersion garantit cependant la décroissance asymptotique. On pourrait s’in-
terroger sur la nécessité de la condition (2.39). Pour réaliser une formulation PML
correcte, il faudra étendre la solution & un systéme de coordonnées curvilignes dans
R™, ce qui implique un changement de variables. Pour passer de R™ a notre variété
M, il faut avoir une bijection (diffeomorphisme). Il est possible de ne faire qu'un
simple changement de variables a condition qu’il soit compatible avec la convolu-
tion. Soit y € C". Considérons une carte locale. Tl faut garantir sur tout C" et
non seulement sur M, une structure de translation. La partie réelle ne doit pas étre
dégénérée, autrement dit :

Vv € T&H, g(v,v)=H'Hv #0, (2.40)

avec H € ,(C). Si cette condition est respectée, on sait qu'’il existe une fonction
a telle que

gy(v,v) a(y) > 0.
On peut alors définir une fonction ¢. € C*°(C, C) analytique pour x et y telle que :

1
i /G- + 2

¢5:

La condition (2.40) est nécessaire pour immerger le changement de variables dans
C". Il est toujours possible de faire un changement de variables mais 'immersion
de la variété dans C" est plus délicate. Il faut avoir stabilité du signe de la partie

imaginaire de la racine \/(i — ¥)% + €22 et la non nullité en dehors du cas x = y.

Soit x un point du domaine PML et y € €. Soit la normale n(x) = ﬁ Alors
X

'yl =po(y)) = 0. On souhaite calculer la partie imaginaire de la racine. La
partie réelle provient des termes de type X,y uniquement. Soit p = ¢ + iw. Aprés
avoir fixé une direction d’étoilage, on obtient :

S = 3 (e rgme (=i )

k

= 5 (vt BT xS (=l ).

2 2
e*+tw
k =+

Le probléme survient quand on se rapproche du domaine 2. Quand n est ortho-
gonale a y, la partie imaginaire s’annule. On change donc de signe pour la partie
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imaginaire dans le carré. Cependant, il serait possible que celui de la racine reste
invariant. f est une fonction croissante en x, plus rapidement que x. En l'infini, la
partie imaginaire est positive, puis s’annule et enfin devient négative quand n.y < 0.
La partie imaginaire change donc de signe et évolue comme le produit scalaire n.y.
Elle ne change pas de signe quand sa projection est dans le domaine €2 (ot la fonc-
tion f est nulle).

Etant donné la nécessité de conserver la partie imaginaire de signe constant, il
faut trouver une courbure qui ne passe pas par la coupure. De plus, cette coupure doit
intervenir entre |0, 7] pour conserver le bon signe. Or avec (2.38) c¢’est impossible.
Avec cette immersion, a I'extérieur du domaine, il existe toujours une fréquence
w telle que la partie réelle et la partie imaginaire s’annulent au méme endroit y
appartenant 8 D°NConv g (D). Le noyau de Green est singulier en y : la décroissance
est donc impossible a obtenir autour de y.

Les singularités de la fonction de Hankel

Nous allons expliquer pourquoi les résultats numériques obtenus avec cette for-
mulation posent probléme. Dans certaines configurations géométriques et selon la
position de la source (condition initiale), il était possible de voir apparaitre des insta-
bilités, alors que pour d’autres paramétres, la solution semblait tout a fait correcte.
Le coté apparemment « aléatoire » de ’apparition de ces problémes étant surpre-
nant, une étude locale a été entreprise.

Pour I’équation des ondes, nous connaissons le noyau de Schwartz. A I'aide des
fonctions de Hankel de type 1 ou 2 selon la convention de signe choisie pour définir
la variable de Laplace p = +iw + 0, il est possible d’exprimer la solution en tout
point du domaine. Elle est obtenue a I'aide de H}(w+/(X —%0)2 + (¥ — y0)2). On
appelle d = /(X — x0)2 + (¥ — yo)? cette racine complexe qui pose clairement un
probléme de détermination.

On rappelle que 'on définit notre variété pseudo Riemmanienne & ’aide d’une
~ 1

immersion complexe définie par le changement de variable p = p+ —f(p— po(6)) ou
P

f est une fonction positive croissante respectant certaines propriétés énoncées plus
haut. Alors :

{ T = pcos(h) { xo = po cos(fy)

Yo = po sin(fy)
On obtient alors d* = p? + p3 — 2pop cos(d6) et la partie imaginaire de la racine
est donc égale a :
2
Tm(@) = 2L (5 — py cos(56))
w

Le probléme est alors que les parties réelle et imaginaire peuvent s’annuler au
méme endroit : le noyau de Schwartz peut alors tendre vers l'infini a I'intérieur
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méme du domaine PML! Si p est assez grand, il n’y aura pas de probléme, ce qui
correspond bien a la notion de décroissance exponentielle en asymptotique que nous
avions déja montré. Mais, localement, pour des p assez faibles, on peut rencontrer
des difficultés variant avec les décroissances voulues, le choix de la fonction f, les
coefficients d’amortissement a I'intérieur des PML, mais aussi en fonction des formes
du domaine au travers du choix du pg ou des positions des termes sources. Se pose
alors un probléme de décroissance non uniforme qui peut générer des instabilités.
Afin de visualiser clairement ce probléme, nous avons réalisé un cas test : nous repré-
senterons la zone convexe (I'intérieur du L). Les axes gradués donnent 'orientation
du L, et la zone plottée est le carré qui compléterait le L pour le transformer lui
méme en carré. Nous allons visualiser le noyau de Schwartz qui est une fonction de
Hankel a argument complexe quand on place une source dans le coin haut gauche
du L (de coordonnées (0, 1)). L’instabilité apparait trés clairement pour la formula-
tion naive sur la figure (a). Les figures (b) et (d) présentent ces mémes résultats en
échelle log pour mieux évaluer la décroissance exponentielle de la solution.

00

(a) Fonction de Hankel pour les PML naives

(b) Echelle log
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0z

0 0

(c) Fonction de Hankel pour les PML corrigées (d) Echelle log

2.9 Cas des Equations d’Euler Linéarisées Barotropes

Rappelons les Equations d’Euler Linéarisées Barotropes établies au chapitre I
(1.9) a coefficients constants dans RT x R3 :

0 0 0 V
asﬁ%—c%go%-[vgp 0]¢—f. (2.41)

Le choix de I'axe de la direction de la convection a pour but de simplifier les calculs.
Le profil de vitesse ¢ est choisi constant tel que : 0 < ¢ < 1. Le second membre f a son
support spatial contenu dans un parallélépipéde Dy = |—x, o[ X | =0, Yo X]—20, 20},
et f e L?(R*,Dy).

Remarque : quand ¢ = 0, la différence essentielle avec les équations traitées dans
le chapitre précédent, outre la difficulté d’écrire les équations de facon intrinséque,
est que le déterminant du symbole n’est pas elliptique. En effet, soit C = p + ¢ o

x
0

} . Le probléme harmonique associé a (2.41) est :

py+Ap=F(p), (2.42)

avec p = € + 1w, et F' la transformée de Laplace de f. Le probléme sera étudié en
absorption limite (p = lirrol (¢ +iw)). On souhaite inverser 'opérateur A.
E—>

Propriété 2.61
Le déterminant de l'opérateur est donné par det(A) = C*(C* — A).
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c 0 0 o,
, . . o 0 Cc 0 o
Demonstratlon . la matrice assocliée a A est 0 O C 8 . DOHC .
9, 9, 9. C
ggggﬂ” 00 o, c o o, c o o,
OC ) Mecer —a.e 0 9, +a. |0 0 9, -a.0 C o,
b0 o ¢ 0C o 0C o 00 o
0" 40,0(=8,C) +8,C(—0,C) — 0. C(0.C)
= C2(C? — (8 + O + ). =

Remarque : le déterminant n’est donc pas elliptique. En effet, C* — (9?2 +8§ +0?)
est elliptique mais C ne l'est pas. Au sens de Hormander, il est cependant partielle-
ment elliptique par rapport & z. Il va donc falloir chercher une formulation PML &
la main.

Propriété 2.62

C2—R-9? 9,0, 0, 0.  —CO,
yEn 1 0, O C? — 0% — 0 0, 0. —C 9,
S C(C2—A) 0y 0. 9y 0. C*—02-0; —Co.

—C 0, —C 9, —C 0. C?

Démonstration : a 'aide de la proposition (2.61), on peut alors inverser for-
mellement I’équation (2.42) pour obtenir la solution suivante :

1

p = det(A)Com(A)" F = Gy

Com(A)" F,

ot Com(.A) représente la matrice des cofacteurs de A. Soit a;;, (4,7) € [1,4]? les
coefficients de cette matrice. Alors a;; = (—1)"7"'m;; ott m;; est le mineur associé
a la ¢ ligne et la 7¢ colonne.

c 0 9, 0 0 9,

a1 = 0 C az = C(CQ — 85 — 83) a2 = — 0 C EL = C@xﬁy
0, 9, C 9, 9. C
0 0 0, 0 C 0

a13 = C 0 Gy = C&E@Z a4 = — 0 0 C| = —CQ ax
9, 0. C 0, 9, 0.
0 0 0O, C 0 0,

a9l — — 0 C 8z = C@x(?y 99 — 0 C 82 = C(C2 — 65 — 83)
9, 9, C 9, 9. C
C 0 0, cC 0 0

93 = — 0 0 8Z == Cﬁyﬁz o4 = 0 0 Cl| = —C2 8y
9, 9, C 0, 0, 0,
0 0 0O, C 0,

asy = C 0 8y = C@xﬁz a3 — — 0 0 8y = C(?yaz
9, 0, C 9, 9. C
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C 0 0, c 0 0

aszs = 0 C 8y = C(CQ — 8% — 83) azqy = — 0 C 0| = —C2 8Z
9, 9, C 0 0y 0.
0 0 0, C 0 0,

ay1 = — C 0 ay = —03890 QAy9 = 0 0 8y = —C38y
0 C 0, 0 C 0,
C 0 0, C 00

ay3 = — 0 C 8y == —C28Z Qyq4 = 0 C O == Cg
0 0 0, 0 0°¢C

On remarque que V(i,7) € [1,4]% a;; = aj; donc Com(A) est symétrique. De
plus, tous les a;; ont un facteur C commun qui se simplifie avec une partie de det(.A)
pour obtenir la formule proposée. X

On peut donc trouver un cadre général d’inversion du déterminant compatible

avec le calcul matriciel. Soit C = p + ¢ — avec p = € + 1w, et * la convolution par

ox

rapport a la variable z. On suppose que le second membre F' appartient au module
de l'algébre des convoleurs .%/. On a :

Propriété 2.63
Soit |.|. une norme adaptée & notre probléme, 4 savoir :

2
Vx € R?, |x[cz\/ ’ 5 T yr+ 22
1—c

Les inverses des opérateurs sont donnés par les relations :
1 1 —p —cx
C?— A= e:np( ( +xc)>>|<
( ) 4Av/1 = 2 |X|e V1= \V1-—¢2 x|

C'= %emp (—p%) I(z) ®0(y) ®6(2) *.

On a alors la solution :
0=C2 %x(C*—A) '« MxF,

ot M est la matrice de dérivation de dirac associée a la matrice C-'Com(A)T.

. 0 : : :
Démonstration : C = p + ¢ —. Son inverse s’obtient directement : c’est le

produit tensolriel d'une fonction a décroissnce rapide par une distribution & support
ponctuel. Le calcul de l'inverse de C>—A est plus compliqué. Soit £ = F(z), v = F(y)
et ¢ = F(z) les variables transformées par Fourier. En applicant la transformée de
Fourier sur I'opérateur C2 — A, on obtient que :

FC=A)=(p+ict)’+&+1v7+¢&
2 2
I 2 : ¢ 2, 2
_1—c2+( 1 02§+zpm) + v +e”.
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1
On sait que F(SoJ) = det J|f(S)0(J*)_1 (formule de I'isomorphie). On utilise

2
ensuite la formule du retard pour se ramener a la solution de <L2> — A =0.
c

D’ou la solution proposée.

Comme Re(p) >0et que c<1,0na:

—cx
lim —— + |x|. = +o0,
Ix|—00 4/1 — 2 Il

donc l'inverse de C* — A appartient & L}, et est a décroissance rapide. Les inverses
sont uniques pour ces deux éléments dans ’algébre des convoleurs ¢.. Comme .7’
est un module sur &., on peut inverser le systéme (2.42) puisque 'on sait inverser
le déterminant dans 'algébre.

Cette proposition est établie pour Re(p) > 0 et le passage a la limite quand
Re(p) — 0 exige plus quand au comportement du second membre en l'infini.

Introduire des PML sur cette équation revient a modifier ’équation (2.42) en :
pF+Ap=F. (2.43)

On cherche alors une immersion telle que la solution ¢ soit & décroissance rapide
pour tout F' a support compact, méme quand Re(p) — 0. De plus, il faut que le
support de F soit inclus dans Dy et que F = F. Ainsi on aura ¢lp, = ¢|p,. Enfin,
on souhaite que le comportement asymptotique de ¢ soit indépendant de p. Autre-
ment dit, il faut que la solution du probléme PML ¢ soit majorée par une fonction
a décroissance rapide a l'infini indépendante de p.

. . . 5 0 . .
Si ’on remplace p par iw, on obtient que C = iw+c¢ s Sic # 0, le déterminant
x

n’est pas elliptique mais C est partiellement elliptique en x et C:— A elliptique. Si
¢ =0, le déterminant est elliptique (exemple : équation de Helmhotz). Malgré cela,
il est quand méme possible d’interpréter I’équation (2.43) comme étant I’équation
(2.42) écrite sur une variété immergée dans C* a l'aide du changement de variable

complexe :
-~ o~ 1 [™
X = X;(x) =x; + —/ oi(r)dr, Viel[l,3],
b Jo
ou les fonctions o; € O, croissantes sur RT, décroissantes sur R, toujours positives

ou nulles. On aura de plus les relations :
o1(x) =0six € [—z,20] 02(x) =081y € [—yo,y0] 0.(x)=0siz€E [—20,20]

Pour démontrer la décroissance rapide en I'infini, nous ferons en outre I’hypothése
que les fonctions o; tendent lentement vers I'infini quand |x| tend vers l'infini. Soit
M la variété définie par cette immersion. Elle est localement confondue avec Dy,
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est a fibré tangent complexe, engendré par les 0,, et cotangent complexe, engendré
par les dx;. Sur cette variété, , il existe une pseudo-métrique (isomorphisme entre
le fibré tangent et Cotangent) donnée par :

S a1 pmw) (1 pe)

p

La matrice des g;; est diagonale donc inversible, et son déterminant g a une racine

~1 -1 -1
globalement définie /g = (1 + %01 (x)) (1 + $U2 (x)) (1 + éag (x)) :

On peut faire les calculs a la main pour des PML cartésiennes mais il est impos-
sible de les faire de facon intrinséque. Il nous faudrait pour cela un calcul différentiel
et tensoriel défini sur les variétés Riemaniennes (produits extérieurs et intérieurs de
tenseurs ou de formes, transformée de Hodge, expression des dérivées co et contra
variantes). Or comme ces équations sont les linéarisées d’équations intrinséques,
elles ne peuvent pas s’écrire de fagon intrinséque. De plus, on sait que les Equations
d’Euler linéarisées n’admettent pas de formulation dispersive [31]. 1l faut donc ex-
hiber le changement de variables, ’appliquer et se placer dans les bonnes algébres.
L’équation (2.43) peut alors étre redéfinie de la fagon suivante :

Définition 2.10
On appelle systeme PML cartésien associé a (2.42) , le systéme défini sur M par :

p®+ AP = F, (2.44)

ot A est oblenu en remplagant 0., par Oz, dans A, el F oest g support compact
(de forme F (T (x),y(y),z(2)) ot Uapplication (z,y,z) — F est L* et a support
compact dans R3).

Nous allons exhiber une solution fondamentale a droite réguliére de ce systéme.

—_—~—

Pour ce faire, intéressons nous tout d’abord aux noyaux des opérateurs CetC2—A
obtenus a partir de C et C* — A en remplagant 9, par Os,.

Proposition 2.64

—~—

Les opérateurs C et C2 — A admettent des noyaur fondamentaur symétriques a droite
réquliers, avec respectivement :

6oL [1(o-) o (-B (2-7)) o (Fi3) @
p —c(f—;')

1
G ——%0 = —/:ex — +7 odx N dy N dz,
=AY dn/1—c2 ) r P V1—¢? V1—c? 4 Y
N2
(:r —SL“'> ~\ 2 ~\ 2
ou T = T & + <g7— y') + (E— z/> (la racine étant définie par sa dé-
—c

termination en partie réelle positive).
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Démonstration : G;;— est obtenu par prolongement analytique a Cc3/{0} (C*—
A est elliptique pour ¢ < 1). On montre que GCE:_Z;E est un noyau fondamental

—~—

régulier (et méme trés régulier puisque C* sauf sur la diagonale X' = X) de C2 — A

—_—

de fagon tout a fait analogue a ce qui est fait pour p?> — A dans [10], [5]. C2 — A est
au moins hypoelliptique. Soit :

xT

¢=Gz*p= %exp (—%%) / exp (%7’) Sy (T)e (7,7, 2) dT.

—0o0

On a cOz¢ = —pp+¢ donc (,70GC~1§5 = p et ¢ est évidemment C°. X

Conclusion : dans le cas des Equations d’Euler Linéarisées Barotropes il est
impossible d’obtenir une formulation PML générale. La non ellipticité du détermi-
nant du symbole couplé a 'impossibilité d’écrire les équations de facon intrinséque
oblige a revenir a des méthodes au cas par cas. Néanmoins, les PML cartésiennes
sont réalisables sur ce type de probléme (par exemple pour un écoulement dans un
guide d’onde avec des profils de vitesses en tangente hyperbolique).

2.10 Simulations Numériques

Dans cette section seront détaillés les cas tests numériques réalisés. Aprés avoir
explicité les conditions aux limites admissibles et la formulation variationnelle, nous
détaillerons les diverses formulations. Les cas tests seront réalisés pour des problémes
instationnaires et harmoniques, sur des maillages déstructurés.

2.10.1 Relévement des conditions aux limites

Dans I'exemple qui suit, nous allons étudier les conditions aux limites admissibles,
avant de rechercher un relévement pour une condition aux limites donnée. Soit d = 2
ou 3 la dimension d’espace considérée. L’opérateur associé aux problémes de type

. . S o
diffraction étudiés ici est I;,10; + (V% g)
01

On note alors K = I et Vi € [I,n], A’ = O (; . On est
di

O o Oai ‘ 0

dans le cas d’un systéme symétrique a coefficients constants.

Au bord, si n = (ny,...,ng) est la normale unitaire sortante au domaine en un
Od n
n” 0
expliciter le noyau de cette matrice. Comme n # 0, un vecteur V- ="*(vq,...,v4,u) €
R est dans ker(A n) si et seulement si v-n = 0 et u = 0. On constate alors que
ker(An) est un espace de dimension d — 1 et que, d’aprés la remarque précédente,
on peut expliciter le noyau de la maniére suivante :

point de sa frontiére, la matrice An = A" n; s’écrit : An = . On cherche &
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wtan =i o] = (e[ <[]

On remarque que An {g} = {ﬂ et que An {ﬂ = B} La base orthonor-

mée de vecteurs propres de An est alors : (K, ..., Ky 1,U;,U_1) ou les vecteurs

Ky, ..., K41 forment une base de ker(An). U; = \/Li r11 est le vecteur propre

1
V2
valeur propre —1. Les deux vecteurs précédents ne sont jamais nuls si la frontiére
est réguliere et ils sont normés orthogonaux.

associé a la valeur propre 1 et U_; = {_HJ est le vecteur propre associé a la

Lorsque A est une matrice symétrique réelle dans un R ev de dimension n, si
(v1,...,v,) désigne une base orthonormale de vecteurs propres de A associés aux

n
valeurs propres (Aq, ..., \,), il est facile de vérifier que A s’écrit : A = Z AU @ ;.

i=1
n

Dans le cas complexe, cette relation devient : A = Z Aiv; ® ;. Cette somme peut
i=1
étre restreinte aux valeurs propres non nulles. On a alors :

A= ) dwmoun (A= ) Noeu=A4T-4"

Aesp(A)NRYL Aesp(A)

Dans notre cas, An =U; ® Uy — U_; ® U_1. On obtient alors :

1 ® n
An+:U1®U1:—(“ — >

2 n 1
_ l/—n®n n
An :—U1®U1:§< n? _1)
’AnIIAn+—An‘:<n(§>n (1))

Construire un espace vectoriel maximal positif a partir de la décomposition de
C?! en ker(A n)®CU, ®CU_; revient a choisir une droite dans le cone de positivité
de An dans le plan CU; & CU_;. Soit (A, p) € C% Comme (AnUp ) |Upny)) =
A2 = |ul?, le vecteur U,y = AUy + pU-; est dans le cone de positivité de A n si

et seulement si |A] > [p]. Comme (AnUny|Unw) = 0, X # 0 et ainsi ‘%’ <1

Donc, pour construire un espace vectoriel adéquat, il faut et il suffit d’adjoindre a
ker(An) la droite complexe engendrée par un vecteur Uy gy = Uy + pU_4, § € C,
8] < 1.

Soit N = ker(An) @ CU(y ) I'espace vectoriel maximal positif.
Soit U € N. Alors U s’écrit sous la forme K + AU g), avec K € ker(An) et A € C.
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Donc (AnK | K) = [A*(1—|3]?) > 0 et ainsi (AnU |U) > 0.

Soit V € [An(N)]". Comme An(N) = {0} + CAnU, = CUy_p), on a
[An(\))*" = [CU\,—p))" = ker(An) ® CUg1y. Donc V est de la forme K + AUz 1),
avec K € ker(An) et A € C. Do (AnV|V) = |A*(1 —|8]*) > 0 et ainsi
(AnV|V) <0,

Pour le probléme primal, puisque N' = ker(An) & CU; g = [(CU(_M)]L, la

condition U € N s’écrit UT.U_g 1y = 0, avec les vecteurs UT = (vy,...,vq,u) et
1 (=
Uc—pny = E {( _%tll)n} La condition aux limites correspondante au choix d’un

[ dans le disque unité s’écrit alors :

(B—-1Dvn+ (B+1)u=0. (2.45)

On retrouve les conditions de type Dirichlet lorsque 5 = 1 et les conditions de
type Neumann lorsque g = —1.

Pour le probléme dual, on a [A m(/\/)}L = [CU(L,@]L. Auquel cas, la condition

V e [An(N)]*" sécrit VI.Uq,—5 = 0, avec les notations V' = (wy,...,wq,v) et
_ L iA=0)n] .
Ui-p = NG [ 148 :|, soit :

(1-pF)wn+ (1+p3)v=0. (2.46)

Pour relever la condition aux limites, on cherche, en tout point x de la frontiére,
une matrice M(z), carrée de taille d + 1, vérifiant ker(M(z)) = N (x).

Or rang(M) = 1 donc M est de la forme U ® V ot U et V sont deux vecteurs
de C?*1. On a alors :

ker(M) = V+ Im(M) = CU.

D’ou M s’écrit sous la forme W ® U_g 1. Il y a correspondance biunivoque entre
le choix d’un vecteur dans le cone de positivité de An (que 'on adjoint & ker(A n)
pour former Pespace vectoriel N) et le choix d’un vecteur dans le cone de négativité
de A n dont 'orthogonal sera le noyau de M. Si on choisit arbitrairement un vecteur
dans le cone de négativité et 5’ dans le disque unité de telle sorte que le vecteur
Uip 1) détermine le noyau de M, on obtient que N' = ker(An) & CU(; _p et les
conditions aux limites pour le probléme primal seront celles obtenues dans [38] :

B+ 1ovn+(f —1)u=0.
La matrice M dépendant de (3, nous la désignerons par la suite comme :

_1/(B+Dn@n (B-1)n
Mﬁ—ﬁ(—(uﬁ)nT 1—5)
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2.10.2 Formulation variationnelle du probléme

Pour définir la formulation variationnelle des problémes de diffraction, s’affran-
chir des problémes de traces et justifier les intégrations par parties, on va se placer
dans l'espace E défini par

peEspec (HELL(Qx[0,T)", (2.47)

mcx

k € N, ce qui signifie que les composantes de ¢ sont H**! par morceaux dans
2 x [0,7] & valeurs complexes, ou plus précisément qu’il existe une famille finie
d’ouverts notée (U,) vérifiant les propriétés suivantes. Les U, sont connexes, deux
a deux disjoints, non dégénérés et de mesure de Lebesgue uniformément bornée.

U U, = Q x [0,T]. OU, est de classe Ck*1 et U, est localement d'un seul coté de la

mcx?

frontiére OU,. Pour tout e, les restrictions de ¢ a U, sont dans H*"1(U,).

En pratique, nous considérons une sous-partition (V) en ouverts de la partition
(U.), vérifiant les mémes propriétés. Posons S¢ = UQV \0Q Ry = UV Sy

représente I'ensemble des discontinuités de la dlstrlbutlon Y et Ry son Complemen—
taire dans 2.

Considérons un probléme de diffraction dont la forme générale est établie au
chapitre 1 (1.14), a savoir dans R™ x R*, avec m le nombre d’équations :

A 2E 0+ 37 AP 4 Bl ) = ft)

Théoréme 2.65
Soit n = (n;) un vecteur unitaire normal sortant a OV,.

g est solution du probléme de diffraction dans E si et seulement si VNS E on a :
[ (o a0+ Bpw) - [ (A (67— ) )
ReNRy SpUSY

" /a(QX[O7T]) (Mpp, ) = /QX[U,T] (f,). (2.48)

ot S U SY signifie que ['intégration correspondante doit s’effectuer suivant les deux
orientations de n (des deuz cotés de la frontiere). Six € (SpUSY), on désigne par
@ (x) la limite quand € — 0% de p(x + en) et p;(x) celle de p(x — en), et cette

limite est au moins définie dans Hz (S¢ U Stp).

En chotsissant une seule orientation de la normale, on obtient que :

/ (A'n; (" —¢7),y7) = / (A (0" —¢7) 07 )+(A'n] (9" —¢7),0").
SpUSY SpUSY
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Démonstration : I’équation principale du systéme (1.14) s’écrit au sens des
distributions :

Ao(x)0p + Ai(x)0;0 + B(x)p = f presque partout sur Ry
A'n; [p] = Osur Sep.

En conséquence, Vi) € E,/ (A0 + A'0; + B)p,v) = / (f ).

~J RoNRyY ) ] ReNRyY
De plus, comme ker(A'n;) C ker(A'n;)", ker(A'n;) C ker(A'n;)” et que
(A’ (—ni))+ = — (A'n;) , on a l'équivalence entre
A'n[p] =0sur Sp < A'n; (p" —¢ ) =0en n; et en —n;, (2.49)

donc, pour tout ¢ € E, on a /

—~—

SpUSY
de la condition aux limites permet de conclure, a savoir que ¢ solution de (1.14)

implique que ¢ vérifie (2.48). Un choix judicieux de fonctions tests ¢ qui permet d’an-
nuler successivement les intégrales mises en jeu dans (2.48), ainsi que 'équivalence
(2.49) montrent trivialement la réciproque. X

(A'n; (T —¢7),¢") = 0. La contribution

Une discrétisation naturelle symétrique espace/temps de cette formulation varia-
tionnelle avec des éléments produits cartésiens espace/temps aboutirait & un schéma
totalement implicite. Si chacune des composantes des fonctions de base est un poly-
nome de degré inférieur a k, les auteurs de [8, 15] obtiennent 'estimation de I’erreur
de consistance en la norme ||| - ||| associée au produit scalaire

(¢, ¢)(L2(Q))m + /N (’Aini| ], W])Cm do,

SpuUSYy

ou [p] représente le saut des traces de ¢ sur S, suivante :

1l — nll| < estel|gl] e B3, (2.50)

mcx

ou ¢, est la solution du probléme associé au schéma totalement implicite et h la
dimension caractéristique du maillage du domaine spatio-temporel (). Pour I'ap-
proximation temporelle, nous choisirons un schéma implicite, inconditionnellement
stable.

Dans cette section nous allons présenter les résultats numériques obtenus pour
valider la théorie PML. Nous étudions deux types de problémes : le probléme en
condition initiale, et la réflexion d’une onde plane sur un scattered parfait. Pour
les problémes instationnaires, étant donné que toutes les fréquences jouent un role
équivalent, elles ont toutes la méme énergie. Ainsi, un probléme instationnaire en
condition initiale est le cas le plus difficile pour cette théorie.

Remarque : la formulation variationnelle ci dessus sera utilisée aussi bien dans
ce chapitre que dans le chapitre 3. Le flux splitting réalisé est en effet de type Van



2.10.3 Probléme harmonique 111

Leer-Roe, et en choisissant des fonctions ¢ et ) comme des polynomes de degré k
en espace et a coefficients dépendant du temps, on obtiendra des formulations de
type Galerkin Discontinu implicite.

2.10.3 Probléme harmonique

Nous allons dans un premier temps simuler numeériquement les PML étoilées
pour 'Equation de Maxwell bidimensionnelle. Nous utiliserons la décomposition de
la matrice K(p,x), plus facilement implémentable obtenue dans la section (2.6).
Soit un maillage | Jw, déstructuré ou les éléments seront supposés non dégénérés.

Dans le cas des PML étoilées, la proposition (2.26) donne la matrice sous la
forme

QP(x) (p I(x) + A(x) + B(x) (p L+ F(x)) _1) Pr(x)Q".

La formulation harmonique s’obtient en remplacant p par iw. On rappelle que
27 c d 2mc
— donc w = —

w:27rf:Tetf:/\ 3

ou éloigner les isovaleurs.

. On jouera sur cette fréquence pour resserer

Proposition 2.66
La matrice PML complexe se décompose sur R? sous la forme :

Re(K) = QP(A+ BFD)P'(x)Q@" Im(K)=wQP(I-BD)P" (x)Q"

1
_ 0 0
UJZ + 042 )
avec D = 0 m (1]
0 0 e

Démonstration : découle naturellement de la décomposition en éléments simples
de la matrice PML. X

Pour les simulations numériques, une méthode de type Volumes Finis a été choi-
sie. La formulation variationnelle du probléme est décrite dans la sous section pré-
cédente.

Proposition 2.67

La formulation PML étoilées harmonique des Fquations de Mazwell bidimension-

nelle revient & la résolution du systeme M¢ = F ou Re(M) = Re(K) plus la

contribution des termes venant de lintégrale de bord (An;), Im(M) = Im(K),

F = (airewef(mfe, yi)) représente la condition initiale choisie, a savoir la réqulari-
1

)

sée du Dirac sous la forme f(z,y) = exp <1 +
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La fréquence sera prise a 27, la source au centre d’étoilage du L et le rayon sera

pris en 0 L’apparente discontinuité des résultats de la figure (2.7) est die a de

forts gradients de pj, mal pris en compte tant par la géométrie du maillage que par
la visualisation des résultats.

| ] ;i ; ] ; - ; ; |l
43 -2 - 0 1 H 3 i 56

FiG. 2.7: Partie Imaginaire de H,

Dans le cas des PML hybrides, la proposition (2.28) donne la matrice sous la
forme
T(x) (p I+ A(x) + B(x) (p I + F(X))_l) T(x)".

Proposition 2.68
La matrice PML compleze se décompose sur R? sous la forme :

1
—— 0 0
T w* + oy
Re(K)= T(A+ BFD) T D 0 1 0
Im(K) = wT(I- BD) T (x) B w? + 02
1
0 0

En augmentant la fréquence par rapport a la figure (2.7), on obtient pour les
trois composantes du mode transverse électrique (E,, E,, H,) les figures suivantes.
Il est possible d’y observer trés nettement les transports d’information et la vive
torsion des rayons lumineux.
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o

!

[

2 -1 o 1 2 3 4
(a) Partie Imaginaire de H, (b) Partie Reéelle de H,
4 4
o &
3 5 3
et 4
4
2 2
2 h 2
- g—
1 o 1 o
2 ’ I
0" A‘ 0 A -
. . - ‘
- -
- & 1 v 4
— F:
8 it L
o ; . =i}
-2 -1 L] 1 2 3 4 2 1 0 1 2 3 4
(c) Partie Imaginaire de E, (d) Partie Reéelle de E,
4 4
8
3 L] 3
4
2 z-
2
1 o 1
1 2 \ 3
o- - b a-
" ) -~
=Y 6 -
-6
8
2- " 2- !
2 -1 L] 1 2 3 4 -2 -1 L] 1 2 3 4

(e) Partie Imaginaire de E, (f) Partie Reéelle de E,,
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Proposition 2.69
La matrice PML complexe pour la deuxieme formulation hybride se décompose sur
R? sous la forme :

1

o
Re(K)=T(A+—— B T" Im(Ky\=wT|I— —
e(K) ( +402+w2 ) (K) =w ( 402 4+ w?

B) T" (x).

Nous allons désormais réaliser une comparaison entre les PML hybrides et les
PML cartésiennes (solution de référence). Soit le maillage déstructuré proposé par la
figure (g). En rouge : interface milieu réel - PML cartésiennes. En orange : frontiére
transparente milieu - milieu. Il s’agit de la zone ajoutée par rapport & des PML non
convexes. Ce maillage fonctionne de paire avec celui de la figure (h) : ils présentent
une zone commune, le L intérieur. En vert : 'interface PML non convexes - PML
cartésiennes et en jaune l'interface milieu - PML non convexes.

(g) PML cartésiennes (h) PML hybrides

Dans un premier temps, on place la la condition initiale (régularisée du Dirac)
au centre d’étoilage du L. Ensuite, la source est décentrée. Ainsi le rectangle vertical
du L ne communique pas directement avec la source. Cela permet de visualiser la
torsion des rayons lumineux et de vérifier qu’il y a bien apport d’information sans
ajout d’erreurs numériques ni retard ni réflexions parasites : les restriction de la
solution au domaine commun sont comparables.

-0.1

(i) Partie Réelle de H, -PML cartésiennes  (j) Partie Réelle de H, -PML hybrides
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004 ' 004
or oo ° 006
008 , 008
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a1 : -1
012 \ 012
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014 e
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(m) Partie Réelle de H, -PML cartésiennes

-4

-2 L] 2 4 €

(k) Partie Imaginaire de H,

-2 a 2 4 =1

(o) Partie Imaginaire de H,

m

=

n

=1

o

N

(1) Partie Imaginaire de H,

(n) Partie Réelle de H, -PML hybrides

~ |
\O |

(p) Partie Imaginaire de H,
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Nous allons maintenant nous intéresser au cas du probléme de scattering. Soit
un obstacle parfait I' C Q ot  C R? est le domaine de vide étudié de forme L. On
utilisera un maillage déstructuré composé de N triangles (wy)rep, vy non dégénéré,
représenté sur la figure (2.8).

F1G. 2.8: Maillage pour un probléme de scattering

Nous allons étudier la propagation d’une onde plane incidente ¢;,. réfléchie par
[ de la forme p;,.(x) = gooew(_k‘x). Comme ¢ est solution des Equations dans le
vide, on en déduit que @y = (—ky, ks, 1)7, ou k = (ky, k)T est le vecteur directeur
de I'onde incidente. Pour les conditions aux limites, on choisit sur 92 des conditions
aux limites transparentes, et sur JI' des conditions réfléchissantes, soit donc :

vx € 0T, f(x) = / —M; 9ine(x) exp (—w k.x) ,
9., NOT
Vx €9,  A;n; (pT(x)) =0.

Nous avons déja expliqué que le domaine PML non convexe était plus grand que
nécessaire (2.4). Sur les résultats numériques obtenus pour le probléme de scattering,
la « zone inutile » apparait trés clairement (figures (a)). Le vecteur incident choisi

. —1 —1\"
pour ces expériences est k = .

V2' V2

4

24 ' F 2r - q02
1 N V -

N I N

S .
0z h | 02
. _ \ - Al -
: 03 | 03
-1 o O- 1 2

2l 04 ol S
2 -1 o 1 2 3 4 -2

3 4

(a) Partie Imaginaire de H, (b) Partie Réelle de H,
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2.10.4 Probléme instationnaire

Proposition 2.70
Les Equations PML cartésiennes pour les Fquations de Mazwell 2D sont données
par
9 p(x,1)
ot
dp(x,1)

T + Fw(X,t) — gO(X, t) = 0.

+ A p(x,t)+ By(x,t) + (410, + A20,) p(x,1) = f(x,1)

avec

A = diag (o, — 04,0, — 0y, 0, + 0y)
F = diag (o,,0,,0)

B, = diag (UI(UI - Uy)a _Uy(ax - Uy)a Uxay) )

et les matrices A; dépendant du choix du mode transverse étudié. Par la suite, nous

000
considérerons le mode transverse électrique, et les matrices Ay = |0 0 et
0 1

1
0
0
0

Le systéme étant bien posé, on en cherche maintenant une approximation. Contrai-
rement au cas de conditions aux limites classiques, il nous faut considérer un couple
d’équations, chacune étant approchées par un schéma numérique convergent et
stable. Cependant, la stabilité de chacun des deux schémas ne permet pas de conclure
quant a celle de leur couplage. C’est pourquoi on préférera utiliser, lorsque cela n’est
pas trop contraignant, la formulation implicite des schémas, beaucoup plus stable
que Pexplicite. Soit un maillage | Jw, déstructuré ou les éléments seront supposés
non dégénérés.

0@8;;@ + Ao, () + B, (1) = Flp, (1))
awgz (t) + F¢we(t) - QOWe(t) = 0.

ou F(¢,,(t)) représente la contribution du terme —( A0, + A20,) ¢(x,t) (cf. sous
section précédente sur la formulation variationnelle) et du second membre calculé
pour I'élément w,. Soit (¢",1)™) les solutions a l'instant n et At le pas de discrétisa-
tion temporelle.

Proposition 2.71
La solution pour un schéma de type Fuler Explicite de la formulation PML carté-
siennes des Equations de Mazwell est donnée par :

ngjl _(I;—-AtA -AtB ©n n At F(gl)
ntl ) At I L—-AtF " 0;

We We
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Démonstration :
n+1 n
Po Pu

e e +A n +B n — n
At Spwe wwe (Spwe)

n+1 n

We We + F n n — O
5 Vise — Pave

D’oti le résultat proposé.

Proposition 2.72
La solution pour un schéma de type Euler Implicite de la formulation PML carté-
siennes des Fquations de Mazwell est donnée par :

et (L+AtA  AtB O\ [ (en L (AtE(L)
p )\ At L+ AtF o 0s
Démonstration : & la différence de la formulation explicite, I'écriture de ce
schéma nécessite une inversion matricielle mais garantit la stabilité.
oot — ol
At

wn—&-l
at we + FQ/J”+1 SOn—l—l — 0

+AQT + By = F(¢])

We

D’ou le systéme matriciel :

1 1
AlstA 1 B (sogi) | at 103 (wgﬁ) N (F (300236))
—1I — L+ F we [0) — T we 3
3 AL 3+ 3 Ag

Les résultats pour les formulations instationnaires seront présentés pour des pro-
blémes de scattering. Soit un obstacle parfait I' C R?. Soit [0,7] Uintervalle de
simulation. Soit Q C R? le domaine de vide étudié. Le maillage est identique a
celui utilisé pour la formulation harmonique, il est déstructuré et composé de N
triangles (wr)kep1,n7- Nous allons étudier la propagation d’une onde plane incidente
Yine Téfléchie par un obstacle parfait I'. Formulation du probléme :

/ 87?90 + A; az@) / A 1’1 - // / Ml(SD + Spinc)7
1?) Oy, NOT

Yk

Soinc(Xa t) = ¥o Sln( (t —kx+ ¢)lt§t¢)-

Comme g est solution de ’équation des ondes dans le vide, on en déduit que
0o = (—ky, ks, )T, ot k = (ky, k)7 est le vecteur directeur de 1'onde incidente.
Par ailleurs, on choisit les grandeurs caractéristiques du maillage de facon & obtenir
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une longueur d’onde pour la largeur de ce dernier, donc A = 1, ce qui implique
une fréquence w = 27. Pour la phase ¢, on souhaite Vx € €, ¢;,.(x,0) = 0. Soit
x; = (24,7)7 le premier point de I'objet I' touché. Alors on aura ¢ = 27k.x;, d’oil
I'onde incidente @;,.(x,t) = @o sin (27r(t —kx+ gb)]ltgk(x,xi)). Pour les conditions
aux limites, on choisit sur 9€2 des conditions aux limites transparentes, et sur OI'
des conditions réfléchissantes, soit donc :

V1) €00 x [0,T],  flx.t) = /6 M5 ) + il ),

V(x,t) € 092 x [0,T7, A;n; (pT(x,t)) =0.

Le choix d’une formulation implicite a été fait. Le vecteur incident choisi est

k= (-1/v2,-1/v2)".

4- 0.08

0.06

-~ 10.04
2 - '
' - —0.02
- +-0.02
’ -0.04
-1 _
-0.06
Dy

2 2 0 1 2 3 4

Fi1G. 2.9: H, au temps t3






Chapitre 3

Une nouvelle Approximation de
Haute Précision

Un schéma numérique de type Volumes Finis garantit une bonne stabilité, une
bonne convergence, et n'impose que peu de contrainte sur le choix de la condition
CFL. Mais le choix d’approximer la solution par une constante sur chaque cellule
n’est pas toujours acceptable. Une bonne méthode généralement utilisée pour mon-
ter en ordre est le Galerkin Discontinu. Aprés calcul des conditions CFL pour un
probléme d’advection simple monodimensionnel & coefficients constants avec diffé-
rentes bases polynomiales, nous ferons ensuite une étude de complexité et de coit
d’un schéma Galerkin Discontinu en espace et Runge-Kutta en temps dans le cadre
général. Prouvant ainsi que ce type de schéma s’avére cotliteux, nous présenterons
une nouvelle approximation de haute précision qui saura conserver des conditions
CFL correctes, dérivée de la méthode des Volumes Finis.

3.1 Meéthodes de Galerkin Discontinu : complexité
et conditions CFL

Soit 2 un segment de R et 7' € RT\{0}. Considérons comme cas d’étude I’équa-

tion d’advection monodimensionnelle :
ou(z,t) ou(z,t)

t Q T d = t). 1

Ve, P 0B gy (5.)

Soit h € R*\{0} le pas de discrétisation spatiale. Soit (wg)rep,ny la partition de

Q2 associée. Chaque wy est alors un segment [ag, G| tel que B — ap = h, et on a

Q= U w. Soit ¢ € C'(R) une fonction test. Si u € CY(H} () x [0,T7]), notons

up(x,t) la solution approximée et k € [1, N]. Rappelons la formulation variationnelle
(2.48) de Galerkin Discontinu que nous allons utiliser, établie dans la section (2.10.2)
pour un systéme de Friedrichs général en dimension n :

/RumR(p ((A00; + A'0; + B)uy, g0)+/ (A'n; (uf —uy),¢7) = /ﬂ (f, ).

SupUSe

121
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ICiA():l,AlzaetB:O.

La normale sortante gauche a I'élément k& (au niveau de ay) est n = —1. A droite,
pour [, la normale est n = 1. De fait, A’'n; = inf(—a,0) en oy et A'n; = inf(a,0)
en ﬁk

Dong, si u € CY(H}, () x [0,T]), la formulation variationnelle de Galerkin

mcx
Discontinu associée a (3.1) que nous considérons est :

/Wk (%uh +a %“h, 90) + inf(a, 0)(un(Br + 0) — un(Br — 0))@(Bk — 0)

T sup(a, 0)(un (s + 0) — up(a — 0))pla + 0) = / )

Wk

Dans le cas ot @ > 0 qui est celui que nous considérerons dans la suite (sans perte
de généralité), cette formulation s’écrit plus simplement avec u} = wuy(ax + 0) et
u;, = up(ag, — 0) pour tout élément k € [1, N]

0 0
[ (G ageme) +atut e = [ (1.0), (32)

3.1.1 Calcul de la condition CFL

Théoréme 3.1
La condition CFL pour l'équation (3.1) approzimée avec une méthode de type Vo-
lumes Finis en espace et Fuler Ezxplicite en temps est :

ar<
a

Démonstration : Pour une approximation spatiale de type Volumes Finis, no-
tons Vk € [[1, N], ug(t) la solution approchée par une constante sur I’élément wy.
(3.2) devient alors, en prenant une fonction test constante par morceaux égale a 1 :

Vk € [[1,N]], h%Uk + a(uk(t) — Uk_l(t)) = fk

Soit At € RT\{0} le pas de discrétisation temporelle. Soit U[nAt, (n + 1)At] la

T
partition de [0,7] associée. Soit N; = AL Avec une approximation temporelle de

type Euler Explicite, I’équation précédente devient :

u(n-i—l) . U,&n)

V(k,n) € [LN] x [1, N, h =t a () — ) = £,
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Définition 3.1
Soit le semi discrétisé en espace d’un systeme d’Equations aux Dérivées Partielles

de type :
du
— = L(u).
o = L{u)
On dit que le schéma d’Euler Explicite est fortement stable, si pour une méthode
d’approzimation spatiale donnée (on l'opérateur linéaire de discrétisation spatiale

est noté L), il existe un Atg strictement positif et une certaine norme tels que :
VAt < Atg, | u™ + AtL(u"™) ||< (1 4+ O(AY)) || u™ || . (3.3)

Habituellement, la norme de dépend pas du maillage. Néanmoins, un probléme
avec les méthodes de Galerkin Discontinu est justement que ’on soit amené a faire
dépendre la norme du pas de discrétisation spatiale. On adoptera ici les mémes tech-
niques que [9].

Soit U™ = (Ugcn))ke[u,zv]] le vecteur de la solution discrétisée. Soit F(™ le second
membre . Soit Iy la matrice identité et Jy la matrice de Jordan, a savoir la matrice

At At
des 0,41 ;. Posons A = (1 —a 7) Iy +a - Jn. L’équation peut alors s’écrire sous
la forme matricielle suivante :
Ut — g um 4 Stpe
h
On souhaite que quand n tende vers l'infini, la norme || U™ || reste bornée dans
RV,
Définition 3.2
On appelle || . ||, norme subordonnée i la norme v de RY la norme définie par

|4 X,

in
XeRn X0 |X|,
équivalente a la notion de norme sous multiplicative, soit :

=|| A ||,. Pour les matrices, la notion de norme subordonnée est

v(A4,B), [AB[<| Al B

Théoréme 3.2

Soit A une matrice carrée de dimension N. Il existe une norme subordonnée telle
que :

Ve >0, | A< p(A)+e,

ot p(A) représente le rayon spectral de la matrice A.
L’inégalité (3.3) sera donc vérifiée si il existe un Aty tel que :
VAt < Atg, || A< (1+ C)AL,

soit encore sous la condition VAt < Atg, p(A) < (1+ C)At, puisque dans ce cas,
on pourra assurer 'existence d’une norme subordonnée telle que || A ||< p(4).
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Pour que ce schéma, soit stable il faut que la matrice A soit positive. Il faut donc
At At
garantir que (1 —a T) Iy soit positive, donc que (1 —a 7) > 0, d’ou le résultat

du théoréme. X

Pour une méthode de type Galerkin Discontinu de degré k, il faut choisir des
fonctions de base polynomiales de degré k. Nous allons dans un premier temps choisir
des polynomes de Lagrange ou les monomes. Une telle méthode entraine I'apparition
de matrices dites matrice de masse M et matrice de rigidité K. Le systéme différentiel
(3.2) s’écrit alors sous la forme matricielle suivante :

d
Ag§+KU F. (3.4)

Posons A = Iy — AtM ' K. Le systéme (3.4) devient sous une approximation de
type Euler Explicite :

U — AU™ + AtF™

Il faut donc pour assurer la stabilité de 'approximation, avoir p(A) < 1, et cette
inégalité déterminera la condition CFL. On utilisera la propriété que la matrice de
rigidité globale est triangulaire par blocs pour le calcul spectral (cf démonstration
du théoréme suivant).

Théoréme 3.3

La condition CFL pour l’équation (3.1) approximée avec une méthode de type Ga-
lerkin Discontinu d’ordre 1 avec une base de polyndomes de type Lagrange et Euler
Ezxplicite en temps est :

At <

Wl
SHESS

Démonstration : Pour une base de type Lagrange, a 'ordre 1, les fonctions de
bases sont :

_|_

+

>R 8
N~ DN~

Soit (u m(t) u,(f)( t)) les valeurs de la solution approchée uy(t) en —h/2 et h/2 et
¢ une fonction test. On a alors :

(

wt) = ul (1) bi(2) + u® (t) ba(a)
b @b (a0 P o)
é%u.cp = (bl(l‘)bg(l’) (:L‘ 2 > ( dt 5 dt

—by(z 1(z ulM
e = uf0) )+l (0 0t) = (N ) (u’&ft))
k

\
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La formulation variationnelle appliquée & un élément w; donne
T

/’”2 ( bi(2)’ <x>bz<x>> o () Al

Cnp \D1(@)ba(z)  ba(2)? a0 dt
"2 (<bi(x)/h bi(x)/h T
& X 1) (2)

+a de. (u; ' (t),u,”’ (T

/_m (—bzm/h —by(a >/h> CROA0)

by (—h/2)’ by (—h/2) by (—1/2) NURY
Ta (zn (=h/2)bs (=hJ2) by (—h/2)? ) (w0, )

bi(h/2)* by (h/2)bs (h/2) , y NT [
+a <bl(h/2)bg(h/2) by (h/2)? ) .(uélla),uéllaj> = _h/zfgx

(1)
La contribution des termes de bord améne donc a (é 8) (u’{z) Eg) et une partie
Up

, . o . 0 0 [u @)
dépendant de I’élément voisin précédent uniquement a ) .
0 1) \w2,(t)

La matrice globale de la formulation sera donc triangulaire par blocs. Pour cal-
culer son rayon spectral, on ne s’intéressera donc qu’a la partie diagonale par bloc,
c’est-a-dire la contribution des inconnues intérieures a 1’élément méme pour le terme
de bord. Les blocs composant les matrices de masse et rigidité sont donnés par :

= [ (e ")
k-af” <:2;ézi7,z B i

ta ( bi (—h/2)° b1 (—h/2) by (—Qh/2)> .
\ (=h/2)by (=h/2) by (—h/2)
Dot M % G ;> Posons A — —

a1 1 h
KZE(—l 1)

La condition p(A) < 1 devient alors 6A? — 4\ + 1 < 1 soit donc A\(6A —4)) <0
Comme la condition CFL est non nulle, on obtient A < 2/3. X

t . 3A—-1 A
, on obtient A = ( a3 )\_1).

Théoréme 3.4

La condition CFL pour l’équation (3.1) approzimée avec une méthode de type Ga-
lerkin Discontinu d’ordre 1 avec la base naturelle des polynomes et Euler Explicite
en temps est :

At <

Wl N
@Ib
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Démonstration : soit by(xz) = 1 et by(z) = x. On note (ax(t), b(t)) la valeur

8

de la pente et la valeur au centre de I'élément wy. Alors uy(t) = ak(t)ﬁ bi(t). Les

matrices de masse et rigidité deviennent :
( "Moo h (12 0
w= [ (o ) “55 (0 1)
—h/2
M1 1 —h/2 a4 =2
\K:a/h/Q(O x)dx—i_a(_h/? h2/4> :Z(_Q 1>'

a At . (1= X =))2
, on obtient A = 6L 1—3)

est donc décrite par I'inéquation 6A2—4X+1 < 1. Dot A < 2/3. X

. La condition de stabilité

Posons A =

Nous savons qu’augmenter 'ordre du schéma d’approximation temporel permet
de se rapprocher de la condition CFL des Volumes Finis. Nous allons donc¢ procé-
der a ces calculs en changeant I'approximation temporelle Euler FExplicite par des
méthodes de Runge-Kutta. Mais au préalable, étant donné que sur les exemples
précédents que les valeurs propres de la matrice de formulation du probléme MK
restent inchangées par rapport aux bases, nous allons démontrer que les matrices
sont semblables et aménent une formulation équivalente (et la méme condition CFL).
I1 sera alors possible de choisir la base induisant les calculs les plus simples (ou les
plus sympathiques).

Proposition 3.5 (Equivalence des bases)
Soit p un ordre d’approximation spatial. Alors, pour toutes les bases polyndmiales

de degré p, on obtiendra une unique condition CFL et des matrices de formulation
de type MK semblables.

Démonstration : soient (b;) et (b)) deux bases polynomiales de degré p fixeé.
Ces bases (du méme espace vectoriel) sont reliées grace 4 une matrice de passage

a coefficients constants «;;, donc b, = Z a,;b;. Les termes généraux de la matrice
de masse sont de la forme /bi bj, /b; b;-, ceux de la matrice de rigidité de la forme

/

abj / 8b;' :
/bi Ers /bi s Les intégrales de bords, quant a elles, sont de la forme /bi, /b-.
x x

(2

On constate donc que les coefficients «;; vont sortir linéairement de tous ces termes,
et formeront les matrices P et P* qui relieront les matrices de formulation des diffé-
rentes bases. Les matrices A finales sont semblables donc les rayons spectraux sont
identiques. Ainsi, & un ordre d’approximation spatial p fixé correspond une unique
condition CFL. X

Remarque : on peut donc choisir la base qui nous convient le mieux, et dans
notre cas, au vue de la simplicité des calculs engendrés, nous choisirons la base na-
turelle des polynomes.
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Soit p 'ordre d’approximation spatiale. La base naturelle des polynémes s’écrit

alors : (1, o, 2%, ---, 2P). La solution est alors approximée sous la forme :

u(x,t) = Z ap_i(t)r’.

Calculons les matrices de masse et de rigidité associées. Il faut faire attention a
homogénéiser les formules, c’est pourquoi on effectuera le changement de variables
a; = h'f3; et on prendra soin de diviser la ligne concernée par le jacobien de la
transformation, a savoir le pas d’espace h. On obtient ainsi les coefficients de la
matrice de masse :

m;; =0 si ¢ + j impair,

1

= SEr Griti=y) sinon .

mij

La matrice de rigidité se décompose comme somme de deux matrices, celle de la

0
contribution des flux (indice 1) , et celle issue de /8_u ¢ (indice 2).
T

(o _ (=1
e\

ksz) =0 si i+ j pair,

2) p+1—1

ki’ = e — sinon .

On discrétise désormais 'opérateur temporel. Pour cela, nous allons considérer
plusieurs schémas de type Runge-Kutta. Ce sont des méthodes a pas, stables et
consistantes. Dans [14], les auteurs généralisent des conditions de stabilité obtenues
pour des schémas a un ordre d’approximation quelconque en espace et Fuler Expli-
cite en temps, a des conditions CFL obtenues pour le méme ordre d’approximation
spatial mais pour des approximations temporelles d’ordre plus élevées (des méthodes
de Runge-Kutta préservant la propriété de stabilité forte des approximations de type
Euler Explicite du premier ordre). Le résultat principal énoncé est le suivant :

Théoréme 3.6

Si le schéma de résolution est fortement stable pour une méthode de type Euler
Ezxplicite, alors pour un r > 2 donné, il existe un schéma de Runge-Kutta oplimal
d’ordre r qui préserve cette propriété de forte stabilité pour la méme norme et pour
le méme ordre d’approximation spatial.

De plus, dans [14], les auteurs déterminent les coefficients a introduire dans
I’algorithme de type Runge-Kutta multi-pas tels que l'algorithme choisi d’ordre m
soit unique, précis d’ordre m, et conduise a la meilleure condition CFL possible.
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d
Pour des schémas de la forme d—: = L(u), ils définissent le schéma de Runge-Kutta

d’ordre m de la fagon récursive suivante :

u® = w4 At Lyt
Vi<i<m-—1, m2
k=0
avec pour k=1, --- ,m — 1 les o, donnés par le tableau 3.1.

TAB. 3.1: Coefficients du schéma Runge-Kutta optimal selon son ordre.

Ordre m .0 Q1 Q2 Q.3 Q4 Q5 Q6 O, 7
1 1
5 1 B
2 2
3 1 1 1
3 2 6
4 3 1 1 kS
8 3 4 24
N T
30 8 6 12 120
N N
144 30 16 189 48 720
(R R N S
280 144 60 48 72 240 5040
g 2119 103 ﬁ 11 i 1 1 1

5760 280 288 180 64 360 1440 40320

On remarque que la formulation d’ordre £ se confond avec le développement de
'exponentielle de la matrice AtM 'K, et que, de fait, Pordre g avec ¢ < k s’obtient
par troncature a l'ordre ¢ de la formule a 'ordre k. Les coefficients sont donnés par
le tableau 3.2.
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TAB. 3.2: Développement tronqué de ’exponentielle fonction de I'ordre du RK.

1 I-A
s rak E
ook A

2 6 22 120 T 720
A2 A A A° AS A7
- A+ = =2 = =
7 T 6 T 24 120 T 720 5040

A7 AP At AP AS A7 AP

§ I-A+=- 2 .2 2 2
+ 2 6 + 24 120 + 720 5040 + 40320
A A* A A5 A AT A® A’
9 I-A+ - 42 L 2 -
+ 2 6 * 24 120 + 720 5040 + 40320 362880
A2 A3 A4 A5 A6 A? AS A9 AlO
10 I-A+> -+ -

2 6 T 24 120 T 720 5040 40320 362380 3628800

Théoréme 3.7 (Théoréme spectral)
Soit f . M,(C) — M, (C) une fonction continue. Soit A € M, (C). Notons a(A) le

spectre de la matrice A. Alors :

f(o(A)) = a(f(A)).

Etant donné que le développement tronqué de I’exponentielle est un polynéme,
il est continu et assure ainsi que, connaissant les valeurs propres de la matrice
M 'K, on obtienne facilement celle de la matrice de formulation globale. Soit
A € sp(AtM ' K) telle que p(AtM ' K) = |)|, oit p(AtM ' K) représente le rayon
spectral de la matrice (AtM 'K). Si A € R, alors le rayon spectral de la matrice
de la formulation globale est la valeur absolue de g(\), ou ¢ est le développement
tronqué de I’exponentielle. Dans le cas complexe, c¢’est son module.
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Soit A = AtM 'K et Ila matrice identité. On peut désormais calculer les diffé-
rentes conditions CFL pour les algorithmes de Runge-Kutta connaissant les matrices
de masse et de rigidité associées au schéma de Galerkin Discontinu considéré. Soit
p(A) le rayon spectral de la matrice A et A € sp(A) la valeur propre associée. La
condition CFL est donnée par l'intermédiaire de :

gV < 1.

Nous allons tracer les courbes |g(\)| pour des ordres de Runge-Kutta r variant
jusqu’a l'ordre 13, et ce, pour des schémas de type Galerkin Discontinu d’ordre 1 a
7. En prenant 'intersection de ces courbes avec I'axe y = 1, nous aurons la condi-
tion CFL maximale pour chaque couple (Runge-Kutta, Galerkin Discontinu). Ces
courbes sont présentées de (3.1) a (3.7) et les résultats regroupés dans le tableau
(3.3). Les conditions CFL obtenues sont vraiment trés optimistes. En effet, si on
prend comme méthode de calcul des conditions CDL la norme .£? des polynomes
ce ne peut qu’étre pire. De plus, pour certaines équations (cf. sous section 3.1.3) la
méthode de Galerkin Discontinu d’ordre 1 n’a pas de condition de stabilité.

pr——

A3
—_—r

— kS

REE

nE

FK®
——FRKID
RE I

Fk12

—_—

F1a. 3.1: Galerkin Discontinu d’ordre 1
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25 i I
—_—ln / ]
nKz f |
— KA | f
A4 / |'I
AKE { f
HKT | I
2 ny | |
(4] / |
/
15— f /
| f

F1G. 3.2: Galerkin Discontinu d’ordre 2

F1G. 3.3: Galerkin Discontinu d’ordre 3
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)

F1G. 3.4: Galerkin Discontinu d’ordre 4

F1a. 3.5: Galerkin Discontinu d’ordre 5
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Fic. 3.6: Galerkin Discontinu d’ordre 6

Fia. 3.7: Galerkin Discontinu d’ordre 7
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TaB. 3.3: Conditions CFL selon I'ordre du RK (1-13) et du GD(1-7).

RK\GD 1 2 3 4 ) 6 7

1 0.667 0.325 0.289 0.193 0.19 0.154 0.091
2 0.893 0.532 0.546 0.363 0.404 0.227 0.198
3 0.967 0.596 0.662 0.442 0.529 0.244 0.266
4 1.147 0.656 0.696 0.463 0.554 0.282 0.282
) 1.307 0.784 0.816 0.544 0.62 0.331 0.309
6 1.44 0.876 0.948 0.63 0.736 0.363 0.367
7 1.613 0.954 1.028 0.684 0.82 0.402 0.414
8 1.76 1.061 1.117 0.742 0.874 0.444 0.441
9 1.907 1.153 1.235 0.821 0.954 0.479 0.477
10 2.067 1.241 1.336 0.888 1.05 0.512 0.527
11 2.219 1.335 1.425 0.946 1.125 0.559 0.567
12 2.376 1.43 1.529 1.015 1.192 0.596 0.598
13 2.532 1.25 1.634 1.087 1.278 0.635 0.64

Théoréme 3.8
Soit k un ordre d’approximation spatiale. Alors il existe un ordre r pour une méthode

de type Runge-Kutta tel que la condition CFL soit aussi grande que l'on veuille,
c’est-a-dire, tel qu’il existe C € RT\{0} telle que CFL > C.

Démonstration : Soit a la valeur propre complexe telle que sa partie réelle est
strictement négative. Soit x € RT. Soit g,_; le développement de I'exponentielle
tronqué & lordre n — 1. Alors :

e’ = gn_1(az) + R(x),

||nn

avec R(z) < ¢

K une constante strictement positive. Alors :

d’aprés la formule de Taylor Mac Laurin. Posons x = Kn, avec

la|™ K"n™

[gn-1(az)| < e +[R(2)] = |gn-1(aKn)| < ™| + o

n 1
En utilisant la formule de Stirling, n! ~ 27 n (E> (1+ ?), et & partir d'un
e n

certain rang, on a :
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la|™ K™e"

V2mn

% la|™ K"e™ , ,
Or |e"*"] — 0 et — 0 si et seulement si |a|™ K™e" < 1, donc

n—oo \2mn n—oo

1 1
K<— = crp>"T1
lal e lal e

(gn-1(aBn)| < |7 +

X

Il convient désormais de se demander si on obtient la convergence d’une approxima-
tion explicite stable comme celle-ci pour le systéme différentiel. Pour une méthode
de type Volumes Finis, on démontre que 'ordre d’approximation du systéme dif-
férentiel est conservé dans I’explicitation. Pour un schéma implicite ou le systéme
différentiel, on obtient une convergence en h®. I’explicitation du systéme différentiel
stable dans la méme norme que la norme de convergence peut faire perdre sur I'ex-
posant « de la convergence. La norme dans laquelle on controle la stabilité dépend
de h. Il existe toujours une norme dans laquelle la stabilité s’exprime en termes de
CFL hyperbolique. Cependant, la stabilité d’un schéma explicite au sens du rayon
spectral de la matrice ne suffit pas a assurer la convergence du schéma explicite
vers la solution du probléme en norme .£? quand h tend vers 0, et encore moins a
exprimer l'ordre de convergence en h®

3.1.2 Etude de la complexité d’un schéma de type Runge-
Kutta couplé & une méthode de type Galerkin Discon-
tinu

Soit 7 ordre du Runge-Kutta et k celui du Galerkin Discontinu. Nous travaille-
rons sur des équations de types équations des Ondes écrites sous la forme suivante :

20u3

0 p(x,1) 0p(x,t) _

Etudier la complexité d’un tel schéma sur une équation aussi générale implique
de faire quelques hypothéses. Nous prendrons comme condition CFL celle donnée
par le calcul monodimensionnel précédent(3.3) ramenée en bidimensionnel et tridi-
mensionnel par rapport aux conditions CFL des Volumes Finis. Cette hypothése est
d’ailleurs particuliérement optimiste (cf. limites de la méthode de Galerkin Discon-
tinu plus loin). Elle est correcte pour des maillages structurés mais trop favorable
pour des maillages déstructurés, ot augmenter la dimension de 1’espace équivaut a
diminuer la condition CFL. On suppose que les inversions des matrices de masses
sont stockées. Les calculs seront menés sous deux cas différents : le premier, ou il
faut inverser les matrices de masses, le second, ou elle seront supposées condensées
(cette hypothése favorisera les grands ordres). Enfin, la matrice Ay sera supposée
symétrique et ne dépendant pas de paramétres spatiaux (cette derniére hypothése
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permet notamment d’assurer qu’il existe une base, celle des polynémes de Legendre,
qui convienne pour obtenir des matrices de masses condensées).

Calculons le cotit d’un schéma Runge-Kutta optimal d’ordre r par élément. Il
équivaut du point de vue de la complexité & r résolutions d’un schéma d’Euler Ex-
plicite ou la premiére résolution peut étre d’'une complexité différente.

Soit n le nombre d’inconnues scalaires par élément et p le nombre d’équation
du systéme différentiel. Soit l'inversion d’une matrice diagonale la référence d’une
complexité nulle. Si la matrice de masse est condensée, le cotit d’un schéma d’Euler
est p fois celui d’'une multiplication matrice-vecteur : C; = p x (2r — 1) n?. En
revanche, si il faut inverser la matrice de masse, nous aurons un produit matrice
de masse-matrice de rigidité, qui induit une complexité en n3. D’oil un coiit en
Cy = p x (n®+2(r — 1) n?). Nous allons maintenant mener les études de complexité
a partir de ces deux formules.

Rappellons la formule reliant le nombre d’inconnues scalaires par élément a
Iordre du Galerkin Discontinu et la dimension de I'espace, notée j.

kD 42'2)...(k+j). (3.6)

Pour calculer 'erreur de projection, on étudie le cas ou la solution oscille de
fagon isotrope dans toutes les directions en se plagant sur un segment/carré/cube
de une longueur d’onde. Soit NV le nombre d’éléments par longueur d’onde. Soit une
solution de la forme sin(27z) x sin(27y) X sin(27z). On fait en cela une hypothése
défavorable quant aux « isotropiques » oscillations de la solution : en effet, cette so-
lution est appropriée pour des calculs dans une cavité, mais cette hypothése devient
trés pénalisante dans le cas d’un probléme extérieur ou méme guidé.

[1] utilise Pestimation a priori qui relie I'erreur de consistance a 'erreur de pro-
jection, et estime 'erreur de projection en majorant le plus finement possible le reste
de la fonction de Taylor avec reste intégral. En suivant cette méthode, on obtient la

y g

formulation :

2ﬂ.k+1 1
Eproj:ax(k+1)!x 1°
bt
N 2

otl la constante a ne dépend ni de 'ordre du Galerkin Discontinu, ni du temps.
Cette inconnue peut étre levée en travaillant a erreur donnée. En effet, on désire
simplement une comparaison entre les méthodes de Galerkin Discontinu et celles
des Volumes Finis. Il suffit alors de travailler a précision égale sur les deux modéles.
Soit ¢ la précision souhaitée. En Volumes Finis, le nombre d’éléments par longueur
d’onde est l'inverse de la précision. L’erreur de projection des Volumes Finis est
donnée par la relation précédente en prenant £k = 0 d’ot :

(3.7)

Eproj VF = (0 X 271’\/5 (38)
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On normalise la complexité des Volumes Finis a 1 et on étudie ainsi le gain de
complexité. Si la valeur de la condition CFL augmente, la complexité diminue. Dans
[29], il est montré que les ordres de Runge-Kutta optimaux sont les ordres 2 et 3,
aussi allons faire les calculs pour ces ordres. Cela ne signifie cependant pas qu’il ne
faille pas utiliser des méthodes de type Runge-Kutta d’ordre supérieur. Par exemple,
si la solution est un polynéme de degré 4, un seul élément en espace est nécessaire
si on utilise une approximation de type Runge-Kutta d’ordre 4 en temps.

Calculons le gain d’inconnues par ¢lément et par longueur d’onde. En cherchant
a obtenir la méme erreur pour les méthodes de type Volumes Finis et Galerkin
Discontinu, donc grace a la formule (3.7), nous pouvons relier le nombre d’inconnues
pour les deux méthodes :

1
v= (G

En tridimensionnel, le nombre d’éléments par longueur d’onde pour une méthode
de Galerkin Discontinu est en fait le nombre d’éléments par cube de coté de une
longueur d’onde. Pour une méthode de type Volumes Finis, le nombre d’¢lement est
I'inverse de la précision 9. Soit G; le gain d’inconnues entre les deux méthodes.

N |—

(3.9)

1 3

2t Nk + 1
N3 o 53— —2k
Gi=N°x§" = ((k+1)!) 2 x§ : (3.10)

TAB. 3.4: Gain d’inconnues par élément et par longueur d’ondes fonction de 'ordre
k du GD et de la précision.

) k=1 k=2 k=3 k=4 k=25 k=6 k=17
1 ) ) )
0 9.87¢2 3.82¢72 1.99¢72 1.19¢72 7.8¢73 5.4e3 3.9¢73
1 )

=0 3.95¢73 8.0e 4 3.16e~* 1.62e4 9.6¢~° 6.2¢7° 4.3¢7°
1 X X
100 9.87¢~* 1.5e~* 5.33¢7° 2.56e° 1.46e~° 9.2¢76 6.2¢76
1 .

=00 3.95¢7° 3.19¢7 8.5¢~7 3.51e” 7 1.81e7 7 1.07e”"  6.8¢78
1 X

1000 9.87¢ %  6.05e77 1.43e 7 553e® 273e® 1.56e® 9.8¢7?

Pour étudier le gain complexité, nous considérerons deux possibilités : soit la
matrice est condensée, soit I'inversion est réalisée en preprocessing. Soit G¢, le gain
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de complexité associé a la premiére hypothése, et G, associé a la seconde. Comme
le gain de complexité est le produit du gain d’inconnues, de la valeur de la condition
CFL et du coit du schéma Runge-Kutta (donné par C; et Cy), on obtient :

(3.11)

Ge, =G (2r—1)n* CFL(k,7)
Ge, =G (n®+2(r—1)n?) CFL(k,r).

Nous allons faire varier 'ordre k de la méthode type Galerkin Discontinu entre 1
et 7. La précision d sera prise variant réguliére de 0.1 & 0.001. Les gains d’inconnues
et de complexité seront regroupés dans les tableaux (3.4) & (3.6). Aprés étude de
ces tableaux, on constate qu'une approximation d’ordre 2 donne de bons résultats
méme a faible précision, bien que ce cas favorise trés nettement 'ordre 1. L’ordre 3
peut devenir intéressant a haute précision. Les autres ordres des méthodes de type
Galerkin Discontinu donnent des gains de complexité et d’inconnues du méme ordre
mais sachant que ces schémas impliquent des matrices de taille nettement supérieure
et une complexité de mise en oeuvre plus grande, il faudrait, pour justifier leur
emploi, gagner au moins un ordre de grandeur. Il n’apparait donc pas utile, au moins
dans les problémes confinés, de monter 'ordre des méthodes de Galerkin Discontinu
(ni celui des méthodes de Runge-Kutta). On se contentera donc de travailler avec
des ordres 2 ou 3. On prétera une attention particuliére au choix des conditions CFL
afin de s’assurer de la convergence et de la stabilité de ces méthodes. Ces résultats
montrent également que la recherche d’une autre facon de monter en ordre moins
pénalisante en terme de complexité et de condition CFL semble devoir étre étudiée.

TAB. 3.5: Gain de complexité G, fonction de 'ordre £ du GD et de la précision.

) k=1 k=2 k=3 k=4 k=25 k=6 k=7
1

0 4.23 6.09 13.01 15.88 29.57 25.94 33.48
1

=0 0.169 0.128 0.207 0.217 0.367 0.301 0.37
1

100 4.23¢72 2.42¢2 3.49¢2 3.42¢72 5.54e2 4.41e2 5.31e72
1

=00 1.69¢73 5.1le 4 5.5e 4 4.7¢ 4 6.9¢4 5.1e 4 5.9¢4
1 —4 -5 -5 -5 —4 -5 -5

1000 4.23e 9.7¢ 9.4e 7.4e 1.04e 7.5e 8.4e
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TAB. 3.6: Gain de complexité G., fonction de 'ordre £ du GD et de la précision.

1) k=1 k=2 k=3 k=4 k=25 k=6 k=7
1
E 8.46 24.37 95 196 572 744 1362
1
% 3.38¢7 1 5.12¢71 1.52 2.68 7.1 8.6 15.03
1
m 8.5e 2 9.7¢2 2.56e L 4.22¢71 1.07 1.27 2.16
1
@ 4.0e73 2.0e2 4.0e73 6e 3 1.3e72 1.5e72 2.4e72
m 8.46e 4 3.86e 4 96.87¢~* 9.1e 4 2.0e3 2.15¢73 3.42¢73

3.1.3 Autres limites des méthodes de Galerkin Discontinu

Soit le cas favorable de la convergence du probléme semi-discrétisé en h**2 en
O(l[O,T], £2) Avec un second membre assez régulier, ou h représente le pas d’espace. Soit
uy, la solution du systéme différentiel semi-discrétisé. Alors :

lu—up [|2< C x hF¥2,

ol la constante C' dépend de la forme du domaine, du second membre ainsi que des
conditions aux limites, prises en compte au travers de la norme H**'. Autrement
dit, cette constante dépend de la solution || w || gr+1.

On appelle uy, la solution du systéme discrétisé approximée par une méthode
de Runge-Kutta d’ordre r, polynémiale par morceau. Si cette solution est stable, on
a une convergence de || up, — uy |5 vers 0. Dans [14], pour un systéme linéaire, la
méthode de type Runge Kutta optimale (au sens de la formule de Taylor en temps)
est aussi celle qui conserve la stabilité forte L? du schéma d’Euler. 1l sera important
de s’assurer que 'approximation ne perde pas en qualité par rapport a ’approxi-
mation explicite du degré polyndmial, et qu’il n’y ait pas de décroissance en h. Les
seuls travaux existants sont ceux de |7] pour des systémes de Friedrichs avec des
conditions aux limites visqueuses sous une approximation par une méthode de type
Volumes Finis et un schéma temporel Euler Explicite.

Les deux normes || . || et || . |22 ne restant pas équivalentes quand le pas d’espace
tend vers zéro, on ne peut pas, par ce moyen, montrer la convergence de uy,, vers
u. Dans [7], les auteurs montrent que pour un schéma de type Euler - Galerkin
Discontinu d’ordre 1, il est impossible de converger dans une norme équivalente a la
norme || . |[z2 (exemple de ’équation d’advection monodimensionnelle & laquelle on
ajoute des Conditions aux Limites de type Von Neumann). Pendant longtemps, la
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condition CFL de — a été avancée mais des simulations numériques ont été réalisées

prouvant que pour environ 500000 inconnues il y avait perte de la stabilité (il faut
compter environ 100 inconnues si I'on choisit la condition CFL de 0.5)

3.2 Les « Volumes Finis aux dérivées »

Considérons des Equations aux Dérivées Partielles de la forme :

n
V(x,t) € R" x R, AO%u(x, t)+ Z Aiaiu(x, t)+ Bu(x,t) = f(x,t), (3.12)
i=1 '
avec u(0,x) = ug(x) et ot A; € C*2% et B, fug € C*'7¢ sont des matrices
symétriques. Ces hypothéses garantissent la régularité H5T1 pour ce probléme ins-
tationnaire |32]. Pour approximer ce type d’Equation avec un degré élevé, il est
nécessaire d’avoir certaines régularités. Pour les méthodes de type Galerkin Discon-
tinu avec un flux splitting dissipatif on a ||u — wup|| < ¢ (||l grs1) AET2. Comme vu
dans la section précédente, on a de plus une chute des conditions CFL en fonction
de l'ordre de 'approximation et méme, dans certain cas, absence de stabilité pour
des schémas d’Fuler.

I’idée de la nouvelle approximation d’ordre élevé que nous proposons repose sur
le principe que, si u est solution de (3.12), chacune de ses dérivées partielles I'est

aussi. Comme u est une fonction assez réguliére, les dérivées partielles le sont aussi
et permettent cette écriture,

Vi € [1,n], V(x,t) € R" x RT, Aoaat (8i 1(X, )) + A; aa (a% (x,t))

+ (iAJ 8ixz (x,t) + Biu(x t)+ aiBu(x t) = ?jf(X, t).

0x; 0% X,
Posons u, = Dyu avec o« = (aq,--+ , ) et || < k, on k représente l'ordre de
la méthode souhaité. En procédant par récurrence, on obtient alors les équations
suivantes, notées (E,), avec 8 = (B, , Bn),

V(x,t) € R" xR, Aogua (x,1) —i—ZA i (x,1) —i—Z Coup(x,t) = Do f(x,1),
' 1B|<k

(3.13)

ot les matrices Cjs sont au moins C*17¢ et dépendent des dérivées partielles de

A, et B. Ces équations seront approximées par une méthode type Volumes Finis

(ou les fonctions tests sont les fonctions caractéristiques du maillage). Ceci garan-

tit une condition CFL constante et une certaine facilité d’implémentation du schéma.

Remarque : on aurait les mémes résultats avec des fonctions réguliéres par mor-
ceaux sous les hypothéses B réguliére par morceaux et A, constante par morceaux
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(la partie principale de 'opérateur est la méme pour tout «). Aussi, nous considére-
rons que la solution u est H*t1 a savoir que les discontinuités sont cylindriques en

temps. Notons X, les surfaces de discontinuité de u,. Ces surfaces sont en inclusion
avec les surfaces de discontinuité de wu.

Outre les gains de condition CFL et de complexité que ce type d’approximation
promet, d’autres points viennent conforter cet aspect prometteur. Pour avoir une
régularité correcte avec des méthodes de type Galerkin Discontinu, il faut choisir les
matrices (A;, B) dans C® x C*7! avec @ > k + 2 afin d’assurer la consistance du
schéma dans H:"™ Les hypothéses permettent donc de dériver partiellement sans
rajouter des conditions de régularité supplémentaires. Les dérivées partielles de type
D, u sont solutions de systémes de méme partie principale que la solution et donc les
fronts d’ondes sur les dérivées partielles se propagent de la méme facon que ceux de
la solution originelle Vo, |a| < k. La forme d’écriture polynémiale pourrait a priori
géner mais on aura in fine autant d’équations que d’inconnues donc la résolution est
assurée.

Théoréme 3.9
Soit un maillage réqulier Q = U w, tel que pour tout « tel que |a| < k on ait

Yu, C Udwe. Alors toute solution u, solution (au sens des distributions) de (E,)

vérifie pour tout « tel que o < k et pour tout élément du maillage w.,

/Aoatua+/ Aiﬁiua+20gu5 +/

18|<k Owe

A'ng (ug = ug) = / Daf
avec les conditions de saut sur u, décrites par Amn; [u,] = 0.

Soit up, = Zuz et uj, = Z Ug(z — x)*. Pour tout w, et a tel que |af <k,
2 jal <k

/ Ag 0, Dous, + / A'0; Dous, +y © CyDguj; | + / A'n; [Doul] = / D,f.
We Owe We

we 1BI<k

Ceci conduit donc naturellement a un systéme d’EDO linéaire en U = {u$} que l'on
peut écrire sous la forme

n+1)...(n+ k)
k!
d’éléments et N; le nombre d’Equations. Ce systéme étant sous forme de systéme de
Friedrichs, l'existence et l'unicité de la solution sont assurées et son implémentation

est tres simple (passant par le calcul de M K explicite pour tout élément w,.

avec N, X N; X mconnues et équations, ou N, représente le nombre

Démonstration : soit une Equation aux Dérivées Partielles de la forme (3.12).
Si les coefficients sont suffisamment réguliers, on dérive les équations. Si la solution
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est H**1 par morceaux, on dérivera seulement par morceaux (ce sera par exemple
le cas lorsque la matrice A présentera des discontinuités). Soit un maillage 2 = Uw,
déstructuré composé d’éléments non dégénérés. Soit u solution de régularite H<!
telle que les discontinuités éventuelles sont portées par la frontiére du domaine €,
a savoir pour tout n uplet a tel que |a| < k et pour tout élément du maillage,

on a X, C U dw.. Comme le probléme 9;f = 0, f* € HEL est équivalent au

mcx

sens des dlstrlbutlon a 0;f" = 0 p.p., o f* défini en tant que fonction HXTL plus
la condition de nullité du saut de f* sur les lignes de discontinuité de f, on a
équivalence (théoréme de localisation) au sens des distributions entre la formulation
variationnelle

/ Aoatua—i-/ Aiaiua—i-z Csug +/ AZ / D.f
We We Owe

1B1<k

et

Ao Orug + | A0 ug + Z Csug | + A'n; (uf —u)) = Dof pp.
15I<k

sauts nuls sur la frontiére de la partie réguliére, a savoir A;n; [u,] =0

Cela est encore vrai pour les conditions inhomogénes d’obstacle parfait si le champ
incident est assez régulier. Dans le cas d’un champ diffracté, tous les A;n; u sont des
champs diffractés donc la condition 4;n; [u,] = 0 est bien une Absorbing Boundary
Condition pour u et toutes les dérivées partielles u,. Donc en présence de condi-
tions aux limites de type obstacle parfait sur les champs indicents, les conditions
aux limites seront les mémes sur toutes les équations dérivées en dérivant le champ
incident si ce dernier est suffisamment régulier.

Donc sur les éléments ot la solution est réguliére les intégrales sont nulles. Sinon,
les discontinuités sont portées par le cylindre temporel, donc pour un tel élément w,,
la condition du saut appartient au noyau de A;n; et de l'autre coté de sa frontiére
au noyau de A;(—n;)” = A;n;". Mais ker(A4;n;) = ker(A;n; ) Nker(A;n;") donc les
sauts doivent appartenir au noyau de A;n; (a fortiori celui de A;n;). X

Pour fixer les idées, et réaliser des démonstrations de consistance et de stabilité,
nous allons nous intéresser a certains types d’Equations aux Dérivées Partielles en
particulier : ’Equation d’Advection monodimensionnelle et les systémes de type
Friedrichs a coefficients constants en bidimensionnel.

3.2.1 Equation d’Advection monodimensionnelle

Replacons nous dans le cas de la section (3.1). Soit 2 C Ret T' € R%.. Le probléme
considéré est I'équation d’advection monodimensionnelle (3.1) avec a =l et f =0
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ou(z,t)  Ou(zx,t) all
pour simplifier les calculs : -+ ~—~ = (. Soit le maillage Q = Z Wy, avec
ot ox p

wi = [, Bx] segments de longueur h € RT\{0}.

Lemme 3.10
L’approrimation Volumes Finis auxr Dérivées a ['ordre 1 est solution de

RO ) (1) ) s () = O
ug(t) = uy(x,t), T € wy
Uy (1) = (uy), (z,1), T € wy.

Démonstration : soit k € [1, N]. Considérons I’élément d’indice k de ce maillage.
La solution approchée uy(x,t) a 'ordre 1 est recherchée sur cet élément sous la forme
u(t) = u,(CO) (t) + u,(cl)(t)x. Les fonctions tests sont prises constantes (égales a 1) par
morceaux. La formulation variationnelle (3.2) appliquée & cette équation est

W2 g+ u® e
/—h/2 ( s (t);; e (02) +U1(:)(t)) dr + (ul(go)(t) - gug)(t) — (u,@l(t) + Zug_)l(t))>

(0)
— hd“’zlt(t) + () - o, ) - g (u ) = uy0)) = 0.

L’idée de cette méthode est de dériver I’équation initiale autant de fois que
Iordre d’approximation souhaitée. Donc ici il convient de rajouter ’équation sur
ou(z,t) . Oug(z,t)  Oug(x,t)
Ug(T,T) = a savolr +
o(:1) ox ot ox
approximée par . (t) = u,(fl)(t), autrement dit par une méthode équivalente a une
méthode de type Volumes Finis. La formulation variationnelle de 1’équation pour

I’élément wy, est donc

= 0. Sur I’élément wy,, u, est alors

"2 quM (1) du (1)
/_ y e+ (u®) -y 0) = h o de + (u"() = w2, (1)) = 0.

En multipliant cette derniére équation par x et en la sommant avec la relation ob-
duy (1)

tenue sur , on obtient le résultat proposé. X

Lemme 3.11
La méthode Volumes Finis aux Dérivées a ordre 2 s’écrit, pour tout wy,

du;(t) + (ue(t) — up—1(t)) — b (Uar(t) = Uap—1(t)) s (taon(t) = tawp-1(t)) = 0.

h —
2 12

Démonstration : pour l'ordre 2, la solution sur I’élément k£ est de la forme
2

ug))(t) + u,(:)(t)x + u,(f) (t)% Il y aura donc 3 équations, portant sur wuy, Uz €t Uzep,.
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D’ou le systéme a résoudre

/W (jt (u< (1) + P () + 2t )22> +up (¢ )+u;§)()w> dz

—h/2

+ <u,§o> (t) - u;n(t)g +uy? (t)T - <u,§°_>1<t> + ugjl(t)g +u® (1) ff >> o
h/2

/_h/2 <(jt ( SORTS (t)x) + ;) (75)> da

(w0~ B0 (20 + 2,0 ) =0

h2 @t
[ B (0 -2, 0) =0

—h/2

Simplifions le systéme précédent, nous obtenons,

du (1) | B2 du ()
dt 24 dt

+ () -y (1)) - g (a0~ 0) + if (u? ) - (1) =0

(1)
p O (D) - 0) 2 (w20 - 1) =0

(2)
du;” (1)
h ]th + (ug) (t) - ul(f_)l(t)) = 0.

h

(3.14)

L’intervalle d’intégration symétrique apporte des simplifications qui dépendent
de la parité de la puissance de x. En rajoutant une puissance de x paire, on ob-
tient une contribution de la dérivée temporelle du coefficient u,(f) (t) qui n’apparais-
sait pas pour I'approximation d’ordre 1. Aussi, il faut, quand on souhaite écrire le
schéma d’un ordre pair a un ordre impair, substituer le terme issu de la dérivée

du® (t
temporelle par son approximation Volumes Finis. Ici, on remplace donc ukT() par
(2 (2)
u, () —u t
—F ®) ; =10 dans la premiére équation de (3.14), d’ou
du'” (¢) 0 0 h( a 1 h [ 2
B (w0 = u,0) =5 (a0 = uf2y(0) = 35 (¥ ) =2, ) = 0.

La preuve se termine en ajoutant a cette équation z fois la deuxiéme équation de

(3.14) et % fois la troisiéme équation de (3.14). X

Remarque : la dérivée d’ordre le plus élevée est approximée par une méthode
de type Volumes Finis et celle d’ordre inférieur par une méthode de Volumes Finis
aux Dérivées d’ordre 1. Cette méthode est donc récursive, ce qui permettra une faci-
lité de montée en ordre dans les codes numériques. Une fois que la méthode d’ordre
n est implémentée, il n’y a qu’une équation a rajouter pour implémenter I’ordre n+1.
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Généralisons maintenant ces résultats pour une approximation d’ordre n. Sur
I’élément wy, la solution approchée uy(z,t) est recherchée sous la forme polynémiale

n

u(t) = Y u(t) x—,

i=0
L’approximation est constituée de n + 1 équations obtenues par dérivations succes-
sives de I’équation de départ

o i+1

V(z,t) € R x [0,T1], Vi € [0,n], a%u(x,t) + ——u(z,t) = 0.

Lemme 3.12
L’approzimation Volumes Finis aux Dérivées d’ordre n est solution, pour tout élé-
ment wy, de

d
“’“ +Z i (1) =l (1) = 0,

ou les coefficients «; sont construits par récurrence : ag =1, oy = 1/2 et Vi > 2,

a; =0 81 1 est impair,
1 i—1 o
o = + J sinon.
20 4! ]§T22 i(i—j541)!

Démonstration : les dérivées partielles de la solution approchée sur le segment

wy s’écrivent
n—j

' . "
vieonl, =) w0
i=0
Le systéme a résoudre est donc composé de la formulation variationnelle de I’équation
et des équations dérivées, d’ou

h/2 d (4) t .
/ uy,” (t) +ul(c]+1)( t) | dz + (u (])( t) — ul(j)l(t)) =0, je[on].
)2 dt
Ce qui donne

/h/2 (g du(ﬁz) ' + ZU(J+Z

—h/2 \li=o

(=h)" _ Gy P
> d:Jc—i—Z [ 2%' —up_y (t)2iz'! =0

Comme [—h/2, h/2] est un intervalle symétrique, les intégrales de fonctions impaires
sont nulles, donc

n—j (j+4) it+1 i
duk: (t) h J+2 (j+l) h
i%r dt l + Z Up— <t))2121

i pair

n—j

+z +1 +1
+ Z 1) g — S () + D (0) g = 0

1 impair i impair
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Le systéme d’équations se simplifie ensuite sous la forme, pour tout j € [0, n],

E[(n—3)/2] (j+21) 2i+1 n—j i
dug " (t) h (+1) G+i) )y P
)
Le systéeme obtenu est triangulaire supérieur. Multiplier la 7¢ équation par — et
sommer les n + 1 équations termine la preuve. X

Théoréme 3.13 (Consistance)
L’approzimation d’ordre n pour ’équation d’advection monodimensionnelle est consis-
tante d’ordre n + 2 si n pair, n + 1 sinon.

Démonstration : utilisons le résultat du lemme (3.12). Appliquons la formule
de Taylor sur les termes de la forme (u!” (1) — u{” (£)). Soit p Pordre du reste choisi,

. J+1
(u () — u? | ( Z S (a0}
> .

Comme u est solution de ’équation d’advection (ce qui permet d’éliminer le
terme de dérivation temporelle), 'erreur de consistance est

) min(i—1,n) (_1)ifj+1
i ; P = ———q; sii<n+2,
8:2@-#—4—0(11”“), ol b ; (i—j5) !
=0 B; =0 sinon.

Le schéma a 'ordre n pair est donc consistant d’ordre n + 2. La nullité des coef-
ficients «; impairs assure que le schéma pour un n impair est le méme que celui de
I’entier pair précédent, la consistance reste donc la méme pour l'ordre impair qui
suit. X

Théoréme 3.14 (Stabilité)
La stabilité de Uapproximation d’ordre n pour I’Equation d’Advection monodimen-
stonnelle est la méme que celle d’une méthode Volumes Finis.

Démonstration par récurrence : soit la proposition P(j) « la composante
d’ordre n — j est stable ».

Initialisation : la composante uffn) qui correspond a la dérivée la plus élevée
d’ordre n est déterminée par des approximations de type Volumes Finis dont elle

hérite la stabilité [?. Soit la convention de notation suivante : u,(g N désigne 'ap-

proximation (type Euler) au N¢ pas de temps de la composante ué ") pour I'élément

wg. Soit NV; le nombre final d’itérations temporelles et At le pas de temps. Alors il
existe une constante ¢, appartenant a 0, 1]? telle que VN € [1, N;] on ait

| ug™ ¥ < (e + O(AD) | ul™O | -
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Donc la propriété P(0) est vraie.

Récurrence : supposons P(j — 1) vraie. Dans la démonstration du lemme (3.12),
une fois que 'équation (3.15) est etabhe il est possible d’écrire le résultat sous une

autre forme que celle proposeée : + Z Bih! ( Hl (t) — u,?j” (t)> =0, pour

tout 7 € [0,n], et les coefficients 51 sont des constantes calculables par récurrence.
Donc pour la j¢ composante, I’équation s’écrit

() , o
D) | (D)~ )+§2@W(J” D -l (0) ~o.

La premiére partie correspond & une approximation de type Volumes Finis. Notons
v,(f) cette partie. Il existe donc ¢; €]0, 1] telle que

Vi€ [1, N, || vV 1< (e; + Oan) | v

n—j

L’autre partie de Papproximation, donnée par Z@ R I () — w7 (1)) est un

terme de degré 0 en approximation spatiale qui ne dépendra que des dérivées d’ordre
supérieur. Aprés 'approximation temporelle de type Euler, cette somme, notée w,(j )
sera multiplié par At et

j 1
[0V 1< At g (egnrcgn o AL a0 20?0 ),

oll g est une fonction linéaire de Chacun de ces alguments. Comme P(j — 1) est
vraie, on a donc stabilité de ul "V a w™, done || w? N ||< O(AL)) || w0 ||. Dou

Lu? N <) 0@ || + || wd 1< (¢; + OAD) || u | .

On a donc bien la stabilité (? de cette approximation. Soit la norme définie par la
somme sur tous les éléments des normes H* (condition (L?)™ sur toutes les déri-
vées). Nous avons démontré la stabilité de "approximation au sens de la norme [* des

valeurs des fonctions au centre des éléments. La solution est approchée sous la forme
o

J .
u(t) = Z x—'ugj )(t). Les fonctions u; qui correspondent aux dérivées partielles sont
=0
prises cojnstantes par morceaux et dépendent de h. Si les éléments ont des volumes
comparables (pour tout élément du maillage son volume est borné), ce qui est le cas
pour un maillage structuré, la norme [? est équivalente & la norme L? des fonctions
constantes par éléments. Au final, on a donc équivalence entre la norme [? et L?
puisqu’on travaille avec un maillage structuré a pas constant. Cette approximation
est donc L? stable. De plus, [14] démontre que tout schéma de type Runge-Kutta est
stable si 'approximation de type Euler I'est. X
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Remarque : dans le cas 2D ou 3D, si les éléments sont assez ronds au sens ou le
rapport vol(w,)/vol(dw,) est borné, on a équivalence avec la norme L? des dérivées
de polynomes et la norme L? des fonctions constantes par éléments. Dans toute la
suite de ce chapitre, nous démontrerons donc uniquement la stabilité au sens de la
norme [? des valeurs des fonctions au centre des éléments.

Grace aux résultats précédents de consistance (3.13) et de stabilité (3.14), on
obtient le théoréme suivant comme conséquence immédiate du théoréme de Lax-
Richtmyer-Morton [33].

Théoréme 3.15 (Convergence)
L approximation d’ordre n étant consistante et stable, alors elle est convergente.

3.2.2 Systémes de Friedrichs & coefficients constants

Ju(x,t)

Ju(x,t) A, Ju(x,t)
Iy

2 mt
V(x,t) € R* x R™, 5 5

+ A, =0, (3.16)

avec (Aq, As) a coefficients constants. Dans le cas contraire, des termes de multipli-
cation apparaissent, mais ne modifient pas les propriétés ni I’écriture de ce schéma.
Dans un premier temps, nous considérons des maillages structurés. Cette hypothése
permet d’utiliser un développement de type Taylor pour démontrer la consistance
des schémas obtenus.

Soit wy; I'élément de référence du maillage, indexé par un couple d’entiers (k, 1),
rectangulaire et inclus dans [—Ax/2, Az /2] x [—Ay/2, Ay /2], ou (Az, Ay) sont les
pas de discrétisation en espace. Soient (A;) les valeurs propres des matrices A; alors
A; = Pdiag(\})P~'. En posant \; ¥ = max(\1,0) et \i = = min()}, 0), une décom-
position de A; est A; + A avec A = Pdiag(\: ")P~' et A; = Pdiag(\; )P~".
Propriété 3.16

L’approzimation Volumes Finis aur Dérivées d’ordre 1 pour le probléme (3.16) est
un polyndome vectoriel de degré 1 solution sur chaque wy; de

duy i (t) +4; Ui (t) —ura(t) A} Upg—1(t) — ugg(t)

dt Ay Ay
A ukﬂ,l(t)A; g (t) e ukl’l(t)A; U (1)
B 2“9k,l+1(t)2— uyk,z(t) — A} uyk,z—1(t)2_ “yk,l(t)
B Al_ua:k—i-l,l(t)Q_ Uspi(t) Ai_u:ck—l,l<t)2_ Ug o (t) _0

Démonstration : & 'ordre 1, la solution approchée u,(x,y,t) est sous la forme
u®O () + w0 ()2 + u®V(t)y. Les fonctions u») sont les nouvelles inconnues. T1
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. ) ) ) Oug(x,y,t
y a 3 inconnues pour 3 équations. Les dérivées partielles Oua(,y,t) = uBO(1) et

Ox
Oug(x,y,t i
% = u®V(t) correspondent au centre de gravite de 1’élément aux coeffi-
Y

cients uél ) et u,(” Les équations pour ces dérivées partielles (celles d’ordre le plus

¢léve) sont les mémes que celles obtenues avec une méthode de Volumes Finis

dul O (t
/[ =i D4 | Am ) ) =0 (3.17)
Wr dt ) ?

Wkl

du"V (¢t
J ey e L T
s dt P

Wi,

La formulation variationnelle (3.2) appliquée & cette équation est

J[ 2 (00 + P 0+ ol 00)
Wi, 1

9 9\ ( (00 (1,0) 1)
+ Ay — ) up () +up gy (B)r + oy (Hy
//Wkl < Yox o ( k,l k,l k] )
/ ( e(;tO) )(t)> + Ainz’_ (ugc’()) (t)xeact(s) Uglo) (t)$(3>> ds
sz 6%’1
/ ( e:Jct yext Ug?i”@)y@)) ds = 0.
0,

Wk,

Comme les intervalles d’intégration sont symétriques, des simplifications apparaissent.

dul®0) (¢ du0) (¢ dul®D (¢
AzAy (—“ 0y a2 0 ) ()) + / A (u)(1) — (1))
0,

dt dt dt
+ /8 Ay (ul) (e (s) = u " (D)2 (5)) ds

Ykl
+ /8 Ay (ul Oyen(s) = ufli (0)y(s)) ds = 0. (3.19)

Ykl

Le terme F'V,(t) = / An; (ug’f) () — u,(fl’o)(t)) apparait également dans les
a

Wk, 1
formulations Volumes Finis et

0,0 0,0 0,0 0,0
v B A_ul(c,l-i—)l(t) - ul(c,l )(t) A+ul(€,l—)1 (t) — ul(c,l )(t)
k,l(t) — 412 Ay ] Ay
(0,0) (0,0) (0,0) (0,0
U t U t U t)—u t
AT k+1l( ) — k,l (t) B A;r kq,z( ) k,l ( ) (3.20)

Az

A ce terme se rajoute la contribution des intégrales de bord, homogéne au carré du
pas d’espace.
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—l—/ Ain;(ulg?p’tl)(t)yext(s) - u;gl’l)(t)y(s))ds
0,

= Ay (W0 - W) + Af (a0 - 0)

(1,0 1,0 ,
+ 47 (50— el 0) + af (W0 - VW) 621)
En multipliant (3.17) par x, (3.18) par y, et en sommant les deux équations obte-
nues avec (3.19), on obtient la formule proposée. X

Les démonstrations de consistance et de stabilité requiérent les mémes techniques
que celles mises en jeu pour ’équation d’advection monodimensionnelle.

Théoréme 3.17 (Consistance)
L’approzimation Volumes Finis auzx Dérivées d’ordre 1 (propriété (3.16)) est consis-
tante a l'ordre 2

Démonstration : on applique la formule de Taylor pour obtenir I'erreur de

A
consistance. Par exemple, u,(coli)l — u,goll = Ay u,(gf) + Ty U,(Sl’?’) + O(Az)- Apres
simplifications,
Ay? Ax? ‘
Atu ( )+A1 (10) + Asuy, (01) —é A u,(”’ ) _ T Aguél + 0<A$3) + 0(Ay3) =

Comme u est solution de I'équation (3.16), Atu,(fl’o) + Alu,(:’l’o) + AQu,(fl’l) = 0. Soit €
Ierreur de consistance, alors

Ay? Ax?
e = —A1 O3 4 TA ul? + o(Az?) + o(Ay?). (3.22)
[’approximation proposée est donc consistante a ’ordre 2. X

Théoréme 3.18 (Stabilité)
La stabilité de Uapproximation Volumes Finis aux Dérivées d’ordre 1 (propriété
(3.16) ) est la méme que celle d’une méthode de type Volumes Finis.

Démonstration : remarquons tout d’abord que les composantes u(®) et (10
sont déterminées par des approximations Volumes Finis dont elles héritent la stabi-

lité 12, Soit u; ) N I'approximation (type Euler) au N° pas de temps de la compo-

sante ul(” ) ot (1,7) € {0,1}, N; le nombre final d’itérations temporelles et At le pas

de temps. Alors il existe deux constantes (co1, 1) appartenant a ]0,1]? telles que
VN € [1, N;] on ait

0,1 0,1
Il N |< (con + O(AL) || uff “’H
10
I V1< (ero + O(AL) | ul;” 0|
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0,0 X , . . . ) .
Pour u/,(C } ), d’aprés les équations précédentes, une partie du schéma, notée F'Vj,

équation (3.20), correspond & un schéma de type Volumes Finis. Il existe ¢q €]0, 1]
telle que
VN € [1L N, [ FVY (IS (o + O(AD) [ ug” || -

L’autre partie de 'approximation Ij;, donnée par (3.21), est un terme de degré 0
en approximation spatiale qui ne dépendra que des dérivées d’ordre supérieur, a
savoir ici w1V et (19 Aprés 'approximation temporelle de type Euler, ce terme
est multiplié par At et

I 120 1< Atg (consero, At a0 I 11 1) < O || |
ol g est une fonction linéaire de chacun de ces arguments. Donc Vn € [1, N,
0,0 0,0
il N I FVE | A8 1 1< (o0 + O(A) i |

D’ot la stabilité [? de cette approximation. Comme il s’agit d’un maillage struc-
turé, Az et Ay sont constants sur le maillage, on a donc équivalence entre la norme
[2 et L?. Cette approximation est donc L? stable. X

Comme pour I’équation d’advection monodimensionnelle, grace aux résultats
précédents de consistance et de stabilité, la convergence de la méthode est une
conséquence immeédiate du théoréme de Lax-Richtmyer-Morton [33].

Théoréme 3.19 (Convergence)
L’approzimation Volumes Finis aux Dérivées d’ordre 1, donnée par la propriété
(3.16), est convergente.

Nous allons maintenant nous intéresser a ’ordre 2. Pour 'ordre 1, & la différence
d’une méthode de type Galerkin Discontinu, nous n’utilisons pas de fonctions de base
en produit croisé, a savoir zy. Ce terme n’apparait qu’a partir de 'ordre 2, mais
bien que cette fonction soit une fonction de base, la dérivée croisée 9,0, n’intervient
pas dans I'approximation du polynéme vectoriel.

Propriété 3.20
L’approzimation Volumes Finis aux Dérivées a l'ordre 2 pour le probléme (3.16) est
le polynome vectoriel de degré 2 solution pour chaque élément wy,; de

duglt) 1 1

]Zhlj + A, 2 Ay (U1 () — una(t)) — A; 2 3y
+ A1A1$ (ug12(t) — ug(t)) — AT AL( wp_11(t) — up(t))

_A; ; ( Uy () = uym(t)) _ A} % (uykvl_l(t) — Uy, (t))

— A; (uxk-i-l () — kal(t)) - A+1 (ul’k_l () = ka,z(t»

(Upa-1(t) — upa(t))

_Ax

— Ay 12 (“yyk 1 (8) = Uyt > A 12 (uyyk,l—1(t) _Uyyk,z<t))
_Ay

_ A1 12 (u:c:ck:—i-ll uz:ck:l ) 1 12 (u:cxk_l7l(t) — u:c:ck:,l(t)) =0.
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Démonstration : soit la solution approchée a 'ordre 2 sur wy; I’élément

x2 2
wa(x,8) = ul () + ufl” Oz + ufly Oy + i Ozy + 00 (O + P OF

ou les fonctions u/,(c 2 correspondent, au centre de gravité, aux dérivées partielles
d’ordre 7 en x et j en y. Cette approximation sera composée de 6 inconnues pour 6

équations. Les dérivées partielles d’ordre 2 sont

Duq(x, t)
O0x?

aQUQ(Xu t) _(0,2)

32ua(x,t) 1.1
) —ut et gy

= Uy (t)

w20
(t) Dy

Les équations sur ces fonctions sont les mémes que celles obtenues avec une
formulation Volumes Finis classiques, a savoir les 3 équations

du,flo) (t) — (. (20) (2,0) 4y} _
—_— + Ain; <uemt () — wpy (t)> =0 (3.23)
oy dt 9 7

Wil
dul®? (¢
J P A (4820 -2 0) =0
Wk .1 dt 17) ’
) Wkl
JuLD®
JI P [ (00 -l 0) =0
WE .1 dt 0 ’
) wk,l

Les dérivées partielles d’ordre 1 correspondent & une approximation de degré 1

(1) +uZ” (W) +ul; (t)y

or Uk
Oug(x,t
a(y L)+l () + S 0.

Les deux équations qui leur sont associées sont celles du schéma d’ordre 1, don-
nées par la propriété précédente (3.16). Ces fonctions ne possédent aucune fonction
de la forme 2%y’ avec i et j tous les deux pairs, autrement dit,

// auaxt)_o‘

Cette intégrale n’intervient donc pas dans 1'équation d’ordre 0 sur wu,(x,t) qui
s’obtient comme précédemment. L’intégrale de surface sur la dérivée temporelle fait
apparaitre des simplifications par zéro si la fonction x'y’ est impaire.

/ / dua(x,t) _ 5o A () A Ay dul”(0) | Aeay dui? ()
e " 24 dt 24 at

La présence des termes d’ordre 2 dans la forme polynomiale de la solution appro-
chée fait apparaitre des termes supplémentaires pour la dérivée temporelle. Il faut
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du(2’0) du(O’Z)
expliciter —= ;tl
Finis (équation (3.23)),
2,0
AA du,(%l)( AuA-
Ay gt =—AQyAa, (uk+ll
2,0)
—AzrA, (“élﬂ
0,2
AAdul(c,l)< — _ AyAT
x yT__ y (uk+1l

—AzA, (ui(gozi (t) —

Les intégrales de bords sont de la forme f O,

AyAT (Uapi1a(x,t)

- Uak,l(x7 t)) + AyAii_ (uak—l,l (X7 t)

grace & leurs approximations par la méthode Volumes

— Uak, (X7 t))

+ AT Ay (Uak41(X,1) = tars (X, 1)) + Az AT (Uaks-1(%, ) — Uars(X,1)) -

Par exemple,

Uar10(%, 1) = gy (%, 1) =ul) (1) —

0,0
—u () -
Ay 0,2 Ay
Les termes 54 ul(chl)l(t) t — od T
2
formulation Volumes Finis de

2

d“”()e

9 5 Ukt

Ax? Ay?

1,0 2,0 Y~ (02

P (D) + =g () + )
Am Ax? Ay?

(t) se simplifient avec ceux issus de la

ASE2 (2,0)

2
(2,0)

upyy,(t) et ——g Ukl (t) prennent

t
alors le coefficient de 1/8 —1/24 = 1/12. Ce qui donne aprés simplification par I’aire

AxAy,

d“i(coio) 1 0,0 0,0
- ,0)

T A, g A (i (1) =
0,0 0,0
+ A7 A ( I(H-l),l(t) - u;,l )

(0,1 0,1

- Ay ( kl—i-)l(t) ul(c,l )(t>)

_ 1 1,0 1,0
= A (0 — ul”0)

En multipliant, pour tout (3,
O, (x,1) xty?

ax y] Z‘ J‘

A & (uici 2 () = (1))

A*A (200(8) = w3 (1)

0,1 0,1
- A;—<u,2,l_>1 (1) — uly (1))

1
— A - (uD,) — @)

7) € [0,2]? tels que i + 5 < 2,

Ax
= AL (w2 (1) — (1)
Ay
— AT (2 (1) — w (1) = 0.

I’équation sur

r —=— et en les sommant, on recompose ainsi 1’équation pour la
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(i.]

O (x,t
solution u,. En effet, la fonction uk ) S'identifie & +<)

oxtyl
I'élément, d’ou la formulation (3.20). X

au centre de gravité de

Théoréme 3.21 (Consistance)
L’approximation Volumes Finis a Uordre n, établie dans la proposition (3.20), est
consistante a ’ordre 4.

Démonstration : comme précédement, cette démonstration s’appuie sur les
formules de Taylor. Aprés applications successives, on obtient

Azt Ayt
Atu,(gol’o) + Alugl’o) + AQu,(COl’l) +—Au 2015) + —Aguk 10) + o(Az*) + o(Ay*) = 0.
’ ’ ’ 720 720
u(®9 est solution de 'équation (3.16), donc I'erreur de consistance ¢ est
AZLA (0,5) A 5,0)
€= —%A .y — ﬁAgu + o(Ax*) 4 o(Ayh).
L’approximation est donc consistante a ’ordre 4. X

Théoréme 3.22 (Stabilité)
L’approzimation Volumes Finis a ['ordre n a la méme stabilité qu’une méthode de
type Volumes Finis.

Démonstration : les composantes u™D, w9 et 402 sont approximées de

la méme facon que pour un schéma Volumes Finis. Donc, il existe des constantes
(Cl,h 02,07 CO,Q) 6]07 1]57 telles que V(ZL]) € {(17 1)7 (07 2)7 (27 0)}7 VN € [[17 Nt]]7

|l M NI< (g + OA8) g O

Les composantes d’ordre 1 sont déterminées par les Volumes Finis aux Dérivées
d’ordre 1. D’apreés le théoréme (3.18), V(7,5) € {(0,1), (1,0)}, VN € [1,N;], Fe;; < 1
telle que N

| FVET YIS (o + O(A0) |

De plus, on sait que || I,(f Nl o) | uk ()0 || D’ow la stabilité recherchée sur
les dérivées partielles

Ll N |I< (e +OAD) || a0

Reste a traiter ,,u(®?)., Comme pour I’approximation précédente d’ordre 1, on
distingue une contribution identique a celle d’une approximation Volumes Finis,
FVk(%O) N et un terme de degré 0 en pas d’espace I,g?;o) N (équation (3.21)), et pour

ce schéma-ci, une partie de degré 1 en pas d’espace définie par

Ay(uh (1) = ug? @) Ayl () = ui? ()
12 2 12
Ar(uDu(t) —uf”(1)  Ar) — 6i”(1)

12 ! 12 '

50 = Ay

+ A7
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Une fois discrétisé, ce terme devient majorable selon la méme méthode que I,S’lo a
savoir VN € [1, V],

| IO Y ||< Atf(Ax, Ay, At, o, can, |l |l | ul? 0 [l) < O(AL) | a0 |

0,0 (0,0) 0,0 0,0)

L™ VA< EVEON 4 LY N+ LS N NI (oo + OAR) | ™ ] -
On a donc la stabilité L? de ce schéma via la stabilité {? établie ci dessus. X
Par le théoréme de Lax-Richtmyer, la stabilité et la consistance assurent la

convergence.

Théoréme 3.23 (Convergence)
L’approzimation Volumes Finis auz Dérivées d’ordre n (proposition (3.20) ) est conver-
gente.

3.2.3 Généralisation de la méthode en bidimensionnel

Soit n I'ordre d’approximation souhaitée et w. un maillage quelconque de €2. La
solution approchée sur chaque élément w, est sous la forme polynémiale

i+j<n

(ta(x,t))e = > ul(t) Ty (3.24)

2!q!
(i9) J

— Sii+j = n, les fonctions ul™) sont approximeées par le schéma Volumes Finis.

- Sii+j=n—m,1 < m < n, les fonctions uS’J) sont approximées par une
méthode de type Volumes Finis aux Dérivées d’ordre m.

, . . . 0,0 . R . P

— L’écriture de ’approximation e ) se conduit de la méme maniére que précé-
demment, en remplagant u, par son approximation dans

J[[ e [ a0 [ A (6 () =0

n+1

Il y a donc Zk: (n+1)n+2)
1

2

inconnues et autant d’équations.

Remarque : la généralisation proposée ne tient pas compte du type de maillage.
Cependant, dans un premier temps, le maillage est supposé structuré, ou chaque
élément wy,; avec (k,l) € [1,N,] x [1,N,] est un rectangle de coté Az et Ay.
Cette hypothése permet de simplifier I’écriture du schéma, mais surtout d’obtenir la
démonstration de consistance a ’aide de la formule de Taylor. Quant a la stabilité,
comme elle est héritée de la méthode Volumes Finis, la démonstration peut étre
conduite aussi bien pour des maillages structurés que déstructurés, tant que les
éléments de ce dernier sont assez réguliers (volumes et rapports volume/périmétre).



156 Une nouvelle Approximation de Haute Précision

Lemme 3.24
L’approzimation Volumes Finis aur Dérivées d’ordre n pour les équations (3.16) est
solution pour tout élément wy; de

Cm%@)+§éa(Aﬂ”[AI<%TL@)—U$Ww)+(—n6%Qﬁ?xw uf?0)]

=0

£y [ a5 (a0~ 0) + (A7 (00,0 % 0)] ) =

ot les coefficients «; sont construits par récurrence : ag =1, ap = 1/2 et Vi > 2,

a; =0 st 1 est impair,
1 L a
—a .
o = —— + —— 5 Stnon.
too2i Z 21—+ 1)!
Jj=0,j pair

Démonstration : la solution approchée & ’ordre n s’écrit sur I'élément wy,; sous

la forme polynomiale
i+j<n

(i) () TV
> uf =T
Y ily!
On remplace cette expression dans la formulation variationnelle associée a (3.16)
8ua (x,1) aua (x,t
// // ) +/ Aznl_ (ua(x7 t)e:ﬂt - U(Z(X, t)) =0.
8wk,l

Les dérivées partielles d’ordre 1 de u, sur wy; sont

P . " i+j<n iy i—1,j ) . " i+j<n y i, i—1
Uq(X,t) _ Z “l(cﬁj)(t) x Y ' Uq(X, 1) _ Z u;}])(t).x.y ‘
Ox i (1 —1)l5! Jy il il(y—1)!

Comme les intervalles d’intégration sont symétriques, les intégrales doubles de

o —Az/2 —Ay/2
type / / 'y drdy = / x'dx. / y’dy sont non nulles sous certaines
Wh,1 —Azx/2 —Ay/2

conditions de parité pour i et j (dans ce cas, que si i impair et j pair). D’ou les
simplifications

( i+ji<n S
Oug(x,t is Azt Ayt
/R R S
Wk 1 x e A 2+=141(5 4+ 1)!
) i impair,,j pair
i+j<n

aua(x, t) . (i,5) A.Z'H_lij
//wk’l A2 ay — A2 Z uk,l (t) 2i+j,1(i + 1)‘]'

1 pair,,j impair

[ =) Qi) Artiagh

dt 24+ )G+ 1)

\ ) 1,] pairs
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Les intégrales de bord / Ain; (ug(X,t)ent —uq(x,t)) se décomposent en quatre

8Wk,l
intégrales vu que les éléments sont des rectangles. Par exemple, pour la partie droite,
—Ay/2 itisn Az)iyd Azl
_ (i) ( & (i) Ay .
I(t) = /Ay/2 A7 E [ up (¢ 2iilj] up 7 (t) 2iilj] dy, les puissances de

J impaires ne contrlbuent pas a cette intégrale, de méme que les puissances paires
de 7. D’ou

( i+j<n

Azt Ayt
=—-A7 Z ( k:+1l > 2+741(j + 1)!
1,J pair
i+j<n
» Z ; Azt Ayt
I(t) = —Af Z (ul(c—j%z(t) (7]) > 21+le (7 +1)!
i,j pair
i+5<n 7
kl+1 20+ (3 + 1) j'
i pair,j
i+j<n i ‘
g i ALE‘H—IAZ/]
o) = =43 > (w0 - 0P 0) 55
L i pair,j -

Comme A; = A] + A lequatlon (3 26), portant sur les indices impairs de 7

Oug(x,t)
permet d’éliminer les (—1)¢, d’ou I(¢ // A— a (X, egale in fine
Az Ayt R ia— (. G ij irj irj
ERTE [(—1) A (Ui(cﬁ) () — U;i,’z”@)) + AT <ul(€7—]%,l(t) - Ué,’z”@))] :
%] pair
Donc
du;(t) .\ *f” Acidy AP
dt 2iki(e+ D)7+ 1) dt
(4,7)=(2,2) pairs (Z + ) (‘7 + )
i+j<n i ;
A.CCZ lij _ i 3.9 1.7 7 2,
= > g AT CD (@0 - 0) + AT (4,0 - o))
J impair ’ ’
i+j<n
ZAZ/J (A= 1y (i) (1.0 () (0.1
+ Z 2 (i + 1)1 (A2 (-1) <uk,l+1(t) — Upg (t)> + A (Uk,za(t) — Upg (t)>> :
7 Zmpazr

(3.26)

Il s’agit d’un systéme triangulaire, qui pourra étre mis sous la forme annoncée
dans le lemme. Le calcul des «; se méne de fagon identique au calcul général proposé
pour I’Equation d’Advection monodimensionnelle. X

Théoréme 3.25 (Consistance)
L’approximation proposée (3.24) est consistante a l'ordre n + 2 si n est pair, n + 1
sinon.
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Démonstration : I'idée de cette preuve est encore une fois 'utilisation succes-
sives de formules de Taylor. Utilisons pour la preuve le lemme (3.24) en appliquant
la formule de Taylor sur les termes différences. Soit p 'ordre du reste choisi. Sa-

d
chant que u est solution (3.16) (ce qui permet d’éliminer le terme en a), I'erreur

de consistance € est donnée par
e =3 B((Ar) + (D)) + o(AamH) + o Ay t),
i=0

ou
min(i—1,n)

D D
P = ————a; sii<n+2,
= =g

Bi =0 sinon.

Le schéma a 'ordre n pair est donc consistant d’ordre n 4 2. La nullité des coet-
ficients «; impairs assure que le schéma pour un n impair est le méme que celui de
I’entier pair précédent, la consistance reste donc la méme pour l'ordre impair qui
suit. X

Théoréme 3.26 (Stabilité)
L’approzimation (3.24) a la méme stabilité qu’une méthode de type Volumes Finis.

Démonstration : Notons P(p) la proposition : les composantes d’ordre n — p
sont 2 stables.

3

oxtoy’
de 1’élément au coefficient u(™?) et son approximation se fait par une méthode de
type Volumes Flnls La stabilité [2 et la convergence sont donc assurées par cette

méthode. Soit u( ) (V) désigne I'approximation (type Euler) au N¢ pas de temps

de la composante u/,(C 9) N, le nombre final d’itérations temporelles et At le pas de

temps. Alors il existe des constantes ¢; ; €]0, 1], ot i 4 j = n telles que VN € [1, N{]
on ait

Initialisation : si v+ j = n, la fonction correspond au centre de gravité

| ™I (e + OAL) [ || -

Donc la propriété P(0) est vraie.

Récurrence : supposons P(p—1) vraie. La procédure est la méme que pour 'Equa-
tion d’Advection monodimensionnelle. On se sert de la stabilité établie des dérivées
d’ordre supérieur et de la forme particuliére des équations de cette approximation :
sii+j < n, le schéma peut étre décomposé grace a (3.26) sous la forme d’une partie
similaire & une formulation de type Volumes Finis auquel s’ajoutent des termes de
la forme O(Az)(...) + O(Ay)(...). L’approximation sous un schéma d’Euler explicite

conduit a la stabilité || uy? M) [|< (1 4+ O(A1) || P ° . 5
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Remarque : cette démonstration peut étre conduite de maniére analogue en
vol(w
déstructurée. En effet, si pour tout élément w, on a vol(w.) borné et (we) il

vol(dw,)’ :

a équivalence entre la norme [? des coefficients et la norme L? des polynomes.

Par le théoréme de Lax-Richtmyer, la stabilité et la consistance assurent la
convergence.

Théoréme 3.27 (Convergence)
L’approxzimation proposée (3.24) est convergente.

3.3 Simulations numériques

Les diverses simulations numériques seront réalisées pour I’Equation des Ondes
bidimensionnelle, donc & coefficients constants, avec

00 1 00 0
Ao=1I Ai=10 0 0 A =10 0 1
1 00 010

Probléme en condition initiale - Maillage structuré

Nous choisissons la résolution d’un probléme ot la condition initiale est une unité
approchée & support dans un disque D de centre (z.,y.) et de rayon R.

(z —2c)* + (y — y)?
T —2)? 4+ (Y = Ye)? —

po(x,y) = po(z,y)Lp(z,y) = exp (( RQ) 1p(z,y). (3.27)

Nous disposons de résultats monodimensionnels. Il est possible de ramener le cas
bidimensionnel au cas monodimensionnel en étudiant, dans un premier temps, le
mode transverse. Ce mode consiste en une invariance en y. Il y aura donc sur y une
condition d’obstacle parfait. Soit I'; la frontiére verticale avec des conditions de Silver
Miiller. Soit I'; la frontiére horizontale avec des conditions d’obstacle parfait. Posons

1[B+1nxn (f—1)n nxn 0
M; = - avec § € [—1,1]. Alors M; = et
—(@+1n"  (1-7) -n" 0
1 [nxn —n
Ain, =My=—= . La formulation variationnelle associée est donc,
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en notant I' =1"1 UT'y,

//w <W * AIW) + /a e (ttea (%, 1) — u(x, 1))

+/ —A;n; (u(x,t)) +/ Myu(x,t) = 0.
&ukﬂl—‘l 8%01“2

La condition initiale est donc modifiée pour ne dépendre que de z & support dans

un canal.
2

po(x) = exp ((I (_f‘/’;)fz RQ) Lo(z,y).

Cette condition initiale est bien dérivable : ses dérivées partielles seront les condi-
tions initiales des équations sur les dérivées. Pour la méthode d’ordre 1, la solution
est approximée sous la forme

u(x,t) = u®O1) + ut0 )z + OV (t)y.

Les équations sur u? et u(®V) sont les mémes que pour une méthode de Vo-

lumes Finis classiques mais les conditions initiales seront les dérivées partielles de

0
po(x). Comme Pao(X) =0, il n’y aura pas de condition initiale pour I’équation sur
Yy
, po(x) —2RY(x — z.) (x — x.)?
0,1 ’ _
w1V A Dinverse, o (= (o= xc)z) exp 1) I 1p(z,y), sera

la condition initiale pour 'équation sur v%. Pour Papproximation temporelle, on

choisit une méthode de Runge-Kutta d’ordre 2, qui sera programmée sous la forme
de deux schémas Fuler Explicites successifs. Soit At le pas de temps, Uy la solution
au temps précédent, et U; la solution intermédiaire . Si le probléme peut s’écrire

sous la forme o= MUy, le schéma Runge-Kutta choisi s’écrit :

At?
En recomposant la solution, on voit bien que U = Uy + AtMU, + TMQUO est

d’ordre 2. La condition CFL associée a cette méthode pour une méthode de type
Volumes Finis est de 1/2.

Par ailleurs, pour ce probléme, il est possible de calculer la solution analytique.
Elle nous donnera ainsi un critére de comparaison des plus efficaces, et on implé-
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mentera aussi une méthode de type Volumes Finis classique.

( Ou(zx,y,t)  Op(x,y,t) B
ot * ox =0
dv(z,y,t)  Op(z,y,t)
=0
o oy
op(z,y,t)  Ou(z,y,t) Ov(z,y,t)
\ ot * Ox + dy =0

Comme on est invariant en g, on se raméne au systéme

( Ou(z,t) N op(z,t)

ot Ox =0
ov(x,t) B
ot =0
op(z,t)  Ou(z,t)
ot e 0

Les inconnues w = p—u et u = p+wu sont alors solutions des équations de transport

ow(z,t)  Odw(z,t)

ot oz =0
oula,t)  ulet)
TR P

dp(z,t)  Op(xz,t)
ot te ox =0

passe par la méthode des caractéristiques et donne comme solution, en notant ¢, la
condition initiale, ¢(z,t) = po(x — ct). Ici, les vitesses ¢ valent respectivement 1 et
—1, d’ou les solutions suivantes :

{ w(z,t) = po(x —t)

(@, t) = po(x +1)

On rappelle que la résolution des Equations de transport

u(a t) = ~(polz — £) — pol + 1))

2
v(z,t) =0
1) = 3 (ool — 1) + pol + 1)

Soit un carré de longueur 5 x 5 avec 100 élements par longueur. Les résultats
numériques présentés portent sur I'Equation des Ondes bidimensionnelle en mode
Transverse avec différents schémas en temps : pour la figure (3.8) il s’agit d’un
schéma d’Euler Explicite alors que pour les figures suivantes, une méthode de Runge-
Kutta d’ordre 2 aura été choisie. Afin de réaliser un test le plus difficile possible,
nous ne prendrons que peu d’éléments sur le support de la condition initiale : le
nombre d’éléments variera en effet entre 10 éléments (figures (3.8) et (a)) et 20 pour
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la figure (b). Le centre de la condition initiale sera en (2.5,2.5) pour un rayon allant
donc de 0.1 ou 0.2. Les courbes présentées sont la solution pour une condition initiale
au centre du domaine en un point d’abscisse 2.9 fonction du nombre d’itérations en

temps.

on
" T
amplitude de la solution
T -
;,."'
o { 1\ — Volumes Finis Dérivées ORDRE 2
/ s \
; i e A
/ N
B [/ \ =
ne II'I/ \‘ .III
ll.", ‘\.\'II - Volumes Finis Dérivées ORDRE 1
I .’" \
A I = J\I
i .,
¥/ U ¥
/ \
N\
03— ! A —
/ \\
/ '.I"\ Volumes Finis
0z~ /] IR\ —
/1 lll \
P, ,.-'J / RN
i} " lu"{ { \ \\,
II |‘| \
{1 \
Yl A S T
o ‘: 5 7 ,u': \ ! e - B
" i f o
A { \ L
/ -.\ 7
0t — A \ il
A
nombre d'itération en temps
D;J g l;’J 180

02 1
F & W

Fia. 3.8: EE(10 éléments)

L’approximation est polynomiale. Or, sur la frontiére de la condition initiale, &
savoir (z—z.)? = R?, la série de Taylor n’est pas convergente (coefficients nuls), donc
la fonction n’est pas analytique dans ce voisinage et 'approximation polyndmiale
est difficile : elle manifeste alors des overshoots et des undershoots. La méthode de
type Volumes Finis respecte certes la positivité mais pénalise fortement 'amplitude
de la solution. Si on augmente 'approximation temporelle (figure (a)), on constate
que les over/under - shoots sont compensés. Et en augmentant le nombre d’élément
sur le support de la condition initiale (figure (b)), on constate la convergence entre
la solution analytique et les solutions de cette méthode, alors que la méthode de
type Volumes Finis reste d’amplitude inférieure.
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(a) RK 2 (10 éléments) (b) RK 2 (20 éléments)

Nous allons maintenant établir une comparaison avec les méthodes de type Ga-
lerkin Discontinu. Le cas test est toujours un carré de dimension 5 X 5 avec cette
fois ci 200 élements par longueur. On choisit une approximation temporelle de type
Euler Explicite. La condition initiale est la régularisée d’un dirac (3.27), placée au
centre du carré et de rayon 0.2. Le point de visualisation est le point (2.9,2.5). Pour
une méthode de Garlerkin d’ordre 1, la solution est approximée par un polynome de
type ag + a1x + asy + asxy. La méthode des Volumes Finis aux Dérivées a 1’ordre 1
ne comporte pas de terme croisé xy : 'approximation est moins précise que la mé-
thode Q1. A lordre 2 cette différence est comblée, et la méthode présente 'avantage
d’induire un undershoot moins important que la méthode Q1.

02—

et
- wE
=gl
=T T WFderl
T T TwFder2

rho

a5 ‘ | |

temps

F1G. 3.9: Comparaison Volumes Finis aux Dérivées - Galerkin Discontinu
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Probléme en condition initiale - Maillage déstructuré

Nous allons maintenant nous intéresser au cas de maillages déstructurés. La cel-
lule de référence est un triangle 7" supposé non dégénéré. Soit n la normale sortante
a T et o la solution de la formulation variationnelle :

// <8u = Al%) T /BT A (Uegr — u) = 0. (3.28)

Nous avons deux possibilités pour exprimer le schéma. La premiére est de se
placer dans un repére lié a 1’élément T' considéré, en placant l'origine au centre

de gravité du triangle. Ainsi, nous aurons // r = // y = 0. La deuxiéme est
T

T
de garder le repére classique. Les deux formulations sont équivalentes, mais nous
préférerons la seconde.

Propriété 3.28 (Implémentation pour la méthode a ’ordre 1)

Soit un maillage déstructuré k = \JT;. Soit un systéme de Friedrichs du type (3.28).
i€l

Soit approximation de la solutioz sous la forme d’un polynome de degré 1, notée

u(x, )y, = u%’o)(t) + u%’o) (t)x + u%)_’l)(t)y. Soit G; le centre de gravité de l’élément,

V; le triangle voisin opposé au sommet S;, l; la longueur de la frontiére entre les

deux éléments, et a; Uaire du triangle T;. Alors Vi €1,

00)

d
“T ZxGlAn A0 () — 9 (1))
- Z yo iAm; (ug (1) = uf V(1) = 0,
du(l O)
—L 2 +Zz A (u? (1) —ut V(1) =0,

du(01)
— +ZlAn (u V(1) — PV (1) = 0.

Démonstration : Soit un triangle T'. La solution est approchée & I'ordre 1 par
ur = ul0 () +ul? (t)x%—ug? Y(t)y. La formulation variationnelle (3.28) donne alors
trois équations, celles sur les dérivées d’ordre 1 correspondant a des équations de
type Volumes Finis. Nous noterons V; le triangle voisin opposé au sommet S;, [; la

longueur de la frontiére entre les deux éléments, et a 'aire du triangle 7.

JLA D [ el 0 - 0y <o,

T t or

// T ()+/ Ay (@@ () — uV() = 0.
T t or
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D’ou

du(lo .
— Z A (V1) —up V(1) =0,

du’? 0,1
T Z Am; (uy”(6) = ug (1) = 0.
Détaillons maintenant celle pour le terme d’ordre 0.

au(x £ duf?(t) | duf”(t) du(TOl)(t)
d * & v

10)

I faut donc calculer ces intégrales de surfaces. Pour se faire, utilisons une trans-
formatlon affine du plan F' qui transforme le triangle 7" = (5, Sg, S3) en un triangle
(Sl, 52, 83) isocéle rectangle de coté 1 donc le sommet 51 est lorigine.

&
=
=

x To —T1 T3 — X1

Y1 Y—Y1 Ys— U

<
<>

Y

Soit J la matrice jacobienne de la transformation F'; alors

/ /T vdudy — / Aot (D@1 + (@2 — 20)E + (a5 — 21)§)déd.

|det(D)| = |(x2 — x1)(ys — 1) — (3 — 21)(y2 — )| = 2a.

De plus, sur ’élément T, on peut calculer aisément les intégrales de surfaces :
1 1 1
// dzdy = —, // rdzdy = —, // ydzrdy = —.
i 2 i 6 7 6
On obtient alors
/ / cddy — o T2
T 3

// ydxdy = a—y1 + %2 +Ys = ayg
T

(0,0) (1,0) (0,1)
Dot / / Oulxt) 41— g [duT (1), dug(t)  duy (t)yG]'
T

ot dt dt

Or comme les dérivées d’ordre 1 sont solutions de (3.29), on en déduit

(00

Ju(x,t) d (1,0) (1,0)
//T 5 dxdy = ngl A (uy ™ (t) —up ' (t))

- Z yelsAm; (WD () —uPP (@), (3.29)
=1
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Comme // (9 d dy = a(Alu(1 ) (t) + A u (@ (1)), il ne reste a calculer que
X

la contribution des intégrales de bords.

/8T Ain; (Uer (X, 1) — u(x,1)) Zl An; ) — ug)’o)(t))

+ / A (1l Oy, — ul” ()ar) + / A (1) By, — uV (Eyr).
oT oT

Le calcul des intégrales de bords a 'aide de la méthode de Simpson est exacte pour
des polynomes d’ordre 1. Elle nécessite les coordonnées du point milieu de 'aréte,
que nous noterons I; pour la frontiére entre le triangle 1" et son voisin V;.

/ Ty; = Z lizy, — Li(zgy, — Tar))
oT

i=1

/ Yv; = Z w1, — Li(yev, — yar))-
aT

=1

3
/ IT:Zlixh
/dTyT = leyl

=1

/aTAin (Uert (X, 1) — u(x, 1)) ZlAn [( 00)() ugpo’o)(t)>

ta ( L0 = 0) o (00— 0)
~ ((@av = wer)ult " (0) + oy, — vor)ul @) |-

(3.30)

En sommant les équations (3.29) et (3.30), on obtient alors I’équation sur le terme
constant (d’ordre 0). D’otul le résultat énoncé. X

Pour les maillages déstructurés, nous n’avons pas prouvé la consistance de notre
approximation. Soit le maillage de longueur 5 x 5 avec 8000 éléments. Il est com-
posé de carrés réguliérement coupés en deux, et permet ainsi de faire tourner le
code pour les maillages structurés (figure 3.11) comme le code pour les maillages
déstructurés (figure 3.12). La source est placée au centre, en (2.5,2.5) de rayon 0.4.
La condition CFL choisie est 0.5. Les deux solutions de la méthode a 'ordre 1 sont
identiques. Comparées & une solution obtenue avec une méthode de type Volumes
Finis (figure 3.10), on constate un gain d’amplitude significatif et un aspect plus net
des isocontours.
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Probléme de scatterer - Maillage déstructuré

Soit un obstacle parfait ' C R?. Soit [0, 7] 'intervalle de simulation. Soit Q C R?
le domaine de vide étudié. Soit un maillage non structuré de €2 composé de N
triangles (wr)kep1,ny- Soit 'Equation aux Dérivées Partielles :

0
) .
V(X,t)EQX[O7T],&u(X,t)+ 0 0 " u(x,t) = f(x,1).
o9 9
or Oy

Nous allons étudier la propagation d’une onde plane incidente wu;,. réfléchie par
un obstacle parfait I'. Formulation du probléme :

/ (Oyu + A;0;u) + / A;n; (ul, — // / M (U + Uine),
B 0., NOT

W
(3.31)
Uine(X, 1) = upsin(w(t — k.x + @)L,y = (o, vo, po) sin(w(t —k.x + )i,

Comme u(y est solution de I’équation des ondes dans le vide, on en déduit que
ug = (ku, ky, 1)T, o0 k = (kg k)7 est le vecteur directeur de 1'onde incidente. Par
ailleurs, on choisit les grandeurs caractéristiques du maillage de facon & obtenir
une longueur d’onde pour la largeur de ce dernier, donc A = 1, ce qui implique
une fréquence w = 2m. Pour la phase ¢, on souhaite Vx € Q, u;.(x,0) = 0. Soit
x; = (74, y;)7 le premier point de I'objet I' touché. Alors on aura ¢ = 27k.x;, d’ou
I’onde incidente

Umc(X, t) = Ug Sil’l (27T(t — k.X + ¢)]lt§k(xfxi)) .

Pour les conditions aux limites, on choisit sur 02 des conditions aux limites
transparentes, et sur 0" des conditions réfléchissantes, soit donc

W, t) €T x [0.T],  f(x.t) = /8 M)+ ).

V(x,t) € 002 x [0,T], A;n; (ut(x,t)) =0.

Pour cette approximation, il faut étre prudent sur les conditions aux limites.
Elles doivent pouvoir étre dérivées pour s’appliquer sur les équations des déri-
vées partielles. Ce type de condition « obstacle parfait » convient, et donne les
conditions sur les dérivées en dérivant I'onde incidente. Par exemple, pour la mé-
thode Volumes Finis aux Dérivées d’ordre 1, la solution approchée est de la forme
u?’o) (t) + ug,}’o) (t)x + u(TO’l)(t)y. Il faut rajouter aux équations de la propriété (3.31)
les seconds membres
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.
awkmar

/ M, (uﬁﬁ’o) (1) + ufn? (t)T) ~0
0., NOT

/ M, (ué?’l)(t) + uﬁfgj)(t)T) — 0,
| Jou,nor

ol uggf) (t)7 = Uine(x,t) calculé au centre de gravité du triangle 7', de méme que
a inc 7t 0 inc ,t
w0ty = LD oy 00 ), = Pl D))
ox T oy T

Le probléme de scattering considéré ici sera la réflexion par un disque placé
au centre du maillage (figure (a)) d’une onde incidente de direction k = (1,0)7.
Les maillages sont déstructurés, et une approximation de type Euler Explicite est
choisie. On constate que la méthode a l'ordre 1 compense la perte d’amplitude
d’une méthode de type Volumes Finis classiques. Pour le probléme de scattering,
I’amplitude maximale de 'onde dépasse les 0.6 alors qu’avec la méthode de type
Volumes Finis elle est de l'ordre de 0.4, soit un gain de presque 50%.

(a) Maillage Probléme de Scattering (b) Maillage Probléme en Condition Initiale
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04
0.35
05~
0.3
04~
025
03~
02+ =
.15
0.1
0.05

Fia. 3.13: Schéma Explicite. Volumes Finis. Probléme de Scattering

0.6
07 - 0.5
0F
05 0.4
04
03 0.3

F1G. 3.14: Schéma Explicite. Volumes Finis Dérivées ORDRE 1. Probléme de
Scattering
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0.25

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

F1G. 3.15: Couple horizontale de (3.13)

F1G. 3.16: Couple horizontale de (3.14)
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0.14

0.12

0.2 -

FiG. 3.17: Schéma Explicite. Volumes Finis. Probléme en espace libre

0.13

F1G. 3.18: Schéma Explicite. Volumes Finis Dérivées ORDRE 1. Probléme en
espace libre
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4.5

F1G. 3.19: Couple horizontale de (3.17)

T0.05

q0.06

F1aG. 3.20: Couple horizontale de (3.18)






Conclusions et Perspectives

Principaux résultats obtenus sur les milieux fictifs absorbants

Si 'on examine théoriquement les formulations fréquentielles citées ci-dessus elles
consistent simplement a relever les équations écrites dans R™ dans une variété tota-
lement réelle & N dimensions plongée isométriquement dans la variété C” munie de
la structure presque riemannienne (ou pseudo euclidienne) canonique de fagon a ce
que cette variété coincide avec le domaine effectif de calcul en tant qu’ouvert de R”
muni de la structure euclidienne habituelle. On peut donc réécrire les systémes de
Friedrichs de propagation d’ondes si ceux-ci admettent une formulation intrinséque
en tant que dérivation d’algeébre dans les algébres graduées des fibrés cotangents
de produits extérieurs de forme et tenter par cette voie d’obtenir un nouveau sys-
téeme dont on saurait exprimer le noyau de Schwartz par des opérations analogues
aux algébres de convolution conduisant a l’existence de 'unicité de la solution et a
une décroissance au moins exponentielle des perturbations (y compris celle consis-
tant & borner artificiellement le domaine sur cette variété par des conditions aux
limites homogénes adéquates). Cette démarche initiée par Lassas [20] I’avait conduit
a considérer des prolongements amenant & des problémes bien posés, dans le do-
maine fréquentiel et autour d’'un obstacle parfait, tant en domaine borné que non
borné. En reprenant et complétant ce travail, nous avons établi les mémes résultats
en omettant une propriété de la variété exigée par les travaux de Lassas (asympto-
tiquement euclidienne) au prix du fait, qu’en domaine borné, 'existence et 'unicité
de la solution en fréquentiel n’est obtenue qu’a I'exception d’un ensemble localement
fini de fréquences prés. Notre attention s’est bien entendu portée sur la possibilité
de réduire le domaine effectif de calcul méme si 'obstacle n’est pas convexe. Il est
a noter qu'une telle éventualité peut sembler surprenante a priori (considération
du type propagation d’ondes planes, conditions nécessaires a la décomposition de
Nirenberg, ...). Nous avons procédé par conditions suffisantes et presque « néces-
saires » de facon a obtenir la généralisation la plus large possible. On retrouve pour
les équations de Maxwell et les ondes pluridimensionnelles 'incidence du caractére
convexe de I'obstacle mais & un difféomorphisme de R? prés (et un diffeomorphe de
convexe peut étre loin d’étre convexe!). Bien que, par ce biais, nous puissions pla-
cer la complexification des dérivées, et donc la décroissance du noyau de Schwartz,
aussi prés que 'on veut de 'obstacle, que nous puissions réaliser un relévement tem-
porel dispersif conduisant & un systéme de Friedrichs bien posé avec convergence
des approximations usuelles, des inconvénients demeurent. En effet I'introduction
de difféomorphismes conduit, dans le milieu dispersif équivalent, a des vitesses de

175
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propagation qui dans la partie non convexe du domaine tendent vers I'infini quand la
complexification des dérivées se rapproche du bord de 'obstacle...Il va sans dire que
lors des méthodes explicites d’intégration temporelle ce que 'on gagne en complexité
par réduction du domaine de calcul effectif on le perd par décroissance du CFL. On
peut toutefois envisager dans « les parties non convexes » une résolution temporelle
implicite (les matrices associées étant de relative petite taille et & bande étroite).
Quant au probléme harmonique, on peut penser que la modification du systéme
bicaractéristique du systéme temporel associé exige, pour conserver la précision, des
éléments plus petits. (Toutefois les tests numériques réalisés autour de domaines en
forme de « L » conduisent a de bon résultats). Si cela est le cas, il faudrait associer
ce type de PML avec un raffinement de maillage de type « goal oriented ». De toute
facon, on pourrait considérer un calcul avec de tels milieux fictifs comme un précon-
ditionneur efficace a la résolution du probléme couplé EDP équations intégrales pour
un objet diffractant hétérogéne de forme non canonique et non convexe. En résumé
pour les équations admettant une « formulation intrinséque » (en dehors de la partie
principale de 'opérateur qui elle 'admet toujours) nous avons exploré les conditions
les plus générales pour lesquelles I'écriture de milieux fictifs absorbants est possible.
On sait que les équations d’Euler linéarisées, a coefficient constant, n’admettent pas,
en présence de convection de I’écoulement porteur, de formulation dispersive. Une
intéressante question ouverte (qui pourrait concerner ’élastodynamique) est : quels
sont les systémes de Friedrichs pour lesquels une telle formulation existe? Ce que
suggére nos travaux est la recherche du prolongement du domaine effectif de calcul
dans une variété l'incluant, le calcul différentiel sur un fibré au dessus de celle-ci
structuré par un groupe de Lie autre que le groupe linéaire de C" ou une réduction
de celui-ci...

Principaux résultats obtenus sur la nouvelle approximation
proposée

Remarquons tout d’abord que l'ordre élevé des approximations n’est théorique-
ment opérant que si la solution est suffisamment réguliére au moins par morceaux
cylindriques en temps. Un théoréme di a J. Rauch [32] décrit Pobtention d’une telle
régularité en rapport avec la régularité des coefficients, du domaine et des seconds
membres. La régularité nécessaire aux estimations a priori des approximations de
type Galerkin Discontinu par des polynémes de degré K conduit au caractére bien
posé des systémes de Friedrichs ayant pour inconnues les dérivées partielles jusqu’a
I'ordre K de la solution du systéme originel. Une idée naturelle est alors de considérer
les systémes d’équation obtenus sur I'inconnu et toutes ses dérivées jusqu’a ’ordre K
en les intégrant, sur une famille totale « d’éléments », avec un fluxsplitting adéquat
sur leurs frontiéres. En considérant sur ces éléments une interpolation de la solution
par des polynomes de degré K exprimés dans leur base naturelle (autour du centre
de gravité) on obtient formellement un systéme d’EDO, avec autant d’équations que
d’inconnues, dont la matrice de masse, évidemment triangulaire et tres creuse, est
aisément inversible. Quand K = 0 on obtient évidemment ’approximation Volumes
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Finis. La stabilité .#? d'une approximation explicite du systéme d’EDO ainsi obtenu
est indépendante de K et la méme que quand K est égal a zéro! Cela ne permet
évidemment pas de conclure quant a la convergence et & fortiori I'ordre de conver-
gence du schéma. Toutefois, dans le cas ot le maillage est structuré cartésien, nous
avons montré par récurrence que le schéma Différence Finie compact ainsi obtenu
était consistant et donc, par le théoréme d’équivalence de Lax, convergeant. Ceci
n’indique pas l'ordre de convergence mais la consistance est de degré K + 1. Des
expériences numériques en approximations déstructurées pour I’équation des ondes
bidimensionnelles conduisent cependant & des résultats satisfaisants. Pour de telles
approximations, la consistance ne peut évidemment pas étre étudiée par le biais de
la formule de Taylor. Diverses récentes généralisations du théoréme d’équivalence de
Lax pourraient amener & une démonstration de la convergence mais, ne disposant
pas des habituelles propriétés de coercivité et d’orthogonalité de ’erreur le probléme
d’obtention d’estimations & priori reste largement ouvert.
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