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Introduction

Les équations de Maxwell instationnaires couplées avec I’équation de Vlasov modélisent
lintéraction non-collisionnelle de particules chargées dans un champ électromagnétique.
Ces phénomeénes sont présents dans de nombreux dispositifs (tokamak |38|, propulseur
a plasmas |35, 36|, interrupteur & plasma...) pour lesquels la simulation numérique est
un outil indispensable pour leur conception et optimisation. De nombreuses méthodes
numériques ont été proposées pour résoudre de facon approchée le systéme de Maxwell-
Vlasov. Pour la discrétisation des champs électromagnétiques citons les différences finies,
les éléments finis et les volumes finis. Pour la discrétisation de ’équation de Vlasov citons

les méthodes particulaires et les méthodes dites euleriennes.

Une des techniques numériques couramment utilisée pour approcher le systéme
de Maxwell instationnaire est la méthode de différences finies FDTD (Finite Difference
Time Domain), proposée dans sa formulation originale par Yee [64]. En deux dimensions
d’espace et pour le mode transverse magnétique, les degrés de liberté de cette méthode
sont les composantes tangentielles du champ électrique sur les arétes du maillage et les

valeurs du champ magnétique aux centre de cellules (figure 0.0.1).

[ ] [ ] [ ]
ot
[ ] .B [
[ ] [ ] [ ]
F1GURE 0.0.1. Maillage cartésien avec les degrés de libertés

L’inconvénient de cette méthode est sa restriction aux maillages cartésiens.

Or, pour mieux représenter les géométries des applications réelles tout en réduisant
les coiits, il est important qu’'une méthode numérique autorise une grande flexibilité sur
les maillages utilisés (maillages non structurés, non orthogonaux...). Et pour mieux re-

présenter les phénomeénes trés localisés qui peuvent se présenter, tout en réduisant aussi

12



INTRODUCTION 13

le cotit, il est important de pouvoir placer des mailles uniquement dans les régions ot ’on
en a besoin (maillages non conformes). Ceci incite donc a relaxer le plus grand nombre
de contraintes possibles imposées aux maillages.

Ainsi, de nombreuses méthodes ont été proposées pour généraliser le schéma de Yee sur
une plus large gamme de maillages, nous renvoyons a |24| pour une revue récente de ces

généralisations.

Une des généralisations proposées est la méthode “covolume” ou aussi “control region”,
introduite dans |26, 44, 27, 54| pour des maillages orthogonaux (maillages caractérisés
par le fait que les arétes primales sont orthogonales a leurs arétes duales, ces derniéres
sont construites en joignant les points de controle du maillage primal ; sur la figure 0.0.2,
le maillage primal est en trait continu et le maillage dual en pointillé. Les maillages de
type Delaunay-Voronoi est un exemple de maillage orthogonal). Comme dans le schéma
de Yee, les degrés de liberté de cette méthode sont les composantes tangentielles du champ
électrique sur les arétes primales et les valeurs du champ magnétique aux centre de mailles
primales (voir figure 0.0.2).

F1GURE 0.0.2. Maillage orthogonal avec les degrés de liberté

Le schéma est obtenue en intégrant 1’équation de Faraday sur les mailles primales et la
composante tangentielle primale de I’équation d’Ampére sur les arétes duales.

Cette méthode a été analysée dans [54, 15|, ou les auteurs montrent que la méthode est
convergente d’ordre un et que, dans le cas particulier de maillages cartésiens, la conver-
gence est d’ordre deux.

De plus, cette méthode présente les avantages de conserver un équivalent discret de 1’éner-
gie électromagnétique, de conserver le flux du champ magnétique et de préserver la loi de
Gauss discréte (ou condition de divergence pour le champ électrique). Ces deux derniéres
propriétés sont indispensables pour que les champs électromagnétiques obtenus aient un
sens physique. Pour certaines méthodes ou ces propriétés ne sont pas préservées, des
techniques de correction [8, 43, 7, 42, 2, 48| doivent étre appliquées, ce qui engendre
évidemment des cotits de calcul supplémentaires.

Malgré tous les avantages de la méthode de “covolumes”; la condition d’orthogonalité des

maillages reste une restriction importante, qui peut se réveler contraignante pour effectuer
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des raffinement locaux du maillage.

D’autres méthodes, de type ¢éléments finis, ont été proposées permettant d’utiliser
des maillages non structurés et qui, avec une discrétisation convenable en temps, conserve
une énergie électromagnétique discréte ; nous citons par exemple |53, 2, 3|. Cependant,
I'utilisation des maillages non conformes (figure 0.0.3) nécessite I'introduction de multi-
plicateurs de Lagrange (voir [6, 10| pour le raffinement en espace et [18, 19, 40| pour le
raffinement en espace-temps) ; de plus, la préservation de la condition de divergence n’est

pas toujours évidente [52, 51, 39|, ainsi une étape de correction peut étre nécessaire [2].

o

F1GURE 0.0.3. Maillages non conformes

Les méthodes de volumes finis utilisées ces derniéres années [46, 16, 62, 50, 63|
permettent une flexibilité des maillages et elles sont robustes en présence de gradients
forts. Par contre, ces méthodes nécessitent un traitement particulier [48, 49, 47| pour
conserver la loi de Gauss, ce qui allourdi le calcul; elles sont aussi dissipatives, limitant
ainsi leur utilisation pour longues simulations en temps.

Plus récemment, des méthodes de type volumes finis préservant I’énergie électromagné-
tique discréte ont été développées dans [59, 58| et qui permettent d’utiliser des maillages
trés généraux. Mais, pour obtenir la méme précision que le schéma de Yee, dans le cas
d’un maillage cartésien, on doit utiliser deux fois plus de mailles dans chaque direction
d’espace (voir [58]).

Cette derniére approche a été généralisée dans [23, 12| en une méthode DGTD
(Discontinuous Galerkin Time Domain), permettant une convergence d’ordre plus élevé,
sous réserve que la solution exacte soit suffisamment réguliére. De plus, la conservation
de flux du champ magnétique est assurée dans un sens faible et rien n’est dit en ce qui
concerne la conservation de la loi de Gauss en présence de densités de charge et de courant.
Dans |17| on propose une autre approche de la méthode de Galerkin discontinu, elle
consiste & utiliser des bases a divergences nulles et des projections dans 1’espace des
fonctions a divergences nulles. Evidemment cette méthode ne garantit la preservation de
loi de Gauus que si la divergence de la densié de courant est nulle.

Une autre méthode de Galerkin discontinu a été proposée dans [25] qui doit s’accompa-

gner par des corrections [37] dans le cas de présence des densités de charge et de courant,
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entrainant un coit supplémentaire important.

Par ailleurs, une des méthodes récemment développés pour des problémes elliptiques
[21, 20|, a permis une bonne approximation de ce type de probléme sur des maillages
presque quelconques (non structurés, trés déformés, non conformes). Cette méthode, ap-
pelée méthode DDFV “discrete duality finite volume”, est basée sur 'utilisation de trois
maillages (primal, dual et diamant illustrés par la figure 0.0.4) pour lesquels on définit
des opérateurs discrets associés (gradient, divergence, rotationnel), vérifiant un équivalent
discret de la formule de Green, de la décomposition de Hodge et assurant que la diver-
gence d’un rotationnel est nul. Les mémes schémas ont été introduits auparavant par F.

Hermeline [28, 29, 30, 32| mais avec une approche différente.

FIGURE 0.0.4. Maillage primal (en bleu), maillage dual (en vert pointillé)
et maillage diamant (en rose)

Ainsi, I'idée de départ de cette thése est d’étendre cette méthode aux équations
de Maxwell, ce qui nous a permis de construire un nouveau schéma de volumes finis
approchant ces équations sur des maillages quelconques en deux dimensions d’espace.
Pour les équations de Maxwell en mode TE;, les inconnues du schéma sont les valeurs du
champ magnétique aux centres des mailles primales et duales et les deux composantes du
champ électrique sur les arétes primales et duales. On discrétise ’équation de Faraday
sur le maillage primal et le maillage dual, en approchant ses valeurs moyennes sur chaque
maille primale et duale. On discrétise I'équation d’Ampére sur chaque maille diamant en
approchant les valeurs moyennes de ses composantes tangentielles sur les diagonales de
chaque maille (aréte primale et duale associées & la maille diamant).

Ce schéma représente une généralisation de la méthode “covolumes” a des maillages ar-
bitraires, y compris les maillages non-orthogonaux, non-conformes et/ou avec des mailles
non-convexes, et ceci grace a un choix adéquat des degrés de liberté. De plus, on prouve
dans ce travail que la méthode préserve toutes les propriétés avantageuses de la méthode

de “covolume”.
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Plus précisément, on montre que le schéma préserve ’équivalent discret de I’équation de
conservation de flux du champ magnétique et, pour une discrétisation adéquate des den-
sités de charge et de courant, la loi de Gauss discréte est aussi préservée. On montre aussi
que, dans le cas de conditions aux limites de type conducteur parfait ou mur magnétique,
le schéma conserve un équivalent discret de 1’énergie électromagnétique et, dans le cas des
conditions aux limites de type Silver-Muller, assure la décroissance de I’énergie. Finale-
ment, la stabilité est obtenue sous une condition de type CFL, qui correspond, dans le

cas d’un maillage cartésien, a la condition CFL du schéma de Yee.

Une large partie de cette thése a été consacrée a I’étude de convergence du schéma,
dans laquelle on montre que, si les champs électromagnétiques exacts sont réguliers (B €
c3([0,T],C2(Q)) et E € (C*([0,T],C2(Q)))?), alors le schéma est d’ordre un en espace
et deux en temps; et dans le cas ou les champs électromagnétiques exacts sont moins
réguliers (B € Wb (Q, W32 (0,T)) et E € (W (Q, W3 (0,T)))* , avec p > 1 et ¢ > 2),
le schéma est convergent a 'ordre 1 — — en espace et 2— — en temps. De plus, si le maillage

diamant est convexe, la convergence en espace est d’ordre un.
Ces résultats ont été validés par des simulations numériques sur différents types de
maillages prouvant la robustesse de la méthode vis-a-vis de la complexité des maillages

utilisés.

La derniére partie de ce travail est consacrée au couplage du systéme de Maxwell discret
avec I’équation de Vlasov. Nous utilisons pour cette derniére une méthode particulaire et
nous mettons en évidence les difficultés du couplage lies a la particularité des maillages
utilisés. Le probléme a été traité en deux dimensions d’espace et trois composantes de
vitesse. Pour le calcul de densité du courant conservant I’équation de conservation de
charge, on a utilisé une méthode d’ordre zéro, ol le calcul de la densité de charge se fait
par la méthode NGP (Nearest Grid point). Ce choix est di & la difficulté d’appliquer les
méthodes d’ordre supérieur & des maillages autres que les grilles de rectangles.

La méthode couplée est validée a 'aide de quelques simulations numériques, illustrant
la convergence des champs et de la fonction de distribution. Enfin, on simule le test
classique de I'amortissement de Landau, pour lequel on obtient bien la décroissance de

I’énergie portée par le champ électrique.



INTRODUCTION

17



CHAPITRE 1

Maillages, géométrie et opérateurs discrets

Soit Q un polygone de R?, de frontiére T

1.1. Maillage primal

On génére sur €2 un maillage composé de N’ polygones C!, i € {1--- N’} | tels que tout
couple de polygones posséde au plus une aréte commune, ce qui exclut les maillages tels
que ceux représentés sur la figure 1.1.1 (trois arétes communes sur la figure gauche et

deux arétes communes sur celle de droite).

FIGURE 1.1.1.  Maillages interdits :

Ce maillage constitue une partition de €2 que I'on va appeler maillage primal. La fi-

gure 1.1.2 est exemple de maillage primal avec les notations que ’on va définir.

FIGURE 1.1.2.  Maillage primal

18



1.2. MAILLAGE DUAL 19

On note N' le nombre des sommets situés sur la frontiére, N” le nombre total des sommets
et on les note S';, i € [1, N”], tels que {Sl{, i=1--- NF} sont ceux situés sur la frontiére.
On note N° le nombre total des arétes du maillage et on les note A%, i € [1, N°|, telles que
{A;, 1=1--- NF} sont celles situées sur la frontiére. Enfin, on note par M/, i € [1, N°|,
les milieux de ces arétes .

Pour chaque cellule C}, on note d; son diameétre, N] le nombre de ses sommets S;;,

;j, j€ [1, N/]. Le vecteur unitaire

avec
j€ [1, N/], correspondant aussi au nombre de ses arétes A

normal & A}; sortant de C; est noté n';; , la tangente associée est notée t';;, de telle sorte

ij»
que (n’;;,t';;) forme une base orthonormée orientée positivement.
A chaque cellule primale C!, on associe un point ¢, que 'on appelle centre de la cellule.

Ce point peut étre le barycentre ou n’importe quel autre point interieur a la cellule.

HYPOTHESE 1. Pour toute la suite, on suppose que le choix des centres se fait de telle
sorte que, pour tout couple de cellules voisines CI, et C,, de centre respectifs c,; et cly,
et d’aréte commune A., Denveloppe conveze contenant A}, ¢, et ciy est incluse dans ).

Cette condition exclut le cas précisé sur la figure 1.1.5.

Mauvais choix Bon choix

FIGURE 1.1.3.  Choix des centres des mailles primales

Pour chaque aréte A}, ¢ € [1,N°], on note A/ son aréte duale construite de la facon

suivante :

— Si A} est a l'interieur du domaine, A7 est l’aréte joignant les centres des cellules primales
partageant 'aréte A’.

— Si AL C T, alors A7 est l'aréte joignant M;, milieu de Paréte A}, au centre de sa cellule

primale.

1.2. Maillage dual

L’ensemble des arétes duales construit un maillage que l'on appelle maillage dual (fi-
gure 1.2.1) .

REMARQUE 1.2.1. L’hypothése 1 nous garantit que les mailles duales sont incluses dans
Q.
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FIGURE 1.2.1.  Maillage dual (en traits pointillés verts)

A chaque cellule duale, que ’'on note C/, on associe un sommet primal S!; on note d le
diamétre de la cellule.

Pour chaque sommet S., i € [1, N”], du maillage, on note N/ le nombre d’arétes primales
ayant S, comme sommet. Ainsi, si le sommet n’est pas sur la frontiére, N/ correspond
aussi au nombre d’arétes de la cellule duale C7'.

Le vecteur unitaire normal a A7; sortant de C}’ est noté n”j ; la tangente associée est notée

t";;, de telle sorte que (n”;;,t";;) forme une base orthonormée orientée positivement.

1.3. Maillage diamant

On construit ce maillage en joignant, pour chaque aréte A., ses sommets aux sommets de

son aréte duale A7, tel que représenté sur la figure 1.3.1.

FIGURE 1.3.1.  Maillage diamant(traits roses)
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On note C? les mailles ainsi obtenues, que 'on appelle mailles diamants. On note par
n; le vecteur unitaire normal a A} et orienté de telle sorte que 021—0/12) -n; > 0. On note
t; la tangente associée, de telle sorte que (n';,t’;) forme une base orthonormée orientée
positivement. De méme on note aussi n le vecteur unitaire normal & A” et orienté de
telle sorte que S’ 1Sk -0 > 0. On note t} la tangente associée, de telle sorte que (n”;, t";)
forme une base orthonormée orientée positivement. On note 6; 'angle orienté entre t et

t/. La figure 1.3.2 illustre ces notations.

7e/
Ci

FIGURE 1.3.2. Une maille diamant

Pour tout segment A, on note par |A| sa longueur; et pour tout polygone P on note par
| P| sa surface.

Pour tout sommet S';, j € {1--- N} (situé¢ sur la frontiére), on définit le vecteur nf par

’A

i) T ’Aﬂ(a
’A

i1(5) ZQ(J')

(1.3.1) n'
o

i2(5)
ol A;l(j) et A;Q(j) sont les deux arétes situées sur la frontiére, telles que S’; est I'un de
leurs sommets.

r

REMARQUE 1.3.1. §i S’; n'est pas situé sur un coin, alors n; correspond tout simplement

a la normale unitaire a C7 N T, avec C7 est la maille duale associée au sommet S';.

Enfin, on note par t} , le veteur orthogonal a nj donné par

)A

+ ‘AQ )

(')

12 )

’A
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1.4. Hypothéses géométriques sur les maillages
On note h le plus grand diamétre des cellules primales :

h := max d;.
i=1 N

REMARQUE 1.4.1. On peut remarquer que Vi =1---N°® on a
(A < h et |AY)<2h.
HYPOTHESE 2. Il existe une constante ay > 0, indépendante de maillage, telle que Vi €

{1.--N'},
|A;’ Z (05} h.

HYPOTHESE 3. [l existe une constante ag > 0, indépendante de maillage, telle que Vi €
{1---N",
’A;/‘ 2 9 h.

HYPOTHESE 4. Il existe une constante ag > 0, indépendante de maillage, telle que Vi €
{1.--N°}

|sin 9,| Z Qasg.

HYPOTHESE 5. Toutes les mailles primales et duales sont étoilées.

1.5. Proprietés géométriques

Nous présentons ici quelques propriétés géométriques qui nous seront utiles pour la suite.

PROPOSITION 1.5.1. L’aire d’une cellule diamant C° associée a l'aréte primale A’ et

Uaréte duale A", faisant entre elles un angle 0, est donné par la formule ci dessous :

1
(1.5.1) C°] = 5 A |47][sin®]

FIGURE 1.5.1. Maille du bord
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DEMONSTRATION. Dans le cas d’une maille du bord (figure 1.5.1), C* est un triangle
de coté A’ et de hauteur H = |A”||sin 6|, d’on

1 1
C°] = S 1A H = 5| 4| |4"|[sind].

FIGURE 1.5.2. Mailles internes convexe et non convexe

Si C° est une maille interne (figure 1.5.2), alors A’ découpe l'aréte A” en deux segments
A7 et AY. Elle découpe aussi la maille C° en deux triangles T} et T5, tels que T} est le
triangle de coté A’ et de hauteur Hy = |AY| [sin @] et T5 le triangle de coté A’ et de hauteur
Hy = |A] |sin 0]. Ainsi,

1 1 1
(€= 1| + |Tof = 5 [AT [ AY[[sin 6] + 5 [A'] | A5 [sin 6] = 5 [A'] |A7||sin 6] .

COROLLAIRE 1.5.2. On a
C7| < n*.
De plus, si les hypotheéses 2, 3 et 4 sont vérifiées, alors il existe une constante o > 0,

indépendante de maillage, telle que Vi € {1--- N°}
|C?| > ah?.

DEMONSTRATION. La premiére inégalité est obtenue grace a la proposition précédente
et a la remarque 1.4.1.
Pour la deuxiéme inégalité, grace a la proposition précédente et sous les hypothéses 2, 3
et 4 on a
|C°] > %alagaghQ;

d’ou le résultat. O

PROPOSITION 1.5.3. Soient (n',t') et (n”,t"), deuz bases orthonormées de R? orientées
positivement et soit 0 'angle entre t' et t”.

Alors pour tout vecteur V on a :

(V) + (V- t")?

V| >
IVIT= 1+ |cosd|
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De plus, si 0 # 0[] , on a aussi

(V-t) 4 (V- t")?
1 — |cos |

V]* <

DEMONSTRATION. Deux cas se présentent :
. ™ . .y, .
Si § = — [n] alors les deux inégalités sont évidentes.

Sinon, puisque t” = cosft’ — sinfn’, (voir figure 1.3.2) alors

(14 Jeos O) [ V> = (V- €)% + (V- #)°] =

(1+ |cosd)) [(V ')+ (V. t')ﬂ —(V-t)* = (cosOV -t/ —sinfV -n')°

(1 + |cos @] — sin® @) (V - n')’ + (Jcos O] — cos®6) (V - t/)?

+2sinfcosf (V- -t') (V- -n') =

cos? 0 (1 — cos?0)
|cos 6] + cos? 6

+2sinfcosf (V-t')(V-n') =

(Jcos 8] + cos®8) (V - n')” + (V-t)°

2
6 sin 0
cos 0 sin V-t’) |

V]cosf| +cos20V -n’ +
\/|cos 0] + cos? 6

d’ou
(V)2 + (V- t")?
1+ |cos 0|

2
VI~ =
D’autre part, on a

(1= JeosO) [VI[* = (V- €)* 4+ (V- ¢)°] =

(1—|cosey)[( n)? 4 (V- tﬂ—(V-t')Q—(cosev.t'—sinev-n')2

(1 —|cos @] —sin*6

i
) (V- 1')? — (|cos 0] + cos®0) (V - t')?
+2sin0cosd (V- t) (V
(
)

(
(V-n') =

— (Jcos 0] — cos?0) (V- n')* — (|cos O] + cos?0) (V - t)*
+2sinfcosf (V-t') (V-n') =

2
_<\/ cos Osin 6 V-n’—\/|0089|+00820V-t') :

|cos 0] + cos? 0

et si 6 # 0[n], on a alors

(V) 4 (V- t)’

V|* <
V™= 1 —|cosb)|

24
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PROPOSITION 1.5.4. Soient (n',t') et (n”,t"), deuzx bases orthonormées de R? orientées
positivement et soit 0 ['angle entre t' et t”.

Alors, sous l’hypothese 4 page 22, pour tout vecteur V on a :

Vo, V-n 1
(1.5.2) Vo= SRy Yy - (Von't’+V.n't)

t’ -’ t' - n” sin 6

V't/ ,,_'_V't// ,: 1 (V-t’n”—V-t”n/).

! n 3
n’ -t n -t sin 8

(1.5.3) —

DEMONSTRATION. Sous 'hypothése 4 {n’, n”} et {t/, t”} sont deux bases de R
Ainsi pour vérifier la formule (1.5.2), il suffit de faire le produit scalaire de I’égalité par
n’ et puis par n”. De méme, si on fait le produit scalaire de 'égalité (1.5.3) par t’ et puis
t”, on vérifie la formule (1.5.3). O

1.6. Produits scalaires et normes discrets

Dans le chapitre consacré a la discrétisation des équations de Maxwell en mode TE nous
allons associer des inconnus scalaires de champ magnétique aux centres des mailles pri-
males, au sommets du maillage (centres des mailles duales) et aux milieux des arétes
situées sur la frontiére. Nous allons aussi associer des inconnus vecteurs de champ élec-
trique aux arétes du maillage (diagonales des mailles diamants) et aux sommets situés sur
la frontiére. Nous considerons donc dans cette partie des vecteurs de RY x RV x RN et
des vecteurs de (RQ)N<> X (IRQ)NF et nous définissons des produits scalaires et des normes

agissant sur ces vecteurs.

NOTATION 1.6.1. Pour tout U' € RN, U" e RN", et UT € RN", on note
U™ = (U, U") = (U'y, - Ul UV, U)

et
U’”F — (U/// UF) .

Pour tout U® € RN’ et UT € R, on note
Ut = (U°,UY).

DEFINITION 1.6.2. Pour tout U” V" € RN x RN", On définit leur produit scalaire

primal-dual par :
N/ N//
" " e ]‘ ! ! / 1 i "
(1.6.1) (" V"= dciuivi+ > lenur vy |
i=1 i=1

On note par ||-||,» la norme associée.
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DEFINITION 1.6.3. On définit aussi le produit scalaire diamant, pour tout U° V® &
(RQ)NQ, par :

No
(1.6.2) (U°, Vo), =) |G| Uy - V3.

i=1
On note par |||, la norme associée.
A partir de ces deux normes, on définit une troisieme sur RV x RV x (RQ)NQ, telle que
pour tout U = (U’,U”,U°)

(1.6.3) 101 = o + 0|

DEFINITION 1.6.4. Enfin, on définit le produit scalaire discret des traces de U”T € RV x
RY x RN ¢t VU ot e RN x RY" sur la frontiére par :
NF
(U V) = IS A UFVE -t jact AT UFVE -t
r 2 voroor ! Lo

1=

PROPOSITION 1.6.5. Si hypothése 4 page 22 est vérifiée, alors pour tout vecteur V.€ RN,

on a

viz<2 (L) > (vt v

=1

DEMONSTRATION. Par définition, on a

NO
IVIZ = Y ICelIvIE,
i=1

ainsi, en utilisant la deuxiéme inégalité de la proposition 1.5.3 page 23, on a

N°® 2 2
V-t)" +(V-tY)
Vv 2 < C§> ( i i .
IVIE < 3 i S
et puisque pour tout i € [1--- N°]
1 (14 |costy) < 2
1 — [cos 0;] (sin6;)> ~ (sin6;)*’

alors

N° 2 2
V-t V -t/
Vi < Y2 pep Yot VT
— (sin 6;)

De plus, d’apres le corollaire 1.5.2 page 23 et sous 'hypothése 4 page 22 on a

2|C;| ( h )
. 2 S 21— )
(siné;) a3
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d’ou

V]2 <2 (£>2NZ [(V )24 (V]

i=1

1.7. Divergences discrétes

DEFINITION 1.7.1. On appelle divergence primale que ['on note V'-, 'opérateur discret
défini sur chaque maille primale C!, i =€ {1---N'}, qui a tout f° € (R2)N<> associe :

1
(1.7.1) V£ = @ > A £ nl.
AlCac

(2

Il approche les valeurs moyennes de V -f sur les mailles primales C/ en utilisant les valeurs

de f aux arétes de la maille :

1
Gl Jer

Vo~ (V£

DEFINITION 1.7.2. De méme, on appelle divergence duale, que [’on note V"-, l'opérateur
discret défini sur chaque maille duale C', associée au sommet S, i =€ {1---N"}, qui a

tout £7 € (RN x (RZ)NF associe :

1

(1.7.2) v/ ofer —
leg

> Ay f 0l +oC NT|E - n] |,
Arcocy

ou f1 est la composante de ', associée au sommet S..

Cet opérateur approche aussi les valeurs moyennes de V - f sur les mailles duales C'.

REMARQUE 1.7.3. 9CY N T est non vide uniquement pour les cellules duales situées sur

la frontiére.

NOTATION 1.7.4. On note

v . V<>I‘ — (v/ . VO, \vA VoI‘) )

1.8. Rotationnels discrets

On rappelle que pour toute application f de R? dans R, le rotationnel vecteur de f est
Iopérateur défini par :
af o f)T

fo::(ﬁy’ Ox
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et pour toute application f de R? dans R?, le rotationnel scalaire de f est I'opérateur

. of, of,
Vxf:.= <6x 8y)°

défini par :

PROPOSITION 1.8.1. Soit (n,t) une base orthonormée de R? orientée positivement ; alors,

pour toute application f de R? dans R on a :

(1.8.1) Vxf-n=Vf-t.
DEMONSTRATION. V X f-n = %nx — %ny = %ty + %tx =Vf-t. O]

DEFINITION 1.8.2. On appelle rotationnel primal , et on note V'x, lUopérateur discret
N<>

défini sur chaque maille primale C}, i =€ {1--- N'} qui & tout £° € (R*)"  associe :
1
/ R / /
(1.8.2) Vix o = T A E -t
iharcocy

IIs approche les valeurs moyennes de V x f sur les mailles primales C] en utilisant les

valeurs de f aux arétes de la maille :

1
m C/VXf ~ (V/Xfo)i.

DEFINITION 1.8.3. De méme, on appelle rotationnel dual , noté V' x, lopérateur discret

défini sur chaque maille duale C!, associée au sommet S, i =€ {1--- N"}, et pour tout
o T
or e (RN x (R))Y, par :

1

(1.8.3) V7 x £l o7

> |AY £ -t 4+ 0! O£ -t
Avcacy

ot £ est la composante de ', associée au sommet S..

Cet opérateur approche les valeurs moyennes de V x f sur les mailles duales C!'.

DEFINITION 1.8.4. On appelle rotationnel diamant, et on note V°x, opérateur discret
défini sur chaque maille diamant C?, associée o Uaréle A, i =1---N°, qui a tout f'* €
RY x RN x RY" associe :

(1.8.4)
—1
2|C7] ((er - f}@) |Afl £+ (fl = fi1) |A;’|t;’> sii< NT
VO < mp — i |
7 f -1 ’ ! 1| 4/ A " 1"\ 1 . T . o

o1,
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— fF est la composante associée a Uaréte AL, lorsque celle ci est située sur la frontiére T.

- fj’.(i) est la composante associée a la cellule primale C';;) ayant A} comme aréte lorsque
celle ci est située sur la frontiere T'. On rappelle que pour i < NV, I'aréte Al est située
sur la frontiere et donc elle n’est aréte que d’une seule maille primale.

— i et fl sont les composantes duales associées auxr sommets S, et Sl de Uaréte A..

— fl, et fly sont les composantes associées aux cellules primales C';1 et Cly partageant

Uaréte A., lorsque celle ci est une aréte interne (NF +1<:1< NO).

Ainsi le rotationnel diamant de f est une approximation de la valeur moyenne de V x f
sur les cellules diamants C} en utilisant les valeurs de f aux sommets de la cellule. Quand
C? est située sur la frontiére, on utilise, en plus des valeurs aux sommets, la valeur de f

au milieu AJ.
1
Gl Jes

Vx fa(Vex f"),.

DEFINITION 1.8.5. On définit la composante normale de 'opérateur V' x , pour tout
T eRY x RN x RN" et touti=1---N" par :

P_gr
vl—‘ % f”’l—‘ nF — 12 il 7
i LT aCr T

ou, fl et fl sont les composantes de f associée aux arétes A} et Al,, situées sur la

frontiére et ayant S/ comme sommet commun, le vecteur n} étant définie par la formule
(1.3.1).

NOTATION 1.8.6. On note par

v X U"T = <v<> < U, V" x U”’F) .

PROPOSITION 1.8.7. Ces produits scalaires et opérateurs discrets vérifient les proprietés
suivantes, pour tout U'" € RN x RN x RN et VU .t e RV x RV -

(1.8.5) V.Vvex U = 0,
(1.8.6) v vl x Ut = o,
1.8. " " V<>F _ o mn V<> mr VoF_t )
(1.8.7) (U V" x VY, <v U >Q+<U , >F

DEMONSTRATION. La preuve de ces propriétés ainsi que les détails de constructions
des opérateurs discrets sont publiés dans |21, 20|. O
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CHAPITRE 2

Ecriture et étude du schéma pour les équations de Maxwell

2.1. Introduction

D’aprés la théorie de Maxwell, les champs électrique E et magnétique B sont déterminés

a partir des densités de charge p et de courant J par les quatre équations fondamentales

4 ]:D; .
%7 +V X E =0 Loi de Faraday
0E  ,_ = Lo oo
(2.1.1) 5 ccVxB = —;J Loi d’Ampére
V-E _r Loi de Gauss
€o
\V-B’ =0 Loi de conservation de flux de B
1079

ol ¢ = 3.10% ms™!

est la vitesse de la lumiére et ¢y = Fm~! est la permittivité du

. 3611
vide.
Dans le cas ou les champs ne dépendent pas de z, ce systéme se découple en deux sous
systémes :

Systéme de Maxwell en mode transverse électrique (TE)

(0B

- E —

5 +V x 0

oE 1
2.1.2 2= 2 B =—--J
( ) 5 c*V X o

V- E G

\ €0

Systéme de Maxwell en mode transverse magnétique (TM)

(0B
= E —
875+V>< 0
a—E—CZVXB :—lJ
825 €0
V-B =0
\

ou

B:f}z(x,y,t), E:EZ(ZL‘,y,t), J:jz(l‘,y,t)
B= (B, (x.5.), By (r.5.)) E= (B (e.p,0). By (wy0) I=(F@yb), I, (9.0

31
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O
ay 0E,  OE, 0E, OE,
E: E = — _ .E: —
v o | V" oy " ow Y or | oy
C Or

Dans la suite on va se placer dans ce cadre et on fera notre étude avec le mode transerse
électrique donné par le systéme (2.1.2).

Soient 7' > 0 et Q un ouvert de R? & frontiére I' lipschitzienne.

Pour résoudre le systéme (2.1.2) sur © x [0, 7], on suppose que les champs électromagné-
tiques sont connus a I'instant initial 0 et que E vérifie la loi de Gauss. On suppose aussi

que les conditions aux limites sont données par

(2.1.3) aE-t+bB="7,

ol

ea =1,0b=0et T = 0, dans le cas d'un conducteur parfait (conditions de bord
métallique),

ea=0,b=1et T =0, dans le cas d’'un mur magnétique,
ea=1,b= —cet T est une fonction donnée, dans le cas de conditions de bord de Silver-

Muller (le cas T = 0 correspond alors & une condition limite absorbante de premier ordre).

Ainsi le systéme complet & résoudre s’écrit

(2.1.4) aa—f +VxE = sur Q x [0, T,
E 1

(2.1.5) 9B _ AVxB =—=J surQx|[0,T],
(325 €

(2.1.6) V.E =2 swax,1],
€o

aE-t+0B = sur I' x [0, T,

E(.,0) =E° surQ,
B(.,0) =B surQ.

REMARQUE 2.1.1. On suppose que la charge électromagnétique est conservée, ¢’est a dire
que les densités de charge p et de courant J, qui interviennent dans les équations, (2.1.5)
et (2.1.6) vérifient

9p

E—I—V-J:() sur Q2 x [0, TT.

On peut alors facilement constater qu’en appliquant 'opérateur divergence a I’équation
d’Ampere (2.1.5), et puisque la loi de Gauss (2.1.6) est vérifiée par le champ électrique
initial, alors elle est vérifiée pour tout t € [0, T|. Ainsi résoudre le probleme continu

revient & résoudre le systéeme suivant



2.2. DISCRETISATION DES LOIS DE FARADAY ET D’AMPERE 33

0B
(ﬁ%—VxE =0 sur Q x [0, T
OE 1

— —AVxXxB =—-=J surQx|0,T]
ot €0

aE-t+bB =7 sur ' x [0, T]
E(.,0) =EY sur €
| B(.,0) = B sur )

2.2. Discrétisation des lois de Faraday et d’Ampére

Pour discrétiser le systéme, on utilise une méthode de volumes finis, appelée DDFV (dis-
crete duality finite volume) qui consiste & utiliser les opérateurs discrets déja définis dans
le chapitre précédent.

Nous allons adopter les notations suivantes :

e B! est une approximation du champ magnétique sur la maille primale C/, i € {1--- N'}.
e B':=(B},---,By) .

e B! est une approximation du champ magnétique sur la maille duale C/, i € {1--- N"}
e B":=(B],--- ,B\.) .

e Blest une approximation du champ magnétique en M/, i € {1--- N}, milieux des
arétes A, situées sur la frontiére.

e B":=(B,B"), B"":= (B,B",B")

o E? et J? sont des approximations du champ et de la densité du courant électrique sur
la maille diamant C7, i € {1--- N°}.

o E°:= (E°, - | E%\) et J®:=(J%, -+, I ).

e E! et J! sont des approximations du champ et de la densité du courant électrique sur
dC! NT associés aux sommets S situés sur la frontiére (1 <i < NT).

o BN := (EFy, - |EF o) et IV = (I, -+, JT ).

o BT := (E°,EF) et J°F := (J°,JF).

On approche les valeurs moyennes de I’équation de Faraday (2.1.4) sur chacune des mailles

primales et duales par :

OB,

5 tVixE =0,i=1N

OB ’
o VIXET =0, =1 N

ot Vi x et V7 x sont les rotationnels scalaires primal et dual définis par les formules (1.8.2)
et (1.8.3).
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On approche I’équation d’Ampére (2.1.5) sur chacune des mailles diamants :

OE?
ot
ot V¢x est le rotationnel vecteur diamant défini par la formule (1.8.4).

" 1
—*Vex BT =——J%, i=1---N°,
€o

Enfin, soit At le pas de temps tel que At = % On utilise le schéma saute mouton pour la
discrétisation temporelle. Ainsi, les équations discrétisées en espace et en temps s’écrivent
pour tout n € {0---N — 1}

B/n+1 — Bm
(221) T + v/ X E0n+1/2 = O,
B//n+1 — B
(2.2.2) TV ETn /2 — )
E<>n+3/2 _ Eon+1/2 " Jon+1
(2.2.3) ~AVvex BT T =,
At €0

2.3. Discrétisation des conditions initiales

Pour le champ magnétique discret primal, on prend la valeur du champ au centre de
la maille et a l'instant 0. Pour le champ discret dual, on prend la valeur du champ a
Iinstant 0 au sommet primal associé a la maille duale. Enfin, pour le champs discrets
de la frontiére, on prend la valeur du champ a Uinstant 0 aux milieux des arétes de la

frontiére :

B®=B(d,0) ic{l---N'}

7

(2.3.1) B{®=DB(5,0) i€e{l---N"}.

(2

BIY=B(M],0) ie{1---N"}
Pour le champ électrique initial Efl/ 2, on le définit par ses composantes tangentielles
primale et duale de la facon suivante : Vi =1--- N°

1
Al

. A
EXV ¢, = / [E (X,0) + th)tE (X, 0)] -t do
Al

?

1 At
E<i>1/2 T, = m/ |:E (X, O) + 7075]3 (X, 0):| t"; do
A

\

ou do est I’élémént de longueur. Or, on ne dispose pas directement de O,E (+,0), mais le

connait grace a 'équation d’Ampére (2.1.5), d’ou
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(2.3.2)
(B2, — 1”4 [E(X,O) My <M ~2(V x B(-,0)) (X))] s do

! ’A 2 €0

EXV ¢, = ﬁ/ [E (X,0) + % (J (fo’ 0 _ (V x B(-,0)) (X))] -t do |

"
\ A

De méme, on définit le champ électrique discret de la frontiére Eirl/Q, 1€ {1 e NF}, par

(2.3.3) ] ]
EMV2.nf ﬁ / E(X,O)+% (M — & (V x B(-,O))(X)) ‘ndo

L €o J

crar

EIV2 .4 :ﬁ/ _E(X,0)+%<J(X’O)—cz(vXB(-,O))(X)) tdo

3 2 EO

ornr

2.4. Discrétisation des conditions aux limites

Ces conditions interviennent pour calculer Bf et Ef -}, i€ {1---NT}.

En effet, d’aprés I’équation d’Ampére discréte (2.2.3), pour calculer le champ électrique
E<}n+1/2

) associé aux cellules diamants C7 situées sur la frontiére (1 <1< NF), on a besoin

de calculer V°; x B"™™ qui est donné, d’apres (1.8.4), par

i 1 ’ 1 "
Ve x B "= —m [(BZM - Bj?¢)> | At + (Bzan - Bﬂn) | A7 t;/] .

Or les équations de Faraday discrétes ne permettent de calculer que B;.?i) , B;’ln et B;’Q”,
d’ou la nécessité des conditions aux limites pour calculer B} ™.

D’autre part, d’aprés I’équation de Faraday duale (2.2.2), pour calculer le champ ma-
gnétique duale B!™ associé aux sommets situés sur la frontiére avec (1 <1< NF), on a

besoin de calculer V/ x ET™+1/2 et qui est donné, d’aprés (1.8.3), par

1
led

V;, > E<>Fn+l/2 _ Z ‘A;/| Ejn+1/2 . t;/] + ‘801” N F‘ E£n+1/2 -t?

Arcacy

Or I’équation d’Ampére discréte ne permet de calculer que E®1/2. Clest ainsi que les
conditions aux limites interviennent pour calculer EiF"H/ ? th

On suppose alors que ces conditions sont données par
(2.4.1) aE-t+bB =17,

ol a et b sont des constantes, non toutes les deux nulles, et T une fonction donnée.
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2.4.1. Détermination de B'".

(1) Sia=0 et b+#0, (en particulier pour un mur magnétique), il suffit de prendre
1

Bi"
Yob

N
i,

ol

o = W/T (X,t") do.

(2) Si a # 0, la discrétisation de (2.4.1), sur les arétes situées sur la frontiére, est

donnée par :

4. a
2

+bB" =" ie{l---N"}

Or, Ejnﬂ/ % est inconnue a cette itération, alors en utilisant I’équation d’Ampére dis-
créte (2.2.3), on a

EonH1/2 _ gen=1/2 | 2 Apv° w BT ﬁ']on;
€0
ainsi Vi < N', on a
GBI gy CCA G e C;—EN’JM “t) 4 b B =T,
0
et donc
(2.4.3) “CZAtvz x Bt 0B = —aEXV2 ¢ 4 C;—EA;JW St T

Or, d’aprés définition du rotationnel diamant donnée par la formule (1.8.4), on a pour
tout 1 < NT

1
- 21¢¢]

!

Ve x Bt = 14 (B = By ) + A8 - ¢ (B = BiY) 5

ainsi, en remplagant dans (2.4.3) on obtient pour tout i < NT

aC2At F !/ 17 17 F
~Ticer [ (B2 = By ) + 1adler o (B - B)| + 0B =
Lo B2 g DB gon g pen
1 K] 260 (] 1

ce qui implique que

ac*At | Al ac?At AL a2t |AY e tL "
i _p BFn — ) n.o_ 117 z(Bn_Bn>
( 41C7] ) ' 4jcz) I 41C7] S
- At
FaETV2 g - C2 0 gen oy pen,
260
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*At Al
Ainsi, si b # CLCTC;‘A, alors
CLCQAt ’ ” ”
B [A’, B At -t <B-” _ Bn)]
% ((ICQAt |A;|_4b|cz<>|) | z‘ 7(2) | z| ) ) 12 il
41C7| on—1/2 ,, aAt

2.4.4 L E" N Aty U Ul
( ) (a2At |A}] — 4b|CY)) { ‘ " 2e ‘ ‘
De la, on déduit que :
e Dans le cas particulier de la condition de Silver-Muller (a = 1, b = —c¢), la condition aux

limites discréte est donnée par
At
(At |AL] + 4e|C?

B — 5 [l By 1A (B - B

)

4 |C’Z0| on—1/2 . t; . ﬁJon . t; . Tfn ]
(At AL + 4c|C?)) 2¢€
e Dans le cas d’'un conducteur parfait (a =1,b=0,et T =0) on a la condition aux
limites discréte s’écrit

’ A//| " " 4 |C<>| _1/2 At
B = B — |4; t” -t (B.”_B.n> — _(E" ot — — Tt
i 7(2) |A;| 7 ) 72 i1 + AL |A;| i i 260 7

et puisque E -t = 0 sur le bord, alors Ef"_l/Q -t; =0 et donc
I'm __ n ‘A{L,| " / "n n 2 |C';>| on /
B; - J@) |A;\ ti -t <Bi2 — Bj) > + mJ -t

2.4.2. Détermination de la composante tangentielle de EM+1/2,

(1) Sia # 0et b=0, (en particulier pour un conducteur parfait), il suffit de prendre

(2.4.5) E /2 4T ET’,’”H/Z
‘oa

ou
” 1
T-n+1/2 __ / T X tn+1/2 d .
: T (X0 do
crar
(2) Sia#0et b0, (en particulier pour des conditions de Silver-Muller) la discré-

tisation de (2.4.1), sur les sommets situés sur la frontiére, est donnée par :

E)li‘THFl/2 . tF :E)rnil/2 M tF " 1"
(2.4.6) a—" ; L L+bB"=7,"ie{l---N"}.

De 1a, on déduit que

i 4 i

n n— b " "
ETY2 g = —EY2 g 2= B 42
a
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(3) Sia=0 et b+#0 (en particulier pour un mur magnétique), alors

n 1 n .
Bi" =", Vi€ {1---N"}.

D’autre part, en utilisant ’équation de Faraday duale (2.2.2) et la définition du rotationnel
dual (1.8.3), on a

B;/n+1 _ B;/n N 1
At et

SO A ETE e+ jocy N BTV 6] | =0,
Al cocy

d’ou, pour tout i € {1---N'}, on a

cr i )
T O R S L R e al A T
Arcacy
donc
RN S —— T A Vv
B ’ Loy T e, 0T AL i)
J 7

REMARQUE 2.4.1. Selon les cas, le choix de discrétiser (2.4.1) & Uinstant t" ou & l'ins-
tant t"t1/2 g été fait de facon & obtenir la conservation d’une énergie électromagnétique
discrete, ce dont nous allons parler plus loin. Cette propriété sera utile pour assurer la

stabilité du schéma.

2.5. Discrétisation de la densité de courant et de charge, et loi de Gauss

discréete
Le schéma (2.5.1) :
m+1 _ pm
r% + V' x Eon+1/2 -0
B//n+1 —_ B'm
(2.5.1) — + V" x EePntl/2 -0 7
Eont3/2 _ gontl/2 ave y g _Jon—i—l
( At €

avec les conditions initiales discrétes et les conditions aux limites discrétes, suffit a lui
seul & déterminer les champs électromagnétiques discrets. Mais, on aimerait de plus que

EoFN—1/2

le champs vérifie une version discréte de la loi de Gauss (2.1.6). Cette condition

empéche d’obtenir des solutions non physiques. Soit alors les notations suivantes :

e o) est une approximation de la densité de charge sur la maille primale C’;, i € {1--- N'}.
g 10/ = (p/h e ap§\7’)‘

e p! est une approximation de la densité de charge sur la maille duale C/, i € {1--- N"}.

o p" =P, ).
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° p/// — (p’,p”).

On aimerait que le champ électrique discret ET"+1/2 et la densité de charge discréte

p " "H1/2 verifient 'équation de Gauss discréte sur les mailles primales et duales

p’n+1/2

\Vi Eon+1/2

(2.5.2) ,/21/2 ,
\vZ Eoln+1/2 — P

€0
ou V'- et V”- sont les opérateurs divergences primale et duale définies par les formules
(1.7.1) et (1.7.2).

PROPOSITION 2.5.1. St la discrétisation des densités de charge et de courant satisfait les

équations de conservation de charge discretes, c’est a dire, pour tout n € {1--- N — 1} :

'n+1/2 _ In—1/2
P P
v Jen =0
At +
(2.5.3) ’
p”n+1/2 _ p”n—1/2 , -
v Jer =0
At *
et si la loi de Gauss discréte (2.5.2) est vérifiée par le champ électrique discret initial :
AV E<>1/2 _ P i
€0
v . g2 P i
€0

alors cette loi est vérifiée pour tout n € {0--- N — 1}.

DEMONSTRATION. Pour montrer I’équation de Gauss discréte primale, on applique
I'opérateur divergence discréte primale a I’équation d’Ampére discréte (2.2.3); ainsi, on
a pour tout n € {1--- N}

A\ E<>n+1/2 -V Eon—1/2 »
— AV VO x B 4
At €

or d’apreés la proposition 1.8.7 page 29 on a

1. Jon
\% o

V' -V x BT = .

Alinsi,
\Vi E<>n+1/2 -V E<>n—1/2 V- Jon
A - e
et en utilisant I'équation de conservation de charge discréte (2.5.3), on a
AV D= YR R v/ ) Vo A p n+1/2 _ p n—1/2

)

€0



2.5. DISCRETISATION DE LA DENSITE DE COURANT ET DE CHARGE, ET LOI DE GAUSS DISCRETR

ainsi, et par récurrence, on obtient que pour tout n € {1--- N}
v . EH2 L ROY?2 = p n+1/2 _ P 1/2
€o 7
et comme la loi de Gauss est satisfaite par les conditions initiales, alors, Vn € {0--- N}

v/ . E<>7L+1/2 — pln+1/2

€0
La démonstration de I’équation de Gauss discréte duale n’est pas immeédiate. En effet,
Iapplication de l'opérateur divergence duale V”-, associée aux mailles duales du bord,
nécessite la définition de EM™+Y/2. nl' ce qui n’a pas été effectué lors de la discrétisation
des conditions aux limites, car pour resoudre le probléme, nous n’avons besoin que de
la composante tangentielle de EI™+1/2. Ainsi, on suppose que le champs électrique est

discrétisé aux sommets du bord tel que E™*1/2. nl' vérifie

EFn+1/2 X Ilr o EFn—1/2 . Ilr " JFn . Ilr
) 7 _CQVI‘XB Fn‘ng_{_ 7 =0.
At €0

D’autre part, d’aprés ’équation d’Ampeére discréte (2.2.3), on a

Eon+1/2 _ Eon—1/2 Jon

2770 "'Tn
—c'V°x B + — =0.
At €0
Et puisque
— (Ean+1/2 _ E<>Fn—1/2 B C2V0F y B”’Fn N Jan) _
At €0
1 Eon+1/2 _ E<>n71/2 " Jor
W Z ‘A;/‘ ( At —AV°x B Fn—l—g)'nglj
“larcocy
|aCZ// N F| EFn+1/2 _ Eanl/Q B szr y B”’Fn N J_Fn ' nr
1C7] At o ) M
alors

o (Ean+1/2 _ Ean71/2 B CQVOF y ern N J()Fn) _
At €0

Et 1a, en procédant de maniére similaire a la preuve de I’équation de (Gauss primale, on

prouve I'équation de Gauss duale. 0

Lorsque les densités de charge p et de courant J, sont des fonctions données, suffisemment

. EBN . . , . . N "
réguliéres, nous allons indiquer une facon pour définir les leurs valeurs discrétes p’ "+1/2

et J¢I™ de telle sorte qu’ils vérifient I'équation de conservation de charge discréte (2.5.3).
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DEFINITION 2.5.2. Pour tout n € {0---N — 1}, on définit la densité de charge discréte

par :
(0, 1 ,
pi +1/2 — ‘C,‘/p (X,tn+1/2) dX’ = {1 i 'N,}
(3 C’i
//n 1 .
p = W/p (X, ") dX,ie{1---N"}
\ 2

et on définit la densité de courant discréte par :

( tn+1/2
Jov.n!; = |A’ At / X,t)-n';dtdo, i€ {1---N°}
tn—1/2
tn+1/2
1 1
J?n'l’l”i ZW/E /J(X,t)-n”,-dtda,iE{l---NO}
! A’L’ tn71/2
gnt1/2 5
1 1
Jin.nl = G T / "~ / J(X,t) -ndtdo, i€ {1---N"}
! crar gn-1/2
tn+1/2
1 1
\ ! C’é/ﬂF tn—1/2

ot do est I’élément de longueur.

PROPOSITION 2.5.3. Cette discrétisation satisfait ’équation de conservation de charge
discréte (2.5.3).

DEMONSTRATION. En effet, vu la définition de la divergence discréte donnée par la
formule (1.7.1), on a pour tout i € {1--- N’}

'n+1/2  'n—1/2

7 7 (vl J<>n> _
n n 1 n
At|C’|/ X, t +1/2 p(X,t +1/2)} @ Z ‘AH J;? .n;j =
tALcac
tn+1/2 tn+1/2
‘C,‘/At / Oip (X, 1) Z /At / X,t)-n'y; dt do;
tn—1/2 ac, tn—1/2

et comme n;; est la normale a I'aréte Ag- sortante de C{ , alors en appliquant la formule de
Green, on a
nt1/2

/ [Op (X, t)+ V- J(X,t)] dtdX = 0.

tn—1/2

'n+1/2  'n—1/2
7 7 v/ . Jon
Iy + )

lai) o

i
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En procédant de la méme maniére pour les quantité duales, on montre aussi que pour
tout i € {1---N"}
"n+1/2  "n—1/2

7 [ n . goln —
3 + (V"I =0.

O

COROLLAIRE 2.5.4. Avec la discrétisation des densités de charge et de courant données
dans la définition 2.5.2, le champs électrique, solution du schéma (2.5.1) satisfait la loi
de Gauss discrete (2.5.2).

DEMONSTRATION. Le résultat est immédiat grace aux propositions 2.5.1 et 2.5.3. [

2.6. Energie électromagnétique discréte

DEFINITION 2.6.1. On définit l’énergie éléctromagnétique discréte E™ a ['itération n, avec
ne{0---N—1}, par :

n € n 2 s "y
&= 3 (|22 4 2 (B, B ).

REMARQUE. 5i la densité du courant J est nulle, et avec des condition de bord métalliques,

on a ausst
En.— %] <<]5]<>n—i-1/2’]5]<>n—1/2><> + C2 ||B”m||/2//> .

En effet, en utilisant les équations de Faraday discrétes (2.2.1) et (2.2.2), on a

e — %O (HEonJrl/ZHi + C2 <B//m,B/”n YN VLY E0Fn+1/2>m)

= O (B 2 B~ At (BT < B,
et en utilisant 'équation d’Ampére discréte (2.2.3) on a

e — EEO(<E0n+1/27E0n—1/2>0+At62 <E0n+1/2,v0 % ern> )

‘l'%) (62 ||B”/n||,2,/ N <an, AVALEY E<>I‘n+1/2>m> )

En utilisant la formule de Green discréte (1.8.7) et le fait que ET?*/2 . tI' = 0 et
E+1/2 .t/ = 0 sur I, on obtient

n _ fo n+1/2 n—1/2 2 || 2
g = §<<E° BTV 4B H,,,).

PROPOSITION 2.6.2. On considére le systéme de Mazwell tel que la densité de courant J

soit nulle et les conditions de bord sont données par
aE-t+bB =0,

avec a et b non tous les deux nuls.
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St ab < 0, en particulier pour les conditions de Silver-Muller, alors [’énergie électroma-

gnétique discrete est décroissante : ¥n € {0--- N — 1}
g < et

St b =0, en particulier pour un conducteur parfait, ou a = 0, en particulier pour un mur

magnétique, alors ’énergie électromagnétique discréte est conservée : ¥n € {0--- N — 1}

En — gn—l — 50'

DEMONSTRATION. En utilisant les équations de Faraday discrétes (2.2.1) et (2.2.2),

on a

m n

<B’”n B//'n+1> _ <B/”n B'”n _ AtV % Ean+1/2>

2 A <an V" x E<>I‘n+1/2>

"

- |

or d’aprés la formule de Green discréte (1.8.7), on a

<Bl”n, v/// X EOF?L+1/2> — <V<> % B”/Fn7 E0n+1/2> + <B/”F”7 EOFH+1/2 ) t/> ’

r

" &>

ainsi

<B///n B///n+1> - HB///n
s =
"

2
2

- At <v<> < B///Fn’ E0n+1/2> B At <B///Fn’ EOFTL+1/2 . t/>

<o I

D’autre part, en appliquant I’équation d’Ampére discréte (2.2.3), on a

HE<>n+1/2H<2> _ <E°”_1/2—I—At02 Ve x B Eon+1/2> :

<&
d’ot1, en remplacant dans ’expression de I’énergie donnée dans la définition 2.6.1 page
précédente, on obtient

e — %0 (<E<>n—1/27 E<>n+1/2><> 42

"

B?’L

2 _Av C2 <_B///1"n7 Eol"n+1/2 . t/> > .
r

"

On utilise, encore une fois 'équation d’Ampére discréte (2.2.3), ce qui implique que

gn = %<E0n71/27 E0n71/2 + AtCQ VO x B///Fn>

<&
2 2
€gC "
+— (B "
2 "

At <B///1"n7 E<>Fn+1/2 . t/> )
r
_ %O(HEM_I/QHiJFAt 2 <E<>n—1/27v<> o B”T"> )

2
2

2
€gC "
- B
M (H

A <B///Fn’ Forn+1/2 . t’> ) :
r
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or d’aprés la formule de Green discréte (1.8.7), on a

<E<>n—1/2’ V° x B'”Fn> — <an, V" x Ean—1/2>

et en utilisant les équations de Faraday discrétes (2.2.1) et (2.2.2), on obtient

B <ern7 Eoln-1/2 . t'> 7
r

&> "

" 1 " " 2
<E<>n—1/2’v<> < B Fn> _ <B n)B n—1>

1 "
- — — ||
= al

_ <B’”Fn’ foln—1/2 . t'> :
r

d’ou

Pl - ‘o (HE<>7’L—1/2H2 +02 <an,an_1> At 2 <B’”Fn’ Eeln—1/2 . t/> >
2 < 1" T

/

_ 20 a4 <B’”Fn T2, t’>
2 r
eg\t
2
De plus, en remplacant le produit scalaire discret des traces par sa valeur donnée dans la
définition 1.6.4, on obtient

_oen1_ <Bmpn7 EeTn—1/2 ¢/ | Eoln+1/2 t’>

- .

Aeg\t M on—1/2 on+1/2
(2.6.1) & = & - =N |4 Bl (B2 B
i—1
ey /Nt Al " I'n—1/2 Tnt1/2
-~ nr B <Ei"_/ +Ei”+/>.t{.
i—1

D’autre part, puisque T = 0, alors d’aprés les conditions aux limites discrétes, et pour
tout i € {1--- N} :
*Sia#0etb=0onaE"" . t/=0et E""/* .t =0, et donc (2.6.1) devient

En =g

xSia=0etb#0,0ona B "=0et B =0, et donc (2.6.1) devient aussi

g =&
* Si ab # 0, nous avons discrétisé les conditions aux limites par (2.4.2) page 36 et (2.4.6)
page 37 :
B
(2.6.2) :

BB
a— Z;_ ! l_‘_bBln =0
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ainsi,
r T
b et | . )2
£ = &7 2 S ISl (B + Do locy | (B]) |
i=1 =1

et donc, si on a en plus que ab < 0, alors

o] Pert ZNF , o2 ZNF ” )\ 2 1
i=1 =1

O

PROPOSITION 2.6.3. Dans le cas d’un mur magnétique, l’énergie électromagnétique dis-

crete est positive sous la condition CFL suivante :

! !/ 2/6/"_1 " 3
min max =~ min. 3
gy Ao (4 leostyl) Do 14
Aj.Cocy
(2.6.3)  cAt <min :
26/ —1 .
N . 2|CY1 A7 | AG [sin 6]
. mlnp max " /I;nln " " 25/-/
i=1+N srefo ] A”cacy (14 |cos b)) Z | AY| 20
\ Aycacy
ou, pour tout i € [1---N'], Bi = (Bly, Bly,- -+, Bins), et tout i € [1+ NV --- N"],
i = (B B Biner):

DEMONSTRATION. En utilisant les équations de Faraday discrétes (2.2.1), (2.2.2) et

la formule de I’énergie donnée dans la définition 2.6.1 page 42, on obtient

2 A c2 <B///n V" x Ean+l/2>

1"

)
"

2 n n 2 "y
(2.6.4) —en = [ e |5

et en appliquant le fait que

VIE VI
U /2// - U, V m o= U —_ — -,
L e
on a
2 " At 2
(2.6.5) Zen — HEon-i-l/QHi + C2 B _ 7 V" x E<>I‘n+1/2
€0 "

2 A\t?
4

2

77

Hv/// > E<>I‘n+1/2
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Par définition, on a

NO
n 2 n+1/2 2
HEo +1/2H<> — Z |C'J°| ’Ej +1/ ’
j=1
et en appliquant la proposition 1.5.3, on a alors
n+1/212 |Cj‘ on+1/2 2 on+1/2 2
2o BT 3 | (B ) ()
j=1

oil 0; est 'angle entre t et t7; et puisque chaque aréte primale interne est partagée par
deux cellules primales et que chaque aréte primale de la frontiére est une aréte d’une seule
maille primale alors

- __1¢] el

2 2
J E<.>n+1/2 . t/) _ <E0n+1/2 ) t/>
;1+|COSQJ"< J J Z Z 1+ |cos ;] J

i=1 ALcoC;
|C | on+1/2 / 2
Z1—|—|cos€\ (E 'tj> ’

et puisque chaque aréte située sur la frontiére est incluse dans les frontiéres de deux cellules

duales, alors

(2 6 7) NZO }C]O‘ (E?nJrl/Z ) t/>2 _ Z Z ‘C | <E<>n+1/2 ) t/)2
0 L= 14 cosb;| \Y J 1+ |cosb;] J
j=1 i=1 A’C&C’

N
|CJO| on+1/2 2
* Z Z 1+ |cos ;] (Ej 'tj)

i=1 A/NACY NI

ncernan ré u il n u rétes internes. un ré
Concernant les arétes duales, il n’y a que des arétes internes. Chacune de ces arétes est
partagée par deux mailles duales, ainsi

(2 6 8) NZO ﬂ (E?n+1/2 //) NZH Z |O | <E0n+1/2 ' tl./>2
o j:11+|0059j‘ J 1+|COS€| J

l 1 AIICBC//

D’ou (2.6.6), (2.6.7) et (2.6.8) impliquent
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G on 2
(2.6.9) HEMH/QHi > Z Z 1+’|CO|SQ | <E +1/2-t3>

1= 1A/ cocy

e NZ” Z |Cj<>} (E?n—i-l/Z ) t/>2
1+ |cosf;] \'Y J

i=1 ALNAC] NI#D

4= NZ" Z ‘C | <E<>n+1/2 _ t’-’)2
< =1+ |cos€ | J
i=1 AYcoc!

D’autre part, d’aprés la définition du rotationnel primal donnée par la formule (1.8.2) on

a
2

R DY
: Ajcocy

/
ij

1 |1=Bf; mon+1/2 Ly
Al E] -t

1 118
- |O/|2 Z |Aj

i Alcac;
1
ou 3;; € {0,5],pourtoutie{l'--N’},et tout ij € {1--- N/}.

N
Ainsi, en appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz discréte, on a pour tout 3] € {0 —] ,
avec i € {1---N'}

(Vix B <o | 30 AP S g ()

i ALCaC] AlLCac]

|4 [
ci?

2
26; n+1/2
SR | (B )

Al .CoCy

(2.6.10) < )

AlcocC;

De méme, d’aprés la définition du rotationnel dual donnée par la formule (1.8.3), on a

1

v;/ X EOFn+1/2 — Z ‘A;/| E;n+1/2 t// + |80// N F| EFn+1/2 tF 7

Arcocy

et puisqu’il s’agit d’'un mur magnétique (@ = 0, b = 1 et T = 0), alors, on a d’aprés
(2.4.7), pour tout i € {1---N'}

'm+1/2 , T —1 n| pon+1/2 i,
Ei 'ti |80"ﬂr| Z ‘Aj‘Ej 'tij’
A// C//
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d’ou

0 ,sii < NT
(2.6.11) VI x B2 =4 .
? n+1/2 .
] S I snon
J 7

Ainsi, en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz discréte, pour tout ¢ € {NF +1--- N”} ,

17
et tout 5 € {O, 5} ,on a

Z]

VvV x E<>Fn+1/2 — 1 Z |A//

1o
tlarcoacy

A//|1 ﬂ” Eon+1/2 t;/]

1 8 28 (gen ?
< g | 2 MR ()

Avcocy ArCocy

(2.6.12)

IN

AP .
o PO A (SRt

Ajcocy Ay cocy
Or, par définition de la norme primale-duale, on a

Hv/// E<>Fn+1/2

N/I
° (Z |C/| |V/ Eon+1/2’ + Z |O//| |V” E<>Fn+1/2‘ ) ’

ainsi, en utilisant les inégalités (2.6.10), (2.6.16) et (2.6.12) et puisque t;; = +t’, alors,
17N 17N
pour tout (3, € [O, 5} ,aveci € {1--- N}, et tout 5! € [O, 5] ,avec i € {NF +1--- N”} ,

on a

(2.6.13) Hv/// Eol“n+1/2||m

, 12-28,

1 N 11268 ‘AJ| on+1/2 I 2
52 2 | 2o 1A T(Ea 'tj>

i=1 ALcoc) \ A,coC!

N |A” 2 28!

DD

i=NT41 A”CB(J”

2
267 n-+1/2
SO LA | ()

//
e Aycocy
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17N
Ainsi, (2.6.9) et (2.6.13) impliquent que pour tout 3! € [0, 5] ,avec i € {1---N'}, tout

171
Bl e [0,5] caveci € {N"+1---N"} ona

cAt

HE<>n+1/2 Hi ”V/// s« oTn+1/2 HW

1 C] __eaeja
522 1+ [cost,| 4|C]

i=1 A’coc

4= NZH Z |Cg<>| (E?n+1/2-t’.>2
1+ |cosf;| \'Y J

i=1 A/MOC)NT#£0

v

2
261/. n+1/2
S| (B )

Al .CoCy

‘C ‘ on+1/2 . p 2
T3 Z Z 1—|—|COSQ|(E 'tj)

Z 1 A// 60//

Al led A AR | A

_ J _ J
+ 2. 2 1+ Jcos )] el

i=1+NT A”C&C”

Do lA

Al cocy

<E<_>n+1/2 ) t’.’> 2

J J

N!

7

1
Or, sous la condition (2.6.3) page 45, on a Vi € [1--- N'], il existe (3, € [O, 5} , tel que,
VAL C aCy,
28! .—1 .
2|C! j| d |A;-" |sin ;|

(1+[costyl) y AL
Aj.CoCy

AN <

N
et Vi € [NF +1---N"], il existe 3 € [O, 5] , tel que, YA C 0C}

2|Cr| A7 | A [sin 6]

(1+[costy]) Y |AY|%
Al cocy

AN <

N
et en utilisant la formule (1.5.1), ceci implique que Vi € [1--- N’], il existe ] € {0, 5]
tel que, VA C 9C;
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—243' / CO‘
A 2-28;; Z ’A/ ‘Qﬂik < ‘ J
45 451 ALCoc : (1+ |cosb;])

17
et Vi € [NT+1---N"], il existe 3/ € [0, 5] , tel que, VA C 0CY

2 A2 228" 28" |C<?|
A" g Al < — L
me T 2 < et
D’ou
HE<>n+1/2H2 o A ||V/// % E<>n+1/2{ ,2// > 0.
° 4

Et donc, en reprenant 'inégalité (2.6.5), on obtient que pour tout n € {0--- N — 1}

E">0.

PROPOSITION 2.6.4. Dans le cas d’un conducteur parfait, I’énerqgie éléctromagnétique dis-
crete est positive sous la condition CFL suivante :

( /
N/ , 2|Cy | AG[P% 7 | A7) |sin 0]
n'/l_ln max / i I-Illrll 11208
i=1 srefo.]™ ALCOCINT (14 |cos b)) Z | AL |2
AL COCIN\T
(2.6.14) cAt < min :
N , 2|0 |47 AL |sin 6]
Hl_ln max " /I/nln " " 25{,
SU At A | (T feostyl) > AP
Al cocy
\
ou, pour tout i € [L---N'|, B = (B, Bla,- -+, Bins), €t tout i € [1--- N"],

8 = (G B B

DEMONSTRATION. D’aprés la définition du rotationnel primal donnée par la formule

(1.8.2) et vu qu’il s’agit d’un conducteur parfait on a
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2
1
R = 1 D DENFTE iR
|Cil ALCOCIN\T
2
1 118 | a2 118 on+1/2 4y
= o Do A AT RS
1

ALCOCINT

1
ou, 3; € {O, 5} Ainsi, en appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz discréte pour tout

1
RS [O, 5} ,01l &

(V! E0n+1/2>2 < ﬁ Z ‘A3|2ﬁ{-j Z ‘A;‘Q—zﬁéj (EjnH/Q _ t;j)Q
v AL COCIN\T ALCOCN\TI'

2.6.15 < —lA;“'w;k AP (g2 g 2
( o ) - Z Z |O/|2 | J ‘ j g )
ALCOCIN\T | AL COC\T i

De méme, d’aprés la définition du rotationnel dual donnée par la formule (1.8.3), et sous

les conditions de bord métalliques, on a

2

" oln+1/2\2  _ 1 n| on+1/2  n
(Vi xE ) = o > |4 E; b
¢ Acacy
J g

B n|1=B mon+1/2 L n
Al E; -t

]

1
= or >4

i AYCocy

1
En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz discréte pour tout 3 € [O, 5], on a

(v// 5 E<>n—i—1/2)2 < 1 . Z |A;’ 28, Z ‘A;{}2_2/61{;' (E;n+1/2 . t{/j)Q
| = e !

AYcocy AYcocy
‘Ag|261;€ " 2_2/8;;' <>n+1/2 17 2

Avcacy | Aycacy 1M1

Or par définition on a
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Hv/// Eon+1/2

N
m = <Z ’C/’ |V/ E<>n+1/2‘ + Z |C//’ |V” E0n+1/2‘ ) s

alors, en utilisant les inégalités (2.6.15) et (2.6.16) et puisque t}; = +t}, on a

Hv/// > Eon+1/2

N/ A 28!, o . 9
Y > ‘2T‘C£I A2 (Ej +1/2.t;.)

=1 A;. COCI\I' \ A, COCI\T

NN

| Ay 228 [ ontifz o)\
(2.6.17) > | 2 S | 14 (B2 4y)

i=1 Arcacy \ Aycocy

D’autre part, d’aprés (2.6.9) et comme il s’agit d’un conducteur parfait

HE<>n+1/2H2 > Z Z |C ‘ (E0n+1/2't/'>2
° = 1+ |cos ;] J

=1 A’C@C \I'

(2 6 ]_8) += NZH Z ‘C ‘ <E<>n+1/2 . t/‘/)2 .
. . Z 1 A// C//l + |COSQ | J ’

d’ou

2619) [ - SO o

1 o [e c? At ) 12-26L, | A5 on+1/2 ,1\2
52 Z 1+ [cost,| }A | | Z |C!| <Ej .tj>

=1 ALCOCINT Al COCINT

N// 11
‘C;‘ 02 AtQ 12—267; |AZ|2ﬂlk on+1/2 " 2
Z Z 1+ |cos 6] 4 ‘Ajl ’ Z |CY] <Ej ‘tj> :

=1 Allcac// AZC@C;/ (2

Or, sous la condition CFL donnée par (2.6.14), on a pour tout ¢ € [1--- N'], il existe
17N

B e [O, 5} , tel que, VA, C OC)\T'

2|1l | A5 | 4| [sin ]

(1+lcostyl) > |4

A} COCINT

AN

52
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NI
et Vi € [1---N"], il existe 3! € [0, 5} , tel que, VA C 9CY

210y |47 45 [sin

(1+[costy]) Y |AY|%
ArCocy

AN <

Ni
et en utilisant la formule (1.5.1), ceci implique que Vi € [1--- N’], il existe (] € {07 —] ,
tel que, VA, C OC;\I'

2 At? o3 / cy
OO p w1
4|¢i) AL COCINT (1 + [cos 0;])

N
et Vi € [1--- N"], il existe 5! € [O, 5} , tel que, VAT C 9CY

AN 2-28/" 28" |C<<>|
AP ApP < I
me 9T 2 AT <
et donc
2 2
(2.6.20) 22— S8 g o

D’otl en reprenant I'inégalité (2.6.5), on obtient que pour tout n € {0--- N — 1}
E">0.

2.7. Stabilité

PROPOSITION 2.7.1. On suppose que ’hypothése 4 est vérifice.

Dans le cas d’un conducteur parfait le schéma est stable sous la condition CFL (2.6.14).

DEMONSTRATION. Sous la condition CFL (2.6.14), on a Vi € [1--- N’], il existe

1
gl e [0, 5}, tel que VA, C 9CI\I'" on a

2 |Ce 2 Af2 1128;
(2.7.1) SN S |/|18|{|

A0S 0
(1+ |cosb,|) 2 451

A} COCINT

1
et Vi € [1--- N"], il existe 3 € [0, 5] tel que VAY C OC{ on a

el B
(1 + |cosb;]) 2 |CY|

)

’2—2@?’

(2.7.2) | AY > 0.

Aycocy
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Soit € > 0, une constante indépendante de h; et suppsons que At est choisie de tel sorte

1
que Vi € [1--- N'], il existe (] € [O, 5] tel que VA, C OCI\I" on a

2 ‘C’j‘ 2 At?
(14 |cosby|) 2

|A;€]252 2-28! 9
> W s
A} COCIN\T v

et Vi € [1--- N"], il existe 5! € [0, %} tel que VAT C 9C}' on a

2 |Cj°‘ B AN 2

|A%|2B£/ A 2-2p; > B2
(1+ |cosb,|) 2 Z 451 -

"
Allcocy €7

En pratique, ceci ne rajoute pas de restriction supplémentaire par rapport aux inégalités
(2.7.1) et (2.7.2), puisqu’on peut choisir € aussi petit que I'on veut.

En remplacant alors dans l'inégalité (2.6.19) on obtient que

(2.7.3) HEO"JFU?H?> ¢ ot At HV/// E<>n+1/2 ”
Ty > (Ef““” g S ()
i=1 A/ COCINT =1 alcocy

et puisqu’il s’agit d’un conducteur parfait alors
(2.7.4)

HE<>n+1/2||2 C At va E0n+1/2
<&

Eh N on+1/2 / 2 on+1/2 " 2

i=1

Or la proposition 2.6.4 et 'égalité (2.6.5) impliquent que

on+1/2 2 C At mn on+1/2 E n
(R [ < B2, < =
ainsi
i E0n+1/2 / 2 E<>n+1/2 17 4 gn
(2.7.5) z; ( : -tj> +( j t) < gre £

De plus, d’apres la proposition 1.6.5 on a

2 2h\ 2 & ont1/2  ,,\2 ont1/2 ,n\2
@10y e < (B2) 50 (s ()
3

i=1
D’ou pour tout n € {0--- N — 1}
16

T ceag

En.

(2.7.7) HE°”+1/2H -

Maintenant on va majorer aussi la norme du champ magnétique.
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Grace a l'égalité (2.6.5) et U'inégalité (2.6.20), on a

2
HB’”n _ % v/// > Eon+1/2 S 2 - gn’
" € C
c’est & dire
HB”’n . g v/// « Eon+1/2 < 1 28&n
2 m C €0
Et puisque
Han B g Hv,,, y Eon+1/2 < HB///n o % V" x Eon+1/2
alors
12 1 2 n At
e L
0

Or d’aprés I'inégalité (2.6.20) on a

||V/// E<>n+1/2|| E<>n+1/2||

el

et en utilisant I'inégalité (2.7.7) on obtient

8 En

" +1/2
”V < B H'” “cAtas Vee’

d’ou

(2.7.8) HB’”“

<1 /Z (\/§+
n C 60

e

Enfin, par définition de la norme donnée par la formule 1.6.3 page 26 on a

(o) -

alors en utilisant les inégalités (2.7.7) et (2.7.8) on a

" 2 2
(e & [ (10 22) ]
€c |ea3 a3/

et grace a la proposition 2.6.2, on a donc
2
2 2 8c? 2v/2
‘ < — | ==t <1 + \/_ ) &°.
€c |ea3 a3\/€

///0 2

"

"

5+

(2.7.9) H (B”’", E°"+1/2)

Or, d’aprés (2.6.4)

_50 ||E<>1/2H +c

_ 2 "0 xom ol/2
Ate <B V" xE >
ainsi

///0 2

"

B///O

+ At 62 VW % E01/2

2 2
2o < w24

g

"

"y

)

55
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et en utilisant I'inégalité (2.6.20) on a

IIIO 2

%go < HE01/2H<2>+C2 /”—1—20 HB/HO ; E<>1/2H<>
" 2
< (HEOl/QHo"‘C HB 0 ,,/>
n 2
< & (B 07E<>1/2>‘ '

En reprenant U'inégalité (2.7.9) on obtient pour tout n € {0--- N — 1} que

2
" 2 8 2 2 n 2

e s < [25 (o 22) )
ea3 34/

d’ou la stabilité. O

b

PROPOSITION 2.7.2. On suppose que ’hypothése 4 est vérifice.

Dans le cas d’un mur magnétique le schéma est stable sous la condition CFL (2.6.3).

DEMONSTRATION. En procédant de maniére analogue pour prouver I'inégalité (2.7.3),
on a

cAt

i

eh® Z/ Z ( Eontl/2 /) NZH Z }CJQ‘ (E°n+1/2-t’>2
1+ |cos ;| \' ]

i=1 ALCoC] i=1 AZNOCNT#D

||E<>n+1/2 Hi va Eon+l/2

C o 2 h2 N N 2
G5 g () S S ()

i=1 AYcocy i=1+NT AT Cocy

Or, sous 'hypothése 4, et d’aprés le corollaire 1.5.2, et en imposant en plus que € < «,

(ol & est la constante du corollaire 1.5.2), on a

|Cs| ah® e’
1+ [cos,;] = 1+ Jcosf,] = 2
alors
on+1/2][2 CAt " on+1/2
(2.7.11) [Ee+72||7 — V" x B2,
S S Sl Cay i > ()
i=1 A’CacC] i=1 A/NOCYNT#)
2 N//
+%Z Z (E;n+1/2.t3,>2‘
i=1 A’cocy

Et comme,
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N 2 N° 2 2
on+1/2 on+1/2 on+1/2
719" 3 (BMEg) = 2 (B g) - T (B g)
=1

i=1 A}cac] A;cr
N 2 N 2
erisds S (B y) = 2 (B
i=1 A”CoC! i=1
et
N 2 2
(2.7.14) > (Ey) =23 (B )
i=1 ALNOCNI'#D ALCr

alors, en remplacant (2.7.12), (2.7.12) et (2.7.14) dans (2.7.11) et en simplifiant, on obtient

N©

2 _ eh? ont1/2 L\ 2 ont1/2 ,n\>
" Z T Z |:(Ej * tj) + (Ej * tj) .

2 A\t?

||E<>n+1/2||2 .
° 4

HV/// > E<>n+1/2

De 1a, en continuant de maniére analogue a la démonstration de la proposition 2.7.1, a

partir de 'inégalité (2.7.4), on prouve la stabilité du schéma. O

2.8. Comparaison avec le schéma de Yee

Dans le cas particulier d’un maillage cartésien, le systéme (2.5.1) se découple en deux sous
systémes indépendants : I'un representant le schéma de Yee appliqué au maillage primal,
Pautre le schéma de Yee appliqué au maillage dual.

En effet, si on remplace les opérateurs discrets par leurs définitions dans le systéme (2.5.1),

on a

(B - B 1
i iy Al| Eont1/2 ¢ =0,i€ 1.-- N’
At |C{|A;§9q€ 4] Y Pe }

Im—+1 "
B, — B, + 1 Z |A1/‘ E°n+1/2 .t
i | Avcacy

+ |C(/| y 'tg :O,iE{l---N”} :
g g 1y (B - B
a7 2[C7]
< 14 (B VM v + By v cione — Bﬁﬁl) t; Jont1 N°
= _ e {1--.
. 2(CY| el }

et, puisqu’il s’agit d’'un maillage cartésien alors, t. -t/ = 0; ainsi en faisant le produit
scalaire de la troisiéme équation, une fois avec t; et une fois avec t//, et en remplagant |CY|

par sa valeur donnée par la formule (1.5.1), on obtient
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(gntl _ pgn 1
; At i + C/ Z |A;‘Eon+1/2t;‘] 20726{1]\[/}
|Cil 4 Coc
B{m+1 _ Bim 1
i i A" E?n+1/2 -t
At - ’C£/|A'!§cf’ ‘ j| ’ !
J K2
aC! NT| _ry, :
+%E£+1/2.t£ :O,Ze{l-..N/l}
E°"+3/2 ‘ t; _ E0n+1/2 . tf/i N 62 (Birn—l—l _ B;?"'l) J<>n+1 .t; c {1 NF}
2 oy e
& 7] o
Eon+3/2 . t; B E0n+1/2 . t; N c? <BZI.£L+1 _ B;?Jrl) Jon+1 .t; c {Nr +1 No}
2t e
A 7] ©
E0n+3/2 ‘ t;/ _ E0n+1/2 . t;/ N 2 (B;,Qn+1 _ B;Ifl-i—l) Jont1. t;/ = {1 No}
2 oy .
N 4] o
\

Ainsi, on peut remarquer que ce systéme se découple en deux sous systéme, le premier

correspond au schéma de Yee appliqué au maillage primal et donné par

( ! /

B —B" 1

i i Z |A/-‘E0n+1/2't/~ :O,iE{l"'N,}
/ J v
At |Cz‘|A;caC§
Eont3/2 . t, — Eont1/2 . t! N 2 (Bfnﬂ — B;{H‘l) B Jont1 . t, c {1 Nr} .
A 7] T a |
Fon+3/2 . t! — Eontl/2., t! N c? (B;g“ — B;{LH) Jon+l . t, NT 4 1. No
— _ , E “ e

\ At 7] o e }

le second correspond au schéma de Yee appliqué au maillage dual et donnée par

3 B;/n—H _ B;/n 1

AT ESHY2 g
At " |Cf/|A'/cacu| E Y
J 7

aC” AT _p,
| ’ZCY//‘ ‘Ef +1/2't£ :0,i€{1-~-N//}

" "
Eon+3/2 . tg/ o E<>n+1/2 X t;’ c? <Bi2n+1 — Bi1n+1> Jontl . tg/

+ — - v
\ At Al P

cie{l---N°}
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PROPOSITION 2.8.1. Dans le cas d’un maillage cartésien et avec des conditions auz limites

d’un conducteur parfait, la condition CFL du schéma, est donnée par

cAt < i

V2

Elle correspond exatement a la condition CFL du schéma de Yee.

DEMONSTRATION. On rappelle que dans le cas d’un maillage cartésien |C!| = h?,

Al =het0; = g Ainsi, en remplacant ces quantités dans (2.6.14),la condion CFL s’écrit

(

v o [een g
min max min TT~— .
i=1 ﬁ;e[o,%]Nf AL COCINT Z 128
\ A} COCINT
c At < min )
v | 210y |47
IIIZID max min 23"
T e A > LA
\ \ Al'cacy

N/

2

1
Soit i € {1---N'}, et ] € {0,5]

Pour tout j tel que A} C 9CI\I", 'aréte A’ est interne alors la longueur de son aréte

duale A;-’ est h. D’ou

/
. 2 R0t | AY] . 2 h2%+
min ———= -, = min ———
ALCOCI\T E: h2Bik ALCOCI\T E: h2Bik
A} COCI\T AL, COCIN\T
, 2
= min h —.
ALCOCIND 14 E: 28 —5;)
A} COCIND
ki

/
7

' 2 it | A , 2 2
min ——=—- = hmin —, — ,
ALCOCIN\T Z hzﬁik 1+ h2(5i1*5i2) 1+ h2(5i2*51‘1)

Aj COCIN\T

e Si C! est située sur un coin du domaine, elle admet deux arétes internes A}, et Al,, ainsi

ce qui implique

-2
9 281+ ‘A’.’| \/1 + JRICS
max min JL = h max min =h

peod]t HCOONT | ST W aeod] 5
AL COCINT 1+ p2(B>—00)
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e Si C! est située sur la frontiére, mais pas dans un coin, elle admet trois arétes internes,

et le maximum est atteind pour 3 = 3, ainsi

[,
max min ——— = h\/ .
ﬂ’.e[oé]N{ ALCOCINT Z h2Bi 3

Al COCIN\T

e Si C! est interne, elle admet quatre arétes internes et le maximum est atteind pour
/ /

. 27 |AY
max min ——— = .
it 8 | TS
Al COCI\T
D’ou,
N 2h2ﬁz{j+l A 9 h
(2.8.1) min  max min —‘]ll = min [ h,\/=h, —
i=1 ﬁ{e[(),%]N{ ALCOCIND Z h2Bi 37V2
A} COCINT

17
D’autre part, soit i € {1--- N"}, et g € [0, 5} .

e Si C7 est une cellule duale située dans un coin du domaine, alors elle admet deux arétes
2

h
duales de longueur 5 et sa surface est T ainsi

B2 (R it
2|c;'|\Ag|25~‘1h_ 21(5) h_ 1

m = 7 h " 1"
Z |A;€/|2*Bik Z ﬁ 263k ' h 2( ik*ﬂij)
Ay cocy 2 - 2

\ Allcocy

et donc
W 2IC A . i
e Ji T e )
Brefo]™ 5 <0 Z | A" srefoz]™ j}iji 1+<ﬁ) ik~ Pij
Alcacy 5
h
(2.8.2) = —.

V2

e Si C} est une cellule duale interne alors elle admet quatre arétes duales de longueur h

et sa surface est h?; ainsi
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21Cy |45

max min = max min

212 h* 5 h

/!
srefod]™ ACOCE | Y AP grefo ™ ATCoC |y
Al cocy Al cocy
) 2
= max min h o 7
17 " 1!
grefo, 1] 470 § p2(8i~55)
Ay cocy
h
(2.8.3) = —.

61

X . h
e Sinon, elle admet trois arétes duales, une de longueur h et deux de longueur 5 et sa

2
surface est — 5 , ainsi et pour ], = ij, on a
1/ 4 h‘2 h’ 25;3‘71
2\Cr| A5 hzﬁ ~h “5\2
ATCoCy Z j| AP 287, N2
J k h2,8 ) h2ﬁ” +2 <_)
Ay cocy 2
1
h min 25;;, A 2207 -1 4 |
1+ 2
1
= h min —
/1+21 26, /1 4 92051

Y

i+ max{zl—wzz,zwz;—l}

or pour tout f; € [0, %] onal—26;>0dou 21-265 > 9205~ ot donc

, 2\Cr) A5 h
min =

ArCocy Z AP/ 4 22

Al cocy
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d’o1,
210 A s L
max min 257 > max ——
52/6[0,%]]\7’(/ Ajcocy Z |Alki| ik 5296[0,%] /1_{_21_25”
Ajycocy
(2.8.4) >

Apartir des conditions obtenues pour ces trois cas, données par (2.8.2), (2.8.3) et (2.8.4),

on déduit que

% 200 |A1P% h p
(2.8.5) min max min 21143 =
W e e | TS g Ve

Arcocy
Et de (2.8.1) et (2.8.5), on déduit que la condition CFL du schéma est donnée par

cAt < i

V2

2.9. Convergence

Pour établir la convergence du schéma, nous allons procéder de fagon classique, en combi-
nant les propriétés de stabilité et de consistance du schéma. La stabilité ayant été prouvée
au paragraphe 2.7 | il ne nous reste qu’a montrer la consistance du schéma. Pour cela,
nous définissons tout d’abord deux projections discrétes de la solution exacte du probléme
continu sur les cellules des différents maillages. La premiére de ces deux projections vérifie
I’équation de Faraday discréte, tandis que la seconde vérifie ’équation d’Ampére discréte.
Nous définissons ensuite une troisiéme projection de la solution exacte en combinant les
deux premiéres. Cette troisiéme projection ne vérifie ni I’équation de Faraday discréte, ni
I’équation d’Ampére discréte, mais permet de faire apparaitre des erreurs de troncature
qui sont d’un ordre plus élevé que celles que ’on aurait obtenues avec la premiére ou la

deuxiéme projection.
2.9.1. Projections de la solution exacte :

DEFINITION 2.9.1. On définit une premiére projection du champs électromagnétique comme

suit :

— On projette le champ magnétique exact sur le maillage primal en prenant la valeur

moyenne, sur chaque cellule primale, du champ exact a I'instant t" :

(2.9.1) (HTB)Z ::ﬁ/B(X,t”)dX ie{l---NY ., nef{o---N}.
1 C/

7
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— De méme on définit la projection H/{” du champ magnétique exact sur le maillage dual,

en prenant les valeurs moyennes sur les mailles duales du champ a 'instant t" :

1" ].
(2.9.2) (Hl”B)i = W/B(X,t”) dX ,ie{l---N"} ,ne{0.- N}.
3 C{/

on+1/2
1 .

Puisque toute cellule diamant CY est associée a une aréte A; et sa duale A7 ; on définit ainsi

— Pour le champ électrique, on définit sa projection sur le maillage diamant II

la composante tangentielle suivant A’ de la projection en prenant la valeur moyenne, sur

Al et sur le pas de temps [¢""1/2, t"*1/2] de la composante tangentielle correspondante
du champ électrique.

De méme, on définit aussi la composante tangentielle suivant A/ de la projection :

tn+1
on 1 1
(2.9.3) <H1 H/QE)‘-tg = |A'\/E / E(X,)-t.dt do,
1 7 A; o
t”+1
on+1/2 "o 1 1 "

aveci € {1---N°}etne{0---N —1}.

— Enfin, on définit, la composante tangentielle de la projection du champ électrique sur
les parties des frontiéres des cellules duales incluses dans le bord par

t"+1
1 1
HF"“/ZE) R A / —/E X. 1) -tdtdo.
( ! el At (X, 1) 7
acynr tn

ounie{l---N'}etne{0---N—1}

PROPOSITION 2.9.2. Cette projection vérifie exactement [’équation de Faraday discréte :
pour tout n € {0--- N — 1}

H'ln—i-lB i H’lnB
+

(2.9.5) 5

V xI"MPE = 0

I,""'B —1I/"B

(2.9.6) N

+V IR = 0
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DEMONSTRATION.
<H;n+1 BA; "B R /2E>
/ tn+1
1 < 1 1
X, t") = B(X,t") dX + — A’-—/—/EXt ~tidtdo =
At|cf|/ 0 X o2 Vil gy [ g | B OG0
j=1 J A; tn
tn+l tn+1

At|C’ //at (X,t) dth+// (X,t)-tidtdo | =

Cl tn 80/ tn

tn+1

1
1 C’Z( n

ce qui prouve que cette projection vérifie exactement ’équation de Faraday discréte sur le
maillage primal. De la méme maniére, on prouve qu’elle vérifie aussi ’équation de Faraday
discréte duale. 0

DEFINITION 2.9.3. On définit une deuxiéme projection de la solution exacte du systéme
de Mazwell comme suit :

— On projette le champ magnétique sur une cellule primale C! & I'instant ¢", en prenant

la valeur moyenne, sur le pas de temps [t"1/2, t"*1/2] du champ exact au centre ¢; de

la cellule :
nt+1/2
/ |
(2.9.7) (HQ”B) - / B(c,t)dt ,ic{l---N'} , ne{l-- N}
tn—1/2

— De méme pour la projection sur une cellule duale, en prenant la valeur moyenne sur le
pas de temps [¢"~1/2, ¢"*1/2] du champ exact au sommet primal 5] associé & la cellule
duale C7 :

¢n+1/2

1" 1
(2.9.8) (HQ”B)i = 5 / B(S,t)dt ,ie{l---N"} ,ne{l-- N}.

tn—1/2

— Enfin, on définit la projection du champ magnétique aux milieux des arétes situées sur
la frontiére par

nt1/2
(HQ”B)Z.::& / B(M,t)ydt ,ie{l---N"} ,ne{l---N}.

tn—1/2
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o M est le milieu de P'aréte A} située sur la frontiére (1 <i < NT).

— Pour le champ électrique, on le projette sur le maillage diamant & linstant t"+1/2 :
Pour chaque cellule diamant CY, associée a I'aréte A] et sa duale A/, on définit cette

(2 7
projection, noté HQ"H/

, par ses composantes normales & A} et A/, en prenant la valeur
moyenne sur l'aréte de la composante normale correspondante du champ électrique a

I'instant ¢"+1/2 .

(2.9.9) <H§"+1/2E>4 ‘n| = |A’] tn+1/2 -1 do,
(2.9.10) (H§n+1/2E>. . ng’ = |A_/’| /E (X, tn+1/2) 'ng/ dO‘,

avec i € {1---N°}etne{0---N —1}.

PROPOSITION 2.9.4. Cette projection vérifie exactement l’équation d’Ampére discréte :
pour tout n € {1--- N —1}

" PE -y PE e 1 qon
(2.9.11) N —AVe X T B+ LJon = .

DEMONSTRATION. Compte tenu de la définition du rotationnel diamant donnée dans
la formule (1.8.4) et du fait que t{-n{ =0, on a

1 on on— o " 1 o
< <H +1/2E H I/QE) CQV % H2 FnB + . | n) . ni —
At €0 i

m / (E (X, £"1/2) — E (X, 7)) - ndo
Al

2 A/, " " 1
¢ 1A ((m57B) ~(T"B) ) -nj+— 35" nf -
i2 il €0

2]C7]
25114—1/2 tn+1/2
/ C2|A/'/| " / / /
AHA,’/ / OB (X )i dde + gt i / B(Sly,t) — B(Sly,1) dt
A/ tn—1/2 ! tn—1/2
gn+1/2

tonipag | [ Aee wiaas

A’ tn—1/2
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or

B (S, t) — B(S};,t) = /VB (X,t) - tido sign (SﬂS’ )
= sign(n{ - t) /VBXt) tido

ou sign(a) signifie signe de a; ainsi, en utilisant la proprieté (1.8.1) et le fait que
n’ -t =—t{ -njona:
B( 1{27t) _B( ;17t> - _Szgn(ti, n:)/v X B(X7t) ) ngdo—;
A

alors, et en remplacant la surface de la cellule diamant par sa valeur donnée par la formule
(1.5.1) et en simplifiant, on obtient

1 — " 1
(— (Hg”’“/QE i 1/2E) — Ve X II,"B + —J<>”> n| =
€0

At i
tn+1/2
1
OE(X,t) -nidtd
At’A;‘ / t ( ? ) nl o
A; tn—1/2

t1/2

Asign(t] - n}) t!/ - n]
At A ]sin 6] / /VXB(Xat)-ngdadt

tn—1/2 Alz
nt+1/2
-n;dtdo
EON oAt A / /
A/ tn—1/2

et puisque

sign(ty - mg) tf - nj = [t - ngf = = |sin 0]

II
0, + —
cos(z%— 2)

alors en remplacant dans 1’égalité précédente et en simplifiant on obtient

1 on on— o "y, 1 on
(— (H2 2R 1/2E) AV XL B+ ) ‘nl =
€o

At i
tn+1/2
1
E(X,t) ¢ B(X,t)+ —J(X,t)) -nldtdo = 0.
s [ (BB -V x B+ Za0n ) mjdrds
A’tn1/2

En procédant de maniére similaire, on montre aussi que

(H;nJrl/QE . H<2>n71/2E

At _ CQV H///nB _I_ JOn) X ng/ — 0

i

Et en utilisant ’égalité (1.5.2) on obtient le résultat. O
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DEFINITION 2.9.5. Enfin on définit une troisiéme projection de la solution exracte : pour
tout n e {1---N}

n+1/2
! ’ 1
(H”B)} — (HQ”B)}:E / B(d,t)dt ,1<i<N,
‘ ’ tn—1/2
nt1/2
11 11 1
(nB) = (HQ”B)‘:E / B(S,t)dt ,1<i<N"
' ' tn—1/2
tn+1/2
1
(m'™B), = (I}"B), = ~ / B(Mj,t)ydt ,1<i<N"
tn—1/2
@) = (1)

tn
1 1
ZA; tn—1

(Hon—1/2E) ! = (H<1>n—1/2E> E tg/

1 1

tn
1 1
B \A"l/E/E(th%té’dtda,lggw
! AV n—1

(MM +12E) - tF = <Hf”+U2E> ¢F
tn+1
1 1 | )
' aclAr tn

2.9.2. Erreur de troncature et erreur numérique :

DEFINITION 2.9.6. On définit l'erreur numérique du schéma a ['itération n, avec n €

{1--- N} notée er™, par :

er: = (er’”,er”",erm’lm) e RY x RM" x (R2)N<>
avec,
er’™ :=1"B — B"
(2912) 67“”” = H//nB - B//n

eron—1/2 — Hon—l/QE _ Eon—1/2
On définit aussi, pour tout i € [1--- NT],

erl :=1I""B - B

7

erl = HFn—1/2E _ EFn—l/Q
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DEFINITION 2.9.7. On définit Uerreur de troncature, v, avec n € {1..N — 1}, par

Tn - = (T/n’,r,//n’ron) c RN/ > RN{/ 5 (RQ)NO
avec
( ! !
11 n+lB —II”B
mo._ V' x Hon+1/2E
g At +
(2.9.13) N — "B —-1"B 1+ V" x [T H/2R
At
Hon+1/2E _ Hon—l/QE o 1
rer = . chO % 11 FnB + —Jen
\ At €0

REMARQUE 2.9.8. Vu la définition 2.9.5 et grace aux propositions 2.9.2 et 2.9.4, on peut
facilement constater que Vn € {1--- N — 1} :

( 'n 'n 'n 'n
. (H2 g 1] “B) — (IIy'B — 11" B)
'8 =
At
(2.9.14) i (H;nHB _ HIWB) — ("B —1L"5)
T At
<H<1>n+l/2E _ H<2>n+1/2E> _ <H<1>n—1/2E _ H;n—1/2E>
O —
gr N JAN

NOTATION 2.9.9. On note M [opérateur qui associe a la solution, a l’itération n, du

systeme de Mazwell sans second membre, sa solution a [’itération n + 1.

LEMME 2.9.10. St l’hypotheése 4 page 22 est vérifiée, et sous la condition CFL, il existe

une constante K, telle que l'erreur numérique, a l'itération finale N vérifie

N-1
HerNH <K (Herln + Atz Hr"H) )

n=1

DEMONSTRATION. Vn € {1---N —1} on a

m+1 _ pm
(B = B + V' x Eon+1/2 =0
n+1 n
B" +A; B 1V x EeTn+1/2 -0
Eon+1/2 _ E0n71/2 Jon
. cho % B///Fn + 2 =0
( At €0
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En faisant la différence avec le systéme (2.9.13) et en utilisant la définition 2.9.6 page 67

on a : o ,
er™T —er’™
~ + v/ > eron+1/2 — p/n
"+l _ Im
er er + V// « eran+1/2 — i
At
on+1/2 on—1/2
er —er "
At — AV xer T = o
\

Ainsi, er™ est une solution du systéme de Maxwell discret avec comme second membre
r™, et on peut écrire :
er™t = Mer™ + Atr",

et, par récurrence,
N-1
er = MNler! 4 AtZMN_l_”T”.
n=1
Or, d’aprés la proposition (2.7.1) page 53, sous 'hypothése 4 page 22 et la condition CFL
(2.6.14) page 50, le schéma est stable, et il existe une constante positive K telle que pour
tout n e {1---N —1}

HMN—I—nrnH < KH,,,nH
7

HMN_lerlH < K |lert||

8 c? 242
_C (1_|_\/_

2
a;;ﬁ) (voir l'inégalité 2.7.10 page 56).

N—-1
|er™]| < K (Herln + Atz ||rn||> .
n=1

2.9.3. Estimations d’erreur pour des fonctions réguliéres. :

Pour étudier 'erreur numérique, on commencera par étudier 'erreur de troncature, puis
I’erreur numérique initiale et grace au lemme 2.9.10 et a la stabilité on déduira la conver-

gence.
On rappelle que C" (0, 7,C™ (€2)) est I'ensemble des fonctions de classe C" sur [0, T, telle
que pour tout k < n, f*) est a valeurs dans C™ ().

PROPOSITION 2.9.11. Soit (E, B) € C*(0,T,C? (2)) une solution du systéme de Mazwell,
alors l’erreur de troncature du schéma est d’ordre un en espace et deuxr en temps :

[r"| = O (h)+ O (At?), Vne{l---N —1}.
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DEMONSTRATION. Dans le systéme (2.9.14), pour tout ¢ = 1--- N’ et tout n €
{1---N—1}ona:
v Al

Or d’aprés la définition, donnée par la formule (2.9.7) page 64, Vn € {1--- N — 1}

n+3/2 tn+1/2
/ !/ 1 1
(+B-1yB) = = | Bhdi—5 [ Bl d

n+1/2 tn—1/2

tn+1/2
1
= % B(d,t+ At) — B(c,t) dt
tn—1/2

et puisque
2
B(c;,t+At):B<c t+%> ﬁat ( +%) A—taQ (c;,t+%>+0(m3)

et

2
B =5 (de ) - Gan (dee 5w s (der 5 vo o)

2
alors

/ / A 3
(2.9.15) B(c,t+ At)— B(c,t) = Ato,B | ¢ = + O (A7)
et donc

tn+1/2
/n /n ]. At
(H2 1B H2 B)l = E / At OB (C;,t—i— 7) +0 (At3> dt
tn—1/2

= B (cé,t”“) + B(c,t")+ O (At3)

et en appliquant la formule (2.9.15) au point t" on obtient
(M1 B-TyB) = AtgB(d. )+ 0 (oF).

D’autre part, d’aprés la définition, donnée par la formule (2.9.1),0n a

(715 - H”BZ |O,| X, dX — |C,|/ (X,t") dX

et en appliquant la formule (2.9.15) au pomt t" on a
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/ ’ 1
(mrB-1rB) - e / ALOB (X, ) dX + O (AF)
3 C:
ax
= At |oB (c;,t”+%> +VO,B (c;,t”+%) /ICC’| dX
e
+AtO (h?) + O (AF)
et si on note G le centre de gravité de C] alors
(0rtp—1rB) = ot (a8 (de3) +voB (d04) c?)

+At0 (h?) + 0 (AF).
Doi
= VOB (4, 47) Gl + 0 (1) + 0 (08)
— O(h)+0(AB).

En procédant de la méme maniére pour les quantités duales, on obtient aussi

1"

T = VOB (S, L GIS 4+ 0 (1) + 0 ().

= O(h)+0(L82).

Remarque : Si on choisit les centres de gravité des mailles primales comme centres ¢,
on obtient de l'ordre 2 en espace pour l'erreur de troncature primale. En revanche, les
sommets primaux associés aux mailles duales ne correspondent pas forcément leurs centres

de gravité duaux, et donc on a de I'ordre 1 en espace. Ainsi,
2

(2.9.16) Hr” =0 (L) +0(h).

I

Enfin, pour calculer I’erreur de troncature diamant r°", on rappelle que
n+1/2 n—1/2 n+1/2 n—1/2
(Hj PE 11 /E> - (Hg PE T /E>
At

D’aprés la définition donnée par la formule (2.9.3)

(2.9.17) ro =

tn+1 tn
_ 1 1 1
" 2E — 13" 1/2E> ) = /—/E X, t)-tidt — — [ E(X,t)-tidtd
( 1 1 i i ‘A” At ( ) ) i At ( ) ) i g
A; tn tn—1

tn
1 1
= W/A—t/(E(X,tJrAt)—E(X,t))-t;dtda
’LAIL

tn—1
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et par analogie avec la formule (2.9.15) on a

on on— !/ A !
(H1 +1/2E_Hl 1/2E>i_ti _ v /At / At O,E (X t+7t> t;dtdo + O (At%)

- i [ () B () o e

= /At@tE (X, 1) - tido + O (A%,

Soit M/ le milieu de A}, ainsi,

"2 V2R Gt = aE (M, t") + M!X - VO,E (M t")) - tid
1 -4 21_|A/’ t +i't(z’7>'tia

+ AtO (h2) + 0 (AF)
= AtOE (M, t") -t + AtO (h?) + O (AF°) .

De méme, et en notant M le milieu de A7 on a aussi

(Hj"+ R DT § bl 2E>i ) = ALGE (M) -t) + AtO (h2) + 0 (AF)
= At (OE (M, 17) -t + MM -V (OF (M],1) - 1))
+AtO (h?) + 0 (AF)

= AtOE (M, t")-t] + AtO (h) + O (AF).

Dot

(2.9.18) (H<;"+1/2E - HT”’WE) — ALOE (M, t") + AtO (h) + O (AF).

7

D’autre part, d’apreés la formule (2.9.9) page 65

(Hg"“/QE - HZ”’”QE) n) = ﬁ/ (E (X, "1/2) — B (X,"1/2)) . n}do

et par analogie avec la formule (2.9.15) on a

(1 e - 13 E) o = ] / ALOE X, 1) mido +0 (A7)

—_—

+0 (h) do + O (At?)
= AtOE (M, t")-ni+ AtO (h) + O (At%) .
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De la méme maniére, on obtient aussi

(H;n+3/2E . H<2>n+1/2E) . ng/ — At 8tE (Millﬂ tn—l—l) . ngl + AtO (h) + O (At?))

= AtOE (M, t") - nf
R —
+ AtMM] -V (3,E (M, t"*) - nf)
+ AtO (%) + 0 (AF)
= AtOE (M t") -nf + AtO (h) + O (A) .
Et donc
(2.9.19) (H;”“/2E - Hgn’l/ZE) = ALOE (M, ") + ALO (h) + O (AF).

)

D’ou d’aprés les équations (2.9.17), (2.9.18) et (2.9.19) on a
ry" = O (h) + O (AF?)

et

(2.9.20) "], = O (k) + O (L)

Enfin, les équations (2.9.16) et (2.9.20) impliquent que pour tout n € {1---N —1} on a:

(2.9.21) "l = O (h) + O (At?)
0J
PROPOSITION 2.9.12. Soit (E, B) € C3(0,T,C?(Q)) une solution du systéme de Mazwell,

alors Uerreur numérique primale et duale & la premiére itération est d’ordre un en espace

et deux en temps :

DEMONSTRATION. On a
erl = (H’;B) _ Bl = (H;B)‘ - (H'fB) + <HfB)‘ _ B
En utilisant le systéme de Maxwell discret (2.5.1) et la proposition 2.9.2, on obtient

et = <H'§B>‘ - (H’fB) + (H'PB)‘ ~BY AtV x <H<1>1/2E - E<>1/2) .
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Or
13/2
(H’lB—H’lB) - i/B(c’. P dt— /B(X At) dX
2 17)e T A i CY] ’

t1/2 C

t3/2

1

= % [B(c}, At) + (t — At) 0,B (¢}, At) + O (At?)] dt

$1/2

- lé{‘/[B(c;,AtHom)] dx

— 0(h)+0 (L),
D’autre part,
(H'fB)i _ B = \clg| /B(X, 0) dX — B(c,,0)
2
|

- \CQ\J[B(C””OW dX — B(d,0) = O (h).

Enfin, d’aprés la définition du rotationnel primal donnée par la formule (1.8.2), on a

V! % (Hjl/ GO E1/2>

. / 01/2 01/2 Y
_ |C’| S|4 < ~E )j £,

A’C(‘)C’
!/ / At /
= ,| > X, 1) - tigdt — B (X,0) -t — —OE(X,0) - tj;| do
A5CoC!
1 At
“acy

E(X,t) dt — V x E(X, 0)—£5W><E(X 0)| dX

2
i

— /

A
1 1 A
= ] E/VxE(X,O)—i—O(At) dthE(X,O)Tt@tVXE(X,O):| dX

= O(AY).
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Dot Vi € {1..N'}

(2.9.22) er;! = O (L) +0(h).

(2

En procédant, de la méme maniére pour les quantités duales, on obtient aussi que pour
tout ¢ € {1..N"}

(2.9.23) er;' = O(AP) +0(h).

7

O

PROPOSITION 2.9.13. Soit (E, B) € C?(0,T,C?(Q)) une solution du systéeme de Mazwell,
alors l’erreur numérique diamant a la premiére itération est d’ordre un en espace et deux
en temps :

er’/?=0 (AtZ) .

(2

DEMONSTRATION. D’aprés les définitions donnée dans les formules (2.9.12), (2.5.1)
et (2.9.3) on a

©1/2
7

_ <H<1>1/2E . E<>1/2> . t/i
_ 1 /
14
i
At

1
:W/ —/E(X,0)+t8tE(X,0)+0(At2) dt—E(X,O)—TatE(X,O) t'ido
lA;

er. " t/;

At
é/E(X,t) dt — B (X,0) - %@E (X,0)| -t do
0

B At

At
0

=0 (AF).
En procédant de la méme facon, on a aussi

er’’?. ¢/, =0 (A?).

)

D’ou le résultat. U

THEOREME 2.9.14. On suppose que les hypotheses 2 page 22, 3 page 22 et 4 page 22 sont
satisfaites et que le pas de temps vérifie la condition CFL (2.6.14).

St les champs électromagnétiques exacts du systéme de Mazwell sont tels que

B e C¥(0,T,C2() et E € (C3(0,T,C2(N)))*; alors le schéma est convergent o ['ordre
un en espace et deuxr en temps.
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DEMONSTRATION. D’apres 'inégalité 2.9.10 on a :

N-1
HerNH <K (Herln —i—AtZ Hr”H) ,

n=1

ou K est une constante; et en utilisant les propositions 2.9.11, 2.9.13 et 2.9.12 on obtient :

ler¥|| = O(aR)+0(h) + MY (O(h) +0 (AR))

— O(AP)+0(h).

2.9.4. Estimation d’erreur pour des fonctions non réguliéres.
2.9.4.1. Notations et rappels
. Soient D un ouvert de R™ & frontiére Lipschitzienne, p un réel > 1 et m € N*; on

rappelle les notations suivantes :

e L7 (D) est 'espace des fonctions f mésurables sur D telles que la mesure sur D de f?
est finie.
o WP (D) est 'espace de Sobolev défini par :

W™ (D) = {f € L (D), &"f € L? (D), ¥ |a| < m}

Pour p < o0, cet espace est muni de la norme
1/p
o= | X [ 1)

la|<m

et de la semi norme y
p

o= | 2 [ 10751
|a)|=m D
e [”(D,H), p < oo, est 'espace des fonctions f mesurables de D vers I'espace de Hilbert
H et vérifiant

[ 15 @ do < o
D
o WP (D H) est I'espace défini par

W™ (D, H) = {f € L? (D, H), 8°f € L” (D, H), VY |a| <m},

muni de la norme
1/p

T /D e £

laj<m

Pour 0 < a < 1, on rappelle aussi
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o 000 (D) est I'espace de Holder d’indice «, défini par

1F (X) = F V)l

' (D) :={ feC(D); su s
( ) / ( )X,YSD ||X_YH
XAY
muni de la norme
If (X)—f (V)]
«f(p) - = Su X + su « '
£l o, (D) Xe%”f( )l X,YED X =Y
XAY

o (T (D) est 'espace défini par :
C™ (D) = {feC™(D); &f e C® (D) Vj, |j| <m},

muni de la norme

|07 (X) — 0% (V)]

mal(p) . — + max su ,
X#Y
ou
£ 1l oo, := max sup [|87f (X)]|.
IBI<m xeD

e Pour deux espaces vectoriels normés A et B, la notation A — B indique que A est

inclus dans B avec une injection continue.

On rappelle ci dessous quelques résultats que 'on va utiliser dans la suite et que ’on peut

trouver par exemple dans [1, 14, 9]

THEOREME 2.9.15. Injections de Sobolev :

Soit D un ouvert de R™ & frontiére Lipschitzienne, m € N, et p € [1,00]. Alors on a les

mclusions sutvantes :

(yyme (D) < COm=/P (D) s Tem<lia
p p
Wmr (D) — C% (D) si m=—+1 et 0O<a<l
p
Wmr (D) — C%' (D) siom>—+1
\ p

Voir par exemple [14] section 3.1 ou [9] section IX.3

THEOREME 2.9.16. Bramble Hilbert :
Soit D un ouvert de R™ a frontiére Lipschitzienne. Soit f une forme linéaire continue sur

Wk+LP (D), avec k entier positif et p € [0, 00].
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St f s’annule pour tous les polynomes de degre au plus k, alors il existe une constante cp
telle que
Yu € WP (D), |f (w)| < ep ||f||2+1,p,D |U|k;+1,p,D

avee ||zyq,.p €t la norme sur espace dual de WP (D).

Voir le théoréme 4.1.3 dans [14].

THEOREME 2.9.17. Soient D et D deuz ouverts de R" affine-equivalents ; c’est a dire qu’il

existe une bijection affine ® qui transforme D en D. Soit M la matrice associée a @, alors

Il <& e | < &
p p

oi d et d sont les diametres de D et D: p et p sont respectivement les rayons des boules
inscrites dans D et D.

De plus, pour tout f € W™P (D), avec m € N et p € [1,00], on a f=fodewmr (D)
et il existe une constante c, ,, telle que

~

< Com M [det (M) | flyym )

f

wmp(D)
< G | M7 [det (M)] 7

|f|Wm,p(D) W’mp

(Voir théorémes 3.1.2 et 3.1.3 dans [14]).

REMARQUE 2.9.18. Le déterminant de la matrice M vérifie :

(2.9.24) det (M) = 121

A

Enfin, on rappelle que le triangle de référence, que 1’on note T, est le triangle ayant comme

sommets (0,0), (0,1) et (1,0); sa surface est ‘T‘ ==

2.9.4.2. Estimations d’erreurs pour le schéma (2.5.1)

. On suppose que B € Whe (Q, W32 (0,T)) et E € (W (Q, W37 (0,T)))%, avec p > 1 et
q> 2.
On rappelle que W14 (Q, W32 (0,T)) est muni de la norme Il wag@wsn oy définie par

1/q
[ lraosmonom (/ I sy X+ [ 10 (X )

ou
1/p

1 (X wsnom == | S / o (x|

1B]<3 7
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REMARQUE 2.9.19. Pour tout X € Q, les fonctions B (X,-) et E (X, ) existent et

appartiennent o W3? (0,T).
En effet, d’apres le théoreme d’injections de Sobolev 2.9.15 et puisque ¢ > 2 on a

Whe (Q, W3 (0,T)) — O™ =21 (Q, W3 (0, 7))
en particulier,
(2.9.25) W (Q W (0,T)) c C(QW?*?(0,T))
d’ou le résultat.
REMARQUE 2.9.20. Pour tout t € [0,T], on a

B(,t) e WY (Q) et E(-t) e (W (Q)?,
En effet, on a B € Wh (Q, W37 (0,T)), et comme p > 1, alors W37 (0,T) — C%! ([0, T7).

Dong, il existe une constante K telle que pour tout ¢t € [0, T

JiBEarax < [ 18Nk 4

< K/QHB( Mooy dX

< K IBllra@wsnomn)

D’otu, pour tout t € [0,T], B(-,t) € L7 (Q).

D’autre part, puisque 0,B et d,B € L (Q, W??(0,T)), alors pour presque tout X dans
Q,0,.B(X,) et 9,B(X,:) € W (0,T); et puisque p > 1 et grace au théoréme des

injections de Sobolev, il existe une constante K telle que pour presque tout X € 2

10:B (X, Moosqory < K N0:B (X, )llwango,r

19, B (X

(2.9.26)

s Meorqoay < KN0yB X )llwsror

Ainsi, pour tout ¢ € [0, T7,

[ 1.3 (01 + 10, (X0 ax <
[19:8 (X Mooy + 10,8 (X oy | dX <
o D

K[ (1025 (6 o + 10,8 (X, Miyango | 4X <

KB (X, )wra@wsrory) -
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D’ou, pour tout ¢t € [0,7T], B(-,t) € Wh1(Q).
En procédant de la méme maniére on montre aussi que V¢ € [0, 7], E (-, 1) € (W7 (Q))°.

AFFIRMATION. Les projections des champs B et E que l'on a déja définies dans le cas
réqulier dans les définitions 2.9.1 page 62 et 2.9.3 page 64 ont toujours un sens.

DEMONSTRATION. On a E € (W14 (Q, W32 (0,7)))°, or d’aprés (2.9.25) on a

Whe (Q, W3 (0,T)) c C (W (0,7)),
ainsi
E e (C(QW*(0,1))" c (C(2L'(0,1))",
douVie {l1---N/} on a
Ee (L' (A, L' (0,7))" et Ee (L'(A/,L'(0,7)))".
Ainsi la projection TI{E, donnée par les formules (2.9.3) page 63 et (2.9.4) page 63 , a

bien un sens.

D’autre part, d’apreés la remarque 2.9.20
vVt €[0,T] ona B(-,t) € W (Q) c L' (Q)

et donc les projections primale II*B, donnée par la formule (2.9.1) page 62, et duale
I1,"B , donnée par la formule (2.9.2) page 63, sont bien définies pour tout n € {0--- N},
D’aprés la remarque 2.9.20 page précédente, on a aussi E(-,t) € (Whe (Q))z, pour tout
t € [0,77; et puisque W (Q) C C(Q) alors E (-,t"+1/2) € (C(Q))? pour tout n €
{0--- N —1}; d’ou IISE, définie par les formules (2.9.9) et (2.9.10) page 65, a bien un
sens.

Enfin, grace a la remarque 2.9.19 page précédente, on a
Vie{l---N'},B(c,) e W*?(0,T) C L*(0,T) et Vi € {1---N"},B(S},-) € L' (0,T).

Ainsi, les projections primale I1,* B, donnée par la formule (2.9.7) page 64, et duale II,"B
, donnée par la formule (2.9.8) page 64, sont bien définies pour tout n € {1--- N — 1}.
[

Maintenant pour faire les estimations d’erreurs, on va commencer par démontrer quelques

lemmes.
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LEMME 2.9.21. Soit p > 1 et F l'application
F:W**(T,,T)) — R

Ts
1 At
g — _At g(t) dt — g (T1+—2 )

T

ot At =Ty — Ty, alors, il existe une constante c, telle que pour tout g € WP (|T1, Ty|),

[ (9)] < AP gl

DEMONSTRATION. Tout d’abord on peut remarquer que F' est bien définie. En effet,

puisque p > 1, alors d’aprés le théoréme des injections de sobolev 2.9.15 on a

W2 (|11, To[) — C™ ([T, T2]) € C ([T, T2)),

At
ainsi /g (t) dt et g (T1 + 7) ont bien un sens.

T
Maintenant pour démontrer le lemme, on a

T

Flg) = é/mdt—g(m%)

Ty

1
VAN
= /g (T7 + tAL) Atdi — (T1 + 7)
0

g(t)di—g (%)

|-

I
O\H

avec g (f) =g (T1 + fAt)

Or
1
[lar
0

1

~ [lorivisnp - / 90 dt = A ol
0

T1

de plus,

1

1 1
[1oa @ di = [ |or(o (1 + i) df:/]Atg’ (T3 + iat)[” di
0

0

= /|Atg )" dt = AP 91w, 12

Ty
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enfin,

1 1 1
/ 0% () d = / 0% (g (T, +i08))|” df = / A2 g (T, +iA)|” di

0 0 0

15
1 P _
= E / |At2 g// (t)| dt = At*P~1 |g|€v27P(]T1,T2D .

T1
D’ot, g € W2P (]0, 1]) et
(2.9.27) ‘f]‘wz,p(]o,l[) AR ’g’WQJ’(]Tl,Tg[)
Soit
VWP 1) - R
1
1
[ = f@)dt—f 3
0
on a alors

Or, pour tout f € W27 (]0,1])

v (f)l < /1|f(t)| i+ |1 (3)] <25 17 00)

te(0,1]

et d’aprés le théoréeme 2.9.15 et puisque p > 1, on a W??(]0,1[) — C*'[0,1]; ce qui

implique qu’il existe une constante ¢, telle que pour tout f € W27 (]0,1[) on a :

HfHCOvl[O,l] <G ”fHWZp(]o,l[) )
ainsi

sup |f (1) < ¢ ||fHW2vP(]0,1[)
t€[0,1]

et donc
[ ()] < 26 ||f||W2,p(]0,1[) :

Et comme ¢ est une forme linéaire , alors elle est continue sur W?2? (]0, 1[). De plus, v
s’annule sur 'ensemble des polyndémes de degré < 1, alors, en appliquant le théoréme de
Bramble Hilbert 2.9.16, il existe une constante K telle que, pour tout f € W27 (]0, 1),

¥ (f)]

IN

K [ lvzoqoap 1 lwzeqop

IN

Ky [flwzrqo1p
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ou K, est une constante dépendant de p. Ainsi, on a en particulier

W) (§)| < Kp |L€]|W2,p(}071[)
et en utilisant la formule (2.9.27) et le fait que F' (g) = v (g), on a alors

[ (9)] < KAV gl y i,y -
0J

LEMME 2.9.22. Soient D un polygone ouvert de R?, étoilé par rapport & Y € D, q un
nombre > 2 et ' ['application

F: W (D) — R
1
g - @/ngdx—gm

alors, il existe une constante positive ¢, telle que, pour tout g € WhH (D),

[F(9)] < cqd |D|71/q |g|W1¢Z(D)
ot d est le diamétre de D.

DEMONSTRATION. On considére une triangulation de D composé de Nr triangles T;,
telle que chacun de ces triangles admet Y comme sommet et une des arétes de D comme
base.

Pour tout ¢ = 1--- Ny, on note ®; une bijection affine, de matrice M;, qui transforme le

triangle de référence T en T;; on note Y; le sommet de 7' ayant Y comme image par ®;.
Voir figure 2.9.1.

0, 4‘»
0,1) E

(090) ( 1 90) polygone D

Triangle de reference T

FIGURE 2.9.1.

D’autre part, puisque g > 2, alors d’aprés le théoréme des injections de Sobolev 2.9.15,

onaVfeWhd (T), f est continue. Ainsi, on peut définir la fonction suivante :
Pt (T) ~ R

Fe b @) e (7).

N>
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De méme, on définit aussi pour tout ¢ =1--- Np ,

F: Wh(T;) — R
1

g | 9t ax -9 ().
|TZ| T;
On a
1
F(g) = Dl g(X)dX —g(Y)
D
1 &
= 5 ([ e ax - mism)
|D| =1 T;
1 &
= Ti| F;
B LI E (0
=1
et donc,
1 &
(2.9.28) IF(g)] < WZ T3] |F; ()] -
i=1
Or pour tout ¢ =1--- Np
1
R = [ 90 ax—g)
1 N ~ ~
_ |T‘|/AgoCI>Z- () ldet (M) dX — g0 @, (¥7)
et si on note
gi=g0o®;
et puisque
T
|det (M;)| = | f|
T
alors

A = o [a (%) ax-a (V) = e

D’autre part, F' est une forme linéaire continue sur W14 (T) En effet, d’apres le théoréme
2.9.15, Wha (T) s'injecte continuement dans C%1~2/4 (T), pour g > 2, et donc il existe

une constante ¢, telle que, pour tout f € Whe (T) ,

sup ‘f <X>‘ < ||f||co,1—2/q(jﬂ) < ¢ ||f||W1,q(T)

XeT
L ()] as s (7)] < 25 (%)

XeT

et puisque,

1
T

F()| <
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on en déduit que

‘F(ﬁ‘ <2¢, ||fHW1q(T) )

|7

De plus, F' est nulle sur Pensemble des polynomes de degré 0 , alors, en appliquant le

d’ou F' est continue et
*

<2¢.

WlaQ(T)

théoréeme de Bramble Hilbert 2.9.16, il existe une constante cy, telle que, pour tout

fewla (T) on a :

P <

FH:Vl )\flwlq( ) < e2¢q | flwra(r) < Ko lFlwraay »

ou K, est une constante qui dépend de q.

D’aprés le théoréeme 2.9.17 et puisque g € Wh4 (D) C WY (T;), et g; := go ®;, on a
G € Wla <T) et donc

7 (9) = |F (@)

< K, |§z‘|W1,q(T) :

De plus, d’aprés le méme théoréme, il existe une constante cy positive telle que

IN

¢ [ M| [det (M) ™ gl

-1
< M@ ITN ™ gy,

|§¢|W1,q(f)

ce qui nous raméne a
-1
Fi(g)l < g MG IT ™ |9l
()

Or d’aprés le théoréme 2.9.17,
M| <

‘c>|&

avec d; le diamétre de T; et p le rayon du cercle inscrit dans T.
D’ou
-1
|Fi (g)’ < ¢gd; |Tl| /e ’g’WM(TZ-) )

ol ¢, est une constante positive dépendant de g.

En reprenant U'inégalité (2.9.28), on a

1-1 1-1
1F(9)] ’D‘Zd | T3] /q‘g‘wlq |D‘Z’T| M’Q’qu 7))

ol d est le diamétre de D.
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Enfin, en appliquant I'inégalité de Holder, on obtient

Nr 1-1/q 1/q
|F(g9)] < ‘Cgf (Z <|T|1 1/q>q 1> <Z|9|qu )

< cd |D|71/q |9|W1.,q(D)

PROPOSITION 2.9.23. Soit B € Wh (Q, W37 (0,T)), avec p > 1 et q¢ > 2. Si ’hypothése 5
page 22 est vérifiée, alors il existe une constante positive Krp 4 telle queVn =1---N—1

on a

7", < K At |07, B|| +h|B|
ol = BrpgQ 2w, Le(o,1D) WLa(QW2»(0.1)) ) -

DEMONSTRATION. D’aprés la remarque 2.9.8 et les définitions 2.9.1 et 2.9.3, on a pour
tout i =1--- N’

Aty (H;"HB - H;"“B) - (H;"B - H'{LB)

tn+3/2

1
= — B(c,t) d X, ") dx
At / (CZ ’Cl’

tn+1/2

tn+l/2

1 1
- — B (c,t) dt B(X,t") dX
N | B +|C”/ (X,
o

tn—1/2

nt1/2
1
= X / [B(c,t+ At) — B(c,,t)] dt —

tn—1/2

1

| {|/[B (X, ") — B(X,t")] dX
c

n+1/2
= é / [B (¢}, t + At) — B(c},t)] dt — [B (¢}, t"™) — B(c},t")]

tn—1/2

Il / [B (X,t”H) _ B(X,t")} dx + [B (Cé,t”“) _ B(c;,t”)} .
CZ

Soient f;, et g;, les fonctions définies par :
fin: "2 R
t — B(d,t+ At)— B(c,1t)
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et
gin: C, — R
X — B(X,t"") - B(X,t").
Alinsi,
nt1/2
: 1
Atr" = — in (1) dt — fin (t") — in (X) dX + gin (¢}) .
= x| e d— ) = [ (304X 4 ()
tn—1/2 Cl/
et alors
tn+1/2
: 1 1
aeer| < g [ @ = £ ) + |z [ 0 (30 aX =i ()
tn—1/2 [ol4

3

D’aprés la remarque 2.9.19, on aVi =1--- N’ B(c},-) € W3?(0,T), ce qui implique que
Vi=1---N,¥n=1---N—1, ona f € W (" 1/2 ¢"1/2),

en particulier, f;, € W?2P (t"‘1/2,t”+1/2) ; ainsi, en appliquant le lemme 2.9.21, il existe
une constante ¢, telle que

tn+1/2

1 n 2—1/p
Kt Ji (t> dt — f; (t ) < CpAt |fi|W2ap(]tn—1/27tn+1/2[) .

tn—1/2
D’autre part, d’aprés la remarque 2.9.20, on a V¢t € [0,7], B(-,t) € W (Q), ce qui
implique que

Vi=1---N',Vn=1---N—1ona gy, € WH(C)).

En appliquant le lemme 2.9.22, il existe une constante k, telle que

1 —
@/gm (X) dX = gin ()] < kyd; |CI| 7" [ginlwra(cry »
C/

ou d; est le diamétre de C/ et alors

1

-1
i [ (304X = g0, ()] < @ ICI™ by
7 S

3

ol ¢, est une constante. Ainsi

(2.9.29) ’At i

_ -1
< CpAtQ Lp |fin|W2,p(]tn—1/2,tn+1/2[) + th |Cz/| /e |gm|W1’q(C’£) .
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Or on a

tn+1/2

il osnnay = [ [P

tn—1/2
nt1/2

_ / (6%,B (ot + AL) — 02,3 ()" dt
tn—1/2

/2| g AL p

-/ / OB (¢, €) de| dt

tn—1/2

en appliquant I'inégalité de Holder, on a

{nt1/2 t+At 1/p|P
’fm Z%/?ap(]t”*l/Q,t”Jrl/QD < / Apttp / |83tB (C;, §)|p d§ dt
tn—1/2 t

/2 e At

<ot [ [emsEor aa
n—1/2 ¢
et donc
(2930) ‘fzn ?;[/2*p(]tn71/2,tn+1/2[) S Atp Hath (Cia .)||Zl)/p(:|tn_1/2,t”+3/2[) .

D’autre part,

il = [ 10asn (O + 10,50 (1)

_ / [10.3 (6, £71) — 0,3 (€,")|" + |0,B (€.67+Y) — 8,B (£,£)["] dX .
o

or d’aprés l'inégalité (2.9.26), pour presque tout & € Q, 0,B (&, ) et 9,B (€,-) € WP (0,T)
et
10:B (& )l conr o) < o 1028 (€ ) llw2worry »

ce qui implique que Vn =0--- N — 1, et pour presque tout £ on a :

0.8 (§,t") — 0. B (&, "))
At

< e (0B (&, ')HWZP(O,T) :
De méme, on obtient aussi

O.B £7tn+1 - 0,B gvtn
10, B ( )At y B (€, 1")] <cprl0,B (fa')“WZP(O,T)'
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Alinsi,

illacry < (0" [ (108 (6 Mmooy + 10,3 (€. s 4X
et donc
(2.9.31) |9m|W1,q(C;) < ¢t |B|W1’Q(C£’W2,p(O,T)).

Enfin, en remplacant (2.9.30) et (2.9.31) dans (2.9.29) et en simplifiant par At , on obtient

!
n
r;

_ -1
< CTp,q (Atz e HagtB (Cga .)HLZ)(]tn—l/Q,tTH—ZS/QD +h |Cz/| /e |B‘W1aq(Cg,W2vP(O,T))) :

En procédant de maniére analogue pour 'erreur de troncature duale, on obient aussi

— —1
, (AtQ UpHagtB (Cg">HLP(]tn—1/2,tn+s/zD + h|CY| /q|B‘W17q<C’£’,W2=P(O,T)))'

On a

Nl
1 ’ "
I = 5(Z|0' r +Z|C” " )

=1
or
N’ N’
Z |O/| < 20%“,p,q Z |C/|At477 {a3tB Gy ‘Lp ]tn 1/2 tn+3/2[)
i=1 i=1
N/

1-2 2
_'_2 C%,p,q Z h2 |Cz/| I |B’W1’Q(C’£,W27p(0,T))

=1

’n

et puisque ¢ > 2, alors en appliquant l'inégalité de Holder on a

N’ =3 /N :
2 !
h (Z‘Clo (Z’B‘qu(cf WQP(OT)))

i=1 i=1

IN

N/
1-2 2
Z h2 |Cz/| /i ’B|W1,q(cg7w2,p(o,T))

i=1

-1 52
= I Q" ‘Blwl’q(Q,WQ«P(O,T)) :

D’autre part,

N/
2 ICHIT B (0 i onefy S 1M [0 B () oy
i=1
< |9 ||33tBH ' (@, Lr(0,TD)
< k|Q Ha3tBHf}yl,q(Q7LI’(]O,T[)) ;
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alors
N/

> iy

i=1

P

(2

_2 2 _1
< 202T,p,q (k jo At Ha?)tBHWIq Q, Lr(10,T])) +h? |Q|l |B|W1q (Q,W2r(0, T)))

2 4-2 113 2 2 2
S CTpgo (At P H@ tB”WLq(Q,LP(}o,T[)) +h |B|W1’Q(Q,W2’P(0,T))>

2
2 2—1 193
< CTpen (At i Ha tB”ww(Q,Lp(}o,T[)) +h |B‘W1vq(ﬂ,w2vp(0,T))> :
De méme, on montre aussi qu’il existe une constante kr, 0

N//

>l
i=1

o
Dot il existe une constante K7, 4o telle que

n 2-3
Hr/// H’” < KT,p,q,Q (At P ||83tBHW1a‘1(Q,LP(}O,T[)) +h ‘B|W1,q(Q,W2,p(O,T))> .

2
o,

2 2—1 1143 2
< kT,p,qﬂ <At g Ha tBHWLQ(Q,LP(]o,T[)) +h ‘B’Wl*q(Q,WQ’p(OvT)J )

O

LEMME 2.9.24. Soient deuz réels p et q vérifiant ¢ > p > 1. Soient f € L1 (Dy, L? (D,))
et
g:Dy — R
Y — F(X,Y) dX

Dy
alors g € LP (D) et

”gHLI’(DQ) < |D1|177 ||fHLq Di,LP(D3))
DEMONSTRATION. On a
p p
/ g (V)P dY = / F(X,Y)dX dYg/ (/ ]f(X,Y)|dX) dY
Do Do D1 Do D1

et comme p > 1, alors en appliquant I'inégalité de Hélder, on a

[ rxax <o ([ oo ax)’
D1 D,

et alors

[ wrar < ot [ ] jreeyp axay.
Do D2 J Dy

Pour pouvoir appliquer le théoréme de Fubini, on a d’aprés 'inégalité de Holder et puisque

q>0p
/171 /Dz|f(X,Y)\p dY dX < |Dy' ¢ (/Dl </DQ o dy)f’ dX)Z

1,,
1Dy ||l (D1,LP(D3))

IA
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et comme f € L?(Dy, L? (D)) alors

/D /D If (X, V)P dY dX < oo.

Ainsi, le théoréme de Fubini implique que

/DQ/DIIf(X,Y)V’ dXdy = /DI/DJf(X,y)‘p IV dX

177
| D | HfHLq (D1,LP(D2)) *

IN

et donc

lg(V)[PdY < |Dyf"" s Hf”iq D1,Lr(D3)) *
Dy (D1,Lr(D2))
Dot g € LP (D3) et

177
||g||LP(D2) < |Di ||f||LL1(D1LP(D2))

O

LEMME 2.9.25. Soit C¢,i € {1---N°}, une cellule diamant associée & l'aréte primale A,
et sa duale AY. Soit

F:Wh(Q) — R

1 1
f \A;|/f(X)dU_m/f(X do

Al AV

K3

avec q > 2 . Alors il existe une constante K, telle que pour tout f € W1 (Q) ,

_1
F( < K IP  flyagen)
ot P? est l'enveloppe convexe de C7 tel que réprésenté sur la figure 2.9.35.

DEMONSTRATION. :

On note A :=[0,1] x {0}.
Premier cas : 5S¢ C; est une maille du bord (Figure 2.9.2)

Dans ce cas Cy est un triangle et A, est I'un de ses cotés. Soit alors ®; la bijection affine qui
transforme le triangle de référence 7' en C9, telle que @; ((0,0)) = 5%, et ®; ((0,1)) = S,
Ainsi, @, (A) — A’ et pour tout X = (2,0) € 4, on a @; ( ) Sh+ xS’lsl’z

Soit ®7 une bijection affine telle que @7 ((0,0)) = ¢}, et 7 ((0,1)) =

A~ A~ ~ A~ _—
Ainsi, @7 (A) = A/ et pour tout X = (£,0) € A, on a ¢/ <X> =i + Ty,
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FIGURE 2.9.2. Cas d’une maille diamant de la frontiére

Pour tout f € W (C?) on a

F(f) = / /f ” /f X) do
A
X 1
= |A_,'|/foq)i ‘T70)) ‘ 52151{2 dr — m/fo (I)Q/((ia 0)) 021022 dx
7 "0
—_—
et comme ’ SLSLI| = AL et [|chcls|| = |AY| alors
1
F() = [17ei(@0) - fool ((@0))] di
0
1
_ /[focpi((gs,o))_fo@ioq>;loc1>;'((@,0))} di
0
Soient
fz = f © q)z
et

alors F' s’écrit
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1

Fig)| < [lla(@o)l+lgo; ol (@0)]] i

0
< sup ‘g (X’)’ + sup ‘go(b;lo@;’ (X’)‘
XeA XeA

et comme pour tout X € A on a ;1o @ <X> € A, alors
] <2am o (1) <2 o (1)
XeA XeT
et puisque pour ¢ > 2, on a Wh (T) — C01-2/a <T>, alors il existe une constante ¢,
telle que, Vg € Wt (T)
79| < e gy

et comme F' est une forme linéaire, alors elle est continue sur W!? (T) et

A

WL(I(T) S Cq ”gHWLQ(T) .

De plus F s’annule sur I'espace des polyndomes de degrés 0 ; alors en appliquant le théoréme

de Bramble Hilbert 2.9.16, il existe une constante K, telle que, pour tout g € W4 (T)

*

’F(g)‘ < K HFHWLG(T) ’gywl,q(TA) < ch |g|W1,q(T) .

Ona f; = fo®; avec f € Whe(C?), alors d’apres le théoréme 2.9.17, f; € Whe (T) et il

existe une constante k telle que

K < k(M| Ldet (M) Loy

‘leq(T)

d.
ot M; est la matrice associée & ®;; et en plus, |det (M;)| = 2|C?| et || M;]| < =, avec d;
p
est le diametre de C7 et p le rayon du cercle inscrit dans 7.

Ainsi, il existe une constante k, telle que
7 (4)

F( < R 1G5 Flignagesy

_1
< kgd; |C;>| a4 |f|W1,f1(C§)‘

D’ou
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et puisque CY est inclus dans une cellule primale alors

EN] < kb G177 yna(er)

Deuxieme cas : St la cellule diamant C7 est interne non conveze (Figure 2.9.3)

Dans ce cas ’enveloppe convexe de Cf est un triangle, que 'on note 77, de coté AY et de
sommet opposé I'un des sommets de A’

On rappelle que 'hypothése 1 page 19 nous garantit que 77 C €.

0.1) j

00 A (1,0 /

Ch
FIGURE 2.9.3.  Cas d’une cellule diamant interieur non convexe
Soit alors ®; la bijection affine qui transforme le triangle de référence 7' en 17, telle que
0, ((0,0)) = ¢y et ®; ((0,1)) = cly. Ainsi, P, (A) — A,
Soit @ une bijection affine qui transforme l'aréte A en A/

En procédant de maniére similaire au cas précédent, on obtient
_1
|F(f)| S kq dl |7—;<>| a4 ’f|W17‘1(T;>) )

ou d; est le diametre de T et k, est une constante qui dépend de g .
Et comme d; < max (A}, d},, d.,), ou d;, et d}, sont les diamétres des deux cellules primales

dont A] est une aréte, et vu la remarque 1.4.1 page 22, on a alors

[EDE = 2k W ITET % [ flwra(re) -
Troisieme cas :5% la cellule diamant C est interne convexe (Figure 2.9.4)

L’aréte A, découpe l'aréte primale A” en deux segments que 'on note A, et AY. Al
découpe aussi la cellule diamant CY en deux triangles que 'on note Tj; et Tjy tels que

Al C Ty et A, C Tho.
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FIGURE 2.9.4. Cas d’une cellule diamant interieur convexe

Ainsi, on a

1 1
FU) = g [ 100 de = [ 100 do
Al Al
= |A// |A/|/f |A// |A/|/f
1 1
- W/ £0) d“‘WA/ £(X) do

a7 | 1 / 1
] |y ) T A g [ )
| A i ]
A / y
+ - f(X Y f(X) do
A | EAVEE

Or en appliquant le premier cas au triangle T;; et au triangle T}, , on a

1 1 1
m/f(X) do — m/f(X) do| < kgdin |Tia| @ | flypragry)
AL A

et

1 1 _1
i [ 100 do = g [ 100 do| < by Tl g
AL A

ou k, est une constante qui dépend de ¢q; d;; et d;» sont les diamétres respectifs des

triangles T;; et Tjo.
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D’ou
’A . ‘ // o
‘F (f)| S |A”’ k dz]_ |1—1’Ll| |f|W1 Q(Tl ’A//‘ k d22 ‘EQ' q ‘f’qu 12)
|A . | // .
< |A//| k di |TZ1| |f|W1‘1 |A”| k d; |Tl2| |f|W1q

ou d; est le diamétre de C7.

0; 0,
Et puisque |Tﬂ|_|Sln yar m2|_|sm a7 14, alors
24 k, d
a i 1—7 1-1
IF(f)| < ! (1451 s+ 148175 1 o ) -
47| (sin g |agys N e

En utilisant P'inégalité de Holder discréte et puisque |A% | + |A%L| = |AY| et | Ty | + |Tie| =

C7l; on a

1
24 k?q dz 1—1
’Aﬂ 1 |f‘ ,q 4
A7 (sin 6] |47 wre(er)

lsin 6;] | A7 | A7\ @
< k:qdi( 5 [Flwra(es) s

[E (/)]

et en utilisant la formule (1.5.1) on obtient
[ (F)] < Ky di |C27% 1 flypa(es) -
Et comme d; < max (|A}],|AY]) < h, on a donc
FAl < Rk 15 | flypna(os) -
0

PROPOSITION 2.9.26. Soit E € (W19 (Q, W3» (O,T)))Q, avec ¢ > p > 1 et ¢ > 2. Alors,
sous les hypotheses 2, 3 et 4 page 22, il existe une constante positive kyrq,p telle que

Vn=1--N—1:

e[l < korap <At2_1/p Ha?)tEHWM(Q,LP(O,T)) +h!7e [Elwra@w2r, T”)
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De plus, si toutes les mailles diamants sont convezes, alors

", < kgrap <At271/p Ha3tE”W1A(Q,LP(O,T)) +h |E|W1"’(QaW2’P(0,T))> '

DEMONSTRATION. Par définition, pour tout n € {1--- N — 1}

N<>
2 2
)5 = > 1CE e
1=1

En utilisant la relation (1.5.3) on a

N on | 4/ on 4112 on 4l won | 41
]2 = lexd "t I "t -t n - n/
o T i n” -t n -t” n” -t n -t’ i i
i1 i it i1l
N°© 2
e .t ron .t
< |CO| 7 1 + 7 1
= i "t rogl
; ny -t n; -4

=1
N<>

’CQ, o I 1"\2
< - SRR T S
D o "+ )

et sous ’hypothése 4 page 22, il existe une constante k telle que
NQ

(2.9.32) I l2 < kY I (g - ]+ - )
i=1

D’apres la remarque 2.9.8

Atrn .t — (H<1>n+l/2E VPR — R 4 H;nflﬂE) oy

i’

d’autre part, d’aprés la formule (1.5.2) on a

1

on+1/2 o i
<H2 E)z . tg a t/-n! t;/ T

(m*E) ni - (T3VE) -l
i i t/ ‘t/

i

/ "
t n”,

<H<;n+1/2E>. !
- t” - n! : ty -t +

(H;n+1/2E> . A ng[

/ 1
t; - ng

(" 2E) -y
/ i

cos (% — Qi)

_ COi(ei) H§n+1/2E o+
cos (5 + 91»)

on 1 on
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ainsi, en reprenant les définitions données par les formules (2.9.3), (2.9.9) et

a

tn+1

Atrs" -t = (X,t)-t;dtdo — (X,t)-tidtd
feh |A/|/At/ 7 |A'|/At/ 7

cot (01)
|Adl

7

/ [E (X,t""/2) —E (X,t"'/*)] - n{do

~ sin( A/’| / tn+1/2 -E(X, tn_l/Qﬂ -0y do

= i |A’|/ (X, t+ At) —E(X,t)] - tidodt

tn—1

! /[E (X, t"2) —E (X, ¢"71?)] - tido
A}

| Al

[E (X, "% —E (X, ¢"?)] - tido

‘ / E (X, ") — E (X, ")) - ndo

1 —
W/ [E (X, t”+1/2) _E (X, 4 1/2)} 0 do.

i

Soient f; et g, les fonctions définies par :

‘ /[E(X,t+At)_E(X,t)].t;da

/
A7)

g, Q0 — R?
X — E(Xt"?) —E (X, ")

alors erreur de troncature diamant s’écrit :

1 1
At = g [ R d= )+ o [0t
tn—1 ! Al

cot (6;) , 1
n (X)) nidX — ——— n (X
A / g (X) b sm<9i>|A;'r/ &
AY

Al

n; do

98

(2.9.10), on
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c’est & dire

tn—1

tn
1 _ 1
Atrf”-tg = Kt / fz (t) dt — fl (tn 1/2) - sin (91) |A/»,| /gn (X) ’ ngldg
AY

L i : ; ‘1] do
- T / s (6 5 (X) - + cos (8 g, (X) -] d

et puisque
sin (0;) gn (X) - t; + cos (6:) gn (X) -ny = t;-ni'g, (X)-t;+nj-nfg, (X) n

(2.9:34) = (g0 (X) - it} + g, (X) -nin)) -
= g,(X) n/

1

alors,

tn
1 1
At -t = — () dt — f; (¢/? —/ X)-n{d
r’L 1 At / f’t() fl( )+Sln(01)|A;| gn( ) rl1 9
tn—t Al

1
- X) . n”
Sin(@i)|A§”/gn( Joido
Ay

et donc,

tn
on ! 1 n—
At -t < Kt/fz(t) dt—fi(t 1/2)
tn—l

1 1 1
2.9.35 —_ | — nX-f’d——/nX~f’d.
(2.9.3) T [ 0 e — g [ () o
Al AV
On commence par majorer la premiére quantité du membre du droite de cette inégalité.
Soit 1; la fonction définie par

Y2 [0,T] — R

1
e lAH/E(X,t)-t;da
bt

c’est & dire, pour tout t € [0, — At], f; (t) = ¥; (t + At) — ¢ (¢).

Puisque E € (W4 (Q, W32 (0,T))) et ¢ > 1 alors E est continue sur €2, ainsi

Vi, E-t; € L7 (A}, W*(0,T))
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et donc

E-t|, E-t,, O?2E-t| et O’E-t,c LY (A}, L”(0,T)).

Comme ¢ > p > 1 alors le lemme 2.9.24 implique que les fonctions
wzﬁ ath ) afwl et afl/}z € LP (07T) 9
ainsi 1; € W3P (0,T); en particulier

fie W (Je1¢"[), Vi=0..N".

En appliquant le lemme 2.9.21, il existe une constante ¢, telle que ¥n € {1---

1 B _
(2.9.36) N / fi (8) dt = f; (") < QAP fil s ny)
tnfl
or
tn
ilangont g = /\a,?zpi (t+ At) — 7 (1) dt
tnfl
| t+AL p
= [ | [ ewiod a
tn—1 t

en appliquant l'inégalité de Holder, on a

tn t+AL p|P
| filwenqn-1mp < / AP / 0% ()] de dt
tn—1 t
tn t+AL

< Apl / / 0% (©)F de dt

tn—1 t

< AP |0

Izegomp

N},

100

et comme OPE -t} € L7 (A}, LP (0,T)) avec ¢ > p > 1 alors le lemme 2.9.24 implique que

Han’LHLp (10,77 < |Al H(?BE t; ”Lq (A7, L2 (10,T])
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et donc

|fi|W1vP(]tn*1,t"[) < At’AH_% ”atsE'tgHLQ(

A4, Lr(10,T]))

1

_1 !

< st ([ 1940y )
< Atsup |%E -6 (X )| oy

XeA

et comme O%E - t, € WY (Q,LP(0,T)) — C%=2/4(Q, L?(0,T)) alors il existe une

constante k, telle que
SUp [ 0% -85 (X, | agory < R 0B &l ooimy
d’ou
|filwrogem-1mpy < kg Ot HagtE'tgHWL‘I(Q,LP(O,T))

et en remplagant dans I'inégalité (2.9.36)

-
1
(2.9.37) A—t/f,-(t) dt — f; (1"1?)| < cq,pAt?»—l/pHa3tE.tgle,q(Q’LP(OjT».

tn—1

Maintenant, on va majorer la deuxiéme quantité du membre du droite de I'inégalité (2.9.35).

D’aprés la remarque 2.9.20, Vt € [0, 7], E(.,t) € (W (Q))?; ainsi,
Vn=1--N-1Vi=1---N°, E(,t""?) - nf et E(,t"""/?) -nf e W (Q),

et donc g, - n{ € WH(Q). En utilisant le lemme 2.9.25 page 91, il existe une constante

cq telle que,

Flg )| _ K

P°l"ilg, -n"
sin (6,)] ]sin(Gi)\l V1 g g

|W1#I(P;>) )

ou I est la fonction définie dans le lemme 2.9.25 et P? 'enveloppe convexe de C7. Et

puisque |P?| > |C?|; et sous 'hypothése 4 page 22 on a alors

Flg, )l _ Kph

1
Co7i |g, - 0
|sin (6;)] T« €71 lgn n‘|W1’q(P?)
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Wy =, 170 m O 2

k3

= / |VE - nf (X,t""/?) = VE - nf (X,t"/?)||" dX
Py

et d’aprés la remarque 2.9.19, pour tout X dans Q, on a E(X,-)-nf € W??(0,T); or
pour p > 1 on a W2 (0,T) — C%[0,T], alors il existe une constante cr telle que pour

tout X dans (2,
|VE - n{ (X,t""/?) — VE - nf (X,t"/?)|| < er At |VE - nf (X, WNhwzso.1)
ainsi
0y < Cer 807 [ IVE -0 (6o, X
< (er AT B0l e i)

ce qui implique que

|F (gn - i) ol-1
W < Cq,T h |Ci | @ At |E ' ngl|wl,q(P;>,W2m(o,T))
c’est & dire
; L/g (X)~nf/dX—L/g (X) -nidX
[sin (6)] | A7 J =" ‘ AL " ‘
A A

_1
S Cq,T h |C;>| a At |E . ng/|W1,q(pi<>7w2,p(07T)) )

ol ¢, 7 est une constante dépendant de q et T

D’aprés les inégalités (2.9.35), (2.9.37) et I'inégalité ci dessus on obtient que Vn € {1--- N — 1}

1

_1
AL 6] < iy A OE o, oy 0t BT AE 0l wono)

1
< Kqp A= Hag)tEHWLQ(Q,LP(O,T)) +cqrh ’Cﬂ © At ‘Eywl,q(pfvwlp(oj))
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En procédant de maniére analogue, on obtient aussi que Vn € {1--- N — 1}
_ _1
’At I';-) . ti/| S kq,p Ats 1/p HagtEHleq(Q,LT’(O,T)) -+ Cq7T h |C:>| 4q At ‘E|W17q(RL_07W27p(O7T)) .

En remplagant dans U'inégalité (2.9.32) on en déduit qu'’il existe une constante k, 7, tel

que Vne {1---N —1}

NO
_1 2
)12 < kgrp Y ICY] <At2_1/pHa?)tEHWLm,LP(O,T)) + |G| |E|W1’Q(vaw2’p<07T))>
=1
NO
< 2k Y ICE (A 0B s poory)
=1
N° L 2
2k 3O1C] (1CE17 (Bl ooy
=1
< 2k |9 (A [0 E oy )
N° )
1-2 2
+2 kq,T,phz Z (S |E‘W1,G(PZ.<>,W2@(O,T)).
=1

Ainsi, dans les cas ol toutes les mailles diamants sont convexes, on a Vi € {1--- N°},
P? = C7; et puisque ¢ > 2, I'inégalité de Holder discréte donne

N° . N° =% / ne 4
1-= 2
Z ’Cj’ q |E’W1,q(czf>’w2,p(0’T)) < <Z ’Cf’> (Z ‘E Iq/I/LfI(CiO,WZP(O,T)))
=1

— =1
1-2 2
< [ [Elyaqweron

et alors, il existe une constante k, 1, telle que

n |2 — 2
IS < K ray (At2 1/pHagtEHm/LQ(Q,LP(O,T))) 2+ P Elpawerom)

IN

2
2 2—1 3 .
Kgrap <At PN E oo mromy + |E|W174(Q7W27P(07T>)> ;

donc

||1°<m||<> < kgrap (At2_1/p HastE“WLfI(Q,LP(O,T)) +h |E|W1’Q(Q7W27P(0,T))) '
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Sinon, c’est a dire, dans le cas ou il y a des mailles diamants non convexes, on a grace au

2
corollaire 1.5.2 et sous les hypothéses 2, 3 et 4 que |C7| ¢ < h_%, ce qui implique que

No N
1-2 2 —4 2

Z 7] ’E|W1’Q(Pf,W2’P(O,T)) < hs Z |C7 ] |E|W1’Q(Pf,W2’P(O,T))

i1 i=1

_4 2
h™a |Q |E|W1,q(Q,W27p(0»T))

ainsi, il existe une constante k, 1o, telle que

n (|2 2 2—1 3 2 2—-4 o2
el < kq,T,Qﬁp (At /pHatEHWLq(Q,Lp(O,T))) +hT |E|W1’Q(QVWQ’P(0,T))

VAN

2 2—1 3 1-2 2
kq,T,Q,p (At & Ha tEleﬂq(Q,LP(O,T)) +he ‘E|W1’q(ﬂ7w2’p(0,T)))

et donc

n - : 1-2
e, < Kgnop <At2 Y20 B yago oy H 0 ’E‘Wl’Q(Q,WQ’P(o,T»)'

O

PROPOSITION 2.9.27. Soient B € W14 (Q, W37 (0,T)), E € (W4 (Q, W3 (0,T)))?, avec
qg>p>1etq>2 8ilhypothése 5 page 22 est vérifiée, alors il existe une constante

Ky pq, telle que Uerreur numérique a la premiere itération vérifie :

"
er !

< Kgap (At2_1/p HatzBHWLq(Q,LP(o,T)) th ’B|W1"I(Q,W2’P(0,T))

"

+ AP Hafv X EHLQ(Q,WI"’(QT))) ’

DEMONSTRATION. On a

7

et = (W,B) - B!

- () - (110) - (152), -1

en utilisant le systéme de Maxwell discret (2.5.1) et la proposition 2.9.2

et = (HQB)I - (H’fB) + <H’1°B>‘ ~ B AtV x <H<1>1/2E - E<>1/2)
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et donc
(2.9.38) ‘er;l < ((HQB)-(H’JB) —|—‘(H'10B>A—B;0
1/2
AL ‘v; x (156 - E12)
On a
43/2
, , 1 1
HlB> —(HlB) - —/B Lt dt——/B X, ) dX
(m), - ('5), = 5 [ B | B
t1/2 C!
3/2
1
= & | Bl dt — B (cj,t') + B (¢}, t")
t1/2

_’71{’/3 (X.1) dX
&

or en appliquant le lemme 2.9.21, il existe une constante ¢, telle que Vi € {1--- N’}

£3/2
1

~ / B(d,t)dt — B(c,t')| < ¢, A*7VP|B(d, ')‘W2,p<]t1/27t3/2D

t1/2

2-1/ 2
< Cp At p)S{lég ‘at B (X7 ')‘Lp<]t1/27t3/2[)

IN

Cp AP HatQBHCO»FWq (L (Jt1/2,63/2]))

et puisque 2B € W4 (Q, LP (0,T)) — C%'=%/4(Q, LP (0,T)) alors il existe une constante
cqp telle que

$3/2
é/ B(d,t) dt— B (cpt")| < cqp APTV7||0]

/2

BHWLq(Q,Lp(o,T)) :

D’autre part, en appliquant le lemme 2.9.22, il existe une constante ¢, telle que

B(d,1") = = | B(X,t') dX| < edi|C 7 |B (1)

|W11q(le)

-1
< e 1O 1Blysa(crwenom)

-1
< coh |y [ Blwra(crwesom)) -
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Ainsi

(2.9.39) (mB) = (00B) | < o D028y 00y

—1
+cgh |Gl i |B|W1’Q(C§,W27P(O,T)).

Pour majorer la deuxiéme quantité de 'inégalité (2.9.38),

/ / 1
<H103>. - Bz‘o - |C!] /B(Xv 0) dX — B(c;,0),

on applique le lemme 2.9.22; il existe une constante ¢, telle que

(1),

-1
< c,d|C) /Q|B<-,0)|W1,q<c;>

< e |G Blysa(cpweniom)

d’on

(2.9.40) ‘ (H’f’B) B

2

-1
S th |C’L/| /l] |B‘W1’q(C£7W2’p(O,T)> .

Enfin, pour la troisiéme quantité de 'inégalité (2.9.38),

V) x <H°1/2E - E1/2> .

,‘ Z 4] ( 01/2E—E°1/2>'-t;j _
J

A’ CcoC;

!/ / At /

A/ C@Cl Al

\C’\

\é’| /é/ E(X,t) —E(X,0) —to,E (X,0)] dt - t' do =
“act 0
At

/ /VxE (X,t) =V x E(X,0) — tV x §,E (X,0)] dt dX =

jed

At t
/athE (X,s) ds —t3,V x E(X,0)| dtdX =

0

At t

\C/\/At// [0,V x E(X,s) — 8,V x E(X,0)] dsdt dX =

At t s

|C’|/At///32VXE (X,€) d¢dsdtdX
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et comme pour presque tout X € Q 92V x E (X, -) € W' (0,T) — C%'=1/7(0,T), alors

il existe une constante k, telle que

At t s
k 1
Vix (mE-B)| < o /E///HavaE(X,.)||Wm(O’T) d¢ ds dt dX

e’ 00 0
At2 5
|Cr/ /”a V X E ")HWLP(O,T) dX

et en appliquant l'inégalité¢ de Holder

! o2 pl/2
(2.9.41) )vi x (7B -E2)| < oo 087 X Bl i)

Ainsi, d’apreés les inégalités (2.9.38), (2.9.39),(2.9.40) et (2.9.41) on a

/
1
er;

2-1 2 -1/
S Cq,p At /p Hat BHWl,q(Q’LP(O,T)) + kqh |Oll| ! |B|W1a’1<C§,W27p(0,T))

+ kAL O |92V x EHLq(c;,wwo,T))

alors

/
1
er;

N/
> i
=1

N/
< o (M—Q/pz B
=1

N/
1-2 2
+h22 ’CZI’ i ‘Blwlyq((}{,w%P(O,T))

i=1

N/
+ AtGZ |C£|172/q Hafv X EHi‘?(CZ{,Wl’p(O,T)))
=1

et puisque ¢ > 2, en appliquant I'inégalité de Holder pour la deuxiéme et la troisiéme
somme du membre de droite, on obtient

Nl

> Ici]

i=1

ert| < oy <At4‘2/P|Q\ HatQBHiVL‘I(&L"

2 1-2 2
o) T h* Q| /e ’B|W174(Q,W27P(O,T))

+ AF[QY|07V x E||iq(ﬂ,wl”’<0»T>>) '

En procédant de la méme maniére pour les quantités duales, il existe une constante &, ,
telle que

N/I

> iy

=1

< iy (D872 Q102810 10

"
1
er;

1-2 2
or) T Y] /a |B|W1vq(Q,W2vP(O,T))

+ AtS |Q|1_2/q HatQV X EHiq(Q,leP(O,T))> :
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D’ou
"
Her !

2
Kpg + Cpg
mo 2

_ 2 1-2 2
(A2 101102 B s oy + 2 1211 Bla sy
6 1-2/ 2 2
+ A |Q |07V % EHLq(Q,WLP(O,T)))

kpg + Cpg

_ 1 4
< 5 (M NN Bllyrazmomy + 71 I Blytaomwes o

LA |62V X EHM(QWLP(OI») .

Ainsi, il existe une constante K, q, telle que

2-1 2
LS Koap (At & Hat BHWM(Q,LP(O,T)) th |B|W1’q(QvWQ’p(OvT))

+ At3 Ha,?v X E||Lq(Q,W1’p(07T))> '

O

PROPOSITION 2.9.28. Soient B € W4 (Q, W32 (0,T)), E € (Wb (Q, W32 (0,T)))*, avec
q>p>1etq> 2 Alors il existe une constante K,,q, telle que l'erreur numérique

diamant est telle que :

Her“/QHo < kq,p,ﬂAt2||at2EH(Wl’Q(Q,Wl’P(O,T)))Q'

DEMONSTRATION. Par définition de ’erreur numérique diamant on a

oL/2 41

[ [

<H<1>1/2E - E<>1/2> Lt =

7

er

At
1 1 At
— — [ E(X,t) - tidt —E(X,0) -t — —0,E(X,0) - t.| do =
|A;|/ At/ ( 7) i ( 70) i 2815 ( a0> i o
A; 0

At
‘qu/é/[E(X,t)—E(X,O)—tatE(X,O)} dt -t} do =
“a 0

YA t
1 1
|A/|/E/ /@E(X,s) ds — tO,E (X,0)| dt - t,do =
‘ Al 0 0

At ot
1

\A<|/é//[atE(X,S)—atE(X,O)] dsdt -t do =
C 00

At t s
e 000
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ainsi
At
)erj1/2.t; g /K/// |07E (X, €) - tf| dédsdt do
Al o 0

K3

et comme VX € Q ?E(X,:) € W' (]0,T]) — C%'=Y?([0,T]), alors il existe une

constante k, telle que
At t s
2
: \A’ ///H@E(X,-)-tinl,p(O,T) d¢ ds dt do
0 0

ky At?
<l / OB, )y,

!
)

©l/2 g
er, '~ -t

et comme OFE € Wh(Q WP (0,T)) — C™=Y1(Q, W' (0,T)), alors il existe une
constante k, telle que

kkAt
< / 1028 000 0

ol1/2
er’/? .t/

7 7

< kAt H@QE : tgle,q(Q,Wl’p(QT)) :

En procédant de la méme maniére, on montre aussi

‘ <>1/2 t// < kqut2 HaQE tﬂle a(QW1.P(0,T)) *
ainsi
HeI'OI/Q < kqutQ HatQEHWLq(Q,WLP(QT))
et donc
]\[<> 2
Jor ) = 3t ent
i=1
N<>
< Z |G'Z>| kqutQ HatQEHWLq(Q,WLP(O,T))
i=1
< |Q| kqut2 HatzEHWLq(Q,leP(O,T)) )

THEOREME 2.9.29. On suppose que les hypothéses 2, 3, 4 et 5 page 22 sont satisfaites et
que le pas de temps vérifie la condition CFL (2.6.14).

Si les champs électromagnétiques exacts sont tels que B € WH4 (Q, W3» (0,T)) et
E € (Wh (Q, W32 (0,T)))* , avecp > 1 et ¢ > 2, alors le schéma est convergent a Uordre
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1 . 2
2 — — en temps et a l'ordre 1 — — en espace.

De plus, si toutes les cellules diamants sont convexes, alors la convergence en espace est
d’ordre 1.

DEMONSTRATION. D’apreés le lemme 2.9.10 on a :

N-1
HeTNH <K (Herln —i—AtZ HT”H) )

n=1

Par définition

||er1H — \/||er”'1||,2u+||er°1/2||<2> < Herml —l—Her°1/2||O
"

et en utilisant les propositions 2.9.27 page 104 et 2.9.28 page 108 on obtient

ler'|| < copa (AfH/pHatZBme(Q,Lp(o,T»+h|B|W1vq(Q,W2»P(0,T))

+ ALV x EHLq(Q y T At? HatQEH(WLq(Q

JWLp(0,T ,Wlw(o,T)))Q) :

D’autre part, on a

Y R N e A

et en utilisant les propositions 2.9.23 page 86 et 2.9.26 page 96 on a

I < erape (A2 (10 Bl mogorny 19 Bl o soiory)

2

1—
+h |B|W1v¢1(Q,W2vP(O,T)) +he |E|W1vq(Q,W2’P(0,T))) ’

Si, de plus, toutes les mailles diamants sont convexes, on a

) < CT,q,p,02 <At2_% (“a?BHWL‘I(Q,LP(]O,T[)) + ”agtEHleq(Q,LP(O,T)))

+ h|Blyra@wzeomy) + P |E’W1vq<9,w2w(om>) :

Dot il existe une constante Kr 4, telle que

ler™l < Krapa (A2 (02 Bllyn o IO El s

Q,wtr(jo,T Q,LP(O,T))>

+AE |07V x EHLq( y T At? Ha,?EH(

QWLr(0,T Wha(Q,Wr(0,T)))

1—-2
+h |B|W174(Q7W27P(0,T)) +ha |E|W1aq(Q,W2aP(O,T))> :
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Et si toutes les mailles diamants sont convexes on a

ler™]] < Krgpa <At27% (”atzBwag,wlm(}o,ﬂ)) + HagtEHWL‘Z(Q,LP(O,T))>

+AE ||0FV < B, ) A

QW1L.r(0,T Halg:E”(VVL‘?(Q,VVLF(QT)))2

+h (‘B|W1vq(Q,W2vP(O,T)) + |E‘W1»‘1(Q,W2»P(O,T))>> ;

d’ou le résultat. O

2.10. Résultats numériques

REMARQUE 2.10.1. Pour tous les tests numériques, on a choist les centres de gravité des

mailles primales comme centres c.

2.10.1. Etude de convergence avec des champs réguliers
. Soit Q = [—1,1]*. Dans le cas ot les densités de charge p et du courant .J sont nulles et
avec des conditions de bord métalliques, une solution exacte du systéme de Maxwell en
mode TE est donnée par :

(

B = cos(mmx) cos(mmy) cos(wt)
c
E, =—— cos(mmx) sin(mmy) sin(wt
5 costrma) sin(rmg) sin(w)
c
E, = — sin(mmx) cos(mmy) sin(wt
By = 5 sin(ema) cos(my) sin(w)

oil, m est un entier quelconque vérifiant w = mv2me.

. 27 .
On note par P la période (P = —) , par e (B) lerreur relative en norme L? sur la
w

dixiéme période du champ magnétique et donnée par :

> e

9P<n At<10P

> Bl

IP<n At<10P

(2.10.1) e(B):=

de méme, on note par e (E) I'erreur relative en norme L? sur la dixiéme période du champ

électrique et donnée par :

> ||eI-<>n—1/2||<2>
(2.10.2) ¢(E) = 9P<(n—1/2) At<10P —
> iR

9P<(n—1/2) At<10P

Pour m = n = 1, on a étudié, sur différents types de maillages, 1'évolution de e (B) et

e (E) en fonction du pas d’espace h.
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FIGURE 2.10.1.  Maillage de triangles

Pour une famille de maillages de triangles, comme celui représenté sur la figure 2.10.1,
on trace sur la figure 2.10.2 la courbe, en échelle logarithmique, de I'erreur relative sur la
dixiéme période du champ magnétique (a gauche) et du champ électrique (a droite) en

fonction du pas d’espace.

10 3 10 g
"e(B).txt" —— ] e(E).txt"

"pente=2.txt" ---- P 1 | "pente=2.txt"- - -

0.1

0.01

0.001 . 0.001 .
0.01 %l 1 0.01 0.1 1

FiGURE 2.10.2.  Convergence avec des maillages de triangles

De méme, on trace sur la figure 2.10.4, les courbes d’erreur obtenues, en échelle logarith-

mique, pour une famille de maillages de quadrangles, comme celui de la figure 2.10.3.

FIGURE 2.10.3. Maillage déformé de quadrangles

Ces résultats montrent que l'on a pratiquement de l'ordre deux global pour ces deux
familles de maillages, ceci malgré le fait que certaines mailles diamants correspondants

aux maillages de quadrangles sont non convexes.
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0.1
0.01 ¢

0.001 £

0.0001

e(B)xt" ——
["pente=2.txt" - -

El 0.1F

El 0.001 ¢

0.0001

0.01

FIiGURE 2.10.4.

Ce®)txt’
[ "pente=2.txt" - ---

1 0.01

Convergence avec des maillages déformés de quadrangles

113

Pour des maillages trés aplatis, comme celui de la figure 2.10.5, on trace sur la figure 2.10.6,

les courbes d’erreurs obtenues, en échelle logarithmique.

0.1 g

FIGURE 2.10.5.

0.01
0.001 F

0.0001 £

le-03

"e(B).txt" ——
I "pente=2.txt"----

Ll M le—05

0.1 g

Maillage de triangles aplatis

"

E 001 £'pente=1.txt"
4 o001k

3 00001 F

0.001

FIGURE 2.10.6.

0.1 1 0.001

Convergence

- "e(E).txt" ——
["pente=2.txt" ---.

0.01

0.1

avec des maillages de triangles aplatis

Pour ce type de maillages, on observe une convergence globale d’ordre deux pour le champ

magnétique et d’ordre un pour le champ électrique.

Enfin, on étudie la convergence sur une famille de maillages que 'on appelle maillages ho-

mothétiquement raffinés comme celui représenté a droite de la figure 2.10.7. Ces maillages

sont construit a partir d’'un maillage grossier (maillage gauche de la figure 2.10.7) que I'on

raffine, a chaque fois, en divisant chaque triangle en quatre en joignant les milieux de ses
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FIGURE 2.10.7. Maillage homothétiquement raffiné

arétes. Sur la figure 2.10.8, on trace alors les erreurs obtenues, en échelle logarithmique,

en utilisant ce type de maillages.

1 T T T —
f"e(E).txt" ——
[ "pente=2.txt" ----

B
"pente=2.txt" - --.

0.1 F E 0.1

0.01

0.001 . 0.001 .
0.001 0.01 0.1 0.001 Oﬁ)l 0.1

h

F1GURE 2.10.8. Convergence avec des maillages homothétiquement raffinés

Ainsi, on observe que la convergence globale est exactement d’ordre deux. En effet, cette
famille de maillages est caractérisée par le fait que les sommets primaux correspondent
aux centres de gravité des mailles duales et les cellules diamants sont des parallélogrammes
(tout au moins en dehors des interfaces entre les cellules du maillage grossier), d’ou la

superconvergence.

2.10.2. Etude de convergence avec des champs variant trés rapidement et
sur des maillages non conformes
. On se place dans le domaine Q = [—1,1] x [—1, 1], on choisit une densité de charge p

nulle et une densité du courant J donnée par

2ceyrd < o 278 + Ardrt — Trir? + 21"8) —r?
Jy= — |(w+4c exp|—5——=| x(r)y cos(wt
2 2 9 6 4 2 4_7 4,.2 9 (§] .2
Jy = ——CEOTOQ (w+402 Tt A TOZ i r0> exp[—5—— d 2})((7‘)1; cos(wt)
(rg —12) w(rg —r?) rg—T



2.10. RESULTATS NUMERIQUES 115

ol w=rcmv2, r=+/22+1y2, ro=0.25 et y est la fonction définie par

1 st r<nmr
X (r) = , :
0 st r>rg

On suppose que les conditions de bord sont métalliques et que les conditions initiales sont
données par :

derd (rg—rir2—rt) —r?
o2 ) x(r) exp|

]

I

B(0) =
(0) cos(mmx) cos(mmy) + R

ou m = 1. Dans ces conditions, la solution exacte du systéme de Maxwell est donnée

25 b
0 | -
T
Zst -
m
=50 r 7
=75 ¢ I I I ]
-1 -0.5 0 0.5 1
X
FIGURE 2.10.9. Coupe du champ magnétique initial selon y=0
par :
(
derd(rg—r2r2—rt) —r?
B = |cos(mmz) cos(mm 09 0 r) exp|=——=]| cos(wt
costame) cosrmny) + ~LIZEI ) ) el costen
c _ 2crd —r? _
E, = _[E cos(mma) sin(rmy) + (CRSNEE x(r) exp[m] y] sin(wt)
c 2cr? —7?
E, = |—— sin(mmx) cos(mm 0 r) exp|—5——| x| sin(wt
B = [ sintma) costomy) + 52 () explg L] singe)
Ces fonctions présentent un pic important sur le sous domaine Qy = [—0.25, 0.25] X

[—0.25, 0.25]. La figure 2.10.9 est une coupe selon y = 0 de la courbe du champ magné-
tique initial.
Ainsi, on a intérét & utiliser des maillages raffinés au centre tel que par exemple celui

représenté sur la figure 2.10.10, ou A denote la longueur des arétes situées dans 2\ () et

Ag la longueur des arétes situées dans €.
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FIGURE 2.10.10. Maillage raffiné au centre (A = 3, Ag = 55)

Pour déterminer le meilleur rapport de raffinement a utiliser, on procéde de la fagon
suivante :

1 .
1287
on fixe le maillage de €1y, c’est & dire que 'on fixe Ay, et on représente sur les courbes

On se donne un maillage uniforme de €2 tel que la longueur de ses arétes soit A = Ay =

en pointillé de la figure 2.10.11 1'évolution de e (B) (a gauche) et de e (E) (a droite) au
fur et a mesure que 'on déraffine le maillage de 2\ )y : on fait varier A = % avec
pe{0,1,2,3,4}.

On rappelle que les définitions de e (B) et e (E) sont donnés par les formules (2.10.1) et
(2.10.2).

D’autre part, on se donne un maillage uniforme de €2 tel que la longueur de ses arétes soit
A=Ay = 3% ; on fixe le maillage de 2\ )y, c’est a dire que 1'on fixe A, et on représente
sur les courbes en traits continus de la figure 2.10.11 'évolution de e (B) (a gauche) et

de e(E) (a droite) au fur et & mesure que l'on raffine le maillage de €y : on fait varier

1
50 g AVeC P €{0,1,2,3,4}.

0:

T T T T 3 T ——— S —
A=1/32, A, =1/(32¢2) | A=1/32, A, =1/(32%2) |
A=2/128, A, =1/128 - | A=2/128, A, =1/128 1

01 \\\\ E 1 :\\\\\ - é

0001y . E oore e ]
le-04g i I E— 0.001 5 ‘1 e |
P p
FIGURE 2.10.11. Norme L? de I'erreur des champs en fonction de p

En observant la figure 2.10.11 on constate que le meilleur rapport de raffinement pour ce

type de maillage est quatre.
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Ainsi, on a choisi de faire I’étude de convergence pour ce type de maillage avec ce rapport
de raffinement.
La figure 2.10.12 représente alors I’évolution de e (B) (a gauche) et de e (E)(a droite) au

fur et & mesure que A et Ay tendent vers 0 tout en gardant bien sir (A/Ay = 4).

1 T T 10 ¢ T T
e(B) — [ eBE) —

0.1 + pente=2 1+ pente=2 E
0.01 ] 0.1f P
0.001 1 001 | s ]
le-04 4 0.001 - " i
1e-05 1 le-04f = 1
L L L L L L L _0s L L L L L L L
e T S S T TS S B i S L T S R B N |

2048 1024 512 256 128 64 32 16 2048 1024 512 256 128 64 32 16
h h
FIGURE 2.10.12. Convergence en norme L? de B et E

On constate alors une convergence globale d’ordre 2.

2.10.3. Etude des reflexions parasites
. On se place dans le domaine Q = [—1, 1]2. On choisit des densités de charge et de

courant nuls, ainsi que les champs initiaux. Les conditions de bord sont données par

aE-t+bB=T,

avec
a=1,b=0etT=0 ,sur [—1,1] x {—1,1}
a=1,b=—cet T =2sin(wt +%) ,sur {—1} x [~1,1]
a=1,b=—cetT=0 ,sur {1} x [—1,1]

Ces conditions décrivent, tel que cela est schématisé sur la figure 2.10.13, une onde entrante
a gauche du domaine et une sortie absorbante a droite, avec des conditions de bord

métalliques en haut et en bas.

E.t=0
E.t—cB=
2sin(wt+/c)
Onde entrante
E.t=0

FiGgure 2.10.13. Onde entrante avec sortie absorbante
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Dans ces conditions, la solution exacte du systéme de Maxwell en mode TE est donnée

par
B =1lsin(w(%—1))
E, =0 )
E, =sin(w(%—1))
ol w = c7r\/§.

Pour apercevoir les reflexions parasites, on laisse passer I'onde uniquement pendant une
w
période, c’est & dire que sur {—1} x [—1, 1], on prend plutot T = 2sin(wt + —)1;<p, avec
o)ts
27
P = — est la période. Ainsi, on observe la propagation de 'onde au cours du temps avec
w

des maillages conformes et non-conformes .
Pour un maillage cartésien, on présente sur la figure 2.10.3, le champ magnétique en un

sommet du maillage en fonction du temps.

4e-9
3e-9

2e-9

le-9
0
—1le-9

—2e-9

—3e-9
—4e-9 L L L | I
1

2 3 4
nombre de periodes de temps

Champ magnétique en un sommet du maillage conforme

On raffine le maillage au centre et on refait le méme test et on représente sur la fi-
gure 2.10.3, le champ magnétique au méme sommet du maillage que celui de la fi-
gure 2.10.3, en fonction du temps.
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Champ magnétique en un sommet du maillage non conforme

Ce test a été fait avec des maillages avec différents rapports de raffinement et le champ a
été calculé en différents points, et on a obtenu des résultats similaires.

De 1a, on peut déduire que la non-conformité du maillage n’amplifie pas les reflexions
parasites.
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Remarque

Dans ce chapitre, on a proposé et analysé un nouveau schéma de volumes finis pour appro-
cher le systéme de Maxwell sur des maillages quelconques en deux dimensions d’espace,
et on a montré qu’il vérifie plusieurs propriétés avantageuses.

Cette étude a été faite avec le systéme de Maxwell en mode TE, et évidemment, elle est

aussi valide pour le systeme en mode TM en le discrétisant de la maniére suivante :

( n+1 on
B<> + _B 1"
1LV°x E 'n+1/2 _ 0
At
'n+3/2 'n4+1/2 'n4-1
E i - L ind _02v/XBon+l :_‘] "
At €
""m+3/2 ""m+1/2 41
E 2 B / _ ch// % B<>l"n+1 — _J i
L At €o

oil, B°" et BI™ sont des approximations a l'instant t" de (B,, B,) sur le maillage diamant
et sur les parties des frontiéres des mailles duales situées sur le bord; E™t1/2 E/m+1/2
et E'"t1/2 sont des approximations a l'instant t"t1/2 de la composante E, du champ
électrique sur les maillages primal et dual et les milieux des arétes situées sur la frontiére ;
enfin, J "t et J ™! sont des approximations, & linstant ¢"*', de J, sur les maillages
primal et dual.

De plus, I'équivalent discret de la loi de conservation du flux du champ magnétique devient
un résultat immédiat (& condition qu’elle soit vérifiée par les conditions initiales), grace

aux propriétés (1.8.5) et (1.8.6) vérifices par les opérateurs discrets.
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CHAPITRE 3

Couplage avec 1’équation de Vlasov

3.1. Introduction

L’équation de Vlasov décrit la dynamique de particules chargées, placées dans un champ
électromagnétique, en négligeant ’effet des collisions binaires sur leurs trajectoires. On
considére une seule espéce de particules, de masse m et de charge élémentaire ¢; ainsi,
I’équation de Vlasov, non collisionnelle, non relativiste, s’écrit :

of q _

E+V~fo+E(E+V><B)-VVf—O,
ou, B, E sont les champs magnétique et électrique; ¢ est la variable temporelle; X =
(x,y, z) est la position; V = (V,,V,,V,) est la vitesse et f = f (X, V,t) est la fonction
de distribution des particules, et c¢’est I'inconnue de ’équation. Cette fonction représente
la densité de particules, qui a l'instant ¢ et au point X, ont une vitesse V ; en d’autre
termes, le nombre de particules qui se trouvent, a I'instant ¢, dans le volume [X, X + dX] x
[V, V +dV] est

dN = f(X,V,t) dXdV.

Ainsi, a partir de cette fonction, on définit les densités de charge et de courant par les

relations suivantes :

p(X,t) =4q f (X>V7t) av
R3

IX,t) =qf VF(X,V,1) na

R?)

3.2. Couplage avec les équations de Maxwell

Pour résoudre I'équation de Vlasov, il est nécesaire de fournir les champs magnétique et
électrique, qui sont calculés grace au systéme de Maxwell (2.1.1). Et pour résoudre ce
systéme, il nécessaire de connaitre la densité de courant, qui est calculée a partir de la
fonction de distribution, solution de I’équation de Vlasov.

Lors du couplage avec notre méthode de volumes finis résolvant le systéme de Maxwell,
on suppose que les champs ne dépendent pas de z, ce qui permet de découpler le systéme
de Maxwell en deux sous systémes, 'un en mode TM et 'autre en mode TE, tel que cela

a été précisé dans le chapitre précédent. On rappelle que le systéme en mode TE discret

121



3.3. APPROXIMATION PARTICULAIRE DE L’EQUATION DE VLASOV 122

s’écrit
m+1 _ pn
(%—FV’XEQ”H/Q =0
B//n+1 — B'm
(3.2.1) A—t + V" % E<>Fn+1/2 -0 ’
Eont3/2 _ gontl/2 _2ve o e _ _JOn—i—l
\ At €0

ou, B, B" et B'™ sont des approximations a l'instant ¢ de la composante B, du
champ magnétique sur les maillages primal et dual et les milieux des arétes situées sur la
frontiére ; E"+1/2 et EI+1Y/2 sont des approximations & l'instant t"*1/2 de (E,, E,) sur le
maillage diamant et sur les parties des frontiéres des mailles duales situées sur le bord;
Jon*1 est une approximation, a U'instant t"**, de (J,,J,) sur le maillage diamant.

Le systéeme de Maxwell en mode TM discret s’écrit

( B<>n+1 — Bon "
Ve x B n+1/2 _ 0
A
E’n+3/2 _ E’n+1/2 J’n+1
(3.2.2) " — AV x Bt = ,
€0
L — 2V x B+l — _J m
\ At €0

oi, B et BI™ sont des approximations a l'instant t" de (B, B,) sur le maillage diamant
et sur les parties des frontiéres des mailles duales situées sur le bord; E™t1/2 E/m+1/2
et E'"t1/2 sont des approximations a U'instant t"t1/2 de la composante E, du champ
électrique sur les maillages primal et dual et les milieux des arétes situées sur la frontiére ;
enfin, J "t et J' ™! sont des approximations, & Uinstant ¢"t', de J, sur les maillages
primal et dual.

Jontl  Jntl et J"7+1 gont des données pour les systémes de Maxwell et on les déternine

a partir de la fonction de distribution. Ceci sera 'objet d’un paragraphe ci-dessous.

3.3. approximation particulaire de I’équation de Vlasov

Pour résoudre numériquement I’équation de Vlasov, on a choisi la méthode PIC (Particle
In Cell). Bien qu’elle ne soit pas trés précise, en raison du bruit numérique, cette méthode
permet d’obtenir des résultats physiquement représentatifs pour un cotit numérique mo-
déré. La méthode PIC consiste a approcher la densité de particules a ’aide d’un nombre
fini X de macro-particules de poids numériques wy, de positions Xy, (¢) et de vitesses V, (%),

ou k € {1---R}. Pour cela, on remplace, a chaque instant ¢, la fonction de distribution
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par une combinaison linéaire de fonctions de Dirac dans I'espace des phases. On obtient,

alors, 'approximation de la fonction de distribution , que 'on note fy

z

X V)= wd (X = Xp () 6(V = Vi (1)
k=1

Les densités de charge et de courant sont alors approchées par

;

R3

(Xt =q KX V1) dV =g wd(X—X,(1))
k=1

9

N
Ie(X,t) =q VAXV,E AV =g w Vi(t)§ (X=X, (1))
L R3 k=1

ou, X et V. sont les caractéristiques de 1’équation de Vlasov, dont I’évolution est régie

par
d\;k;(t) _ 9 (E(Xk;(t)a t) + Vg, (t) X B(Xk(t)v t))
(3.3.1) X t(t) "
k
= = Vi(t)

La résolution numérique de ’équation de Vlasov-Maxwell par la méthode PIC se fait selon
les étapes suivantes :
e On commence par I'initialisation des particules.

e Ensuite & chaque pas de temps on fait les opérations suivantes :

) Interpolation des champs aux positions des particules.
2) Calcul des nouvelles vitesses et positions des particules.
3) Calcul de la densité de courant générée.

)

4) Calcul des champs électromagnétiques.

Ces étapes seront traitées en détail dans les sections qui suivent.

3.4. Initialisation des particules

Etant donnée une distribution initiale f© = f (X, V,0) de particules, on doit définir les
positions et vitesses initiales des N macro-particules et leurs poids numeériques. Pour cela,

plusieurs méthodes se présentent :

(1) Méthode déterministe : Elle consiste a mailler I'espace des phases, a placer les
particules aux barycentres des mailles, et & associer a chacune un poids wy, cor-
respondant a l'intégrale de f© sur la maille correspondante. Cette initalisation
nécessite un grand nombre de particules pour une approximation peu représen-
tative (voir [4]).
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(2) Tirage aléatoire des particules suivant leur loi avec des poids numériques iden-
tiques : cette méthode est plus acceptable, mais le bruit numérique est aussi

important.

(3) Quiet-Start : Cette méthode est meilleure que les deux précédentes et c’est celle
que I'on adopte. On va expliquer le principe de la méthode sur deux exemples
de fonctions de distribution, que 'on va utiliser plus loin pour les simulations

numériques.

3.4.1. Premier exemple. On se donne une distribution initiale de particules ré-
parties de fagon uniforme sur un domaine D := [—1, 1]2 selon une maxwellienne (ou

Gaussienne) en vitesse. Cette distribution s’écrit pour tout X € D et tout V € R?

o ’\/ ’2
3.4.1 ?0 X, V)= ——ex —
( ) ( 7 ) i’ \/_:([ ti’L o ( t?z 7

avec, [V[> = V2 + V2 + V2 et Vy, est la vitesse thermique.

On calcule les coordonnées initiales des particules par une méthode Quasi-Monte Carlo.
On rappelle que contrairement aux méthodes Monte Carlo, ot I’échantillonnage se fait de
maniére aléatoire, les méthodes Quasi-Monte Carlo utilisent des suites a faible discrépence
qui permettent de faire un échantillonnage uniforme non régulier, ce qui réduit le bruit

numérique. Pour plus de détails sur les suites a faible discrépence on peut consulter [60].

REMARQUE. La discrépence mesure [’écart des points avec les points de [’échatillonnage

réqulier.

Une des variantes des méthodes Quasi-Monte Carlo, utilise les séquences de Hammersley,
qui permettent de définir un échantillonnage du cube unité [0, 1]d, ol un point M, de

I’échantillonnage est donné par

Mo = (e o (). By ). Ry ().

avec p1, p2, - -+ , pa—1 des nombres premiers distincts les uns des autres et R, est la fonction

de p-inversion, ou fonction radicale inverse définie de la maniére suivante :
M

Pour tout entier k qui sécrit cocy - --cp dans la base p (c’est a dire £ = ) ¢ p'), la
i=0

p-inversion de k est donnée par

M

R, (k) := Zcz-p_i_l.

=0

Pour plus de détails on peut consulter |7, 4].
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Ainsi, pour notre cas, on détermine la position X de chaque particule de la maniére

suivante :
T, =—1+2R,(k
(3.4.2) : n (F) ,
Yk =—1+2Rp2 (l{i)

ot, pl et p2 sont des nombres premiers distincts.

Pour calculer les vitesses initiales, on commence par calculer la fonction de répartition de

vitesse, associée a cette distribution, définie, pour tout v € R, par

/ / X, V) dXdV

Vi<v [— 2

F(v) _ [VI<v [-1,1] ‘
/ / fO(X,V) dXdV
R? [—1,1)

Et en faisant le calcul, on obtient

20 v? v
Fv)=——c¢ —— | t+erf{ — ).
W) =-7va Xp( V> (V)

Cette fonction nous sert pour calculer les modules des vitesses des macro-particules, de

la maniére suivante :
Pour tout k € {1---R},

N
Pour le calcul numérique de 'inverse de la fonction, on peut utiliser la méthode de Newton

V| =F~* (k_—m) :

en prenant V;, pour la valeur initiale de la boucle afin de garantir sa convergence.
Ainsi, ayant calculé |Vy|, on définit les trois composantes de la vitesse de la maniére

suivante :

Vie = |Vyil|sin (7 Ry3 (k)) cos (21 Ryy (k)
Vi, = |Vil|sin(m Ry (k))sin (27 Ry (k))
Vi. =|Vi|cos(m Ry (k))

ou p3 et p4 sont des nombres premiers distincts et différents de pl et p2 intervenant dans
le systéme (3.4.2).

3.4.2. Deuxiéme exemple. Pour tout X € D et tout V € R3, on se donne la
distribution initiale
2
VI

(3.4.3) (X, V) = #;V% exp <— vz ) (1+ acos(mx)),
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ou « est une constante.

Le calcul des vitesses initiales et des composantes y, des positions initiales, se fait exac-
tement de la méme facon que 'exemple précédent.

Pour le calcul de la composante x;, des positions initiales, on utilise la fonction de répar-

tition de position donnée pour tout £ € [—1,1], par

13
fO(X,V) dV dy dx
—1[-1,1] R3
Fy (&) = .
/ fO(X, V) dV dydz
[~1,1]°R3
Et en faisant le calcul, on obtient
1
F. (&) = 3 (5 +1 + — sin (7T£)>

Alinsi, on définit
wp = F ' (Rp (K)) -

x
La aussi, on peut utiliser la méthode de Newton pour I'inversion, en prenant zéro pour la

valeur initiale de la boucle afin de garantir sa convergence.

3.5. Interpolation des champs aux positions des particules

On note B 7'/? = <EZ; 2 EZ;F VRN 1/2> Pinterpolé du champ électrique en X2 on

n+1/2 n+1/2 n41/2
X' /:<xk /2, g4/

) est la position discréte de la particule & a I'instant ¢"*+1/2. On

n+1/2

note aussi B, ) I'interpolé du champ magnétique en X

n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2
(Bkm ) Bky ) Bkz

Ces interpolés sont calculés a partir des champs électromagnétiques discrets, solutions des

systémes (3.2.1) et (3.2.2), de la maniére suivante :

;

n+1/2 an+1/2 . pont1/2
<Ekm ) Eky ) T El(k)

En+1/2

1 'n+1/2 ”n+1 2

(k)

n+1/2 n+1/2
(Bkz / ’Bky / >

l\DI»—t

n+1/2
Bkz

(£
<B°" + By 1>
=1 (B

'm+1 'n+1
no+ B+ B )

»-l>|>—‘
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ou, i (k), j (k) et L (k), sont les indices des mailles primale, duale et diamant, tels que

n+1/2
X" € Cigy N Cey N Clfy-

3.6. Calcul des nouvelles vitesses et positions des particules

, , " 1/2 1/2
Etant donnés les champs électromagnétiques EZ+ /2 et BZ+ / , on calcule les nouvelles
vitesses et positions des particules en résolvant les équations de mouvement discrétes

données par :

V2:L+1 B Vg — g En+1/2 _|_ VZ+1 + VZ X Bn+1/2
At m k 2 k
XZ+3/2 _ XZ+1/2 o
At -k

En faisant quelques étapes de calculs élémentaires, ce systéme s’écrit aussi

MV —4gAtET? £ 8m Ve — MV
X2 X2 A

Y

ou M est la matrice donnée par

a =\ 9
M = Ao =3,
-6 [ «
avec
roz:: 4m

0= 2thBZ:1/2

5= 2qAtBIT?

A= ZthBZ;H/Q

Cette matrice est inversible, puisque m est non nul (c’est la masse d’une particule) et le
calcul de son inverse donne

a?+ 6% aN+ 36 —ad+ A
—a\A+ 36 a?+6%  aBf+oN |,
ad + A —af+5N a4+ N2

1
a(a? + 32 + 02 + \?)

M=

ce qui nous permet de calculer explicitement les nouvelles vitesses et positions par les

équations suivantes :
Vit =M (g ALET 4 8m vy ) - vy
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3.7. Calcul des densités de courant et de charge

Vu la proposition 2.5.1, pour que le champ électromagnétique discret, solution de systéme
de Maxwell, conserve la loi de Gauss discréte (2.5.2), on va calculer des densités de cou-
rant et de charge de telle sorte qu’elles vérifient les équations de conservation de charge
discrétes (2.5.3).

Pour la densité de charge discréte, on peut utiliser les fonctions de forme. Il est bien
connu que plus on augmente 'ordre de ces fonctions, plus on réduit le bruit numérique.
Par contre, il n’est pas évident de généraliser ces techniques sur des maillages quelconques,
sauf celle d’ordre 0, appelée méthode NGP (Nearest Grid Point), d’ou le choix de cette mé-
thode. Ainsi, pour tout n € {0--- N — 1}, on définit alors les densités de charge discrétes

de la maniére suivante :

— Pour toute cellule primale C}, i € {1---N'}, on définit la densité de charge primale

associée par

'ni1/2 /2
b |c’|Z“”“S/< ")

ou S! est la fonction définie par

1 ,siXed]
(3.7.1) S (X) == .

0 , sinon

— De méme, on définit pour toute cellule duale C/, i € {1--- N"}, la densité de charge

duale associée par
”n+1/2 2 : " n+1/2
Pi C”’ Wk S kmy )

ou S/ est la fonction définie par

1 ,siXed!
(3.7.2) SI(X) = :

0 , sinon
La densité de courant discréte est définie de la maniére suivante :

— Pour toute maille diamant Cf, associée a 'aréte primale A’ et sa duale A, avec i €

{1---N°}, on définit la densité de courant diamant associée J¢™ (discrétisant (J,,J,)
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( X
n _ 4 . n —1/2 ~yn+1/2
(3.7.3) . ,
_ q . n—1/2 ~ n+1/2
\sz n’; = AT AT ;wk signe (Vi - n”;) Say (X;my s Xy )
ou, Vi, 1= (VZI, sz) ; signe est la fonction qui associe a chaque réel son signe; Sa;

et S4v sont les fonctions définies par

1 s [X,Y]NA £ 1 s [X,Y]NAY#£0
Sa (X,Y) = , S (X)Y) = :

0 , sinon 0 ,sinon
Autrement dit, les particules qui participent a la composante normale primale du courant
sont celles qui traversent laréte primale entre I'instant ¢"~1/2 et ¢"t1/2 et de méme pour

la composante normale duale.

REMARQUE 3.7.1. On rappelle qu’on calcule J™ a partir de ses composantes normales

primale et duale par la formule suivante
on / on "
ity J7-n"
(] (A
t”i . I’l/i t/i . n”,-

on __
Jit =

— Pour toute maille duale C! située sur le bord (1 <3< NF), on définit la composante

normale du courant JI”, associée a C/ N T, par

N
. q . n n—1/2 n+1/2
3ol = e S signe (Vi -nl) Sepor (Xioy " X))
? k=1

avec

1 st [ X, Y]NC/NT #40
SC,;’mF (X,Y) = | | :

0 , sinon

PROPOSITION 3.7.2. Cette discrétisation satisfait [’équation de conservation de charge
discréete (2.5.3).

DEMONSTRATION. Soit i € {1---N'} et n e {l---N —1}.

Par définition des densités de charge discréte, on a

"n+1/2 'n—1/2

pi L _ Atq|(]{\ iwk [S; (ngl/a) Sy (XZ;ylmﬂ ;
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et par définition de la densité de courant discréte et de 'opérateur divergence primale, on

a
1
!/ n / n !/
Vi I = IC!] Z |A5[ I3 - mi
v AL Cac
_ X" 1/2 n+1/2
— |C’| Z Zwk szgne kxy ”) SA/ ( kry ,X,my )
BC’
— X" 1/2 n+1/2\ |
N |C/| Z Z Szgne kay ° ZJ) SA' ( hay 0 Ry )’
k=1 ALcac!
d’oul
pn—i—l/? _pn 1/2 q N ) )
i i v . Jon — [S{ (Xn+1 2) s/ ( x71 2)
At Vi AL|C] ;“”f i (Ko oy
(3.7.4) + Z signe (Vi,, - n;;) Sa (XZ;;/Q,XZJ;m)
ALcoc!

Soit k € {1---X}, on rappelle que

Xn+1/2 _ Xn71/2 + Atv]my,

kxy kxy

ainsi, la particule se déplace en ligne droite entre XZ; et XZ:;/ 2,

Premier cas : Xk:xy/ et XZ;L;/Q e (]

Si la maille est convexe, cela veut dire que la particule est restée a l'interieur de la maille
entre les instants t"~1/2 et t"T1/2; et puisque la particule se déplace suivant une droite sur
un pas de temps, alors elle n’a traversé aucune des arétes de la maille C!, ce qui implique

que, YA} € 9C, on a Sy (Xj, % X[1)%) = 0 et donc

kxy kxy

/ n—1/2 n+1/2\
g signe ( [ Z-j) Sa <X,my s Xy ) =0.
ALcocy

De plus, on a 5] (Xn+1/2) S! ( X 1/2> =1 et donc

kxy kxy

S,{ <XZ;}/2> S’ ( ny1/2> =0=— Z signe ( ny . n;j) SA; <XZI_y1/27XZ:y1/2> .

Si la maille est non convexe, la particule n’est pas forcement restée a 'interieur de la maille

entre les instants t"~ /2 et t"1/2 et dans ce cas, la particule traverse autant d’arétes pour
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sortir que d’arétes pour rentrer, et donc on a toujours

n—1/2 n+1/2 n+1/2 X" 1/2
- Z Slgne kxy ;j) SA; (Xk:wy 7Xk::cy > =0= S/< kxy > Sl( kxy )

Al coc)

N . n—1/2 / n—|—1/2 /
Deuzieme cas : X, '~ € Cjet X; 7" ¢ C]

Si la maille est convexe, cela veut dire que la particule était dans la maille C] a I'instant
t"=1/2 et qu’elle I'a quitté entre "~ 1/2 et t"+1/2; et puisque la particule se déplace en ligne
droite sur un pas de temps, alors elle n’a traversé qu’une seule aréte de la maille C/dans
le sens de la normale sortante, ce qui implique que

n—1/2 n+1/2
Z szgne( ,my 7J]) SA/ (kay/ ,Xk:y/ ) =1.
ALCacy

De plus, on a S (Xn_l/Q) =1letsS] (X”H/Q) =0 et donc

kxy kxy
n+1/2 X" 1/2 . n X" 1/2 n+1/2
S! (Xk;ry/ ) S/( kwy/ ) =—-1=- Z signe (kay Z]) SA, ( kxy/ 7Xk;y/ )
ALCoC]

Dans le cas non convexe, le résultat reste toujours valide, puisque méme si la particule a

effectué plusieurs entrées et sorties on a forcément

nombre de sorties = nombre d’entrees + 1
et donc
x-1/2 xent1/2 o X712 x"1/2
- Z szgne kxy 1]) SA/ < kxy 7Xk‘acy )— —1= Sl( kxy ) S/( kxy )
A’ cocy

SR . n 1/2 / n+1/2 /
Troisieme cas : Xy, '° ¢ Cj et X; 7" € O]

Dans le cas convexe ceci veut dire que la particule était a 'extérieur de la maille C] a
instant t"~'/2, elle rentre dans la maille et elle n’est pas encore sortie a U'instant ¢t"+1/2,
Dans ce cas aussi, la particule n’a traversé qu’'une seule aréte de la maille C! dans le sens
opposé a la normale sortante, ce qui implique que

xnL/2 xent/2)
E signe ( ky Z]) Sa < IR, C ) =—1.
Alcoc;
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De plus, on a S/ (XZ;;/Q) =0et S (XZ;yl/z) =1 et donc

n+1/2 n 1/2 . n n 1/2 n+1/2
S; (Xk;y/ > Sl( kxy/ ) =1=— Z stgne (kay ”) SA, < kmy/ ’Xk;_y/ >
A;CBC;

Dans le cas non convexe, le résultat reste toujours valide, puisque méme si la particule a

effectué plusieurs entrées et sorties on a forcément

nombre de sorties = nombre d’entrees — 1.

N . 7’L 1/2 ! TL+1/2 / /
Quatrieme cas : X, ° ¢ Clet X " & Cj, tout en traversant C; entre
n=1/2 ot gn+1/2
Dans ce cas, on a

nombre de sorties = nombre d’entrees

ce qui implique que

S signe (Vi -niy) Sa (X2 Xp2) =1-1=0
ALCac!

kxy

S; (Xn+1/2) S/( Zzy1/2> =0=— Z signe( zxy l]) SA’ < Za:yl/z?XZ;jyl/Z)-

kxy

De plus, on a S (X”_l/Q) =0etS] (XZ:;/Q) =0 et donc

) s L X" 1/2 / n+1/2 / / n—1/2
Cinquieme cas : X '~ & Ci et X" ¢ Cj, sans traverser (] entre ¢ /

et tn+1/2

Evidemment, la particule ne traverse aucune des arétes de la maille C!, et donc

XU/2 xnt1/2)
E szgne ,my l]) SA/ < Ky ,kay ) =0.
A’CdC’

kxy

n+1/2 n 1/2 . n n 1/2 n+1/2
S; (Xk:y/ > Sl( kxy/ ) =0=— Z stgne (kay U) SA, < kmy/ ’Xk;_y/ )
Ajcoc

De plus, on a S/ (X"il/Q) =0et S (XZ;;M) =0 et donc
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Ainsi on a prouvé que quel que soit les positions de la particule aux instants t"~ /2 et
tn+1/27 on a
+1/2 1/2 , 1/2 ~pn+1/2
S (Xt ?) = SU(Xi,2) + X signe (Vi -niy) Say (X, % X007) =0,
Ajcocy
d’oti en remplacant dans (3.7.4), on obtient
‘n+1/2  'n—1/2

Pi i I Ton
Vo - J"=0.
At T Vi

En procédant de maniére similaire, on montre aussi I’équation de conservation de charge

discréte duale :

"n+1/2  'n—1/2

: e +V/ I =0,ie{l---N"} etne{l---N—1}.

O

Enfin, on calcule les valeurs discrétes de la composante J, de la densité de courant de la

maniére suivante :

— Pour toute maille primale C!, on définit la densité de courant primale associée .J;" par

(3.7.5) J;" |C’ Zwk ( Z:yl/z).

— Pour toute maille duale C/, on définit la densité de courant duale associée J; ™ par

n n+1/2
(3.7.6) Jim |C,, Zwk w7 (X;Jy/ )

ou S! et S! sont les fonctions définies par (3.7.1) et (3.7.2).

3.8. Calcul des champs électromagnétiques

Les champs magnétiques et électriques discrets sont calculés en résolvant les systémes
de Maxwell discrets (3.2.1) et (3.2.2), en prenant comme termes sources les densités de
courant discrétes calculées a I'étape précédente (formules (3.7.3), (3.7.5) et (3.7.6)).

3.9. Résultats numériques

3.9.1. Convergence
. On se donne une distribution initiale Y d’électrons sur un fond neutralisant d’ions, telle
que pour tout X € [—1,1]% et tout V € R3, on a

PRV = e (V]
) = ——,3 X - )
m/TV} Vi
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avec [V[* = V2 4+ V2 + V2 et Vj, est la vitesse thermique. Pour les conditions de bord,
on choisit des conditions de type conducteur parfait pour les champs et des conditions
périodiques pour les particules. Pour les conditions initiales, on choisit des champs élec-
tromagnétiques nuls.

Dans ce cas, la solution exacte de systéme de Maxwell-Vlasov est donnée par

)
E(X,t) =0
B(X,t) =0
o |\/v|2
X, V1) = ——0b -
SV s w;i;exp< Vi

On rappelle qu’en utilisant la méthode PIC pour la résolution du sytéme de Maxwell-
Vlasov, on ne calcule pas explicitement la fonction de distribution. Ainsi, une facon de
vérifier la convergence de la distribution est de vérifier la convergence de ses trois premiers

moments donnés par

(Mo(f) = / (X, V1) dv

My (f) = /f(X,V,t) Vv

My(f) = / FOX VL0 [V = M () dV

\

Pour notre exemple, on peut vérifier

MO (f) =Ny
(3.9.1) M (f) =0
Ma(f) =S ne Vi

Sur le plan discret, on calcule chacun de ces trois moments sur les trois maillages de la

maniére suivante :

— Pour chaque maille primale C! et tout n € {0--- N — 1}

( R
MG =S s (X))

k=1

R

M= 3w vy s (X))

k=1

R

M= 3w Vi S (X))

k=1

\
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— De méme, pour chaque maille duale C/ et tout n € {0--- N — 1}
(

,/n+1/2 Zw S”( Z.’jyl/2>
/n+1/2 Zwk A ( Z;y1/2>

,/n+1/2 Zwk ]V" S{’( Z:;/z)

\

— Enfin, pour chaque maille diamant C¢ et tout n € {0--- N — 1}
(

n+1 2 n+1 2

M / Zwk So < ka:y/ )
<>n+1/2 Zwk A ( Z:ym)

<>n+1/2 Zwk |V" Sf( Z:y1/2>

Ainsi, on représente sur la figure 3.9.1, en echelle Log, les normes L? relatives des erreurs
de M, "+1/2 (a gauche) et /\/lonﬂ/2 (a droite), comparés a leurs valeurs exactes données
dans (3.9.1). On précise qu'il sagit, ici et dans la suite, des normes L? discrétes définies

dans les définitions 1.6.2 page 25 et 1.6.3 page 26.

0.1 ! 0.1 - 7

0.01 n n L n n L 0.01 n n P

10000 100000 . le+06 10000 100000 . 1e+06
Nombre de macro—particules Nombre de macro—particules

FIGURE 3.9.1.  Erreur L? relative du moment d’ordre 0 sur les maillages
primal et dual

Sur la figure 3.9.2 on présente, en échelle Log, la norme L? relative de I'erreur de M°”+1/2

comparé a la méme valeur exacte.
Pour le moment d’ordre 1, et puisque sa valeur exacte est nulle, on trace sur la figure 3.9.3,
en échelle Log, les normes L? des erreurs de M, n+1/2 (a4 gauche) et ./\/llnﬂ/2 (a droite),

divisées par la vitesse thermique ng Vi, et sur la figure 3.9.4, la norme L? de lerreur de
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0.1 -

0.01 . L . P
10000 100000 le+06

Nombre de macro—particules

FIGURE 3.9.2.  Erreur L? relative du moment d’ordre 0 sur le maillage diamant

0.1 . —— . ——— 0.1
0.01 7 0.01 - 1
0.001 L 0.001 L

10000 1e+06 10000 le+06

100000 . 100000 .
Nombre de macro—particules Nombre de macro—particules

FIGURE 3.9.3.  Erreur L? du moment d’ordre 1 sur les maillages primal
et dual divisée par ng Vy,

on+1/2 4. . , . . ,
/\/ll? /2 divisée aussi par ng Vi, aussi en échelle Log.

0.1

0.01 B

0.001 n n Ll

10000 100000 . le+06
Nombre de macro—particules

FIGURE 3.9.4. Erreur L? du moment d’ordre 1 sur le maillage diamant
divisée par ng Vi,

La figure 3.9.5 illustre les normes L2 relatives des erreurs de M, /? (a gauche) et M, />

(a droite), comparés a leurs valeur exacte donnée dans (3.9.1), tracées en échelle Log, et
on représente sur la figure 3.9.6 (en échelle Log), la norme L? relatives de I'erreur M;?H/Z
comparé a la méme valeur exacte.

Pour le champ magnétique discret, on présente sur la figure 3.9.7, en échelle Log, les

normes L? des erreurs de la troisiéme composante du champs magnétique discréte, calculé
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0.0 | |

1 M 0.01 -
10000 le+06 10000 le+06

Nombre de II{)%)g?o—particules Nombre de malc%)g%articules
FIGURE 3.9.5. Erreur L? relative du moment d’ordre 2 sur les maillages
primal et dual

0.1 -

0.01 n n n n TR n
10000 100000 .
Nombre de macro—particules

le+06

FIGURE 3.9.6.  Erreur L? relative du moment d’ordre 2 sur le maillage diamant

sur le maillage primal (a gauche) et sur le maillage dual (a droite) et on trace sur la

le-12 ‘ — ‘ — le-12
le-13 |- 4 le-l3p E
le—14 ‘ P ‘ R le=14 =5 : STy : T e
10000 100000 . Le+06 . e
Nombre de macro—particules Nombre de macro—particules

FIGURE 3.9.7. Erreur L? de B! (a gauche) et B/(a droite)

figure 3.9.8, en échelle Log, la norme L? de l'erreur des deux premiéres composantes du
champ magnétique, calculés sur le maillage diamant.

De méme, on représente sur la figure 3.9.9, en échelle Log, les normes L? des erreurs de
la troisiéme composante du champs électrique discréte, calculé sur le maillage primal (&
gauche) et sur le maillage dual (a droite). Enfin, la figure 3.9.10, tracée en échelle Log,

illustre la norme L? de l'erreur des deux premiéres composantes du champ électrique,
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le-14 [

le-15 | -

le-16 . M . ey
10000 100000 1e+06

Nombre de macro—particules

FIGURE 3.9.8.  Erreur L? de B¢

le-06 . — . —— 1e—06
1e-07 | 4 1e-07F 4
1e-08 ‘ 1e-08 ‘

10000 le+06 10000 1e+06

100000 . 100000 .
Nombre de macro—particules Nombre de macro—particules

FIGURE 3.9.9.  Erreur L? de E! (a gauche) et E!(a droite)

calculées sur le maillage diamant. Ces résultats sont obtenus au bout de 400 itérations

le-04

le-05 .
10000 100000 le+06

Nombre de macro—particules

FIGURE 3.9.10. Erreur L? de Ef

avec At = 10719 ng = 10% et Vi, = 1.74 x 10°.

3.9.2. Amortissement Landau
. On considére une distribution initiale d’électrons donnée pour tout X (z,y) € [—1,1]?
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et tout V € R3, par

v/’

(X, V) = %;)Vt%exp <_W> (1+ acos(kx)),

27
avec « une constante a choisir, £ = 7 (Dans le cas général k := T ou L, est la longueur
X
de lintervalle en x), V}, la vitesse thermique valant ici

2k, T,
Vi = | ——=,
me
ol kp := 1.3806503 x 10~23 est la constante de Boltzmann, m, := 9,1094 x 1073! est la

masse d'un électron et T, est la température électronique. Cette fonction décrit une max-

wellienne en vitesse dont la densité n’est pas constante mais perturbée par une fonction
harmonique d’amplitude « et de nombre d’onde k. Ce genre de distribution apparait, par
exemple, quand on perturbe par un laser un plasma en position d’équilibre.
On se donne d’autre part, un champ magnétique initial nul et un champ électrique initial
tel que

EY (r) = Ksin(kx)

E)(z) =0 ;

E’(z) =0

ou K est une constante a choisir de telle sorte que la loi de Gauss soit vérifiée a 'instant

initial, ce qui implique que
QdeTo

N k’EO
Dans ces conditions, la norme L? du champ électrique décroit au cours du temps de la

maniére suivante
||Ea:||L2(],171[2) (t) = V2|K|exp (w;t) |cos (wit)]

ou la fréqgence w, et le taux d’amortissement w; sont reliés a la pulsation électronique

2 %
We 1= M0 ot 3 1a longueur de Debye X, := —

€0 Me \/§ We

selon plusieurs références [41, 34, 13, 7|, et dans le cas ot kA, < 1 par

par des formules qui sont données,

Wy = W, 1—1—3(/{:)\6)2

B __\/fLeX (_;_é)'
CTTVEGA? P2 ) 2
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Dans un travail plus récent [45], des formules plus précises ont été démontrées :

(3.9.2)

3 , 15 LT
o (12 A+ = () = (ke
o = (103 002 + 2 000"+ ST (o))
T 1 1 3 2 4).
N _ Gk, 2 A —12 (kA
v w 8((kA6)3 )eXp( 2 (k) 2 (kAe) (kAe)

REMARQUE 3.9.1. Si 'amplitude o de la perturbation n’est pas tres petite par rapport a
1, des phénoménes d’amortissement non linéaire apparaissent et les formules, déja citées,

ne sont plus valides.

On a simulé ce cas test avec av = 0.02 et ng = 10™. Le choix de la température 7T, se fait

de tel sorte que kA, < 1 et Vy, < ¢ (pour que les particules ne soient pas relativistes),

¢?ng mc?

K2 hyey Tk‘b) Ainsi, on a choisi T, = 2 x 10%, ce qui

ce qui implique que 7T, < min (

implique une vitesse thermique V;;, ~ 7.786 x 107. Avec ces données, la pulsation et le

taux d’amortissement calculés & partir des formules (3.9.2) valent :

wy ~6.57x 108

w; ~ —8.61 x 10°

Sur la figure 3.9.11, on représente In (”EIHH(]A 1[2)) en fonction du nombre de périodes

2w
théoriques en temps —> pour une simulation faite sur un maillage de 64 x 32 mailles

et avec 4000 particules par maille.

10

T T T T
log de la norme L2 de Ex en fonction de periode

ente numérique - - - -
95 p q i

9
8.5

8

75

7 1 1 1 1 1

nombre de périodes théoriques

FIGURE 3.9.11. In (HExHL2 = 1[2>) en fonction du nombre de périodes
théoriques (i—’:)
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On a étudié le taux d’amortissement et la pulsation numérique calculés a partir du
deuxiéme et quatriéme sommets en fonction du nombre de particules par maille et on

obtient les résultats suivants

Nombre de particules par maille | Taux d’amortissement w; Pulsation w,
500 7.3014636 x10° 6.411413579x 108
1000 5.332574x10° 6.477510626 x 10®
2000 -4.3784385x10° 6.477510626 x 108
4000 -6.9425131x10° 6.411413579x 108
8000 -8.2490293 x 10° 6.477510626 x 108

La figure (3.9.12) trace le taux d’amortissement numérique en fonction du nombre de
particules par maille ainsi que la droite correspondant au taux d’amortissement théorique
(y = —8.61 x 10°).

8e+06 ——— — .
taux d’amortissement numérique
6e+06 - y=taux d’amortissement exact - — — . —

4e+06
2e+06
0

E-2¢+06

d’amortissement

%—4e+06
—6e+06
—8e+06

~1e+07 I T
100 1000 10000

nombre de particules par mailles (échelle log)
FIGURE 3.9.12. Convergence du taux d’amortissement

A partir de ces résultats on peut constater qu’autant que le calcul de la pulsation est
précis dés 500 particules par maille, le calcul d’un taux d’amortissement proche du taux

théorique nécessite plus que 4000 particules par maille.
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Conclusion et perspectives

Dans cette thése nous avons développé une méthode de volumes finis qui généralise la mé-
thode de covolumes (nommée aussi "control region") a des maillages presque quelconques
tout en préservant ses avantages.

En effet, horthogonalité du maillage n’est plus obligatoire, ce qui autorise, en particulier,
la non conformité de maillage permettant ainsi de placer des mailles juste 1a otl on en a
besoin ; de plus, cette méthode autorise les maillages non convexes et méme les maillages
avec des éléments trés aplatis.

L’étude du schéma montre que celui ci preserve toujours la loi de Gauss, et ce, de fagon
locale; que I’énergie électromagnétique discréte est conservée ou décroissante, selon le
type de conditions aux limites utilisées, et qu’elle est positive sous condition CFL. Ces
propriétés permettent en particulier de prouver la stabilité du schéma sous une condi-
tion CFL qui dépend des propriétés du maillage. Cette condition est optimale pour un
maillage orthogonal; dans le cas d’un maillage cartésien, elle correspond exactement a
celle du schéma de Yee.

[’étude de convergence montre que dans le cas ou les champs électromagnétiques sont
réguliers la convergence est d’ordre un en espace. Pour (B, E) € (WX (Q, W3 (0,T)))*,
avec p > 1 et ¢ > 2, la convergence est d’ordre 1 — % en espace. Si, de plus, toutes les

mailles diamants sont convexes la convergence est d’ordre 1 en espace.

Cette étude a été établie en utilisant le schéma saute-mouton d’ordre deux pour la discré-
tisation temporelle ; il serait intéressant d’étudier aussi le comportement de cette méthode
avec un schéma d’ordre plus élevé en temps.

Il reste également a étudier ce schéma avec des conditions aux limites d’ordres plus élevés.
Pour profiter au mieux de cette méthode de volumes finis sur des maillages raffinés locale-
ment, il est important de pouvoir faire du raffinement espace-temps, pour cela, on pourra
s'inspirer des travaux [18, 19|.

Enfin, I'extension de cette méthode en trois dimensions n’est pas directe et ’étude est a
refaire en entier. Dans |55], on trouve une extension reussie de ce type de méthode pour

le probléme de Laplace en 3D.

D’autre part, nous avons couplé ce schéma avec une méthode particulaire pour résoudre
le systéme de Maxwell-Vlasov en utilisant une méthode d’ordre zéro pour le calcul de

la densité de charge et de courant. La méthode utilisée conserve les équations de charge

143
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discrétes, ce qui nous permet de conserver la loi de Gauss. Lors de la simulation de 'amor-
tissement Landau, nous obtenons bien la décroissance de I’énergie portée par le champ

électrique, avec une précision qui dépend du nombre de particules par maille.

Pour réduire les cotiits de la méthode couplée, il est important d’établir des méthodes
d’ordres élevés pour le calcul des densités de charge et de courant, et qui s’adaptent pour

des maillages quelconques tout en conservant les équations de charge.
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RESUME

Nous développons et étudions une méthode de volumes finis pour résoudre le systéme de Max-
well instationnaire bidimensionnel sur des maillages presque quelconques (non-conformes, non-
convexes, aplatis..). Nous commengons par la construction du schéma, qui est basé sur 'utilisation
des opérateurs discrets de la méthode DDFV et sur un choix pertinent pour la discrétisation des
conditions initiales et des conditions aux limites. Ensuite, nous prouvons que ce schéma, préserve
localement la condition de divergence, que 1’énergie électromagnétique discréte est conservée
ou décroissante (selon les conditions aux limites) et qu’elle est positive sous condition CFL.
Nous montrons aussi la stabilité du schéma sous condition CFL et sa convergence dans les cas
de champs réguliers et non réguliers. Ces résultats sont ensuite validés, numériquement avec
quelques cas tests sur différents types de maillages. Nous vérifions aussi que 'utilisation des
maillages non conformes n’amplifie pas les réflexions parasites. Enfin nous couplons ce schéma
avec une méthode PIC pour résoudre le systéme de Maxwell-Vlasov. Nous calculons la densité
de courant avec une généralisation de la méthode de Buneman & des maillages quelconques et
nous montrons la conservation des équations de charge discrétes, ce qui permet de conserver la
loi de Gauss. Le probléme couplé est validé numériquement et la simulation de I’amortissement
Landau confirme la décroissance de 1’énergie, portée par le champ électrique, avec une précision

dépendant du nombre de particules par maille.

Mots clés : Equations de Maxwell, volumes finis, DDFV., loi de gauss, schéma de Yee, maillage
dual, maillages non-conformes, conservation d’énergie, condition CFL de stabilité, convergence,

équation de Vlasov, PIC, conservation de charge, amortissement Landau.

ABSTRACT

We develop and study a finite volume method to solve the bidimensional nonstationary Maxwell
equations on arbitrary (non-conforming, non-convex, flat...) meshes. We start by the construc-
tion of the scheme, which is based on the use of the DDFV discrete operators and a pertinent
choice to discretize initial and boundary conditions. Then, we prove that the scheme locally
preserves the divergence condition, that a discrete electromagnetic energy is conserved or de-
creasing (depending on boundary conditions) and that it is positive under a CFL condition. We
also show the stability of the scheme under a CFL condition and its convergence for regular and
non-regular fields. Then, these results are numerically validated with some tests using different
types of meshes. We verify, also, that the use of non-conforming meshes doesn’t amplify parasitic
reflections. Finally, we coupled the scheme with a PIC method to solve the Maxwell-Vlasov sys-
tem. We calculate the current density using a generalization of Buneman’s method to arbitrary
meshes and we prove that discrete charge equations, and thus Gauss’ law, are conserved. The
coupled problem is numerically validated and the simulation of Landau damping confirms the

electric energy decrease with a precision depending on the number of particles per cell.

keywords : Maxwell equations, finite volume, DDFV, Gauss’ law, Yee’s scheme, dual mesh, non-
conforming meshes, energy conservation, CFL stability condition, convergence, Vlasov equation,

PIC, charge conservation, Landau damping.
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