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Résumé

De trés divers algorithmes sont dédiés & la

découverte de motifs fréquents dans les bases de
données de transactions. Des initiatives collec-
tives visant & effectuer des comparaisons de per-
formances rigoureuses et impartiales ont vu ré-
cemment le jour. Curieusement, cette tache est
rendue difficile par le manque de jeux d’essais
publics disponibles, et d’outils pour en synthé-
tiser de facon pertinente. En particulier, un pa-
ramétre crucial conditionnant le déroulement de
nombreux algorithmes est la distribution des bor-
dures des motifs fréquents. Une seule proposi-
tion, & notre connaissance, a récemment effectué
un pas vers la génération de jeux d’essais pre-
nant en compte ce parameétre.
Dans cet article, nous étudions de prés les bor-
dures générées par la proposition existante. Une
amélioration est apportée dans les calculs effec-
tués, permettant de réduire la complexité de la
génération des bases. Bien que la distribution
de la bordure positive en entrée soit parfaite-
ment respectée, nous donnons un résultat attes-
tant que la bordure négative correspondante est
toujours du méme type, trés différente des bor-
dure négatives dans les bases réelles existantes.
Nous esquissons alors une méthode de génération
de bases synthétiques en fonction d’une distribu-
tion de bordure négative.

Mots-clés : Fouille de données, découverte
des motifs fréquents, bordures, génération de bancs
d’essais.

1 Introduction

La découverte des motifs fréquents dans une
base de données de transaction est une des taches
de fouille de données les plus étudiées [12]; les
motifs fréquents possédent de multiples applica-
tions [18], dont la plus connue est un élagage ef-
ficace de I’espace de construction des régles d’as-
sociations [1]. De nombreux algorithmes ont été
proposés pour résoudre cette tache, dont (2, 3,
13, 20]|. Plusieurs algorithmes ont également été
proposés pour la découverte des motifs fréquents
maximaux par inclusion, qui sont une représen-
tation condensée des motifs fréquents (avec tou-
tefois perte de la valeur du support) |4, 15, 6, 11].

Devant la multitude de propositions, chaque
nouvel algorithme se doit d’étre soigneusement
comparé 3 ’existant par ses auteurs; la plupart
des implémentations sont d’ailleurs disponibles
sur le site web de FIMI (Frequent Itemsets Mi-
ning Implementation) [9], dont le but est de pro-
poser une comparaison rigoureuse des proposi-
tions existantes. Les résultats soulignent que, mal-
gré la domination moyenne de quelques outils,
on ne peut pas réellement élire de "meilleur" al-
gorithme & coup sir; comme prévu, certains se
montrent plus ou moins adaptés & certains jeux



de données.

Toutefois, I’évaluation et la classification des
algorithmes est soumise a I'existence de bases de
tests nombreuses et surtout diverses dans leurs
caractéristiques. Le constat est aujourd’hui fait
que la, communauté scientifique ne dispose pas
de bancs d’essais complets et pertinents pour ce
probléme. Les bases utilisées par tous se limitent
a une poignée de bases réelles (libres de droits),
et quelques bases synthétiques, qui ont été égale-
ment répertoriées sur le site web de FIMI. L’ac-
cés a plus de bases de données réelles est sou-
mis aux contraintes des droits de propriétés et
de confidentialités, et quoi qu’il en soit ne per-
met pas une évaluation des performances et des
limites de chaque algorithme.

Cet article considére le probléme de la géné-
ration de bases de données de transactions syn-
thétiques pour I'évaluation des performances des
algorithmes de découverte des motifs fréquents,
maximaux ou pas. A notre connaissance, seule-
ment peu d’attention a été accordée a ce pro-
bleme jusqu’a présent. Dans [10], les principaux
critéres répertoriés sont le nombre de transac-
tions, le nombre d’articles, ainsi que la "densité"
(taille moyenne des transactions) des bases de
données. Le nombre de transactions influe direc-
tement sur le colit des accés aux données : on
observe en général des comportements linéaires
en fonction de ce paramétre, avec un décrochage
important lorsque la base ne tient plus en mé-
moire principale. Le nombre d’articles influe de
facon exponentielle sur le nombre de motifs ex-
primables, c’est & dire la taille de l'espace de re-
cherche, qui est exactement le treillis des parties
des articles. Toutefois, le propre des algorithmes
existant étant de réaliser des élagages efficaces
de cet espace de recherche, 'espace réellement
parcouru est en fait indépendant du nombre d’ar-
ticles, mais bien de la disposition de ’ensemble
des motifs fréquents a découvrir. C’est pourquoi
la densité des jeux de données a été introduite;
mais si ce parameétre influence effectivement la
taille de 'espace de recherche, il se révéle trop

grossier pour le décrire finement.

Un nouveau critére plus précis a été récem-
ment considéré dans [16]|. Les auteurs étudient
la, notion de distribution des motifs fréquents,
c’est & dire le nombre de motifs fréquents en
fonction de leur taille. En outre, prenant en en-
trée une distribution quelconque pour la bordure
positive, ils donnent une méthode de génération
fournissant en sortie une base et un support. La
bordure positive des motifs fréquents dans cette
base et pour ce support posséde exactement la
distribution donnée en entrée. Toutefois, les au-
teurs ne mentionnent rien concernant la bordure
négative des motifs fréquents; or, nous pensons
que la distribution conjointe des deux bordures
est une caractéristique déterminante des jeux de
données ; les observations récentes menées dans
|7] tendent & confirmer cette hypothése. Tres ré-
cemment, les mémes auteurs ont proposé une ex-
tension a leur méthode, en prenant en compte
non pas une distribution de bordure positive,
mais la bordure positive elle-méme |17|. Dans
ce cas, l'espace de recherche est alors exacte-
ment caractérisé. L’objectif annoncé des auteurs
de ce travail est de savoir reproduire, de facon
synthétique, les bases de données réelles exis-
tantes, pour résoudre notamment les problémes
de confidentialité. Notre objectif est différent,
puisque nous cherchons & générer automatique-
ment des bancs d’essais trés variés pour évaluer
les capacités et limites des algorithmes existants.

Contribution Partant du travail de [16], et de
la nature de la bordure positive générée par leur
méthode, nous donnons un théoréme assurant
que la distribution relative des bordures posi-
tives et négatives est toujours la méme. Or, nous
montrons que cette distribution ne refléte pas
la grande majorité des cas observés sur les jeux
d’essais réels disponibles. Une méthode permet-
tant de construire une base synthétique respec-
tant une distribution de bordure négative donnée
est alors présentée de facon préliminaire. Nous
apportons également une amélioration & la mé-



thode proposée dans [16] visant & réduire la com-
plexité des calculs effectués.

La suite de cet article est organisée de la fa-
con suivante. La section 2 donne quelques préli-
minaires nécessaires 4 la compréhension de I'ar-
ticle. La section 3 synthétise une partie des tra-
vaux proposés dans [16] pour la génération de
bases synthétiques, en fonction d’une distribu-
tion de bordure positive. Nous donnons dans la
partie 4 un résultat visant & simplifier certains
calculs dans [16]. Dans la partie 5, un théoréme
caractérise exactement la bordure négative des
bases générées avec la méthode de [16] ; des com-
paraisons avec des bases réels soulignent alors les
limites de cette méthode, et une méthode de gé-
nération & partir de la bordure négative est es-
quissée. Les conclusions et perspectives issues de
ce travail sont présentées dans la section 6.

2 Préliminaires

Quelques définitions et résultats sur le théme
de la découverte des motifs fréquents dans les
bases de données de transactions sont introduits
dans cette section. Pour plus de détails, le lecteur
peut se rapporter a [12]. Les notions de bordures
des motifs fréquents [19] sont également rappe-
lées, ainsi que 'ordre Colex [5] sur des ensembles.

Bases de données de transactions, motifs
fréquents et bordures Soit A un ensemble
fini d’articles. Une transaction t est un ensemble
d’articles; une base de données de transactions
est un multi-ensemble de transactions.

Un motif est un élément de P(A), 'ensemble
des parties de .A. Un motif de taille k est appelé
un k — motif. Soit d une base de transactions
et X un motif, le support de X dans d est le
nombre d’occurrences de X dans d :

sup(X) = {t € d| X C d}|

Etant donné un entier minsup, un motif X
est dit fréquent si sup(X) > minsup. Soit F

I’ensemble des motifs fréquents dans d. Cet en-
semble est clos pour la relation d’inclusion, soit

VXEeEFYCX=YeF

Cette caractéristique fondamentale découle
de la décroissance du support des motifs par rap-
port a la relation d’inclusion. Ainsi, 'ensemble
des motifs fréquents peut-éire représenté par sa
bordure positive', qui est I’ensemble de ses élé-
ments maximaux par inclusion :

Bdt(F)={XeF|VWeF,XCY=X=Y}

D’une fagon duale, F peut étre représenté
par sa bordure négative qui est ’ensemble des
motifs non fréquents minimaux par inclusion :

Bd (F)={X¢F|VWgFYCX=X=Y}

L’union de ces deux ensembles constitue la
bordure de F notée Bd(F). Remarquons que si
X € Bd(F), alors tous ses sous-ensembles sont
fréquents et tous ses sur-ensembles sont non fré-
quents.

Ordre colex Dans la suite de D’article, nous
considérons que les articles sont totalement or-
donnés par l'ordre lexicographique. Les articles
seront nommés par leur rang dans cet ordre :
1,2,3....

L’ordre colex est une alternative & l'ordre
lexicographique pour ordonner totalement des
ensembles de motifs de méme longueur k& > 1.
Il est défini par : X < Y si et seulement si il
existe deux entiers z < k, tels que pour tout %
avec z < i< k,onax; =y et z, <y,.

La compréhension de I'ordre colex est fonda-
mentales & la clarté de la suite de 'article. C’est
pourquoi nous donnons l'algorithme 1, qui dé-
taille comment générer les n premiers k-motifs
de 'ordre colex.

!Ces motifs sont aussi connus sous le nom de motifs
fréquents mazimauz.



Algorithm 1 Génération des n premiers k-

motifs

Input: n et k£ deux entiers;

Output: V’ensemble C' des n premiers k-motifs
dans l'ordre colex

1: foralli=14akdo
2 i =1;
3: end for
4: C = {v}; // premier motif=1...k
5 t=1;
6: for all cpt =2 an do
7. // construction du motif suivant
8 whilet <ketovt]+1>vt+1] do
9: t=1t4+1;// quelle position & incrémenter ?
10:  end while
11: [t = v[t] + 1; // incrémentation d’une posi-
tion
122 foralli=14¢{—1do
13: v[i] = 4; // ré-initialisation des positions
précédentes

14:  end for

15:  C=CU{v};
16: end for

17: return C.

Exemple 1 Les 10 premiers 3-motifs selon Pordre
colex sont :
123, 124, 134, 234, 125, 135, 235, 145, 245, 345.

On observe alors 'une des principales carac-
téristiques de cet ordre, justifiant son utilisation
dans ce travail : un k-motif posséde toujours le
méme rang, quelque soit le nombre total d’ar-
ticles. Cette propriété n’est naturellement pas
vérifiée par ’ordre lexicographique. Dans la suite,
Pordre utilisé sur les motifs sera exclusivement
Pordre colex.

3 Génération de bases de tests
dans [16]

Dans la suite, soit .4 un ensemble d’articles.
Les notations suivantes sont empruntées a |16].
Soit F un ensemble de motifs; on note Fi l'en-
semble des k-motifs dans F. La représentation

séquentielle de F est la distribution des motifs
contenus dans F suivant leur longueur. Elle est
donnée par :

< F === |F1|,|F2ls- -\ |Fnl =

ol n est la taille du plus grand motif dans F.

Partant d’une représentation séquentielle S,
[16] propose de créer une base de données qui,
une fois traitée par un algorithme de fouille de
données, conduit a 'obtention d’un ensemble de
motifs fréquents maximaux ayant pour représen-
tation séquentielle la séquence S. Cette section
détaille les points importants de la méthode uti-
lisée.

3.1 Ensemble de motifs induits

Soit F un ensemble de motifs, les motifs in-
duits par F sont tous les sous-ensembles des élé-
ments de F. L’utilisation de ’ordre colex permet
de caractériser exactement ces motifs, lorsque
F est constitué des premiers molifs consécutifs
d’une taille donnée, en utilisant la notion de co-
efficients binomiaux.

Lemme 1 [14] Etant donnés deuz entiers n et I,

n peut étre écrit de fagon unique sous la forme :
l N a— a—

n=>G) =0+ + )+ + ()

out>1,eta; > ay_1 > ---> a; sont des entiers

naturels tels que : Vi :t <1<, a; > 1.

Autrement dit, tout entier n peut étre écrit
de facon unique comme une somme de coefhi-
cients binomiaux, appelée [-représentation cano-
nique de n dans |8, que nous noterons dans la
suite : LB (n).

Nous noterons également : pour 1 < k < [,
LBf(h) = (") + (5 ) + -+ ()
ou (§) =0sib<0.

Les nombres a; sont calculés de la facon sui-
vante :

~ Tentier a; est tel que (') <n < () 1

— a1 est tel que (J'71) <n— (%) < (5



— q; vérifie (') <n — Zngl(?) < (?l’“)

Exemple 2 Calculons la 3-représentation cano-
nique de 5 (iLe. n=5et [ =3). Ona: (3) =1,
(H=4et (3) =10.Dou: (3) <5< (3), et
donc az = 4. On a maintenant : 5 — (3) = 1, et
1=(%).Dot:ay =2 Commeb5—(3)—(3)=0,
le processus s’arréte. On a donc : t = 2, a3 = 4,
az = 2 et LBY() = (3) + ().

Considérons maintenant deux entiers n et [.
Soit F 'ensemble des n premiers [-motifs dans
Pordre colex. Nous allons déterminer le nombre
de motifs induits par ’ensemble F. Les résultats
sont donnés par les lemmes suivants :

Lemme 2 [5] Les (I — 1)-motifs induits par F
sont les LB} (n) premiers (I—1)-motifs dans l’or-
dre coler.

Lemme 3 [16] Soit k un entier tel que 1 < k <.
Les k-motifs induits par F sont les LBll*k(n)
premiers k-motifs dans l'ordre colex.

Exemple 3 Reprenons 'exemple précédent, et
considérons les 5 premiers 3-motifs dans 'ordre
colex : F = {123,124, 134,234, 125}. Nous avons
vu que : LBY(5) = (3) + (3). Dot : LB37%(5) =
LB1(5) = (3) + (3) = 8. Donc, les 2-motifs in-
duits par F sont les 8 premiers 2-motifs dans
Pordre colex : 12, 13, 23, 14, 24, 34, 15 et 25.
De méme, LB '(5) = LB2(5) = (1) + () = 5.
Dong, les 1-motifs (i.e. les articles) induits par F
sont les 5 premiers 1-motifs dans 'ordre colex :
1,2, 3,4 et 5.

Nous venons de présenter une facon de calcu-
ler le nombre de motifs induits par un ensemble
de motifs F donné. En pratique, nous serons plu-
tot amenés a calculer le nombre de motifs induits
par plusieurs ensembles de motifs donnés. Au-

trement dit, si 'on dispose de h ensembles de
motifs Fy, Fy, ..., Fy (avec h > 2), on aime-
rait connaitre I'’ensemble des motifs X tels que :
347 :1 <4< h, X est un sous-ensemble d’un
élément de Fj. Le lemme suivant explicite ce ré-
sultat dans le cas de deux ensembles de motifs.
Le théoréme qui suit est une généralisation au
cas ou h (avec h > 2) ensembles de motifs sont
donnés.

Lemme 4 [16] Soient A l'ensemble des n4 pre-
miers [ a-motifs et B l’ensemble des npg premiers
Ig-molifs dans lordre colex. Pour toul entier k
tel que : 1 < k < min(la,lp), Uensemble des
k-motifs induils conjointement par A el B sont
les m premiers k-motifs dans ['ordre colex, ou
m= max(LBlli_k(nA), LBllB]f_k(nB)).

Exemple 4 Soient A = {123,124,134,234,125}
(ie.ma =5etly =3),et B={1234,1235,1245}
(ie. np = 3 et lp = 4). On a : LBI(3) =
() + () + (). Dot : LB *(3) = LBX(3) =
) + (3) + (3) = 10. Donc, les 2-motifs induits
par B sont les 10 premiers 2-motifs dans 'ordre
colex : 12, 13, 23, 14, 24, 34, 15, 25, 35, et 45.
Or, nous avons vu que A induisait seulement les
8 premiers 2-motifs dans l'ordre colex : 12, 13,
23, 14, 24, 34, 15 et 25. Par conséquent, les 2-
motifs induits conjointement par A et B sont les
10 premiers 2-motifs dans 'ordre colex : 12, 13,
23, 14, 24, 34, 15, 25, 35 et 45.

Théoréme 1 [16] Soit h un entier (h > 2).
Considérons, pour tout i tel que 1 <4 < h, Uen-
semble F; des n; premiers lj-motifs dans lordre
colex. Pour tout entier k tel que : 1 < k <
minl_ {l;}, Uensemble des k-motifs induits con-
jowntement par Fy, Fo, ..., Fy, sont les
max?zl{LBllZ*k (ny)} premiers k-motifs dans l’or-
dre colex.



3.2 Meéthode de génération

Utilisant ces résulats, la méthode de généra-
tion présentée dans [16] se décompose en deux
étapes :

— la génération d’un ensemble de motifs maxi-

maux pour la bordure positive

— la création d’une base de données de tran-

sactions

3.2.1 Génération d’un ensemble de mo-
tifs maximaux

Soit une séquence S == $1,8g,...,5, > dep
entiers positifs. La premiére étape consiste & gé-
nérer un ensemble de motifs maximaux M ayant
pour représentation séquentielle la séquence S.
Autrement dit, on souhaite que, pour chaque
niveau k (ot 1 < k < p), Mj contienne s
motifs de longueur k. La seule contrainte étant,
pour obtenir un ensemble de maximaux correct,
qu’aucun motifs ne soient comparables deux a
deux selon l'inclusion.

Le théoréme suivant caractérise de fagon cons-
tructive un tel ensemble M. Deux résultats im-
portants sont & remarquer dans I’énonciation du
théoréme : 1) Le nombre d’articles utilisés est
minimal et 2) Toute distribution peut-étre ac-
ceptée en entrée.

Théoréme 2 [16]. Soient p un entier positif non
nul et S = < 81, S2,..., sp > une séquence de p
entiers positifs (avec s, # 0). Soient r1, o, ...,
rp p entiers positifs tels que : rp =0 el
V1i<k<p, rp= max§:k+1{LB;_k(rj +55)}.
Considérons M [Uensemble de motifs construit
de la facon suivante : ¥V 1 < k < p, ajoutons ¢ M
les s k-motifs de rangs rp+1, 7.+2, ..., Tp+sk
dans Uordre colex. Alors, M est un ensemble de
motifs maximaux tel que < M = = S. De plus,
le nombre d’articles utilisés est : r1 + s1. (C'est
le nombre minimum d’articles nécessaires & la
construction d’un ensemble de motifs marimauz
de séquence S.

L’intuition de ce théoréme est la suivante. M
est construit niveau par niveau, en commengant
par les motifs de longueur p. M doit contenir s,
motifs maximaux de longueur p : on prend les s,
premiers motifs de longueur p dans 'ordre colex.
Or, ces motifs induisent LB} (s,) motifs de lon-
gueur p — 1 (on notera rp_1 = LBy(sp)), et ces
motifs sont les r, | premiers (p— 1)-motifs dans
I'ordre colex. Puisque ce sont des sous-ensembles
des motifs de longueur p, ils ne peuvent pas étre
maximaux. On utilisera donc les motifs suivants
dans 'ordre colex. Ainsi, au niveau p—1, on ajou-
tera & M les (p — 1)-motifs de rangs 7,1 + 1,
Tp—1+2, ..., Tp—1 + Sp_1, qui sont bien maxi-
maux. [’exemple suivant illustre cette méthode
de génération.

Exemple 5 Soit la séquence S = <2, 3, 2 >
(ie.p=3,5 =2, 8 =3et s3=2). On a:
r3 = 0. M contient les 2 premiers 3-motifs dans
lUordre colex : 123 et 124. Puisque s3 = 2 =
() + @), ona:ry=LBl(ss) = )+ (2) = 5.
Les 5 premiers 2-motifs dans 1’ordre colex sont
12, 13, 23, 14 et 24 (qui ne sont pas maximaux).
On va ajouter & M les 3 2-motifs suivants dans
lordre colex : 34, 15 et 25. Puisque so+719 =8 =
(3)+(3), ona: LBY(sy+rs) = () + (}3) = 5.
De plus, LB2(s3) = (3) + (3) = 4. Ainsi, 11 =
max(LBi(ss +72), LB2(s3)) = 5 Les 5 premiers
1-motifs (i.e. les articles) sont 1, 2, 3, 4 et 5 (qui
ne sont pas maximaux). On ajoute & M les 2
articles suivants : 6 et 7. Finalement, on obtient
I’ensemble de motifs maximaux suivant : M =

{6, 7, 34, 15, 25, 123, 124}

3.2.2 Génération d’une base de transac-
tions

La génération de la base de transactions a
partir d'une telle séquence pour la bordure posi-
tive est trés simple : il suffit de générer une base
avec un transaction pour chaque motif maximal,
et donc considérer un support minimal minsup =



1. Le nombre de transactions obtenues est alors
la somme de tous les éléments de la séquence
prise en entrée:; ce nombre peut étre augmen-
ter en répliquant les transaction ou leurs sous-
ensembles, sans altérer la bordure.

Remarque : Dans [16], les auteurs consi-
dérent en fait un ensemble de séquences en en-
trée. Dans la base générée, toutes ces séquences
correspondent & une bordure positive des fré-
quents, pour des valeurs différentes du seuil de
support. Cette extension ne comportant pas de
difficulté théorique particuliére, nous préférons
nous concentrer dans cet article sur le cas d’une
seule séquence en entrée, pour des raisons de
clarté.

4 Simplification du calcul des en-
tiers 7,

Le calcul des entiers r, qui interviennent dans
le théoréme 2 est assez complexe, puisqu’il né-
cessite la recherche d’un maximum sur toutes
les étapes précédentes de la méthode de généra-
tion. Or, ce calcul s’appuie sur le résultat pré-
senté dans le théoréme 1, obtenu pour une col-
lection d’ensembles My, My, ..., Mp, n’ayant
aucun lien entre eux. Lors de la génération d'un
ensemble de motifs maximaux, on se place dans
un cas particulier, ol un ensemble M, contient
les motifs induits par Pensemble M, 1.

De facon intuitive, on peut se rendre compte
dans Pexemple 4, qu’a un niveau k donné (on
1 <k < p-—1), il est inutile de considérer les
motifs induits par les ensembles construits & tous
les niveaux précédents. 11 suffit de déterminer le
nombre de motifs induits par ’ensemble de mo-
tifs considéré au niveau k+1. En effet, I’ensemble
des k-motifs induits par les (k + 1)-motifs consi-
dérés au niveau k 4+ 1 contient ’ensemble des
k-motifs induits par les (k 4 2)-motifs considérés
au niveau k+2, qui lui-méme contient 1’ensemble
des k-motifs induits par les (k + 3)-motifs consi-
dérés au niveau k+ 3, et ainsi de suite, jusqu’au

niveau p. Ceci est exprimé a 'aide de la propo-
sition suivante :

Proposition 1 Soient p un entier positif non
nul et S = < s1, 82,..., Sp > une séquence
de p entiers posilifs (avec s, # 0). Considé-
rons p entiers positifs r1, ro, ..., rp définis par :
rp=0etV1I<k<p—1, 74 :LB;H(TI{;H—F
Ska1). Soient M et M’ les ensembles de motifs
construits suivant le procédé décrit dans le théo-
reme 2 en utilisant respectivement, cette nouvelle
définition des entiers ry, et la définition présen-
tée dans [16]. On obtient M = M’.

Preuve Pour s’assurer de ceci, montrons que :
V1<k<p-1 r, = LBl (Ths1 + Skt1)
en considérant que les p entiers v, ..., Tp sont
définis par le procédé décrit dans le théoréme 2,
asavoir i1, =0etV1I<k<p-—1,
TR = max§:k+1(LBg_k(Tj +55))-
Nous allons procéder par récurrence sur k.

-pourk=p—1:
j prend comme seule valeur p, ce qui donne bien :
rp—1 = LB, (rp + sp)

-pourk=p—2:
rp2 =max(LBy 1(rp 1+ sp-1), LB;(sp)).
Or, rp—1 = LB;(sp)

=G )+ G+ GRS,

sisp= (") + G0+ + G-
De plus, rp1 = LBy _(rp_1)

bp— bp— bp—»
= G20 + () + o+ (L)
D’aprés unicité de cette décomposition en somme
de coefficients binomiauz, on a : u=v et
V1 S 7 S U, Gp—iy1 = bp_i.
. a ap_ Ap—u
A’[,’I’ZS’I,, LBZQ)(SP) = (pi2) + (pzi?)l) +ot (pziujll)
by by by o
= () + () + o+ ()
= LB;fl(Tp—l)-
Or, le nombre de (p — 1)-motifs induits par r,_1
p-motifs est inférieur au nombre de (p—1)-motifs
induits par rp—1 + sp—1 p-motifs (car sp—1 >0).
Dot : LB;il(Tp,l) < LB ((rp 1+ sp-1)
et donc, LB} (sp) < LBy 1(rp—1+ sp-1)



ce qui implique que Tp_o = Lle,fl(rp_l + Sp—1).
- Hypothése de récurrence : Supposons que
pour un entier k fizé (o1 <k <p—2), on ait :
VE+1<5j<p—1, Tj :LB;_|_1(Tj+1+5j+l)-
- Montrons que : ry, = LBy, ((The1 + Sk41)-
Ona:rp= ma:v?zkH(LBg_k(Tj + 85))-
Soit § un entier tel que : k+1<j5<p—1.
Ona: LB;+1(Tj+1 + Sj+1) =T = LB;)(T]),
d’ot : LB‘?+1,(Tj+1 + Sj+1) = Lle(TJ), ey
et donc, LBJJJ:fH(er + 8j41) = LB‘J?_k(rj)
i—k j—k
De plus, LB; (rj) < LB; (rj +s5)
Dow :VE+1<j7<p—1,
i+1—k i—k
LB (rjn + sj11) < LBJ " (rj + 55).
Aingsi, LBgik(sp) < LBg:llfk(Tp,l +sp-1)
<...
< LB;iH(TkH + Sk41).
Donc, 1y = LBy, 1 (Tk41 + 8541)-
- Conclusion : Par récurrence, on obtient :
V1i<k<p-—-1, rp= LB;i+1(7'k5+1 +skp1) O

Exemple 6 Soit la séquence S = <2, 3, 2 >
(ie.p=3,8=2,s9 =3¢t s3=2). On a:
r3 = 0. Les 2 premiers 3-motifs dans ’ordre colex
sont 123 et 124. Puisque s3 = 2 = (3) + (3), on
a:ry = LBi(s3) = (3)+(3) = 5. Les 5 premiers
2-motifs dans lordre colex sont 12, 13, 23, 14
et 24. Les 3 suivants sont 34, 15 et 25. Puisque
so+re =8=(H)+(3),ona:r = LBi(sy+rs) =
(D +(2) = 5. Les 5 premiers 1-motifs sont 1, 2, 3,
4 et 5, et les 2 suivants sont 6 et 7. Ces résultats
peuvent étre représentés & 'aide du treillis donné
en figure 4.

123 124 134 ..

12 13 23 14 24 34 16 26 35 45

Fia. 1 - Ilustration du calcul des motifs induits

5 Prise en compte de la bordure
négative

En partant d'une séquence S d’entiers posi-
tifs donnés, la méthode présentée dans [16] per-
met de générer une bordure positive de fréquents
ayant pour représentation séquentielle la séquence
S. Or, un autre paramétre important d’'un jeux
de données est la distribution de la bordure né-
gative des fréquents; en effet, ce sont en général
les premiers (et souvent les seuls) motifs non fré-
quents parcourus par la quasi-totalité des algo-
rithmes de fouille. Nous caractérisons ici la dis-
tribution de la bordure négative correspondante
générée, et comparons alors ce résultat aux bases
de données réelles existantes. Nous donnons en-
suite un moyen de prendre en entrée une distri-
bution de bordure négative.

5.1 Calcul de la bordure négative syn-
thétique

Comment peut-on, a partir de < Bdt (F) =
et de la méthode de génération présentée plus
haut, en déduire < Bd™(F) > 7 Avant d’énon-
cer le théoréme établissant cette correspondance,
nous en donnons l'intuition pour les premiers ni-
veaux.

Notons < Bd (F) = = < t1, tg, --- ».
Puisque tous les articles utilisés sont dans F, on
a :t; = 0 (i.e. on n'introduit aucun article non
fréquent).

Le nombre d’articles fréquents est 1 + s1 :
ce sont les entiers 1, 2, ..., r1 + s1. On sait
que les entiers 1, 2, ..., r; sont induits par les
r9 + 8o premiers 2-motifs dans 'ordre colex. Le
but est maintenant de déterminer I’ensemble des
2-motifs induisant les entiers 1, 2, ..., 1 + s1.
1l s’agit tout simplement de leurs sur-ensembles
de taille 2, qui sont au nombre de (5'1*'). De
plus, on sait que ces 2-motifs sont soit des motifs
fréquents, soit des éléments de la bordure néga-
tive (puisque tous leurs sous-ensembles sont {ré-



quents), que ce sont les premiers 2-motifs dans
Pordre colex (car ils induisent les r; + s; pre-
miers articles dans l'ordre colex), et qu’ils sont
au nombre de ro+s5+t5. On a donc ro+s9+t9 =
(511, Par conséquent, ty = (51T°) — (rg + s9).

Notation. Etant donnés deux entiers n et [,
si la l-représentation canonique de n est LBP(n)
= (M) +- (%), nous noterons LB; ! (n)
=)+ Q)+ () 00 () =0,s1b > a.

Théoréeme 3 Soient p un entier positif non nul
et § = < 81, 82, ..., s, = une séquence de
p entiers positifs (avec s, # 0). Soient r1, T2,
.., Tp p entiers positifs tels que : rp, = 0 et
V1<k<p-—1, rp = LB,%_{_I(T/@H + Skr1).
Considérons M, l'ensemble de motifs mazimauz
construst sutvant le procédé décrit dans le théo-
réeme 1, et F l'ensemble de molifs ayant M pour
bordure positive (i.e. tel que < BdT(F) = = 5).
St Uon considére les p + 1 entiers t1, to, ...,
tp, tpt1 définis par -t = 0 et V1 < k <
Py tey1 = LBy (rg + 81) — (Thg1 + Skp1) (en
posant spp1 =7py1 =0), on a :
< Bd (F) »= = <t1, ta, ..., tp, tpp1 >.

Preuve Puisque tous les articles utilisés sont in-
duits par les éléments de la bordure positive, la
bordure négative ne contient aucun motif de taille
1.

Soit k un entier tel que : 1 < k < p. On sail
que les i, + s premiers k-motifs dans ['ordre
colex sont dans F. Leurs sur-ensembles de taille
k+ 1 sont donc soit dans F, soit dans Bd—(F).
On sait que les r11 + sgy1 premiers (k + 1)-
motifs dans Uordre colex sont dans F. Considé-
rons maintenant les ty. 1 sutvants, ot tpy1 =
LBk_l(rk + si) — (k41 + Sg+1)- On a alors :
et + Sky1 + tepr = LB (ri + si). Dlapres
DVunicité de la (k + 1)-représentation canonique
de Tp11 + Ska1 + tiy1, la décomposition en co-
efficients binomiauz donnée par LB, '(r), + si)
est exactement la méme que celle donnée par
LB, (Th+1 + Sk41 + teg1). Donc, les k-motifs

induils par 'ensemble des ry 1+ sgpy1+Lg 1 pre-
miers (k + 1)-motifs dans lordre colex sont les
LBy (resr+ses1+ther) = LBY(rptsg) = i+
s premiers k-motifs dans l'ordre colex. Ainsi,
les (k+1)-motifs ayant pour rang ri1+sk1+1,
Thtl + Sk+1 + 2, oo Thr1 + Skp1 + e dans
lordre colez, sont dans Bd™(F). De plus, ce sont
les seuls, puisque les (k + 1)-motifs de rangs 1,
2, ..., Tkr1 + Ska1 sont dans F, el que ceuz de
Tang SUPETIeUT 6 Tk 1+ Skpr1+tkr1 n'ont pas tous
leurs sous-ensembles dans F.
(]

Exemple 7 Soit la séquence S = < 2, 3, 2 ».
Ona: M= {6, 7, 34, 15, 25, 123, 124} et
F=AL12 3,4,5,6, 7 12, 13, 23, 14, 24, 34,
15, 25, 123, 124}, c’est-a-dire querg = 0,70 = 5
et 71 = 5. Le théoréme 3 nous donne : ¢ = 0. On
a:ri+s1=7=(1).Dou:ty= () —(ra+s9) =
21 — 8 = 13. De méme, 2 +s2 = 8 = (3) + (3).
Donc, t3 = (3)+(3) —(r3+s3) =4+1-2=3.
Enfin, r5+s3 = 2 < (3), et donc ¢4 = 0. En par-
tant de < Bd"(F) » = <2, 3, 2 =, on obtient
donc < Bd™(F) > =<0, 13, 3> et Bd (F) =
{35, 45, 16, 26, 36, 46, 56, 17, 27, 37, 47, 57,
67, 134, 234}. Ces résultats peuvent étre repré-
sentés & 'aide du treillis donné en figure 2. Notez
que, dans cette figure, tous les motifs non repré-
sentés sont non fréquents.

5.2 Comparaison avec les bases de don-
nées existantes

Nous avons implantés le calcul de la distri-
bution de la bordure négative synthétique & par-
tir d’'une distribution de bordure positive, se-
lon le théoréme 3. Les tests réalisés sont alors
construits de la facon suivante.

En entrée, nous considérons les distributions
des bordures positives de certaines bases de don-
nées classiquement utilisées et disponibles sur le
site de FIMI, pour des supports donnés.



O o <ew@> = <232

<BO(F)> = <0,13,3 >
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F1a. 2 — Tllustration du calcul de la bordure négative
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FiG. 3 — Comparaison entre les bordures négatives réelles et synthétiques, pour des bordures positives réelles



En utilisant [16], on peut construire des bases
synthétiques possédant exactement la méme dis-
tribution de bordure positive des fréquents; ce
protocole est exactement celui utilisé dans |16]
pour la validation. A partir de cette bordure po-
sitive, nous calculons la distribution de la bor-
dure négative correspondante pour les bases syn-
thétiques (théoréme 2). Cette bordure synthé-
tique peut alors étre comparée a la bordure né-
gative réelle découverte dans les bases originales.
Les résultats sont reportés dans la figure 3.

On observe que pour I’ensemble des bases de
données considérées, la distribution de la bor-
dure négative synthétique est radicalement dif-
férente de la bordure négative réelle. Dans tous
les cas, la bordure négative synthétique est beau-
coup plus proche de la bordure positive que dans
la normale. Or, dans certains cas, la bordure né-
gative réelle est exclusivement concentrée dans
les premiers niveaux; cette caractéristique est
d’ailleurs assez typique d’un certain nombre de
jeux de données existants |7]. Il est évident que
la nature de la bordure négative est un para-
meétre majeur pour l'efficacité des algorithmes
existants ; en effet, la plupart utilisent un élagage
basé sur la découverte d’éléments de cette bor-
dure. Les complexités exhibées par exemple dans
|19, 11| pour la découverte des motifs fréquents
et des motifs maximaux fréquents sont expri-
mées notamment en fonction du nombre d’élé-
ments dans la bordure négative.

Ces résultats mettent donc en évidence que le
probléme de la génération de bases synthétiques
ne peut s’arréter a la seule prise en compte de
la bordure positive. Un travail doit maintenant
étre mené pour permettre des tests selon diffé-
rentes bordures négatives, ainsi que selon diffé-
rentes positions relatives des deux bordures.

5.3 Une bordure négative en entrée

Nous esquissons ici, de facon informelle, une
méthode de génération, considérant en entrée
une distribution pour la bordure négative.

Remarquons pour commencer que toufe dis-
tribution est réalisable. En effet, en utilisant la
méthode du théoréme 2, on peut toujours géné-
rer un ensemble de motifs non comparables deux
4 deux par inclusion, constituant donc une bor-
dure négative potentielle d’un ensemble de mo-
tifs fréquents. En outre, rappelons que ce méme
théoréme 2 utilise un nombre minimal d’articles,
propriété qu’il est souhaitable de conserver pour
donner plus de souplesse au générateur.

Nous illustrons dans la suite, au travers d’un
exemple, la méthode que nous prévoyons pour
générer une base de transactions synthétique &
partir d’'une séquence en entrée. Il s’agit d’'un
travail préliminaire; une formalisation sous la
forme de théoréme, et une preuve de correction
sont en cours.

Soit T == ty,...,t, > une séquence de p
entiers en entrée. La méthode se décompose en
trois étapes détaillées ci-dessous.

Détermination du nombre minimal d’ar-
ticles nécessaires Pour cela, la premiére étape
applique le théoréme 2 & la séquence T'. On ob-
tient donc en sortie, notamment, le nombre mini-
mal d’articles nécessaires pour construire un en-
semble de motifs de séquence T' incomparables
deux a deux par inclusion, que 'on notera n;.
L’exemple suivant, accompagné de la figure 4,
illustrent cette étape.

Exemple 8 Soit la séquence T =< 0,2,3,1 >.
Puisque t4 = 1, on congidére le premier 4-motif
dans 'ordre colex : 1234. 1l induit les LB} (t4) =
4 premiers 3-motifs dans ’ordre colex : 123, 124,
134 et 234. A ces motifs on ajoute les trois sui-
vants, puisque {3 = 3, soit 125, 135 et 235.

Ces sept 3-motifs induisent les LB(7) = 9 pre-
miers 2-motifs dans Uordre colex : 12, 13, 23, 14,
24, 34, 15, 25 et 35, auxquels on ajoute les 2
motifs suivants (¢5 = 2) : 45 et 16.

L’ensemble de ces 2-motifs induit les LB3(11) =
6 premiers 1-motifs dans l'ordre colex : 1, 2, 3,



4, 5 et 6. Puisque £; = 0, on ne rajoute pas
d’articles.
Le nombre d’articles nécessaires est donc n; = 6.

1234

123 124 134 234 [125]]135]] 235

12 13 25 14 24 33 15 25 35

1 2 3 45 %

FiG. 4 — Etape 1 : Détermination du nombre d’ar-
ticles

Pourquoi ne pas s’arréter, et générer une base
possédant cette bordure négative? Le probléme
serait alors de déterminer la bordure positive
correspondante. En effet, la connaissance de la
bordure positive est nécessaire pour la construc-
tion de la base de tests. Or, dans la figure 4,
on peut observer par exemple que le motif 26
n’a pas été considéré alors que tous ses sous-
ensembles sont fréquents : c¢’est un élément qui
doit-étre dans la bordure positive. Ce cas de fi-
gure, généralisable & tous les niveaux, rendrait
trés complexe la génération de la base.

Détermination des motifs de la bordure
négative Au premier niveau, on insére dans
Bd~(F) les ¢ motifs de U'intervalle [n; — ¢; +
1;nq]. Les autres sont considérés comme fréquents
dans la base de transactions & construire.

Puis & chaque niveau k£ > 2 on considére les
ny premiers k-motifs comme étant I’ensemble des
motifs dont tous les sous-motifs de taille £ — 1
sont fréquents, donc leur rang est dans [1;n,_1 —
tr—1]. D’apres ce qui précede, ny, = LB,:l(nk,l—
tr—1). On prend alors les motifs de rang [n;—tx+
1;ng] et on les insére dans Bd™ (F). Les motifs
restants parmi les nj sont considérés comme fré-

quents dans la future base de transactions. En-
fin, les motifs supérieurs a ny sont considérés non
fréquents, ainsi que tous les motifs des niveaux
non considérés.

Ainsi, on peut vérifier facilement que tous
les sous-motifs des élément insérés dans Bd~ (F)
sont fréquents, alors que tous leurs sur-motifs
sont non fréquents. Si I'on suppose ces éléments
non fréquents, ils constituent donc bien la bor-
dure négative. L’exemple suivant et la figure 5
illustrent cette étape.

Exemple 9 Poursuivons ’exemple précédent.
On a : n; = 6. Les 6 premiers articles dans
Pordre colex sont 1, 2, 3,4, 5 et 6. Puisque t; = 0,
il n'y a aucun article dans Bd™(F).

Au niveau 2, ng = LBy (ny — t1) = LB7'(6) =
15. Puisque t2 = 2, on va mettre les 2-motifs de
rang 14 et 15 dans Bd™(F), soit 46 et 56.

Puis, n3 = LBy '(ng — ta) = LBy '(13) = 13.
Puisque t3 = 3, on insére les 3-motifs de rang
11, 12 et 13 dans Bd ™ (F), i.e. 126, 136 et 236.
Enfin, ny = LBy '(n3 — t3) = LB;'(10) = 5.
Parmi ces 5 motifs, on insére le dernier (¢; = 1)
dans la bordure négative, soit 2345.

On obtient finalement :

Bd~ (F) = {46, 56,126, 136, 236, 2345}

12341235 143 1343 (25

123 124 134 24 125 135 2335 145 M) M
21323 WM M 15205 3% 4516 26 3%

1234356

Fig. 5 — Etape 2 : Détermination de la bordure
négative (encadrée)

Détermination des motifs maximaux Pour
générer la base de transactions voulue de ma-



niére simple, il faut connaitre la bordure posi-
tive correspondant & la bordure négative géné-
rée. Or, les motifs de cette bordure résident for-
cément avant (toujours dans l'ordre colex) les
¢éléments de la bordure négative, car tous les élé-
ments supérieurs a la bordure négative sont non
fréquents.

Le principe est de parcourir les niveaux de
haut en bas, du niveau p au niveau 1. Si ny est le
dernier motif de la bordure négative au niveau k,
alors les éléments de la bordure positive ont leur
rang dans Uintervalle [1;n, — t;], qui contient
tous les motifs fréquents du niveau. 1l reste 3
déterminer ceux dont tous les sur-ensembles sont
non fréquents, c’est & dire ceux qui ne sont pas
issus des fréquents du niveau supérieur. 11 suffit
donc d’exclure les rj, motifs générés par les k+1-
motifs fréquents, et donc r, = LB,%H(nkH —
tr+1). Les motifs de la bordure positive sont ceux
dont le rang appartient a l'intervalle [ri+1; 15 —
k.

Cette étape est illustrée par 'exemple sui-
vant et la figure 6.

Exemple 10 Reprenons le méme exemple. Les
4 premiers 4-motifs dans 'ordre colex, qui sont
1234, 1235, 1245 et 1345, sont dans Bd'(F),
puisque tous leurs sur-ensemble sont considérés
non fréquents par construction.

Au niveau 3, les motifs induits par les fréquents
du niveau 4 sont au nombre de r3 = LB}(4) =
10. Dong, tous les motifs fréquents du niveau 3
possédent un sur-ensemble fréquent, et donc ne
sont pas dans la bordure positive.

Au niveau 2, on a r2 = LB1(10) = 10 motifs a
exclure, il reste donc les trois motifs suivants a
insérer dans la bordure positive.

Enfin, 7 = LB1(13) = 6, et donc il ne reste pas
d’article & insérer dans la bordure positive. On
obtient finalement :

Bdt(F) = {16,26,36,1234, 1235, 1245, 1345}.

@M}@M@m

23 14 14 B4 1% 8 ) M 3 b (|23

HBHM%%ﬁ%%%....E

1234756

—r

Fig. 6 — Etape 3 : Détermination de la bordure
positive (entourée)

La base de transactions résultat peut alors
étre générée a partir de la bordure positive ob-
tenue.

6 Conclusion

Partant du travail fondateur de |16, cet ar-
ticle explore plus en avant la génération de bases
de transactions synthétiques prenant en compte
la, distribution des bordures positives et néga-
tives des fréquents. En particulier, la nécessité de
prendre en compte plus spécifiquement la bor-
dure négative est mise en avant par un théo-
réeme et des observations expérimentales. Une
méthode, issue de travaux en cours d’approfon-
dissements, est donnée de facon informelle, pre-
nant en entrée une distribution de bordure néga-
tive, et fournissant une base données de transac-
tions synthétique "vérifiant" cette bordure. Si la
méthode n’est pas encore formellement démon-
trée, un certain nombre de pistes sont données
et permettent de conjecturer de sa correction.

Avant tout, nous pensons que cet article ouvre
un grand nombre de perspectives dans ce do-
maine qui a été peu considéré, malgré 'immense
popularité du probléme de découverte des motifs
fréquents. La méthode proposée pour prendre en
compte la bordure négative permet certes d’étu-
dier les performances des algorithmes en fonction
de ce paramétre ; toutefois le probléme de la prise
en compte des distributions relatives des deux



bordures reste toujours ouvert et non trivial. Le
probléme réside principalement dans le fait de
perdre la propriété abondamment utilisée dans
cet article, qui est le calcul des motifs induits &
I’aide des coefficients binomiaux. En 1’état, cette
propriété n’est valide que lorsque les motifs des
bordures sont consécutifs dans 'ordre colex ; il
est nécessaire d’assouplir cette contrainte pour
réaliser des jeux d’essais plus variés.

Deux autres voix de recherche doivent égale-
ment étre considérées. La premiére est une gé-
néralisation de ce travail, i.e. considérer des bor-
dures de caractéristiques monotones autres que
"etre fréquent" : les ensembles libres, disjonctifs
libres, essentiels. La deuxiéme est de prendre en
compte des caractéristiques importantes des jeux
de données, ot la notion de bordure ne s’applique
pas, comme la distribution des motifs fermés fré-
quents.

Enfin, nous envisageons I’'étude expérimen-
tale elle-méme des programmes existants en fonc-
tion de ces nouveaux paramétres, conduisant cer-
tainement & une nouvelle classification des jeux
de données.
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