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Résumé : Cet article concerne l’étude expérimentale et la compréhension par modèle à petit nombre de degré de liberté, des vibrations d’un câble incliné relié à une poutre 
- modèle simplifié d’un ouvrage d’art. L’excitation extérieure est effectuée sur la poutre. Le câble attaché à l’extrémité de celle-ci est soumis à une sollicitation verticale 
sinusoïdale multi-fréquentielle due à la réponse de la poutre de raideur finie. L’excitation du câble bien que plus riche est comparable à celle utilisée lors de travaux 
antérieurs. Un système de guidage de l’extrémité de la poutre assure cette excitation au prix d’une possible variation de la tension horizontale dans le câble introduisant une 
excitation paramétrique supplémentaire. L’analyse de premiers résultats  expérimentaux en résonance principale et secondaire permet d’envisager des modèles explicatifs à 
un degré de liberté obtenus par projection du modèle continu tridimensionnel du câble sur un mode convenable d’Irvine. Le traitement de ces systèmes simples nourri des 
données du dispositif expérimental montre un agrément qualitatif satisfaisant des premières expérimentations et des modèles. 
Mots clés : vibration de câble, résonance paramétrique, système non linéaire à petit nombre de degrés de liberté, expérience, méthodes analytiques. 
 
Abstract :  This paper deals with experimental study and with understanding via a finite number of degrees of freedom model of the vibrations of an inclined cable linked 
to a continuous beam. This is a simplified version of deck and cable of a bridge. External excitation is exerted on the beam. The cable attached to the end of the beam is 
submitted to a vertical sinusoidal multi-frequency solicitation due to the response of the finite stiffness beam. The excitation of the cable though it is more complex looks 
similar to the excitation used in previous works. A guided device located at the end of the beam ensures the excitation with –potentially- a variation of the horizontal 
component of the cable tension that introduces a new parametric excitation. Analysis of preliminary experimental results for main and secondary resonances permits us to 
consider simple modeling with one degree of freedom systems obtained by projection of the continuous three-dimensional model of the cable on adapted Irvine mode. 
Analytical treatment of these models involving data from the experimental devices shows a correct qualitative agreement between preliminary experiments and theoretical 
and numerical results. 
Keywords : cable vibration, parametric resonance, nonlinear system with a small number of degrees of freedom, experiments, analytical methods. 
 
 

1 Introduction 

L’étude des oscillations de câbles a fait l’objet d’un grand nombre de travaux. 
Certains concernent les aspects statiques [1], d’autres des aspects dynamiques 
[2-5], avec une approche linéaire dans un premier temps. D’autres travaux se 
sont attelés à la description nécessaire des termes non linéaires pour 
comprendre le comportement réel des câbles en vibration. 
Meirovitch [6] montre que la réponse plane d’un câble tendu non amorti peut 
être décrite par une équation de type Duffing. Takahashi et Konishi [7-8] 
s’intéressent aux vibrations non linéaires libres  ou forcées  tridimensionnelles. 
Benedettini et al. [9-14] considèrent des oscillations d’un câble élastique 
suspendu entre deux supports horizontaux sous différents cas de résonances. 
Ces études sont également importantes du point de vue des applications 
(amortisseurs [15-16], câbles de téléphériques [17], contrôle de tendons [18], 
ponts à haubans , etc.).  
L’inclusion des effets non linéaires est clairement nécessaire pour étudier 
d’autres phénomènes (interactions modales non linéaires [19], effets sur-
harmoniques, résonances internes [20], bifurcation [21], effet  de non linéarités 

paramétriques [22]. L’ouvrage de Nayfeh et al. [23] fournit de nombreuses 
références un peu anciennes mais intéressantes.  
L’introduction de modèles à peu de degrés de liberté (par exemple trois [24]) 
est très fructueuse et suffisante pour la description de résultats expérimentaux.  
 
 Les résultats proposés dans ces multiples références utilisent toutes les 
approches possibles pour décrire, expliquer mais en condensant la 
phénoménologie des observations. Habituellement, après la mise en équations 
sous forme d’un système tridimensionnel d’équations aux dérivées partielles 
d’évolution non linéaires régissant les déplacements du câble, les auteurs 
utilisent une discrétisation en introduisant une base tronquée de modes de la 
partie linéaire (modes d’Irvine) sélectionnés en fonction de la gamme de 
sollicitation. En projetant sur cette base tronquée, un système régulier masses – 
ressort non linéaire est obtenu et étudié via des méthodes analytiques ou par des 
approches purement numériques selon le type d’oscillations attendues.  
Souvent les auteurs n’ont considéré qu’un câble horizontal. Cette méthodologie 
a néanmoins été utilisée par Khadraoui [25] dans sa thèse par exemple sur un 
câble incliné.  
Ce travail fait suite à des travaux précédents [26-31] dans lesquels elle a été 
également utilisée. Dans ces travaux, les vibrations d’un câble incliné ont été 
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étudiée du point de vue de deux résonances particulières : la résonance 
principale où la fréquence de la sollicitation extérieure sinusoïdale est supposée 
proche de la fréquence propre du premier mode plan d’Irvine, puis lorsque cette 
même fréquence de la sollicitation extérieure était proche du double de cette 
même fréquence proche. Les résultats obtenus montraient un bon accord entre 
l’expérience et la description analytique de solutions d’oscillateurs à un degré 
de liberté obtenus par projection sur le mode d’Irvine convenable. La méthode 
analytique retenue était la méthode familière des échelles multiples. 
Par contre dans ces travaux une excitation était produite en imposant un 
déplacement directement à l’extrémité inférieure du câble tendu, avec un 
dispositif de reprise de la tension pour maintenir la composante horizontale de 
la tension du câble (aussi) constante (que possible). Nous avons considéré que 
ce modèle sensé représenter un modèle réduit de sollicitation d’un câble 
d’ouvrage d’art par le tablier du pont ne prenait pas véritablement en compte le 
rôle de celui-ci en particulier par l’introduction d’une raideur finie.  
C’est pourquoi ici, nous étudions expérimentalement un câble incliné lié à une 
poutre horizontale. L'excitation de la poutre est transmise au câble via un 
système de guidage constituant une masse ajoutée. La mesure des sollicitations 
au niveau de ce système permet de mettre en évidence les composantes 
dynamiques de la réaction horizontales et les composantes de la sollicitation 
extérieure transmise au câble. La mesure de la sollicitation exercée au niveau du 
câble et la mesure de la réponse du câble permettent de mettre en évidence les 
résonances concernées et d’envisager un modèle simplifié. Une limite dans 
l’analogie est apportée par la valeur de la masse représentée par la poutre 
ajoutée : contrairement au cas d’un tablier de pont où la masse du tablier est 
beaucoup plus grande que celle du câble, nous avons ici des masses dans un 
ratio plus faible (de l’ordre de 10) à l’avantage du pseudo-tablier. 
L’objectif de l’étude est de comprendre par la mesure le rôle de cette raideur, et 
d’essayer de réutiliser un modèle analogue aussi simple que possible (un degré 
de liberté non linéaire idéalement), la poutre ajoutée agissant simplement 
comme « filtre » de la sollicitation extérieure, et le système de guidage 

«filtrant » lui la  réaction horizontale à prendre en compte dans le modèle 
simplifié.  
 
Le document est organisé de la façon suivante : après cette introduction, nous 
effectuons une présentation plus détaillée du dispositif expérimental en section 
2. Dans la section 3, nous présentons des résultats expérimentaux concernant la 
réaction, et la sollicitation ainsi que les réponses du câble en résonance 
particulière.  
La section 4 concerne la description de la modélisation et la réduction du 
modèle. Enfin, quelques résultats analytiques sont proposés en section 5, pour 
établir une première comparaison qualitative entre observations expérimentales 
et capacité du modèle à reproduire l’observation. 
Une conclusion termine ce travail qui constitue une première étape de 
l’investigation du  système.  
 

2 Présentation du dispositif expérimental 

Le dispositif expérimental global est constitué d’un câble – une corde à piano, 
enroulement d’un fil de cuivre autour d’une corde acier - relié à un bâti fixe en 
partie supérieure et relié à une poutre – figurant le tablier d’un pont – en partie 
inférieure via un système de guidage qui permet en fait d’exercer une 
sollicitation verticale sur le câble au prix de la variation de la composante 
horizontale de la tension du câble. Le dispositif est décrit par la figure 1. La 
figure 2 montre la poutre horizontale figurant le tablier de pont et le système 
d’excitation de la poutre poursuivant l’analogie avec un ouvrage d’art. On 
comprend dès lors que le système continu constitué par cette poutre est 
susceptible de renvoyer une réponse potentiellement multi-fréquentielle comme 
excitation de l’extrémité du câble. 
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Figure 1: Schéma général du dispositif expérimental

 
 
 

 
Figure 2: Câble incliné constitué d'une corde à piano relié à une poutre 

horizontale. La poutre est excitée verticalement par un pot vibrant. 
 

L’excitation est réalisée par un pot électrodynamique, de force nominale 100N, 
à proximité de l’encastrement de lame. La force transmise par le pot à la 
structure est mesurée par un capteur piézo-électrique. La tension instantanée du 
câble est mesurée par un capteur de force à jauges. Un micromètre laser à 
caméra CCD grande résolution permet de mesurer sans contact les 
déplacements du câble dans son mouvement plan. Enfin, un capteur laser 
permet de mesurer sans contact le déplacement de la masse. Les acquisitions 
sont réalisées et traitées à travers une chaîne LMS-Pimento. 
 
La figure 3 présente le détail du dispositif de guidage de l’extrémité de la poutre 
assurant une sollicitation verticale du câble et générateur d’une composante 
oscillante de la tension horizontale du câble. 
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Figure 3: Détail du dispositif de guidage de l'extrémité de la poutre assurant une 
sollicitation verticale du câble et créant une composante oscillante de la tension 

horizontale du câble. 
 

3 Présentation des résultats expérimentaux 

3.1 Mesure de la tension du câble 

 
La tension dans le câble a été mesurée. Les résultats permettent de mettre en 
évidence une variation de cette tension de sorte que la tension horizontale dans 
le câble n’est plus constante, mais comporte une perturbation correspondant à 
quelques harmoniques de Fourier de l’excitation.  
La figure 4 vient étayer cette hypothèse et permet d’envisager un 
développement sous la forme : 

( ) ( ) ( )( ) ( )0 1 2 31 cos cos 2 cos 3 cosH H r t r t r t θ= − Ω − Ω − Ω  

 
La tension horizontale introduite dans un modèle réduit produira une excitation 
paramétrique supplémentaire. 
 

 
Figure 4: Résultats expérimentaux montrant l'apport d'un effet paramétrique par 

la variation de tension horizontale du câble 

3.2 Mesure de la sollicitation en déplacement du câble 

 
Le déplacement de l’extrémité du système guidé (extrémité de la poutre) a 
également été mesuré. Comme nous l’attendions, la poutre - système continu- 
répond à l’excitation et renvoie plusieurs harmoniques sur le câble. La figure 5 
présente les mesures effectuées et corrobore cela. 
 

 
Figure 5: Résultats expérimentaux montrant les composantes de la sollicitation 

en déplacement de l'extrémité inférieure du câble 
 

Ces mesures nous permettent de retenir une forme simplifiée d’excitation que 
nous pouvons directement introduire dans le modèle à un degré de liberté 
envisagé. Les mesures permettent par ailleurs de disposer des valeurs des 
coefficients de Fourier de l’excitation développée selon l’harmonique de 
forçage exercée sur la poutre.  
On note aussi expérimentalement que la réponse du câble et l’excitation de 
l’extrémité du câble vibrent selon un déphasage proche de π/2. 

4 Description du modèle 

Considérons un câble de longueur L encastré à ces deux extrémités et 
incliné d’un angle θ par rapport à l’horizontale, Figure 6. Le mouvement de 
l’extrémité inférieure Z(t) imposé.  
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Figure 6: Modèle de câble incliné retenu. 

 
La méthodologie classique consiste à considérer le modèle non linéaire 
élastique de câbles représenté par trois équations aux dérivées partielles 
décrivant l’évolution tridimensionnelle des vibrations du câble. La démarche est 
rappelée dans [25] ou [26-27]. 
Compte tenu du caractère plan et vertical des vibrations observées à expliquer, 
en ne prenant en compte que les termes non linéaires principaux, on peut ne 
conserver que le problème lié à V(s,t) la composante verticale du déplacement 
du câble, où t désigne le temps et s une abscisse curviligne qui est identique en 
première approximation à la coordonnée spatiale x du câble. On projette alors le 
problème continu en utilisant l’allure suivante de V : 

( ) ( ) ( ) ( ), . . cosV x t f x y t x Z t θ= +  

où θ l’inclinaison du câble, y la coordonnée modale inconnue, Z(t) la 
sollicitation en déplacement de l’extrémité du câble et f(x) désigne la fonction 
de premier mode d’Irvine définie par : 

( )
0

0 0

0 0 0

1 cos tan sin
2

1 cos tan sin
2 2 2

x x

L L
f x

ωω ω

ω ω ω

     − −     
     =
     − −     
     

 

 
Cette sollicitation prend la forme  
 

( ) ( ) ( ) ( )01 02 03cos cos 2 cos 3Z t Z t Z t Z t= Ω + Ω + Ω  

 
La déformée statique ainsi que l’allure de la déformée dynamique sont 
représentés sur la Figure 7. 
 

 
Figure 7 : Allure des déformées statique (trait pointillé) et dynamique (trait 

plein) d'un câble incliné 
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Dans les paramètres régissant l’équation du déplacement du système à un degré 
de liberté obtenu figure la tension horizontale H (notée H0 dans les travaux 
antérieurs [25-26]). Compte tenu des résultats expérimentaux, il est raisonnable 
de lui donner l’allure suivante : 
 

( ) ( ) ( )( ) ( )0 1 2 31 cos cos 2 cos 3 cosH H r t r t r t θ= − Ω − Ω − Ω  

 
Au final, le système à un degré de liberté condensant l’oscillation de y 
s’écrit sous la forme :  

( ) ( ) ( )( )( ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

2

2

0 1 1 1 2 2 3 3 01 4 02 5 03 6

2

2 1 1 2 2 3 3 01 4 02 5 03 6

3 1 1 2 2

d y dy
2

dtdt

y 1 r cos t r cos 2 t r cos 3 t Z cos t Z cos 2 t Z cos 3 t

1 r cos t r cos 2 t r cos 3 t Z cos t Z cos 2 t Z cos 3 t

1 r cos t r cos 2 t r

+ ξω

+ β +β − Ω + φ − Ω + φ − Ω + φ Ω + φ + Ω + φ + Ω + φ

+β − Ω + φ − Ω + φ − Ω + φ Ω + φ + Ω + φ + Ω + φ

+β − Ω + φ − Ω + φ − ( )( ) )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

3

3 3

22

2 1 1 2 2 3 3

3

3 1 1 2 2 3 3

2

1 1 1 2 2 3 3 01 4 02 5 03 6

2 1 1 2 2

cos 3 t

y 1 r cos t r cos 2 t r cos 3 t

y 1 r cos t r cos 2 t r cos 3 t

1 r cos t r cos 2 t r cos 3 t Z cos t Z cos 2 t Z cos 3 t

1 r cos t r cos 2 t r

Ω + φ

+α − Ω + φ − Ω + φ − Ω + φ

+α − Ω + φ − Ω + φ − Ω + φ

= γ − Ω + φ − Ω + φ − Ω + φ Ω + φ + Ω + φ + Ω + φ

+γ − Ω + φ − Ω + φ − ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2 2

3 3 01 4 02 5 03 6cos 3 t Z cos t Z cos 2 t Z cos 3 tΩ + φ Ω + φ + Ω + φ + Ω + φ

 

 
Où les φi rendent compte du déphasage observé entre la sollicitation et la 
réponse. Ici nous fixerons : 

1 2 3

4 5 6

3
, ,

2 2
3

, ,
2 2

π πφ = φ = π φ =

π πφ = φ = π φ =
 

 
Les autres paramètres sont déterminés expérimentalement et choisis égaux à : 

1 2 30.007, 0.008, 0.008r r r= = =  
01 02 030.003, 0.003, 0.002Z Z Z= = =  

1 0.01ξ =  
1 3.15ω =  
2 33.736385995, 3.417940772α α= =   
0 1

2 3

10.42128256, 137.4734826,

0.5856136502, 0.04004019560

β β
β β

= =
= =

 

1 2148.7937756, 0.6338361720γ γ= − = −  
 
Le modèle simplifié obtenu peut maintenant être étudié par des méthodes 
analytiques classiques.  
Il faut bien sûr noter que les approximations apportées par l’introduction de 
données expérimentales indirectes (le filtrage de la sollicitation par la poutre – 
système continue – et le système de guidage), et le parti pris de ne considérer 
que le câble, en concentrant le rôle de la poutre et du guidage dans l’allure des 
sollicitations, de la réaction horizontale et du déphasage sont assez brutales. 
Aussi n’espérons-nous dans un premier temps que l’obtention d’un scénario 
qualitatif. 

5 Vibrations non linéaires approchées  

En utilisant la méthode des échelles multiples (au premier ordre), on obtient les 
équations suivantes : 
 

2

2

0

20
0 1

y

T
y 0

∂
∂

+ ω =  

 

( )( )

( )( )

( ) ( )( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )( )

2

2

0

2
2 31 0

1 1 30 0 10 0 1
1 0

22
20 0 10 0 1

2 0
1 1 1 0 2 0

0

2 22
20 10 0 1 010 0 4

2

10 010 0 4 10 0 1

0 01 10

y

T

y
y y 1 r cos T 2

T T

y 1 r cos T

y
2 1 a cos T a cos T

T

1 r cos T Z cos T

Z cos T 1 r cos T

y 1 r cos T

∂
∂

 ∂+ ω = −α − Ω + φ −  ∂ ∂ 

−α − Ω + φ

 ∂− ζ ω + Ω + φ + Ω + φ  ∂ 

+γ − Ω + φ Ω + φ

+γ Ω + φ − Ω + φ

− β − Ω( )( ) ( )(
( )( ) ( )
( )( ) )

0 1 010 0 4

22
02 10 0 1 010 0 4

3

03 10 0 1

Z (cos T

1 r cos T Z cos T

1 r cos T

+ φ Ω + φ

+β − Ω + φ Ω + φ

+β − Ω + φ

 

 
Pour cette résolution par les échelles multiples, on pose: 

1 1ξ εζ= , 0 2..3i i iα εα= = , 0 0..3i i iβ εβ= = , 0 1..2i i iγ εγ= = , 

1 10, 0 2..3ir r r iε= = = , 10 010 0, 0 2..3iZ Z Z iε= = =  

 
Le modèle à un degré de liberté est étudié dans le cas de résonance primaire et 
secondaire. 
 
5.1 Cas de la résonance paramétrique principale 12ω εσΩ = +  

 
L’équation aux amplitudes obtenue par la méthode analytique retenue s’écrit en 
fonction des paramètres du problème (en particulier des amplitudes des 
composantes variables de la tension et du déplacement imposé de l’extrémité 
inférieure du câble) et de la fréquence d’excitation. 
 
La figure 8 présente la réponse amplitude-fréquence du premier mode du câble : 
il s’agit de l’amplitude de la première harmonique en fonction de la fréquence 
de base de la sollicitation extérieure. 
 
Qualitativement, les branches obtenues évoluent de façon similaire aux résultats 
expérimentaux, Figure 9. L’orientation des branches est principalement liée aux 
composantes des tensions et sollicitations. 
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Figure 8 : Résultats numériques correspondant à l’équation aux amplitudes et 

montrant l’amplitude de première harmonique du premier mode du câble. 
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Figure 9 : Résultats expérimentaux Amplitude-Fréquence dans le cas où 

12ω εσΩ = +  

 
5.2 Cas de la résonance primaire 1ω εσΩ = +  

 
L’équation aux amplitudes obtenue par la méthode analytique retenue s’écrit en 
fonction des paramètres du problème (en particulier des amplitudes des 
composantes variables de la tension et du déplacement imposé de l’extrémité 
inférieure du câble) et de la fréquence d’excitation. 
 
La figure 10 présente la réponse amplitude fréquence du premier mode du 
câble : il s’agit de l’amplitude de la première harmonique en fonction de la 
fréquence de base de la sollicitation extérieure dans le cas de la résonance 
secondaire. 
 
Qualitativement, les branches obtenues évoluent de façon similaire aux résultats 
expérimentaux, Figure 11.  

 
Figure 10: Résultats numériques correspondant à l’équation aux amplitudes de 

résonance secondaire  et montrant l’amplitude de première harmonique du 
premier mode du câble. 
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Figure 11 : Résultats expérimentaux Amplitude-Fréquence dans le cas où 

1ω εσΩ = +  

6 Conclusion 

Le modèle développé dans ce travail est prometteur. La simplification du 
modèle et l'introduction de paramètres relativement délicats à mesurer 
conduisent à l'obtention d'un accord pour l'instant seulement qualitatif entre 
comportement observés expérimentalement et résultats numériques. Une étude 
plus complète doit permettre de définir avec précision les différentes variables 
complémentaire (r2, r3, Z20, Z30 et les phases). A terme, il est possible d’inclure 
dans le modèle une raideur au niveau du point d’encrage supérieur, ce qui 
correspond physiquement à la souplesse d’une pile de pont observée sur 
certains ouvrages. 
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