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Résumé :Cet article concerne I'étude expérimentale eblagréhension par modéle a petit nombre de degiibeat®®, des vibrations d’un céble incliné reliérée poutre
- modele simplifié¢ d’'un ouvrage d’art. L'excitati@xtérieure est effectuée sur la poutre. Le catdelaé a I'extrémité de celle-ci est soumis a wikciation verticale
sinusoidale multi-fréquentielle due a la réponsdadpoutre de raideur finie. L'excitation du calbien que plus riche est comparable a celle utilisée de travaux
antérieurs. Un systéme de guidage de I'extrémité geutre assure cette excitation au prix d’'ungsjide variation de la tension horizontale darclgle introduisant une
excitation paramétrique supplémentaire. L'analys@mr@miers résultats expérimentaux en résonaiapale et secondaire permet d’envisager des resd®plicatifs a
un degré de liberté obtenus par projection du neod@htinu tridimensionnel du cable sur un mode eoable d’lrvine. Le traitement de ces systemes Issnpourri des
données du dispositif expérimental montre un agnéimpealitatif satisfaisant des premiéres expériains et des modeéles.

Mots clés : vibration de cable, résonance paramétjiie, systéeme non linéaire a petit nombre de degrés liberté, expérience, méthodes analytiques.

Abstract : This paper deals with experimental study and wittlerstanding via a finite number of degrees eédom model of the vibrations of an inclined cdinleed
to a continuous beam. This is a simplified versdbrleck and cable of a bridge. External excitat®pxerted on the beam. The cable attached tontthe@®the beam is
submitted to a vertical sinusoidal multi-frequersoyicitation due to the response of the finitefisé§s beam. The excitation of the cable though ihdére complex looks
similar to the excitation used in previous worksgéided device located at the end of the beam eaghe excitation with —potentially- a variationtb®& horizontal
component of the cable tension that introducesnapaametric excitation. Analysis of preliminarypeximental results for main and secondary resorsapesanits us to
consider simple modeling with one degree of freedgstems obtained by projection of the continudued-dimensional model of the cable on adaptesdrmode.
Analytical treatment of these models involving dfatan the experimental devices shows a correctitgtiae agreement between preliminary experimentstheoretical
and numerical results.

Keywords : cable vibration, parametric resonance, anlinear system with a small number of degrees ofdedom, experiments, analytical methods.

paramétrigueg22]. L'ouvrage de Nayfeh et al. [23] fournit de nomises
références un peu anciennes mais intéressantes.

L'introduction de modeles & peu de degrés de kbgrar exemple troif24])
est tres fructueuse et suffisante pour la desorigle résultats expérimentaux.

1 Introduction

L’étude des oscillations de cables a fait I'objetrdgrand nombre de travaux.
Certains concernent les aspects statiques [1]trd®ules aspects dynamiques
[2-5], avec une approche linéaire dans un preneieps. D’autres travaux se

sont attelés a la description nécessaire des temwes linéaires pour
comprendre le comportement réel des cables entizibra

Les résultats proposés dans ces multiples réfésentilisent toutes les
approches possibles pour décrire, expliquer mais cemdensant la
phénoménologie des observations. Habituellememésap mise en équations
sous forme d'un systéme tridimensionnel d’équatiang dérivées partielles

Meirovitch [6] montre que la réponse plane d’'unledendu non amorti peut
étre décrite par une équation de type Duffing. Tiakhi et Konishi [7-8]
s'intéressent aux vibrations non linéaires libi@s forcées tridimensionnelles.
Benedettini et al.[9-14] considérentdes oscillations d'un cable élastique
suspendu entre deux supports horizontaux sousediffécas de résonances.
Ces études sont également importantes du point uge des applications
(amortisseurs [15-16], cables de téléphériquid$, controle de tendons [18],
ponts a haubans , etc.).

L’inclusion des effets non linéaires est clairemedicessaire pour étudier
d’autres phénomeénes (interactions modales non ile®g19], effets sur-
harmoniques, résonances internes [20], bifurc4fah effet de non linéarités

d’évolution non linéaires régissant les déplacemehi cable, les auteurs

utilisent une discrétisation en introduisant unsebronquée de modes de la
partie linéaire (modes d'Irvine) sélectionnés emcimn de la gamme de

sollicitation. En projetant sur cette base tronqugesystéme régulier masses —
ressort non linéaire est obtenu et étudié via dithades analytiques ou par des
approches purement numériques selon le type daiseiis attendues.

Souvent les auteurs n'ont considéré qu’'un cabledtal. Cette méthodologie

a néanmoins été utilisée par Khadraoui [25] danthése par exemple sur un
cable incliné.

Ce travail fait suite a des travaux précédents3P6eans lesquels elle a été
également utilisée. Dans ces travaux, les vibrat@non cable incliné ont été
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étudiée du point de vue de deux résonances péitiesl: la résonance
principale ou la fréquence de la sollicitation etdre sinusoidale est supposée
proche de la fréquence propre du premier modedlanne, puis lorsque cette
méme fréquence de la sollicitation extérieure gtaiiche du double de cette
méme fréquence proche. Les résultats obtenus nemttizn bon accord entre
I'expérience et la description analytique de sohsi d’'oscillateurs & un degré
de liberté obtenus par projection sur le mode dikvconvenable. La méthode
analytigue retenue était la méthode familiére @bekes multiples.

Par contre dans ces travaux une excitation étaitiyte en imposant un
déplacement directement a I'extrémité inférieure afible tendu, avec un
dispositif de reprise de la tension pour maintémicomposante horizontale de
la tension du cable (aussi) constante (que pojsikis avons considéré que
ce modele sensé représenter un modéle réduit dieitabbn d'un céble
d’ouvrage d’art par le tablier du pont ne prenait péritablement en compte le
réle de celui-ci en particulier par l'introductidfune raideur finie.

C’est pourquoi ici, nous étudions expérimentalementable incliné lié a une
poutre horizontale. L'excitation de la poutre esingmise au cable via un
systeme de guidage constituant une masse ajowtémeture des sollicitations
au niveau de ce systéeme permet de mettre en éediEsc composantes
dynamiques de la réaction horizontales et les ceamges de la sollicitation
extérieure transmise au cable. La mesure de liaitatiion exercée au niveau du
cable et la mesure de la réponse du cable permeiéemettre en évidence les
résonances concernées et d’envisager un modéldif@mpne limite dans
'analogie est apportée par la valeur de la maspeésentée par la poutre
ajoutée : contrairement au cas d'un tablier de mponta masse du tablier est
beaucoup plus grande que celle du cable, nous aebdes masses dans un
ratio plus faible (de I'ordre de 10) a 'avantagepseudo-tablier.

L’objectif de I'étude est de comprendre par la mede role de cette raideur, et
d’essayer de réutiliser un modéle analogue ausgilsique possible (un degré
de liberté non linéaire idéalement), la poutre &euagissant simplement
comme « filtre » de la sollicitation extérieure, let systtme de guidage
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«filtrant » lui la réaction horizontale a prendze compte dans le modéle
simplifié.

Le document est organisé de la fagon suivanteeésapette introduction, nous
effectuons une présentation plus détaillée du gigpexpérimental en section
2. Dans la section 3, nous présentons des résakpésimentaux concernant la
réaction, et la sollicitation ainsi que les répenshi cable en résonance
particuliére.

La section 4 concerne la description de la modédisaet la réduction du
modéle. Enfin, quelques résultats analytiques pampposés en section 5, pour
établir une premiére comparaison qualitative eabgervations expérimentales
et capacité du modele a reproduire I'observation.

Une conclusion termine ce travail qui constitue ymemiére étape de
l'investigation du systeme.

2 Présentation du dispositif expérimental

Le dispositif expérimental global est constituérdtable — une corde a piano,
enroulement d’un fil de cuivre autour d’'une cordéer- relié a un bati fixe en
partie supérieure et relié a une poutre — figulatablier d’'un pont — en partie
inférieure via un systéme de guidage qui permetfah d’'exercer une
sollicitation verticale sur le céble au prix deJariation de la composante
horizontale de la tension du cable. Le disposkif @écrit par la figure 1. La
figure 2 montre la poutre horizontale figurant &blter de pont et le systéme
d’excitation de la poutre poursuivant I'analogieeawun ouvrage d'art. On
comprend dés lors que le systeme continu consparé cette poutre est
susceptible de renvoyer une réponse potentiellemeitt-fréquentielle comme
excitation de I'extrémité du cable.

Capteur
de Force

Micromeétre
Laser

Figure 1: Schéma général du dispositif expérimental

Figure 2: Cable incliné constitué d'une corde a@izlié & une poutre
horizontale. La poutre est excitée verticalementipapot vibrant.

L’excitation est réalisée par un pot électrodynamajcde force nominale 100N,
a proximité de I'encastrement de lame. La forcedmaise par le pot a la
structure est mesurée par un capteur piézo-élaetrica tension instantanée du
cable est mesurée par un capteur de force a jallgesnicrometre laser a
caméra CCD grande résolution permet de mesurer samgact les
déplacements du cable dans son mouvement plann,Emfi capteur laser
permet de mesurer sans contact le déplacement madae. Les acquisitions
sont réalisées et traitées a travers une chaineRih®&nto.

La figure 3 présente le détail du dispositif dedgugie de I'extrémité de la poutre
assurant une sollicitation verticale du cable etégéteur d’'une composante
oscillante de la tension horizontale du cable.
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Figure 3: Détail du dispositif de guidage de I'étité de la poutre assurant une

sollicitation verticale du cable et créant une cosgmte oscillante de la tension
horizontale du cable.

3 Présentation des résultats expérimentaux

3.1 Mesure de la tension du cible

La tension dans le cable a été mesurée. Les risspkamettent de mettre en
évidence une variation de cette tension de sogdajtension horizontale dans
le cable n’est plus constante, mais comporte unipbation correspondant a
quelques harmoniques de Fourier de I'excitation.

La figure 4 vient étayer cette hypothese et permd&nvisager un
développement sous la forme :

H =H,(1-r,coqQt) -r, co§ @t)-r, cdst)) cfa)

La tension horizontale introduite dans un modétRiitéproduira une excitation
paramétrique supplémentaire.

J\

Frowmrey el

Figure 4: Résultats expérimentaux montrant |'apgiart effet paramétrique par
la variation de tension horizontale du cable

3.2 Mesure de la sollicitation en déplacement du cable

Le déplacement de I'extrémité du systeme guidérdmité de la poutre) a
également été mesuré. Comme nous l'attendionspuérep - systéme continu-
répond a I'excitation et renvoie plusieurs harmaegsur le cable. La figure 5
présente les mesures effectuées et corrobore cela.

AN JL L

Figure 5: Résultats expérimentauﬁ%ntram les azaptes de la sollicitation
en déplacement de I'extrémité inférieure du cable
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Ces mesures nous permettent de retenir une formglifsée d’excitation que
nous pouvons directement introduire dans le modélen degré de liberté
envisagé. Les mesures permettent par ailleurs sigostr des valeurs des
coefficients de Fourier de I'excitation développgelon I'harmonique de
forgage exercée sur la poutre.

On note aussi expérimentalement que la réponsedbie et I'excitation de
I'extrémité du céble vibrent selon un déphasagehmaen2.

4 Description du modeéle

Considérons un céble de longuéuencastré a ces deux extrémités et
incliné d’'un angled par rapport a I'horizontale, Figure 6. Le mouveinée
I'extrémité inférieureZ(t) imposé.

Z=ZocosQt
Figure 6: Modéle de cable incliné retenu.

La méthodologie classique consiste a considéreméelele non linéaire
élastique de cables représenté par trois équatons dérivées partielles
décrivant I'évolution tridimensionnelle des vibats du cable. La démarche est
rappelée dans [25] ou [26-27].

Compte tenu du caractére plan et vertical des tiitors observées a expliquer,
en ne prenant en compte que les termes non lisépiecipaux, on peut ne
conserver que le probléeme lié/gst) la composante verticale du déplacement
du cable, ol désigne le temps stune abscisse curviligne qui est identique en
premiére approximation a la coordonnée spatiale cable. On projette alors le
probléme continu en utilisant I'allure suivante\de

V(xt) = f(x).y(t) + xZ(t) cos?

ol @ linclinaison du céble,y la coordonnée modale inconnug(t) la
sollicitation en déplacement de I'extrémité du edbif(x) désigne la fonction
de premier mode d'Irvine définie par :

PP G S
el of3) 3]

Cette sollicitation prend la forme

Z(t) =Z,coqQt) +Z,, cog Bt)+Z,, cofs Bt)

La déformée statique ainsi que l'allure de la d&fe dynamique sont
représentés sur la Figure 7.

Figure 7 : Allure des déformées statique (trainfithé) et dynamique (trait
plein) d'un cable incliné
3
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Dans les paramétres régissant I'équation du déplacedu systéme a un degré
de liberté obtenu figure la tension horizontale tétée HO dans les travaux
antérieurs [25-26]). Compte tenu des résultatsraxgétaux, il est raisonnable
de Iui donner I'allure suivante :

LYON, 2008
H =H,(1-r,cofQt)-r, co§ Bt)-r, cdst)) cf8)

Au final, le systtme a un degré de liberté condengascillation dey
s'écrit sous la forme :

12
ﬂ + ZEQ&/
dt® dt

+y (B, +B,(1-rco{Qtr@) - cof @ +)- ycdsB #e))( Z cf® +p)+ Z doR2p)+ Z (@ 3qt))
+,(1-rcodQtr@) - cof 2 +o,)- s edsB4g))( Z kR +p)+ Z DoR2p)+ Z B 3q))
+3,(1-rcofQt+@) - £ cof @ +g,)- ;ros Nt+q)) )

+a,y’ (1-r,cod Qt@) - t cof 2 +¢,)— 5 cds B +g,))’

+a,y° (1-1, co{ Q t+ @) - £ co§ @ +¢,)— J cfs B +Q,)
=y,(1-rcodQtr@) - 1 cof @ +9,)~  cds B +0,))

)
(7 cbe+p)+ z do02o)+ Z (@ 3¢t))

#, (1-rcodQtrg) - f cof @ +g,)- oy D)) (7, cofQ k@) + Z, o @ 49)+ 7 cfsB+p))’

Ou les ¢ rendent compte du déphasage observé entre lzitsoitin et la
réponse. Ici nous fixerons :

T _3m
(Pl—?%—n’%—?
@, =E!(p5=nv(p6:3l[

2 2

Les autres parametres sont déterminés expérimamgatest choisis égaux a :
r,=0.007y,= 0.008,= 0.00

Z,,=0.003Z,,= 0.00%,,= 0.00
£ =001

w =3.15

a, =3.736385995), = 3.4179407

B, =10.421282563 = 137.4734826,
B, =0.58561365023, = 0.040040195
¥, =-148.7937756¢, = - 0.63383617

Le modéle simplifi€ obtenu peut maintenant étrediétipar des méthodes
analytiques classiques.

Il faut bien sdr noter que les approximations apjes par l'introduction de
données expérimentales indirectes (le filtrageadsollicitation par la poutre —
systéme continue — et le systéeme de guidage), rté pris de ne considérer
que le cable, en concentrant le réle de la poutdei@uidage dans l'allure des
sollicitations, de la réaction horizontale et diphi#sage sont assez brutales.
Aussi n’espérons-nous dans un premier temps qixehtion d’'un scénario
qualitatif.

5 Vibrations non linéaires approchées

En utilisant la méthode des échelles multiplespi@mier ordre), on obtient les
équations suivantes :

%y, _
an + yo(*f =0

0

2,

%y _ %,
0T21 +y1(*§ - —a%y?,(l— I’lOCOS(Q T0+(p3)) - {a-rﬁ-(;—o

0

_azoy%(l_ rmcos(Q -[;)"'(\03))2
2 (1+acof0 T+g)+ 3 cd@ J*(P)Z)[gﬂ

0

+Vzo(1_ I’lOCOiQ -[<-)+(pl))2 ZuoCO(SQ Tro )2

o cod QT+ 0))( F 1c0fQ Tro))

Yo ([301(1_ rloCOS(Q T+ (ﬁ)) Zolo(COS(Q Tot (P‘b
+Bro(1-100dQ T+ 0)) ZuoofQ Fro )’
+B(1- 10040 T+0)) )

Pour cette résolution par les échelles multiplagyase:
&=&l,.a,=¢€a,,i=2.3,8=66,1=0.3, ) =¢),i =1..2,
r=&r,,=0i=2.3 Z,,=6Zy,2Z,=0i=2.3

Le modéle a un degré de liberté est étudié danadele résonance primaire et
secondaire.

5.1 Cas de la résonance paramétrique princlpate2a) + €0

L’équation aux amplitudes obtenue par la métho@dytique retenue s'écrit en
fonction des paramétres du probléeme (en particulies amplitudes des
composantes variables de la tension et du déplateémeosé de I'extrémité
inférieure du cable) et de la fréquence d’excitatio

La figure 8 présente la réponse amplitude-fréquelngeremier mode du céble :
il s’agit de I'amplitude de la premiere harmonigere fonction de la fréquence
de base de la sollicitation extérieure.

Qualitativement, les branches obtenues évoluefagm similaire aux résultats
expérimentaux, Figure 9. L'orientation des branatssprincipalement liée aux
composantes des tensions et sollicitations.
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Figure 8 : Résultats numériques correspondantadon aux amplitudes et
montrant 'amplitude de premiére harmonique du peemmode du cable.
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Figure 9 : Résultats expérimentaux Amplitude-Frégeelans le cas ou
Q=2w +e0

5.2 Cas de la résonance primédde= ) + €0

L’équation aux amplitudes obtenue par la métho@dytique retenue s'écrit en
fonction des paramétres du probléme (en particuies amplitudes des
composantes variables de la tension et du déplatemposé de I'extrémité
inférieure du cable) et de la fréquence d’excitatio

La figure 10 présente la réponse amplitude fréguetic premier mode du
cable : il s’agit de I'amplitude de la premiére manique en fonction de la
fréquence de base de la sollicitation extérieunesda cas de la résonance
secondaire.

Qualitativement, les branches obtenues évoluefagm similaire aux résultats
expérimentaux, Figure 11.
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Figure 10: Résultats numériques correspondantjadion aux amplitudes de
résonance secondaire et montrant 'amplitude dmigre harmonique du
premier mode du céble.
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Figure 11 : Résultats expérimentaux Amplitude-Fefme dans le cas ou
Q=w+eo

6 Conclusion

Le modele développé dans ce travail est promettearrsimplification du
modele et lintroduction de parameétres relativemeticats a mesurer
conduisent & l'obtention d'un accord pour linstseilement qualitatif entre
comportement observés expérimentalement et résuitahériques. Une étude
plus compléte doit permettre de définir avec préniges différentes variables
complémentaire §f rs, Zyo, Zso €t les phases). A terme, il est possible d'inclure
dans le modele une raideur au niveau du point digjec supérieur, ce qui
correspond physiquement a la souplesse d'une mlepaht observée sur
certains ouvrages.
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