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RESUME.Ce chapitre présente une généralisation de la forme stahdarpassage (CSF pour
Cross Standard Form) pour un systéme et un correcteur déogrelconque donnés (voire, un
correcteur a deux degrés de liberté). La CSF est un problémredard de commande, dont
I'unique solution optimale, au sens de la normk et/ou H.., correspond a un correcteur
préalablement donné. En d'autres termes, ce correcteunga@st solution d'un probleme de
commande optimalél, et/ou H. inverse. D’'un point de vue commande, I'idée générale est
d'initialiser une procédure de synthégé, et/ou H., avec une CSF, construite & partir d'un
correcteur existant, pour tenir compte de spécificationsalristesse ou de contraintes fré-
guentielles supplémentaires. Cette méthode est applséen exemple académique et sur un
exemple industriel du domaine aéronautique.

ABSTRACT.This chapter presents a generalization of the Cross StahBarm (CSF) for a given
plant and a given controller of arbitrary order (even, a twlegree of freedom compensator).
The CSF is a canonical augmented standard plant whéseor H> unique optimal controller
is a given controller, that is a solution to the general irseoptimal control problem. From the
control design point of view, the general idea is to apply @&F to a first controller in order
to initialize an H.. design procedure to handle complementary frequency-dogwistraints
or robustness specifications. An academic example and astinal application in the field of
aeronautics engineering are given.

MOTS-CLES synthése multi-objectifs, problémes inverses, syntHesesynthesed;
KEYwORDSMulti-objective synthesis, inverse control probldifh, design,H> design
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1. Introduction

La procédure de synthése d'une loi de commande, préseniéeeahapitre, vise
a minimiser itérativement plusieurs critéres de typeou H.. L'idée essentielle de
cette méthode est d’enrichir un probleme de commande sadac de nouvelles
spécificationsH, et/ou H,, tout en prenant en compte intrinsequement le résultat
d’une précédente synthése.

Dans un souci de simplicité (sauf lorsque le contraire se¥eige) et sans perte de
généralité, le nombre d’objectifs (ou de groupes d’'obfsktera supposé égal a deux.
Par contre, les objectifs considérés doivent pouvoir sérengbus la forme de critéres
H, ou H,, et ce de fagon indépendante. Le probleme général se sabhémlatrs de
la facon suivante :

z1 w1

-~ «——————

Z2 w2

] P(S) [——

Yy u
> K(s5)=?

Figure 1. Présentation d’un probleme standard.

et le but est de trouver le correcteldi(s) qui minimise d’une part la norme (au sens
Hsy ou H,) du transfertv; — z; et d'autre part la norme (au sefs ou H,, mais
indépendamment de la norme utilisée sur le premier trafsfeitransfertv, — zs.

Bien entendu, la minimisation des deux critéres qui fonsties deux appel a la
méme variable d’optimisation (idk((s)) n’est pas compatible. On cherche alors a
résoudre un probléme voisin, ce probléme étant souvenepi&sous une des deux
formes suivantes:

— soit, on regroupe les deux transferts sous la méme nornmdition que les
deux critéres choisis soient de méme natufe ¢u H,, tous les deux). Auquel cas,
le probleme se formalise de la sorte :

K7(s) = arg ming () ([ FL(P(s), K(5))ll2 on o)

— soit, on se fixe un objectif minimal a atteindre pour un dasxdgitéres, et on
cherche a minimiser le second sous la contrainte que le prayhjectif soit réalisé.
Le probléme se formalise cette fois-ci comme:

K*(s) = arg ming () (| F1(P(s), K(8) 112 ou o)
avec  |[Fi(P(s), K(s))22ll2 00 00 <7



Dans la premiére formulation, des pondérations sur leérdifftes entrées;, w»
et les différentes sorties, z5 sont souvent introduites pour pondérer l'influence des
deux critéres dans le critere global. Mais, cette méthodsemte deux inconvénients
majeurs. D’'une part, il est impossible de considérer deiigres de normes diffé-
rentes. Et d’autre part, I'influence des transferts “cr&iqéy; — 2o etwy — 21),
dans le critére global, n’est pas maitrisée de facon simme ke jeu des pondéra-
tions, et entraine une solution conservative.

La seconde formulation est en soi bien meilleure. Malhesament, en pratique, la
résolution du probléme correspondant est difficile. Destgmis existent, notamment
avec l'aide de LMIS ; l'article de SCHERER GAHINET et CHILALI [SHE 97] en
donne un exemple.

La solution proposée dans ce chapitre conserve la “singglidie résolution de
la premiere formulation et permet d’intégrer des criteresdtures différentes. Cette
méthode est basée sur un outil, nomfoéme Standard de Passaff@SF]?, qui per-
met, & partir d’un correcteur existaltle construire un probléme standafslou H ..,
dont l'unique solution est le correcteur en questi@ette CSF est donc une solution
particuliére des probleméd$, / H, inverses.

Lidée était déja apparue dans [VOI 03, ALA 04]. Mais les éifintes réalisations
de la CSF y étaient donnéaspriori et étaient décrites a partir de la forme estima-
tion/retour d’état du correcteur initial. La CSF ne s’expait donc que dans les cas
ou le systeme est d’ordre inférieur a celui du correcte@ppbort original de ce cha-
pitre est la généralisation de I'outil. En effet, une foratidn de la CSF qui permet
de prendre en compte des correcteurs d'ordre quelconggs@{vis de I'ordre du sys-
teme) augmente considérablement le champ d’action dell'&unt aéronautique en
particulier, elle permet de prendre en compte, dans uneédwre de synthése opti-
male basée sur la forme standard, un correcteur d’ordriefpi@alablement synthé-
tisé selon un savoir-faire industriel pour satisfaire uaetip du cahier des charges.
Une telle utilisation de la CSF est présentée dans les exsnadfpplication en fin
de chapitre. Une généralisation aux correcteurs a deuxdelgrliberté est également
menée.

Le chapitre est composé de la maniére suivantgdragraphe 2rappelle la dé-
finition, bien précise, de la CSF.
A partir de sa définition, la CSF est ensuite établie, dapatagraphe 3 pour un cor-
recteur d’ordre inférieur ou égal a celui du systeme. Deglitioms nécessaires pour
que la Forme Standard de Passage existe (ou n’existe pa®)nt galement posées.
Puis, cette CSF est généralisée, dansalegraphe 4, aux correcteurs d’ordre quel-
conque et aux correcteurs a deux degrés de liberté.
Le paragraphe 5précise alors comment I'outil CSF peut étre utile pour lahéson
du probleme multi-objectifs. La démarche générale estilante :

1. “Linear Matrix Inequalities”.
2. de I'anglais “Cross Standard Form”.
3. préalablement synthétisé par une approche méme quekong



* un correcteur optimal est synthétisé pour le sous-probfaisant intervenir uni-
quement le transfeit; — 21,

* puis, un nouveau probléme standard est construit grace @Hadont le correc-
teur obtenu au point précédent est la solution,

* enfin, ce probléme est complété par le second transfert> 2z, et c’est sur ce
probléme augmenté que s’effectue la synthése finale.

Cette facon de procéder est illustrée danpdeagraphe 6 sur un exemple simple,
sur un systéeme masses-ressort et dapatagraphe 7, sur un exemple aéronautique
dans lequel I'objectif est de modifier des lois de commandeadiexistantes afin de
réduire les charges dues a la turbulence.

2. Définitions

L'intérét pratique des solutions des problémes inverdeou H,, réside dans
la possibilité de rassembler plusieurs approches diffésepour un probleme et de
pouvoir prendre en compte différentes spécifications [S8GSHI 97]. La Forme
Standard de Passage constitue une solution a la fois poupléeme inverse,,
et pour le probleme invers#,,. Cependant, I'approche sous laquelle est traité le
probléme inverse est différente des approches existantes.

Une solution du probléme invergé,, dans le cas général (entrées et sorties mul-
tiples, retour de sortie dynamique) a déja été établie daBEB[01] : considérant une
structure de pondératiofi® (s) connue ainsi qu’un correcteif(s) également connu,
le probleme consistait a trouver le systéeme correspor@gs)tde sorte que:

[EL(F (W (), G(s)), K (5))loo <y

Lillustration se trouve figure 2. Cependant, le problémeeise auquel nous nous
intéressons ici est différent: il s’agit en quelque sortérdaever la structure des pon-
dérations en connaissant le syst&f(@) et le correcteufs (s).

2.1. Notations

Avant de procéder a la construction de la Forme Standard skaBe, les notions
qui seront utilisées ultérieurement vont étre définies ici.

Considérons un systént&(s) d’ordren, stabilisable et détectable, pourvu ae
entrées et dg sorties, dont la réalisation d’état minimale s’écrit :

L-le Bl .
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Figure 2. Schéma bloc d’une forme standafdet du correcteur’.

Considérons également un correcteur stabiligents) d’ordre ny, pourvu dep
entrées etn sorties, dont une réalisation d’état minimale s’écrit :

Tr | | A B Ty
el-le m ] g
La forme standard générale entre les entrées exogenkes commandes, les

sorties exogeneset les sorties controlégsest notée:

o= [ B e[ ] w

avec la réalisation d’état correspondante:

A | B B
P(s):==| C1 | D11 D12 [4]
Cy | Da1 Do

2.2. Problémes inverses

Les problemeg/, et H, inverses sont alors définis comme suit:

Définition 2.1 (Probleme inverseH,) Il s’agit de trouver une forme standat(s)
qui vérifie les conditions suivantes:

~ Pyu(s) = G(s),

— K stabiliseP(s),

—Ko(s) = argming ) | F(P(s), K(s))| 2,
Autrement dit :K(s) minimise|| EF;(P(s), K(s))]l2.



Définition 2.2 (Probléeme inversel ) Il s’agit de trouver une forme standai(s)
qui vérifie les conditions suivantes :

= Pyu(s) = G(s),

— K stabiliseP(s),

— Ko(s) = argming ) || F}(P(s), K(3))][
Autrement dit :Ky(s) minimise|| F;(P(s), K(s))|co-

On remarquera que ces deux définitions ne difféerent que peartae employée.
A noter, que si
[ F1(P(s), Ko(s))[l2 =0
est vérifiée, alors,
[EL(P(s), Ko(s))[[oc =0

est également vérifiée. La réciproque est également vra@.donduit a introduire la
notion de Forme Standard de Passage.

2.3. Forme Standard de Passage

Définition 2.3 Si la forme standard®(s) vérifie les conditions suivantes :
= Pyu(s) = G(s),
— K stabiliseP(s),
— Fi(P(s), Ko(s)) =0,

alors P(s) est une forme standard pour le probleme inveliseet le probléme inverse
H., associée au systénis) et au correcteutisy(s).

Par construction, cette forme standard est solution ddsgmesH, et H,, in-
Verses.

Cette définition a déja été utilisée dans [ALA 04]. Cependavéc une synthése
H, ou H., sur la forme standard ainsi créée, nous aimerions obtemioriecteur
initial (et uniquement celui-ci) afin d'éviter des pertesmébrmations (ou d’explorer
un espace de solutions admissibles trop vaste). Or, la tiéfir.3 ne garantit pas ce
résultat. En effet, 'exemple trivial suivant souléve celgeme. SupposonB(s) tel
que:

T A 0 B T
z =10 0 0 w [5]
Y cC 0 D n

On peut facilement vérifier que cette forme standard rerfgdiconditions de la
définition 2.3, quel que soit le correcteur stabilisant. t@feme perd alors une partie



conséquente des donnéesiinitiales : I'intégralité deséemdu correcteur initial. Pour
pallier ce probleme, la définition 2.3 doit étre complétée :

Définition 2.4 (Forme Standard de Passagepi la forme standardP(s) vérifie les
conditions suivantes :

—C1Py,(s) = G(s),

—C2 K, stabiliseP(s),

—C3F(P(s),Ko(s)) =0,

—C4 Ky(s) est I'unique solution du problem@, ou H.,, optimal P(s),

alors P(s) est appelée Forme Standard de Passage (CSF), associéetamegX s)
et au correcteurK(s). Elle sera notée, par la suitdcsr(s).

Ky (s) devenant I'unique solution du probléme, cette définitioragét la conser-
vation de l'intégralité du probléme (les données concerdgi) sont conservées
grace a la conditio1).

2.4. Compléments

Dans les paragraphes suivants, nous nous proposons i'éeblFormes Stan-
dards de Passage dans différents cas en s’appuyant suffild§aiés précédentes.
Ces constructions font appel a d’autres notions qui sorddioites ici.

Définition 2.5 (Probléme d’optimisation Hs régulier) Un probléme est difds ré-
gulier s'il fait référence a un probléme standard pour lebiés) satisfait :

— D15 est de rang plein en colonnes (injective),

— Doy est de rang plein en lignes (surjective),

— Les systémes4,, B, Cs, Da1) et (Ay, B, Cy, D12) n'ont pas de zéros inva-
riants sur I'axe imaginaire.

Cette définition est tirée de [CHE 92]. Elle sera utilisée rpigtablissement de la
condition C4 lors de la construction de la CSF. En particulier, cette défim est
associée au lemme suivant (cf. [CHE 92] pour plus de détails)

Lemme 2.6 Si le systémé(s) satisfait les conditions d’un probléme régulier, alors
P(s) a un unique correcteul,-optimal si et seulement si:

—(A,, By) est stabilisable,
—(4,,C,) est détectable.



De plus, dans ce cas précis, I'unique correctéwoptimal pour le probleme(s) est
donné par les équations (6)

{ § = (Ay+ByF+LCy)E— Ly (6]
ue = F¢
avec:
F = —(D{y,D13)""(D{,C1 + BJ R)
L = —(QC3 + B1D3,)(DnD3;)~"
RQ > 0

@ et R correspondant aux solutions stabilisantes des équat®REXATI :
0=RA,+ AR+ C{C1 — (RBy + CT D12)(DY,D12) " (RB2 + Cf D12)™ [7]

0=QA] +A,Q+ BBl — (C2Q+ Dy B] )" (D21 D3,) " (C2Q + D BY) [8]

Le lecteur pourra remarquer que le correcteur donné a ltéqugb) correspond a une
forme estimation/retour d’état.

3. Construction de la CSF dans le cag, < n

Traitons dans un premier temps le cas du correcteur d’ondiéei€ur ou égal au
systeme. Le premier objectif est de construire une formedstal vérifiant les condi-
tions C1, C2 et C3 de facon la plus générale possible. Dans un second temps, des
conditions supplémentaires sur la forme standard précé@erobtenue seront intro-
duites afin de remplir la conditioB4. Une CSF sera alors obtenue. L'existence de
cette Forme Standard de Passage est soumise a certain@sosrglr le systeme
G(s) et son correcteuKy(s), ce qui fera I'objet d’un troisieme point.

Dans le but de simplifier les démonstrations, la matrice alesmission direct®
du systeme7(s) sera considérée comme nulle.

3.1. Construction d’'un probléemePc s (s) général

Pour satisfaire la conditio€1, une forme standard(s), supposée minimale,
s’écrit selon I'équation (4) et doit vérifier :

A,=A B,=B
Co=0C DQQZD(: O)

4. 1l est important de noter gu'ici les matricés, et D22 sont considérées comme nulles,
sans que cela ne soit préjudiciable pour le cas général caralasera vu ultérieurement.



Les matricesBy, C1, D11, D12 et Doy restent inconnues. Le correcteur étant stabili-
sant, la conditiorC2 est remplie par défaut.

Nous calculons alors une représentatioftle’(s), Ko(s)):

T A+ BD,C BC, Bi1+ BDy Dy x
ik = BkO Ak BkD21 Tk [9]
z Ci+ D12DyC  D12Cy | D1y + D12Dy Dy w

Une condition nécessaire et suffisante pour B (s), Ko(s)) = 0 (C3) réside dans
I'existence d’un changement de bagkede sorte que la nouvelle représentation d’état
soit une décomposition deAMAN de transmission directe nulle et de la forme:

(10]

Le changement de base donne le systéeme d’équations s@ivante

A+ BD,C BCy ] . ai ais
M[ B,C A | [ 0 a» }M
Bi+BDiDsy | [0
M [ ByDa = { 0 }
[ C1+ D12D,C  D15Cy } = [ 0 c }M
D11+ D12DpDor = 0

Afin d’expliciter les calculs, nous décomposons la matfitele la fagon suivante :

M:[mll m12}

ma1  MmM22

oumi; € R™ ™ mys € R" "™ mgyy € R™ X" etmgy € R™ ¥, De plus, dans un
objectif de lisibilité, nous noterons| = Cy + D12 D;C, B} = BDyD2 + By et
A=A+ BD,C.

Le systeme résultant est donné ci-dessous:

mu A’ +mBrC = aimi + aama
m11BCy + mi2Ar = aimia + ajaman
mo1 A’ + moaBrC = asma
ma1 BC +mag A, = asman
mllBi +m2BrDsy = b [11]
mo1B] +maaBrDa1 = 0
C]{ = CcMh21
D2Cr = cmag
Di1+ D12DypDyy = 0




Ce systeme comporte comme inconnues les 4 blocs de la mafrites 3 blocs de la
matricea, ainsi queb, ¢, D11, D12, D21, Cf et By ; soit 14 inconnues pour seulement
9 équations. Il est donc largement sous-déterminé. Afin deire le nombre de va-
riables et de simplifier certaines équations, nous posgas= 0. Nous démontrerons
par la suite que ce choix n’est pas restrictif.

Comme la matricé/ est une matrice de changement de base, elle est donc inver-
sible.m15 étant nulle, il résulte que les deux matrices; et moo sont inversibles.
Ceci permet de donner I'expression des inconnues suivantes

7, —1 —1 —1
ay = mllA mqyy — mllBC’kaQ ma1mmqq
—1
a1 = mllBCkmm
—1 —1
ay = mngCkaQ + m22Akm22
b = m1 B
1107 [12]
—1
c = Dlgckm22
/ -1
C1 = Dip2Crmys ma
D11 = —Di12DpDoxn

Pour résoudre I'équation €8 de la sixieme équation du systéme (11), nous sommes
amenés a faire I'hypothése que; est inversible a droite. Autrement dit, il existe
my; € R™¥" telle que maymj; = I. On utilise généralement la pseudo-inverse
de MOORE-PENROSEpour calculer cette matriceny; = mi; (m21ml;)~!. Nous
obtenons alors:

By = méﬁBi/
{ BY = —mgBpDx [13]
La troisieme équation du systéme (11) s’écrit finalement:
mo1 A’ + mas BrLC — (mngCkmz_Ql + ngAkmg_Ql)mgl =0 [14]

Remarques:

1) 8 des 9 équations du systeme (11) reviennent finalementra s variables
ai, a2, az, b, ¢, By, C] et Dy; en fonction des autres variableg, ma1, maz2, D12
et Dy, qui sont donc équivalents a un ensemble de parametres.

2) La derniéere équation (14) relie entre eux les paramétregstéme. Notons que

nous pouvons résoudre le systeme sans avoir a détermiparsetresn;, Do et
Das1, qui pourront donc étre fixés ultérieurement.

3) Un changement de variable peut étre effectué sur la reatrig : on posel’
telle queT = —ms; moy. Léquation (14), aprés multiplication & gauche pay, se
résume a:

T(A-FBD;CC) — B,C+TBC,T — AT =0 [15]

5. Ceci est tout a fait compatible avec le fait que< n.

10



C’est une équation delBCATI généralisée, qui ne dépend queldeCe qui est cohé-
rent avec le fait que nous ayons consideérg comme un parametre du systeme.

Parmi cet ensemble de solutions, nous choisissons lacoditiculiere suivante :

TS E [16]

Ce qui donne la forme standard suivante :

A | (T* By — BDy)Dy B
P(s) = | —D1a(CxT + DiC) —D19Dyp Dy Dy [17]
C Doy 0

De par sa construction, cette forme standard vérifie la ¢ondiC3:
F,(P(s), Ko(s)) = 0sous la condition qué& vérifie 'équation de RecATi (15). 11
s’agit a présent de remplir la conditi@¥ pour queP(s) soit une Forme Standard
de Passage.

3.2. Conditions sur l'unicité de la solutionk(s)

En général, il n’est pas possible de déterminer un correpasynthésél, sur le
probléme (17), puisqu’il y a une transmission directdX;o Dy D21) entre les entrées
exogenesw et les sorties exogenesMais un simple changement de variables<{

u — Dyy) permet de transformer ce probléme en un probléme régélBfis) :

A+ BD,C | T+BkD21 B
—DlgckT 0 D12 [18]
C Doy 0
etdonc:
F(P(s),K(s)) = F/(P(s),K(s)— D),
arggl(ir; [ F1(P(s), K(s))| = arggl(ir; |E((P(s), K(s))|| + Dy .

D’aprés le lemme 2.6, le fait de démontrer que le probléme est régulier ga-
rantira alors I'unicité de la solution du probléntg-optimal correspondanf<y(s),
étant solution du probléme, sera donc 'unique solution.

Par hypothése, le probléni&s) vérifie les deux propositions suivantes (cf. sous-
paragraphe 2.1, page 4):

11



— (A4, B) est détectable,
— (4, C) est stabilisable.

Nous allons montrer qu’il suffit d’avoibD,» = I,,, and D3y = I,, pour queP(s) soit
régulier.

Démonstration: Il est évident queD,» = I,,, et Dy; = I, sont de rang plein
respectivement, en colonne et en ligne. Considérons unxé®Ps, (s). Alors il
existe une direction d’étatet une direction d’entrée telles que:

(A+ BDC — X)v+T+Bgv' =0
Cv+v' =0.

En substituant’ dans la premiére équation par sa valeur issue de la secondtiaty
puis en multipliant par T a gauche, nous obtenons:

[T(A+ BD.C) — BiClv = AT
L'équation de RCCATI généralisée (15) implique:
(A, — TBCy)Tv = ATv . [19]

Or, d'aprés I'équation (10) est une valeur propre de la boucle fermée (donc, stable
par hypothéseP21 (s) ne peut donc pas avoir de zéros invariants sur I'axe imagi-
naire.

Une démonstration analogue permet de prouverlejugs) également, ne peut
pas avoir de zéros invariants sur I'axe imaginaire(voir [DEL 06] pour plus de
détails).

Le choix D12 = I,,, et Doy = I, assure qué”(s) est un probléme régulier.
Le correcteut(s) correspond & son unique solution. La forme standard :

A | (T*By — BD;) B
PCSF(S) = —(CkT + DkC) —Dyg 1 [20]
C 1 0

est donc bien une Forme Standard de Passage.

REMARQUE. — Si la solution du problemé&csr(s) est unique, il n’en va pas de
méme avec la forme standard elle-méme; en effet la CSF qué abdenue ici est
dépendante a la fois du choix d¢ et des choix dé, et Doy .

REMARQUE. — Comme indiqué précédemment, la présence d’'une trarismids
recte entre les entrées exogenest les sorties exogenegpose des problémes pour
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la résolution du problemé&s ou H.. Cet écueil est contournable par le changement
de variablex «—— u 4+ Dyy (voir équation (18)) qui aboutit & un probléme régularisé

PCSF(S)-

3.3. Existence d’'une CSF pour un couple donn§=(s), Ko(s)}

La construction de la CSF établie dans le sous-paragrafheBose sur I'exis-
tence d’'une matric& vérifiant I'équation de RRCATI (15) page 10. Si I'équation de
RICCATI a une solution, nous sommes donc assurés de pouvoir troneeFarme
Standard de Passage. Avant de démontrer la réciproquesemmaint par I'absurde,
nous allons rappeler les conditions sur I'existence deagisols de I'équation de iR-
CATI généralisée (15).

3.3.1. Conditions sur I'existence dE, solution de (15)

La construction dePcsr(s) est basée sur I'existence d’'une matriEede rang
plein en lignes (solution de I'équation ded®ATI généralisée (15)). Cette équation
de RCCATI peut également se formuler sous la forme suivante :

= J]Acl[ﬂzo [21]

ou la matrice associée a I'équation deeRATI, A, correspond a la matrice d’évolu-
tion de la boucle fermée construite sur le vecteur d’gtat 7] :

A, = A+ BD,C BCy
o BiC Ay

Cette équation peut étre résolue par la technique des spasés invariants, a
savoir ;
— trouver un sous-espade= Im(U) de dimensiom de la matriced,; :
Ay U=UA [22]

Ce sous-espace est associé a un ensemblealeurs propres dd.; parmilesn+ny
disponibles:
spec(A) € spec(Ay)

— puis, partitionner la matric€ des vecteurs qui engendrent ce sous-espace de la
facon suivante:

_ Ul nxn
U= [ UQ},UleR

— enfin, calculer la solution:

T =UU;
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L'existence d’'une solutioff’ satisfaisant (15) est démontrée lorsque les valeurs pgopre
de la matriceA.; sont distinctes ([NAR 77]). Dans le cas général, il existesi@urs
sous-espaces admissibléset donc, plusieurs solutions. Chaque solution correspond
a un choix particulier dex valeurs propres parmi I'ensemble des valeurs propres de
la boucle fermée. Mais, ce choix devra tout de méme tenir tempe7” doit étre
inversible a droitei.e. U doit étre de rang plein en lignes.

Des conditions nécessaires pour giesoit de rang plein en lignes existent (voir
[ALA 99a]):

— S'il existe une valeur proprg ingouvernable par la paired, B), alorsU doit
étre choisi de telle sorte quec spec¢A).

— S'il existe une valeur propreinobservable par la paitel, C'), alorsU doit étre
choisi de telle sorte quk ¢ specA).

REMARQUE. — D’un point de vue pratique, les conditions de non-existaatel” (par
exemple, la présence d’une valeur propre a la fois ingoa@eet inobservable) ne
sont pas tres restrictives.

A noter aussi qu’en régle générale, 'ensemble des soksifiode I'équation de Re-
CATI généralisée est restreint au sous-espace des matrides.r&zle condition né-
cessaire pour qué& soit réelle est U doit étre auto-conjugué et sfek,;) doit au
moins contenir une valeur propre réelle:sést impair.

REMARQUE. — Si K (s) n’est pas un correcteur stabilisant (et ne vérifie donc gas le
hypothéses énoncées dans la définition 2.4 de la CSF), bestié méme possible
de résoudre eff’ I'équation de RCCATI généralisée. Mais une synthéde ou H,

sur la CSF ((20) ou plus exactement (18)) impliguantonnera un correcteur stabi-
Iisantf((s) #+ Ko(s). Il peut étre prouvé ([ALA 99b]) que les valeurs propres de la
boucle ferméd;(Posr, IA() seront alors placées sur les valeurs propres stables et sur
les valeurs opposées des valeurs propres instablés(#e s, Ky). Cette propriété
est utilisée dans I'exemple présenté au paragraphe 6.

Dans le méme ordre d’'idée, le cas étudié iciyQu< n, conduit toujours a une CSF
d’ordren. Certaines routines de synth&$e ou H ., appliquées au probléme standard
correspondant aboutiront alors a un correcteur d’onglireon minimal.

3.3.2. Existence d’'une CSF

Maintenant, nous allons prouver (par un raisonnement pbsiirde) que la non-
existence d’une solutiol’ de rang plein en lignes de I'équation decRATI généra-
lisée (15) implique la non-existence d’'une CSF (et, par &v®, que le choix dey»
nul n’était pas restrictif).

Supposons donc
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—qu'une CSF reguliere (aveb;; = 0) existe pour le correcteur stabilisant
Koy(s)— Dy et pour le systeme modifié, stabilisable et détectéalfle (ce changement
de variables n’est pas restrictif) :

— . | A+ BD,C | B
G(s) == [ c 0 } .
Pour rappel:
A+ BDyC | By B
PCSF(S) = 01 0 D12
C Dy D=0

— mais que I'équation deIRCATI n'a pas de solution, et donc qglien’existe pas.

D’aprés le lemme 2.6, I'unique solutioﬁ;2 du problémef;-optimal correspondant
s’exprime en fonction d’une matrice gain de retour d'étaet d’'une matrice gain
d’estimation d’étafl.. La représentation d'état d’ordrede ce correcteur associée au
vecteur d’étaf; s'écrit :

A+BDC+FB+LC | -L

K, 1= F 0

(23]

Puisque la solution est uniqué@(s) = Koy(s) — Dg. Or, la représentation d’état
(23) est non-minimale six < n. Donc, il existe une matrice de projection . «,
(de rang plein en lignes) telle que; = Sz et

S(A+ BDyC+ BF+ LC) = AiS
—-SL = By
F = CS.
Ce qui implique queS est solution de I'équation suivante:
S(A+ BDyC) + SBCyS — BiC — ApS =0. [24]

Ce qui est incohérent avec les hypothéses de départ, carécptation est identique
a I'équation de RecaTl (15). En d’autres termesj T' (ou S) n'existe pas , alors
la Forme Standard de Passage pour uii(s) et Kq(s) — D; donnés (ouG(s) et
Ky(s))n’existe pas.

Il'y a équivalence entre les deux propositions ci-apres.

— I existe une Forme Standard de Passage réguliere relativeouple
{G(s), Ko(s)}

— L'équation de RccATI enT :

T(A+ BDkC) — BC +TBC,T — AT =0

posséde au moins une solution surjective.
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4. Généralisation

La Forme Standard de Passage a été établie dans le caslartizun correcteur
d’ordre inférieur ou égal au systéme, avec une transmisisieateD nulle. Ce résultat
est maintenant généralisé sous plusieurs points de vue:

1) La transmission direct® est réintroduite. Un schéma bloc est établi.

2) La CSF est donnée dans le eas> n.

3) Est enfin examiné le cas d'un correcteur a deux degrésaldipar ajout d’en-
trées et/ou de sorties.

4.1. Systeme avec transmission directe

Pour revenir au cas précédent, il faut définir une sartielle quey = ' + Du.
Vis-a-vis de cette nouvelle sortie, 'ensemHl€(s), Ko(s)} est identique a I'en-
semble{G(s), Ko(s)} ou:

—G(s) est le systéme dépourvu de sa transmission directe,
— Ko (s) estle correcteur sur lequel a été effectué un retour deesegtl aD.

Ceci estillustré par la figure 3.

I G(s)
| > @(s)
|
| I T
-
| >
| : P
I_I_ ____________
|
R
| Ko(S)
|

Figure 3. Normalisation de7(s) et deK(s)

La représentation d’état du nouveau correcteur s’écrit

F(S) L Ay, +BkD(I— DkD)_lck | Bk(I— DDk)_l
0] (I = DyD)'Cy | (I = DvD)~ 1Dy,

[25]
Pour ce calcul, 'identité matriciell®(I — D, D)~! = (I — DD;) "' D a été utilisée.

La Forme Standard de Passage qui est associée au d@iplg Ko(s)} s'écrit
alors (d'apres le résultat de la page 12) :
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Posr(s) :i=

A | (I* By — BDy)(I - DD)™* B
—(I — Di.D)~Y(C\T + DyC) —(I — DyD)~'Dy, I [k6]
C I 0

Les changements de variabtes- (I — Dy D)~ 'z,w = (I — DDy)~'w (ces change-
ments de variable ne modifient pas le probléme puisque lefedm — 2 est nul en
boucle fermée) ey = ¢’ + Du permettent de revenir a la Forme Standard de Passage
Pcsr correspondant au couple(s), Ko(s)}. Finalement, la représentation d’état
de Posr(s) estdonnée par:

A | (T_‘_BzC — BDy) B
Posp(s) = | —(CyT + DyC) | DxDDy, — Dy I — DyD [27]
C I—DDy D

Rappelons qué’ reste solution de I'équation dei&ATI généralisée qui fait interve-
nir la matrice de la boucle fermée::

[ -T I}Acl{é]zo (28]

ou

A — A+B(I—DkD)71DkC B(I—DkD)ilck
o= Bi(I — DDy)~'C Ay + ByD(I — D;,D)~'C),

Le schéma bloc général associ€a@s r(s) est donné figure 4.

4.2. Cas du correcteur d’ordre supérieupmny > n)

Supposons maintenant que le correct&y(s) soit minimal, et quer, > n. Nous
prendrons dans un premier temps= 0.

La matriceT’, de dimensiom;, x n, ne peut pas étre inversible a droite lorsque
ng > n. La construction présentée en 3.1 n’est donc plus valabéiti2 part, il est
facile de démontrer que la CSF doit étre d’ordge(et non plus d’ordre).

Supposons, en effet, qu’il existe une Forme Standard degaskordre; ou g <
ny. Alors, d’aprés le lemme 2.6, le correctdtlis-optimal est d’ordre et est unique.
Le correcteur initialKy(s), qui est minimal, ne peut donc pas étre la solution du
problémePcsr(s). La CSF est donc d’ordre.
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Figure 4. Schéma bloc général de la Forme Standard de Pas$age: (s)

4.2.1. Construction

Introduisons un vecteur, de taillen, = n;, — n afin d’'obtenir une CSF d’'ordre
ny. Le probleme standard général répondant a la condiib(cf. définition 2.4) peut
alors étre écrit:

| Aoy Asx | By Bao
Pls) = Cii Ci2 | Di1 Dio [29]

ou As, est de dimensiong x ng.

La démarche du 3.1 n’est pas reproduite ici, en raison della tke la matrice
de changement de badé¢ qui comporte a présent 9 blocs. On se contente d'utiliser
le vecteure = T'z + Vz, — x;. Ce vecteur correspond en fait & la seconde ligne du
changement de base opéré dans le sous-paragraphe prédgédqrage 11).
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Ecrivons alors les équations eret en¢ de Fi(P(s), Ky(s)). Lobjectif est d’arri-
ver & obtenir I'indépendance devis-a-vis dew. F;(P(s), Ko(s)) est représenté par
le systéeme suivant:

T = (A + BDkC)I + (A12 + BDkCQQ)Iq
+ BCrxyp + (Bll + BDkDgl)w
g = (A21 + BoaDyC)x + (Aga + BaaDyCaz)xy
+ BoyCray + (Ba1 + Baa Dy Doy )w
tr = BrCx+ BiCxpxq+ Arzy + BrDajw
z = (Ci + D12DiC)x + (Ci2 + D12DyCao)xy
+D12Ckay, + (D11 + D12Dy Doy )w

[30]
Nous pouvons déja dire que la solution £q; est la méme que dans le cas d'un
correcteur d'ordre inférieur. Donc, pour la suifey; = —D15D;D21. Ce qui donne
pouré¢ et z les deux équations suivantes::
€ = [T(A + BD,C) + V(Azl + BQQD]CC) — BkC] T
+ [T(Alz + BDkCQQ) + V(A2 + BQQDkCQQ) — BkCQQ] Tq
+ [TBCk + VB C — Ak] Tk [31]
+ [T'(B11 + BDyD21) 4+ V(Ba1 + B22 Dy D21) — By Do w
z = (Ci1+ D12DyC)zx + (Cia2 + D12DyCa2)xq + D12Crxi

L'idée est de dire qu'il existe deux matricgisetC telles que::
€ = Ae
z = Ce

de sorte que soit ingouvernable paw. En faisant apparaitre les variables intermé-
diairesA etC, on obtient les relations suivantes:

0 = [T(A+ BDyC)+V(As1 4+ B22DC) — ByCl + [TBC), + VB3 C, — Ag| T

0 = [T(Alz + BDkOQQ) + V(AQQ + BQQDkOQQ) — BkCQQ] + [TBOk + VB C) — Ak] 1%
0 = [T(Bi1+ BDyD21) + V(Ba + BaaDyDs1) — B Doy

0 = (011 + DlngO) + D12CLT

0 = (Ci2+ D12DpCs) + D12CLV [32]
et

—(TBCy + VB9 Cy, — Ay)
C = —D2C
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A partir de la premiére équation, afin de réobtenir I'équatie RccATI pourT,
on pose I'équation suivante :

0 = V[A21 + Ba(D,C + C,T)]

La matriceV/, qui est de dimension;, x n, est choisie de sorte qU& V] soit une
matrice inversible. Ce qui suppose dliest de rang plein (en colonnes cette fois-ci)
et queV est le noyau d&”. Nous noterong'* etV les inverses a gauche deet

V soit:
Hi][T V]I e [T v]wi]zz

Les équations du systeme (32) peuvent s’écrire :

0 = T(A-FBD/CC)—B/CC-FTBC;CT—A;CT

0 = V[A21+BQQ(OkT+DkC)]
A1z + BDCas + BCLV
0 = T V — B, Oy — ALV
[ ] [ Ago + Baa DyCag + B2 CrV } Mo Ok

B11 + BDy Doy
0 = T V — BrD
[ ] [ Bo1 + B2 Dy Doy } MR
0 = (Ci1+ Di2DyC) + D12C,T
0 = (Ci2+ Di12DyCa) + D12CLV [33]

Parmi I'ensemble des solutions possibles, on choisit dedseB32; = 0, Cao = 0,
D15 = I et Dy = I. Ce qui donne le systeme (34).

0 = VA
0 = [T V}{Am—;BCkV]—AkV
22
Bi1 + BDy,

0 = TV - B

KR el B
0 = Cu+DpCH+C,T
0 = Ci+CLV [34]
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Une fois ce systéme résolu (on inverse la matficel/]), on arrive au probléme(s)
défini en (35). On peut remarquer que les choix pris pour leluésn du systéme ne
sont pas uniques, comme c'était le cas pouK n.

A (T*+ Ay, — BCW)V ‘ T+B, — BD, B

- 0 VALY VB, 0
P(s)=\—c7 DO AT D, i [35]

C 0 I 0

La conditionC3 vient d’étre remplie, il reste a vérifier que la solution pariere
choisie pour résoudre I'équation (33) aboutit a un probléagelier afin de valider la
conditionC4, de la définition 2.4.

4.2.2. Régularité du problem®(s)
Considérons un zérd de Pyo(s) :
(Tt Ay — BCy)V ‘ T+ By, — BDy,

A
P12(S) = 0 V+Akv V+Bk
c 0 | T

Il existe alors une direction d’étatet une direction d’entrée telles que:

A=\, T+A,V —BC,V T+B,—BDy ]| ,
0 VEAY — AL, | V+*B, Y [36]
0 = [C 0+

En substituant dans la premiére équatidmpar son expression dans la seconde, on
arrive a:

A+BDkC—T+BkC TJrAkV—BCkV v — v [37]
-V*tB,C V*TALV N
Or en effectuant un changement de base avec la méftidé], on aboutit & I'équation
(38).

[Ax — TBCR|[T V]v=A\[T V]uv [38]

On déduit alors qua est aussi une valeur propre de la boucle fermée du systeme. Le
correcteur étant stable par hypothésae peut pas étre située sur I'axe imaginaire.
Une démonstration analogue conduit & la conclusioni@ués) n’a pas non plus de
zéros sur I'axe imaginaire. La conditi@¥ est donc validée d’aprés le lemme 2.6. Le
problémeP(s) défini en (35) constitue donc une Forme Standard de Passagedo

le correcteur est d’ordre supérieur au systeme (sans tissismdirecte).
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4.2.3. Transmission direct®

En passant par le correcteliy(s) et le systémé(s), puis en faisant un change-
ment de variable sur etw, comme dans le cas, < n, la CSF s’écrit:

PCSF(S) =

A TtAV + (T*ByD — B)(I — DyD)"*CyV | TT By, — BDy, B
0 V+[Ak + BkD(I — DkD)ilck]V ‘ V+Bk 0
—CyT — D C —CyV ‘ DyDDy — Dy, I — DpD
C 0 I — DDy D
[39]

Rappelons, que dans ce cas, la matrice d’évolution de ladéerenée s’écrit:

A+ B(I - DkD)_leC B(I — DkD)_lck
Bk(I—DDk)_IC A]g-i-BkD(I—DkD)_le

et queT est solution de I'équation del®CATI généralisée :

Acl -

= I}Ad[ﬂ_o

On peut vérifier comme précédemment que les condit@Bst C4 sont validée$.

Remarque: cette CSF, équation (39), englobe la précédamefation proposée
par Alazard et Voinot [ALA 04] qui faisait intervenir les g, K et le paramétre
de YouLA Q(s) de la réalisation estimation-retour d’état du correct&yts) et qui
s'écrit:

A 0 ‘ K; B

[40]

0
D, I
I 0

4.3. Correcteur a deux degrés de liberté

La forme générale de la connection entre un systéifi et un correcteur a deux
degrés de liberté est donnée par la figure 5.

La réalisation d’état d'un tel correcteur s’écrit:

Ko(s) :=
I ik i [ Ak | Bk1 Bkg Tk
u = Ckl Dkn Dk12 Yy
L %c | L Ckz Dk21 Dk22 €
I X i r X
uk _ Ay | By Yk
b Cr | Dx Y

6. Le calcul n’est pas fait ici, mais il est analogue aux dalcuenés en 4.1.
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~— ——
y P(s) U
z w
-~ ——
E—— Fi(P(s), Ko(s))
-~ ——
Ze e
Ko(s)
-~ ——
Ze e

Figure 5. Correcteur a deux degrés de liberté

On peut alors écrire la CSF comme il a été fait dans le cas deateur a un seul
degré de liberté. Ce qui donne, aviec= 0 etny < n:

PCSF(S) =
x A | (T*Byg, — BDy,,) (I'*By, — BDy,,) B 0 x
21 —(Cle + DkHC) —Dy,, —Dp12 I 0 w1
22 |= _(Ck2T+ kac) _Dkzl —Dpg22 0 I w2
Y C I 0 0 0 U
e 0 0 I 0 O Ze
[41]

Le résultat revient a considérer qu’a la fois le correctéle systeme sont augmentés,

avec.
A|lB 0
otoi- [715] - [442]
010 O

L'équation de RccATI qui donne la matric& reste valable a condition d'utiliser les
matrices augmentées.

= I}Ad[;]_o

ou

A — A-i—B(I—'Dk'D)_l'DkC B(I—D;ﬂ))‘lck
b= Bi(I - DDy)~'C Ay, + ByD(I — Dy D)~ 'Cy,

En développant les calculs, on remarque que la mattigeme dépend en réalité que
de la partie “feedback” du correcteur.

A, = A—l—B(I— DknD)ilellC B(I— D;mD)*Ckl
ok = By, (I — DDy,)"'C Ay + B, D(I — Dy, ,D)"'Cy,
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Ceci peut facilement étre généralisé au pas> n avec ou sans transmission
directe. Par exemple, il est facile de prouver que la Formadiird de Passage dans
ce cas présent, sans transmission directe, s'écrit:

PCSF(S) =
A (T Ay — BCy )V | T*By, — BDy,, T By, — BDy, B 0
0 VALY V* By, V* By, 0 0
—Cle—i— DkuC’ —CkIV —Dyy, —Dp12 I 0
—Ck2T + Dy, C —Ck2V —Dy,, —Dpoo 0 I
C 0 I 0 0 O
0 0 0 1 0 O
[42]

5. Procédure de synthése multi-objectifs

Comme expliqué précédemment, I'outil CSF peut convenir @$alution d'un
probléeme multi-objectifs. Le correcteur se synthétisesaém trois phases:

1) un correcteur initial est synthétisé de maniére a répoaalx spécifications d’'un
premier objectif;

2) la CSF est utilisée pour obtenir un probléme standardta darcorrecteur créé
en 1; puis des spécifications sont ajoutées sur le probléandastd obtenu (dans le
cas le plus classique, la premiére étape effectue une smtreperformances et la
seconde vise a robustifier le correcteur);

3) une seconde synthése est enfin effectuée sur ce problgmeaté.

Pour mieux comprendre, considérons ici un probleme de comdena deux canaux
décrit par la réalisation d’'état suivante :

Z.C A | Bl B2 B T
zi | _ | Ci| D Dz Dy wy [43]
22 Cy | Da1 Dap Do wa
Yy C|Dy Do D u

Le probleme en performance correspond a la minimisatioa @d@tfmeH; (ou H,)
du premier transfert, entre I'entrée exogénget la sortie exogene;. Le second
transfert, entre I'entrée exogeng et la sortie exogeénse,, correspond, quant a lui, a
un probléme de robustesse

La solution qui consiste a minimiser directement la nodtfe(ou la normeH )
du transfertF;(P(s), K(s)) est conservative. En effet, elle conduit & minimiser en
méme temps les transferis — z1, wy — 22, Mais également les transferts croisés
we — z1 €tw; — z9. L'objectif est donc de réduire l'influence des termes @sis
dans la synthése.

7. Le probleme rencontré peut étre indifféremment un probléle robustesse dans un do-
maine fréquentiel incertain ou un probléme de robustessarEdrique.
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La encore, pour des raisons de simplicité, les matiiggset D»; seront supposées
nulles.
5.1. Synthese en performances

Dans un premier temps, une synthéeou H ., est effectuée sur le sous-systeme
donné par le modele d’'état suivant:

i A|B B v
z1 | = | Ci | Din Dy, wy [44]

Cette synthése conduit a un correcteur d’ord(taille de la matriced), que I'on note
K (s). Ce correcteur est optimal pour ce qui est de la minimisadi®ta norme du
transfertw; — 2.

5.2. Utilisation de la Forme Standard de Passage

Le correcteur précédert; (s) constitue le point de départ pour la construction
d’'une CSF. Dans le cas ou nous nous sommes placés, I'ordi@dacteur et celui du
systeme sont identiques. Les résultats énoncés au panegregcédent conduisent a
la Forme Standard de Passdge) définie par I'équation (45):

@ A | T* By, — BDy, B x
Zi = —Ck] T— Dk] C Dkl DDk] — Dk] I— Dk] D w/1 [45]
Y c I — DDy, D U

ouT est solution de I'équation delBCATI généralisée :

(o7 oo A+ B(I — Dy, D)"' Dy, C B(I — Dy, D)~ "Cy, ] { I ] .

Bkl (I — DDkl)ilc Akl + Ble(I — Dkl D)ilckl T

D’apres la construction de la Forme Standard de Passageréeteur; (s) est bien
la solution du problémél, / H, correspondant.

A partir de ce nouveau probléme (45) ainsi constitué, quilestreformulation du
probleme (44), le second canal, écarté lors de la synthgserarmance, est replacé.
D’ou la représentation d’état suivante :

i A | T*By, —BDy, Bs B x
Zi o —Ck]T — Dle Dkl DDk] — Dk] 0 I— Dle w/1
Z9 o CQ 0 DQQ DQV wa
Y C I — DDy, D5 D u

D’un point de vue des transferts direet$ — z; etws — 22, le probléme exposé
ci-dessus est strictement équivalent au probleme initial.
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5.3. Synthese finale

Il ne reste plus qu’a effectuer une synthésgou H,, sur le nouveau probléme.
Puisque la solution optimale du probleme lié au canal 1 estgastruction le cor-
recteurk (s) 8, la solution du probléme & deux canaux sera “attirée” vessliation
K (s). On a donc finalement robustifié le correctdtir(s) issu de la synthése en
performances.

Il est difficile de prédire de fagon certaine si le correctignal K (s) issu de la se-
conde synthése sur le probleme modifié (lorsqu’on ajoutedersd canal & la Forme
Standard de Passage déduite du correciéi(s)) sera meilleur qu’un correcteur
Ko (s) quiaurait été synthétisé directement sur le probléme nalr3) (notéP,o.,)-
Cependant, en pratique, on observe souvent une amélin@ei® normes des deux
transfertsF (Poom (s), K (5))11 €t F1(Paom(8), K(s))22 par rapport aux transferts qui
font intervenir la solutiori(o(s) : F1(Paom(s), Ko(s))11 €t F1(Paom(s), Ko(s))22.

Par contre, il faut remarquer que lorsqu’on utilise la CSErmibtenir le probleme
modifié et que I'on effectue la synthése finale, on ne regaadede quelle maniere
le correcteur a été synthétisé lors de la synthése en pafm®s. En effet, indépen-
damment de la synthése finale qui peut étre une syntiesmi H ., la synthése en
performances peut étre indifferemment une syntlige ., ou un autre type de syn-
thése (on peut utiliser un correcteur déja existant, syisthd'une fagon qui nous est
inconnue).

5.4. Utilisations de la procédure

La procédure exposée ci-dessus peut étre généralisée’patned types de syn-
théses. A titre d’exemple, on cite quelques possibilitésatte facon de faire :

—on dispose d’un probléme a deux canatl Ou H.) et I'on souhaite réduire
I'influence des transferts croisés lors de la synthese. plesg que cette synthése en
trois étapes permette d’obtenir de meilleurs résultats [#@.A 04] pour un exemple
académique).

—on dispose d'un probléme a deux canaux mais les criteresspumdants sont
de deux types différents: un e8t, l'autre H. L'utilisation s’adapte assez bien a ce
probléme, I'ajout de gains sur les canaux 1’ ou 2 lors de ld®se finale permet de
réaliser le compromis entre les deux objectifs. Notons deunéme que la synthése
reste conservative car l'influence des transferts croiss pas totalement annulée.
Notons également que les solutions offestiedes LMI's ® traduisent également d’'un
certain conservatisme.

— on dispose d’un correcteur initial, déja synthétisé,at Bouhaite le robustifier.
Cette solution est alors tout a fait adaptée.

8. Rappelons aussi que(P(s), Ki(s))11 = 0.
9. “Linear Matrix Inequalities”.
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— enoutre, la reformulation du probléme par la Forme StahdaiPassage peut se
réitérer plusieurs fois pour prendre en compte plusieugsifipations différentes afin
d’appréhender des structures d’incertitudes plus comaglex

6. Exemple académique

Cet exemple académique permet d'illustrer une maniereptbéer la CSF pour
inclure un correcteur d’ordre réduit, synthétisé par ungreghe classique, dans un
probléeme de commande standard, enrichi d’'une spécificdormbustesse paramé-
trique supplémentaire.

La démarche est la suivante. Le correcteur inifigl(s) est tout simplement un
correcteur proportionnel-dérivé, congu sur un modele Bfid@7, (s), pour placer la
dynamique dominante désirée. Or, il S'avére dags) ne stabilise pas le modéle
completG(s). La CSF est alors utilisée pour trouver un correcteur saiit K (s)
pour le modele complet (ou détaill&)(s), qui retrouve la dynamigue dominante ob-
tenue aved<(,(s) en tenant compte de la spécification de robustesse pargoeestir
le modéle complet(s).

Le systéme considéré est le systeme masses-ressort prégarg 6. L'équation
(46)

i 0 1 0 x1 0

T 0 0 0 1 X 0

Y i LI T S g | Tl
mi mi mi my, mi

o ko kL L o 0 [46]
mo mao ma ma

Y = [ 01 00 ] X

est le modele détaillé'(s) d’'un systéeme de positionnement en translation dans lequel
on a modélisé la raideur de transmission entre I'actionatlarcharge.

Jﬁ
< =

Figure 6. Systéeme masses-ressort.

Par la suite, la valeur numérique tg sera supposée égale a celleng

Un changement de variables fait apparaitre le mode commun= z; + 2,
représentatif du mode rigide, et le mode différentigl= =5 — 1, représentatif du
mode flexible.
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Eime 01 0 0 Lome 0
Gme | |0 0 0 0 Gme —

i | 100 0 1 e | T 0 | 7]
iq 0 0 —2:5 —2.L iq =L

vy =[z 03 0]X

SiI'on suppose le systeme rigide, le modéle de base enffert'e et la positiony de
la charge est réduit au mode commun. Ce modéle trés grossiat s

1
ms?’

Go(s) =

oum = 2my (= 1 Kg pour I'application numérique) représente la masse totale d
systeme de positionnement (actionneur + charge). Il est hlen connu qu’une com-
mande proportionnelle dérivée permet d’obtenir la dynamidésirée (par exemple,
un second ordre de pulsation = 1rad.s™' et d’amortissemenf = @). Cette

loi de commande, ou 'on introduit un pdle rapide-a0w, pour rendre le correcteur
propre, s'écrit:

w2 + 28 wp s

Ko(s) =—m -
1+ 100.)[)

Une réalisation d'état d&(s) est:

Lo
Cr | Dic

| —10wo | 206 -1
| 20wim | —40&wim

(48]

La dynamique du modéle rigide obtenue en boucle fermée pstgentée par le lieu
des racines (en clair sur la figure 7) du transfert en bouaclerbe— K (s)Go(s). Elle
satisfait bien la spécification modale sur la dynamique daume.

On souhaite maintenant satisfaire les autres spécificatancahier des charges
(robustesse paramétrique) tout en gardant le comportedyeamique du mode com-
mun obtenu avec le corrected,. On ne s’intéressera ici qu'a des correcteurs a 1
degré de liberté et on évaluera les solutions obtenues gawsidon des modes dans
le plan complexe. De méme, seules les incertitudes surdaugt seront considérées
ici. On peut montrer [ALA 99b, ARZ 00] que le modéle incertpigut étre représenté
par la formeM (s) — A suivante:

1 1
;2 A| Br| B ;2
x; = | Ca | Da | Da. x;
A C |[DA| D o

T2k 2k
Yy = DM(s) U

A e [-1, +1] / wa, = Az,
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avec:

0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0

_k k_ _fr f | Vs L

M(s):=| ™ ™ /™A “61
Vok —Vok 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

oud = 0.3 (30%) est la plage d'incertitude sur. On peut alors écrireG(s) =
F,(M(s),0) =D+ C(sI — A)~'B.

Il est bien connu qu’une commande proportionnelle dérivé@eut pas stabili-
ser un tel systeme flexible ou I'action n’est pas colocaléség mesure. En effet, la
dynamique en boucle fermée #g M, K;) est:

{0.68 4+ 2.02¢, —0.71 +0.614, —9.95} .

Nous sommes donc dans un cas ou le correcteur initial neliseapas le modéle.
D’aprés la remarque de la page 3.3.1, il est toujours pasdidtésoudre €fi I'équa-

tion de RCCATI généralisée 28. Mais les valeurs propres de la boucle fesaréat
alors placées sur les valeurs propres stables et sur lagrvalpposées des valeurs
instables d&;(Posr, Ko). Le placement stable rigide sera donc restitué sur la forme
standard de passage construite a partir de ce correctegtatmhisant.

Pour résoudre I'équation dei&ATI par la méthode des sous-espaces invariants,
nous avons choisi le sous-espace associé aux 4 valeurgpamplexes. La solution
est:

T =10.0311, 1.5683, —0.0030, —0.1577].

S’en déduit alors le probléme a 2 cand®ifs) :

A Ba TTBx — BDg B

Ca Da 0 D [49]
—CgT — DgC 0 —Dg+DgDDyg | I, — DD

C DA I, — DDk D

Le premier canal correspond a la spécification de robussesge Une condition
suffisante pour assurer la stabilité robuste est : la ndiimede ce canal doit étre infé-
rieure a 1. Le second canal correspond a la forme standardssage. Le correcteur
du troisieme ordre obtenu alors par synth&se (macro-fonctiorhinflmi) s'écrit:

K(s) = argmin | A(P(s), K(5))ll

—73.6253 4 63.665% — 170.4s — 57.16
s34+ 19.07s%2 4+ 118.4s + 305.8
et la normeH, du premier canal est.02. On peut vérifier sur le lieu des racines

de—IA((s)G(s) (en noir sur la figure 7) que la dynamique du mode commun est cor
rectement placée, a proximité de la dynamique obtenue Byég). La figure 8, qui
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présente le lieu des racines autour de l'incertitude suailzeur, met en évidence la
stabilité de la boucle fermée pour toutes les valeurs dunpetre incertairk. On re-
marque également que l'incertitude sua trés peu d’'influence sur le placement du
mode rigide (mode commun).

+ closed-loop

% open loop

Imag Axis
o

_5 1
-5 0 5
Real Axis

Figure 7. Lieux des racines+ K (G (clair), e (noir).

5
x
5 <o
g 0
= // £0
-5 : ;
-5 Real Axis 5

Figure 8. Lieu des racines d&, (F,(M, K), A) pourA € [—1, 1].
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7. Application aux commandes de vol longitudinal
7.1. Modéle et contréleur initial

Le schéma d’interconnection entre les différentes donméisles (le modéle et
le correcteur) est décrit sur la figure B;(s) représente le modele d’ordre 29 d’'un
avion en vol longitudinal, linéarisé autour d’'une configioa de vol nominale. La
dynamique de ce modele peut étre détaillée de la fagcon gmivan

— 1 mode rigide : I'oscillation d’incidence,
— 8 modes flexibles représentatifs de la déformation de latstre,

— 11 péles (rapides et bien amortis par rapport aux modeggeéts représentatifs
des retards aérodynamiques et de la dynamique des actishineu

Ce modele a 5 signaux de commande (5 surfaces de contréde®: deuvernes de
profondeur (intérieure et extérieure) et les 3 paires efails (intérieurs, moyens et
extérieurs) qui peuvent étre utilisés de facon symétriqaresde cadre de cette étude
pour accroitre les performances des commandes de vol. @sesant disponibles:
la vitesse de tangage, le facteur de charge vertical auumnive@ockpit et 3 mesures
du facteur de charges au niveau des ailes et sur le fuselageoides ailes afin
d’observer, par comparaison relative, le premier modelflexde la voilure.

w
1, e L W z 8
J e |
5 5
Ko(S) [=

Figure 9. Connection du modelg, et du correcteur initialKj.

Le correcteur initialKy(s) a été congu pour accélérer |'oscillation d’'incidence
(qui est naturellement assez amorti) et pour amortir le @emode flexible voilure.
Cette synthése, fondée sur un savoir faire industrielsatles différentes mesures et
surfaces de contrdle ainsi que des filtres passe-bandédguskément choisis pour at-
teindre ces objectifs malgré les incertitudes paramésql’ordre de la réalisation
minimale de ce contréleur x 5 est11. Ce comportement dynamique peut étre inter-
prété sur le lieu des racines présenté figure 10. Ce lieunteélsedynamique en boucle
ouverte (la dynamique du modélg est représentée par desnoires, la dynamique
du correcteurky est représentée par desvertes) et la dynamique en boucle fermée
(représentée par des noires). Les branches partant desvers les+ représentent
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donc les trajectoires des poles lorsque le gain de boudle dar0 a 1 simultanément

sur les 5 chaines

30

25

20

Imag Axis
N
6]

10

0

de commande.

T T
flexible mode 8

4

25

0.2

20

flexible mode 2

0.28
| controller modes 15 _
) *
*

*

sy e
042 "

flexible-mode 1

short—period mode t‘
-

e

-10 -8 -6 -4 -2 0

Real Axis

Figure 10. Lieu des racines dé&,(s) avecKy(s) .

Le modeleP, est également pourvu de I'entréereprésentant le vent vertical et
de 8 sorties représentant les charges en différents points de la steu@gtunoments
fléchissants BMi et 4 efforts tranchantssFi, i = 1,---4). V(s) (voir figure 9) est
un filtre passe-bas du second ordre permettant de prend@ngute la réponse fré-
quentielle de la turbulence (filtre deRDDEN). Les réponses fréquentielles en boucle
ouverte et en boucle fermée (sur le correcteur infig(s)) du transfert des charges
entrew et z sont représentées sur la figure 11. On notera que la prenoigie g 1)
représente le moment fléchissant de la voilure au niveau merscastrement sur le
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fuselage et est la charge la plus importante lors du vol tadgial en turbulence ver-
ticale. Le critere de performance des charges est la nafsrie ce transfert x 8. Les
valeurs de ce critere en boucle ouverte et en boucle ferrvée [@ controleur initial
Ky(s)) sont respectivement:

[Po(1:8,1)V]s=2.05107,

| Fi(Py, Ko)V |2 = 1.91107 .

La représentation d'étdt, (s) est notée:

A| B B
Po(s):=| Ci| 0 Di [50]
C | D D

7.2. Nouvelle synthése pour la réduction de charges

La premiére étape pour la construction de la CSF a partir deatfices @, B,
C, D) de Py, (s) et des 4 matricesAy, By, Cy, Dy) de Ko(s) consiste a résoudre
enT I'équation de RCCATI généralisée (28). Il existe un ensemble combinatoire de
solutionsT” selon le choix de&9 valeurs propres, parmi les) valeurs propres de la
boucle fermée, associées au sous-espace invariant. Nopssens de choisir 1e2)
valeurs propres de la boucle fermée qui sont situées surdexiies issues des 29
valeurs propres dé&;(s) en boucle ouvertex noires), sur le lieu des racines de la
figure 10. Un tel choix peut étre automatisé systématiquénapartir de la solution
T, le probleme augmenté suivarit,() est construit:

P.(s) :=
A | B.  T*B.— BD; B
[ 0 0 D12
—CiyT — DyC 0 —Dy +DpDDy. I, — Dy D
c Dsi I,— DDy D

Le schéma fonctionnel associé a ce probléme est décrit figuré®n peut recon-
naitre entravcsr et zogr le canal associé a la Forme Standard de Passage et entre
w et z, le canal pour la réduction des charges pondéré par des gfatigpuess sur
I'entrée etSsxs sur les sorties (matrice diagonale). Il est facile de vérifieune syn-
théseH, ou H, sur le problemeP, avec le réglage = 0, S = 0gxs conduit a un
correcteur d’ordre 29 qui est non-minimaB(états non-minimaux) et qui est exac-
tement égal au correcteur initi&l, du point de vue du comportement entrée/sortie.
Sur le plan méthodologique, I'intérét de cette forme stamhdéside dans le fait que
I'on peut facilement augmenter les poids statigtiesS pour atteindre un compromis
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Figure 11. Réponses fréquentielles en charge : boucle ouverte (dris)cle fermée
sur K (noir).

1, W z 8

5, Vs P(9) Zcsk 5
5, u 5,

<

Figure 12. Probléme standard final pour la réduction des charggsés).
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entre la réduction des charges et le respect du comportelyeamique obtenu avec
le correcteur initial. Ici, le réglage obtenu est= 0.03 et

S =diag[10~", 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]) .

C’est-a-dire que seul le premier moment fléchissant estérénd

Ce réglage fournit un correcteur optimél, d’ordre 29 @A((s)) qui peut étre ré-
duit & I'ordre 12 (on note alors le contréleur rédit.(s)) en utilisant la réduction
équilibrée. Les résultats obtenus aveg(s) sont présentés Figures 13 et 14. Sur le
lieu des racines, on peut vérifier que I'oscillation d’ineimte est toujours accélérée
et que le premier mode flexible est toujours amorti. Le plaa@nen boucle fermée
des modes du systénig, est quasiment le méme que celui obtenu avec le correcteur
initial (voir figure 10), sauf sur le second mode flexible gsti @aintenant amorti. On
peut également constater que la dynamique du contr6le @éhha figure 14 met en
évidence que ce correcteur permet de réduire toutes legeh@auBM2) par rapport
au correcteur initial. Le critére de performance charges es

| Fi(Py, K,)V |2 = 1.57107 .

C’est-a-dire un gain dé8% sur le critére de performance des charges.

8. Conclusion

L'objectif de ce chapitre était de définir un outil, nommérrarForme Standard
de Passage [CSFui permette de batir un probléme standard de commandé/ .
a partir d’'un systeme donné et dont la solution optimalews&pst un correcteur connu
préalablement. A l'issue de ce chapitre, on est donc camibleréciser la solution
d’un probléme inverse pour:

— un systémé(s) d’ordren, avec ou sans transmission directe,

— et un correcteuky(s) d'ordre ny, inférieur, supérieur ou égal @, qui peut
présenter deux degrés de liberté.

L'autre résultat démontré est que cette Forme Standard sieafa existe si et
seulement si I'équation delBCATI généralisée :

A+ B(I — Dy,,D)"'Dy,,C B(I — Dy,, D) 'Cy, 1
[ -T 1] | =0

Bkl(I—DDkﬂ)ilC Ak+Bk1D(I—Dk]1D)7lckl
admet une solutiofi’ € R"**" de rang plein.

Suite a ces constats, il s'est révélé intéressant d'exgltat CSF, en enrichis-
sant ce probléme standard par ajouts successifs d’une lfmspécificationH, ou
H... Sur le plan méthodologique, la CSF est d’'une utilisati@s souple, comme
en témoignent les exemples applicatifs, trés représénts préoccupations indus-
trielles. Le premier exemple montre comment prendre en t®ome loi de commande
proportionnelle-dérivée classique, qui satisfait la #Etion de performance, dans
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Figure 13. Lieu des racines dé&(s) aveck,.(s) .

une forme standard qui permet ensuite de traiter le probténi@ robustesse paramé-
trique. Dans le second exemple, la CSF a permis d’'ajustetairnke commande de
vol en faisant un compromis entre les qualités de vol de lanlbale et une perfor-
manceH, traduisant les charges en turbulence. D’autres applitate la CSF sont
présentées dans [DEL 05].

La CSF apporte donc certaines possibilités. D’un point de méthodologique,
elle offre une possibilité nouvelle pour la synthése dedeisommande multi-objectifs.
D’un point de vue pratique, elle permet la prise en compte darrecteur préalable-
ment synthétisé lors de modifications ou d’ajout de spétidina H, ou H..
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Figure 14. Réponses fréquentielles en charges: boucle fermée Ey€gris), avec
K, (noir).
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