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Zusammenfassung

In der Theorie der Modulformen sind Hecke-Operatoren von fundamentaler Bedeutung.
Sie ermoglichen Aussagen iiber arithmetische Eigenschaften der Fourierkoeffizienten einer
Modulform. Modulformen kann man auf verschiedene Weisen eine L-Reihe zuordnen. Hecke-
Operatoren sind ein wichtiges Hilfsmittel bei deren Definition. Mit ihrer Hilfe kann man
wichtige Eigenschaften dieser L-Reihe zeigen. Unter anderem {iber die zugeordnete L-Reihe
erhalten Modulformen eine wichtige Rolle in der Zahlentheorie.

Vektorwertige Modulformen zur Weildarstellung eines Gitters sind eine weitgehende Ver-
allgemeinerung der iiblichen skalarwertigen elliptischen Modulformen. Sie sind ein bedeu-
tender Bestandteil in der Theorie der Borcherdsprodukte. Sie ermoglichen die elegante Be-
schreibung der Fourierentwicklung verschiedener Theta-Lifts, die R. Borcherds konstruiert
hat. Viele aktuelle Arbeiten sind im Zusammenhang mit dieser Theorie erschienen, in denen
vektorwertige Modulformen zur Weildarstellung eine wichtige Rolle spielen.

In der vorliegenden Arbeit wird eine Aktion der Hecke-Algebra auf derartigen Modulfor-
men definiert. Dies ermoglicht die Definition von Hecke-Operatoren. Es werden grundlegende
Eigenschaften der Algebra dieser Operatoren untersucht. Insbesondere wird studiert, wie die
Hecke-Operatoren auf den Fourierkoeffizienten einer Modulform operieren.

Abstract

Hecke operators are a fundamental tool in the study of modular forms. They can be used
to obtain information on the arithmetic nature of the Fourier coefficients of a modular form.
They are vital for the definition of L-functions associated to modular forms. Using Hecke
operators one can show some important properties of these L-functions. Modular forms and
their L-functions play an important role in number theory.

Vector valued modular forms associated with the Weil representation are a far reaching
generalization of the classical elliptic modular forms. They are essential for the theory of
Borcherds products. Borcherds uses them to provide an elegant description of the Fourier
expansion of various theta liftings. There are many recent works dealing with Borcherds
products which focus on vector valued modular forms associated with the Weil representation.

In this thesis we define an action of the Hecke algebra for these modular forms. This
action allows the definition of Hecke operators. We discuss some fundamental properties of
the algebra of Hecke operators. Moreover we compute the action of these operators on the
Fourier coefficients of a modular form.
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Einleitung

Es bezeichne H die komplexe obere Halbebene und 7 ein Element aus H. Weiter sei ¢ = e2™7.

Die Delta-Funktion ist durch die Produktentwicklung
—a]lla=a

definiert. Das Produkt ist auf der oberen Halbebene absolut und lokal gleichmé8ig konvergent
und Z-periodisch. Weiterhin erfiillt die Delta-Funktion die folgende Transformationsformel:

A(=1/7) = 2A(7).

Diese Eigenschaften zusammengenommen bedeuten, dal A eine Spitzenform vom Gewicht 12
zur Gruppe SL(Z) ist und sich in eine Fourierreihe der Form

o0
A=Y 7(n)q"
n=1
=q — 24¢> + 252¢° — 1472¢"* + 4830¢° — 6048¢° + - - -

entwickeln 148t. Die Fourierkoeffizienten 7(n) sind alle ganzzahlig. Die Funktion n — 7(n)
wurde von vielen Mathematikern studiert, unter anderem von Ramanujan. Er beobachtete,
da8 7(n) eine multiplikative zahlentheoretische Funktion ist. Genauer vermutete er unter
anderem die folgenden Eigenschaften:

T(m)r(n) = T(mn), falls (m,n) =1 gilt, und

(p")7(p) = 7(p" ) 4+ ptlr(p™Y) fiir alle Primzahlen p und r € N.

Ein erster Beweis fiir diese Aussagen wurde 1917 von Mordell gegeben. Hecke gab 1937 eine
konzeptionelle Erklarung fiir das Auftreten der obigen Eigenschaften. Er fiihrte eine Familie
von kommutierenden Operatoren {T'(m), m € N} auf dem Raum der elliptischen Modulfor-
men vom Gewicht k zu SLy(Z) ein, die gleichzeitig selbstadjungiert sind beziiglich eines be-
stimmten Skalarproduktes. Der Raum der Modulformen zu SL2(Z) besitzt damit eine Basis
von simultanen Eigenfunktionen beziiglich dieser Familie von Operatoren. Eine Modulform
vom Gewicht k zu SLs(Z) ist eine auf H holomorphe Funktion, die unter anderem 1-periodisch
und damit in eine Fourierreihe entwickelbar ist. Hecke bewies die folgenden Eigenschaften fiir
die Fourierkoeffizienten a(n) einer normalisierten (d.h. a(1) = 1) simultanen Eigenform:

a(m)a(n) = a(mn), falls (m,n) =1 gilt, und
a(pMa(p) = a(p™™) + p"ta(p™!) fiir alle Primzahlen p € Z und r € N.



Diese Relationen resultieren aus entsprechenden Relationen, die in der Algebra der Hecke-
Operatoren {T'(m), m € N} gelten. Es 143t sich zeigen, daf} die Delta-Funktion eine normali-
sierte simultane Eigenform vom Gewicht 12 zu S Ly (Z) ist. Damit liefern die Hecke-Operatoren
im Rahmen der Theorie der Modulformen eine befriedigende Erklarung fiir bestimmte arith-
metischen Eigenschaften der Fourierkoeffizienten der Delta-Funktion.

Einer Modulform f =" -, a(n)¢™ kann man via Mellin-Transformation eine L-Reihe

L(f,s) = Z a(n)n™?

n>1

zuordnen. Aufgrund der obigen Relationen der Fourierkoeffizienten a(n) besitzt L(f,s) ei-
ne Eulerprodukt-Entwicklung. Vielen zahlentheoretischen bzw. geometrischen Objekten kann
man ebenfalls eine L-Reihe zuordnen. In dieser L-Reihe sind viele Eigenschaften des Ausgangs-
objektes kodiert, die sich vor allem aus deren analytischen Eigenschaften ergeben. Haufig liegt
die L-Reihe als Eulerprodukt vor, und iiber deren analytische Eigenschaften 148t sich wenig
ablesen. Es ist nun von grofler Bedeutung, dafl die geometrisch-zahlentheoretisch motivier-
te L-Reihe in manchen Féllen mit der L-Reihe einer Modulform iibereinstimmt. Denn dann
iibertragen sich die analytischen Eigenschaften der L-Reihe der Modulform auf die der arith-
metisch gewonnenen L-Reihe. Als prominentestes Beispiel hierfiir ist der tiefliegende Satz von
Wiles zu nennen, der besagt, dafl die L-Reihe einer elliptischen Kurve E iiber dem Korper Q
iibereinstimmt mit der L-Reihe einer Modulform fgr vom Gewicht 2. Dieser Satz impliziert
unter anderem den berithmten letzten Satz von Fermat.

Vektorwertige Modulformen zur Weildarstellung haben in der letzten Zeit grofie Aufmerk-
samkeit erfahren. Der Grund hierfiir ist, daf} sie als Input zweier regularisierter Theta-Lifts
dienen, die Borcherds in [Bo2] konstruiert hat. Beide Liftungen bilden in einen Raum von
Modulformen zu einer Untergruppe der orthogonalen Gruppe O (L) ab. Borcherds erkannte,
daf} sich derartige Theta-Liftungen sehr elegant mit Hilfe der vektorwertigen Modulformen
zur Weildarstellung beschreiben lassen. So 148t sich etwa das Bild einer vektorwertigen Modul-
form unter dem “multiplikativen” Lift in jeder Spitze als ein unendliches Produkt in Termen
der Fourierkoeffizienten der Ausgangsform konstruieren. Daher spricht man auch von Bor-
cherdsprodukten. In einer Reihe weiterer aktueller Arbeiten wurden diese Borcherds-Lifts
verwendet, zu nennen sind zum Beispiel [Bol], [Brl], [McG] und [Scl]. Der “additive” Lift
ist eine konzeptionelle Verallgemeinerung vieler bereits zuvor existierender Liftungen, wie et-
wa des Shimura-Lifts ([Sh2]), des Doi-Naganuma-Lifts ([DN]) oder des Saito-Kurokawa-Lifts
([EZ], Kapitel IT). In der Theorie der Modulformen spielen Lifts eine wichtige Rolle. Dies sind
Abbildungen zwischen Riéumen von Modulformen verschiedenen Typs. Mit ihrer Hilfe ist es
moglich, Rdume von Modulformen zu anderen klassischen Gruppen, wie der symplektischen
oder orthogonalen Gruppe, besser zu verstehen, und insbesondere konkrete Beispiele daraus
zu konstruieren.

Vor dem Hintergrund der zuvor skizzierten Bedeutung der Hecke-Operatoren in der Theo-
rie der elliptischen Modulformen und dariiber hinaus, ist es naheliegend, Hecke-Operatoren
auch fiir andere, allgemeinere Klassen von Modulformen einzufiihren. Diese Arbeit leistet
einen Beitrag dazu. Es werden Hecke-Operatoren fiir vektorwertige Modulformen zur Weil-
darstellung definiert. Im Anschlufl daran werden einige der oben angesprochenen Eigenschaf-
ten der Algebra dieser Operatoren bewiesen. Es wird auflerdem bestimmt, wie diese auf den
Fourierkoeffizienten einer Modulform operieren.

Fin grofler Teil dieser Arbeit beschéftigt sich mit der Definition der Hecke-Operatoren, die
keineswegs offensichtlich ist. Aus diesem Grund werden im folgenden die wesentlichen Ideen



geschildert, die zu der Definition fiihren. Zudem wird der restliche Inhalt der Arbeit genauer
beschrieben.

Es sei L ein gerades Gitter vom Typ (b*,b7) mit der quadratischen Form z — x2/2. Mit
N bezeichnen wir die Stufe von L, mit sig(L) = bt — b~ die Signatur des Gitters. Es sei weiter
L’ das zugehorige duale Gitter und C[L’/L] der Gruppenring der endlichen Gruppe L’/L. Die
Standardbasis des Gruppenringes sei mit (e))x ez /1 bezeichnet. Der Ubersichtlichkeit halber
sei die Signatur des Gitters gerade. In diesem Fall gibt es nur nichttriviale Modulformen zur
Weildarstellung, wenn das Gewicht k£ ganzzahlig ist. Der Fall ungerader Signatur wird in der
Arbeit ebenfalls betrachtet. Mit o7, sei die Weildarstellung

oL : SLy(Z/NZ) — U(C[L'/L])

zum Gitter L bezeichnet. Fiir die Definition von g5 und weitere Details siehe Kapitel 4.
Es sei k € Z. Eine auf der oberen Halbebene H holomorphe Funktion f : H — C[L’/L]
heifit vektorwertige Modulform vom Gewicht k zur Weildarstellung o, fiir die Gruppe I'(1) =
SLo(Z), falls

FOy7) = (e +d)*or(v)f(7)

fiir alle v = (¢%) € I'(1) gilt, und falls f holomorph in der Spitze oo ist. Man kann leicht
zeigen, dafl die Komponentenfunktionen fy einer solchen Modulform f = %\ ;, /L rex aus
dem Raum My (I'(N)), dem Raum der skalarwertigen Modulformen vom Gewicht k zu T'(N)
sind.

Der Hecke-Operator soll durch die Operation der Hecke-Algebra der I'(1)-Doppelneben
~klassen in GLj (Q) definiert werden. Details zu Hecke-Operatoren und Hecke-Algebren finden
sich zum Beispiel in [Sh1]. Demzufolge ist der Slash-Operator

Flooy=(cr+d)Fo (v f(y7) (1)

auszudehnen auf geeignete Matrizen M € GL;r (Q). Insbesondere die Weildarstellung muf also
auf diese Matrizen fortgesetzt werden. McGraw liefert in [McG] die entscheidende Grundlage
fiir eine mogliche Fortsetzung. Er dehnt die Weildarstellung zu einer Operation auf Matrizen
Jo = ($2) € GLy(Z/NZ) durch

(1) Y ame) = Y af e (2)

XeL//L XeL'/L

aus, um damit eine Operation der gesamten Gruppe GLy(Z/NZ) zu erhalten, die die Weil-
darstellung fortsetzt. Hierbei ist o, € Gal(Q(e2™/N /Q), gegeben durch ¢*/N — g2mia/N
und > yep g axes € Q(e2™/N)[L'/L]. Man beachte, daB die Definition (2) nicht C-linear ist.
Damit erhélt man eine Operation einer geeigneten Untergruppe von G’LéF (Q), die die Weildar-
stellung fortsetzt, indem man zunéchst die Eintrédge modulo N reduziert, um dann McGraws
Weildarstellung anzuwenden. Eine geeignete Untergruppe ist daher

G(N)={M € GL§(Q); 3r € Zmit (r,N) =1,
so dafl rM € My(Z) und (det(rM),N) =1 }.
Verwendet man zur Ausdehnung des Slash-Operators McGraws Erweiterung der Weildarstel-

lung, so sto8t man dabei auf einige Schwierigkeiten. Diese werden im folgenden beschrieben,
um damit gleichzeitig die Definition des Slash-Operators auf der Gruppe G(N) zu motivieren.
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Die Fortsetzung verlduft in zwei Schritten. Zunéchst dehnt man den Slash-Operator auf
den Normalteiler

S(N)={M e GL3(Q); 3Ire€Zmit (r,N)=1,soda rM € My(Z)
und det(rM)=1 (mod N) },

dann auf die Untergruppe
J(N) = {Ja:((l)g); azgmit (rs,N)=1 }

aus. Das Lemma 4.2.5 liefert dann die Fortsetzung auf die gesamte Gruppe G(NV). Fiir ein
M € S(N) stellt der Ansatz

Flon M= " of (M)(fx | Mey) (3)

AeL!/L
eine mogliche Fortsetzung dar. Diese Definition legt den Slash-Operator auf dem Schnitt
S(IN)NIT(N)={(§2) €G(N); s=1 (mod N)}

fest. Eine naheliegende Definition fiir J(N) wire daher:
Fler (5D = D ot (D) (A lk (§3)en) (4)

NeL'/L

Die Weildarstellung fiir die Matrizen (§ U ) ist durch (2) gegeben. Es stellt sich also die Frage,
wie man eine Operation von Gal(Q(e2™/")/Q) auf den Komponentenfunktionen fy definiert.
Der folgende Ansatz findet sich zum Beispiel in [Sh1], Kapitel 6, und in Anlehnung daran,
in [McG|: Man nimmt direkt an, da8 die Fourierkoeffizienten der Komponentenfunktionen in
Ry = Z[e*™/N, %] liegen (siehe Satz 2.2.1, 2.2.2) und definiert

7= a(\ )"
n>0
Diese Ansétze liefern in der Tat Operationen der Gruppen S(N) bzw. J(N). In Lemma 11.1.4
wird jedoch gezeigt, dafl sich diese nicht zu einem Slash-Operator auf ganz G(IN) fortsetzen
lassen.
Aus dem Beweis des Lemmas geht der Grund dafiir hervor. Dort taucht an entscheidender
Stelle anstatt der Darstellung

p: SLa(ZINZ) — GLML(T(N))),  p(A)(f) = i 7(A)
die Darstellung
po s SLy(Z/NZL) — GL(Mg(L(N))),  pa(A)(f) = p(JaAIZH) (),

auf. Hierbei ist 7(A) € SLy(Z) mit v(A) = A (mod N). Dies liegt daran, dafl die oben defi-
nierten Operationen von SLo(Z/NZ) und von Gal(Q(e*™/N)/Q) auf dem Raum M,fN (I(NV))
(siehe (2.8)) nicht kommutieren.

Es ist daher naheliegend, die Definition (4) um einen #quivarianten Operator L(a) der
Darstellungen p und p, zu erweitern, um diesen “Fehler” zu kompensieren. In Satz 12.0.10
wird gezeigt, dafl in der Tat der folgende Ansatz

Flen (82)= D ' (3D (A |k (§3) - Lia)en) (5)

NeL'/L
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zusammen mit dem obigen Slash-Operator auf S(NV) eine Fortsetzung auf ganz G(INV) liefert.
Dabei miissen jedoch weitere Bedingungen an den Operator gestellt werden, wie etwa dessen
Invertierbarkeit.

Ein solches Resultat ist zwar von theoretischem Interesse, weil es eine Moglichkeit aufzeigt,
eine Fortsetzung des Slash-Operators auf die Gruppe G(N) zu definieren, es stellt sich jedoch
die Frage nach der Existenz eines Operators, der alle Voraussetzungen von Satz 12.0.10 erfiillt.
Insbesondere stellt sich die Frage, fiir welche a € (Z/NZ)* die beiden Darstellungen p und
Pa dquivalent sind. In Kapitel 7 und 8 wird gezeigt, daf§ dies genau dann der Fall ist, wenn «
ein quadratischer Rest modulo N ist.

In Kapitel 8 wird ein Operator

L(a,r) : Mi('(N)) — Mp(T'(N))

angegeben, der alle von Satz 12.0.10 geforderten Eigenschaften erfiillt. Die Definition des
Operators ist abhingig von der Wahl einer Wurzel » von o modulo N. Da es verschiedene
Wurzeln von « gibt, wird diese als Parameter von L mit aufgefiihrt.

Vor diesem Hintergrund erhélt man also mit Ansatz (5) einen Slash-Operator fiir Matri-
zen aus G(N), deren Determinante ein Quadrat modulo N ist. Diese Matrizen bilden eine
Untergruppe, die mit Q(N) bezeichnet wird. Aufgrund der Vieldeutigkeit der Wurzel von «
betrachtet man anstatt der Gruppe Q(N) die Gruppe

Qi(N) = {(M,r) € G(N) x (Z/NZ)*; det(M)=r> (mod N)}.

Mit der Fortsetzung von (1) gelingt dann auch die Definition eines Hecke-Operators in
Termen von Doppelnebenklassen I'(1) (M, r)['(1) aus der Hecke-Algebra H(Q1(N),I'(1)). Al-
lerdings ist dieser Hecke-Operator zunéchst per definitionem nur fiir Modulformen aus M kf
definiert, was daran liegt, daB8 der Slash-Operator fiir Matrizen aus Q;(N) nur fiir solche
Modulformen definiert ist. Hierbei ist mit M ,f 7 der Untermodul aller vektorwertigen Mo-
dulformen bzgl. o5 gemeint, deren Fourierkoeffizienten in Ry liegen. McGraw hat jedoch
in [McG]| bewiesen, dafl der Raum Mj, j, eine Basis von Modulformen besitzt, deren Fou-
rierkoeffizienten rational sind. Demzufolge definiert man den Hecke-Operator in Termen von
Doppelnebenklassen zunéchst auf dem Unterraum M I(SL' Die C-lineare Fortsetzung auf den

Raum M ,(9 7, ® C ist dann kanonisch.

Zur Definition des Hecke-Operators verwenden wir eine Q-lineare Fortsetzung der Weil-
darstellung auf die Gruppe G(N). Wie zuvor gesehen, fiihrt dies zu erheblichen Problemen.
Eine C-lineare Fortsetzung der Weildarstellung wiirde weite Teile dieser Probleme umgehen
und die Definition eines Slash-Operators auf ganz G(N) erlauben. In [BS] wird eine C-lineare
Fortsetzung der Weildarstellung angegeben, jedoch nur auf die Gruppe Q;(NV). In diesem
Zusammenhang stellt sich daher die Frage, ob es nicht eine C-lineare Erweiterung auf die
gesamte Gruppe G(N) gibt. Wir zeigen in Kapitel 5, dafl es eine derartige Fortsetzung im
allgemeinen nicht gibt.

Es sei nun m € N. Falls m teilerfremd zu N ist, sei der Hecke-Operator T'(m?)* im obigen
Sinne definiert durch die Doppelnebenklasse I'(1)( ( “82 0),m)I'(1). In Kapitel 14 dieser Arbeit
wird die Definition der Hecke-Operatoren T'(m?)* auf alle m € N erweitert.

Falls (m, N) > 1 gilt, liefert die Reduktion modulo N von Matrizen mit Determinante m
keine Elemente aus GLy(Z/NZ) mehr. Demzufolge kénnen die oben beschriebenen Methoden
zur Definition von T'(m?)* nicht mehr herangezogen werden. Es ist dennoch moglich einen
Hecke-Operator zu definieren. Da auch hier die Ansétze nicht offensichtlich sind, wird dies im
folgenden beschrieben.

2
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Man erhélt zunéchst eine Fortsetzung des Slash-Operators fiir o = (”82 (1)) durch

Flera= Y (Alka)(erlsa), (6)

XeL!/L
wobel f =23 \cr/ faex € MSL und

ex L a=em. (7)

Man wiéhlt zunichst f € MSL, um einen zum Fall (m,N) = 1 kompatiblen Ansatz zu
bekommen.
Fiir 6 = vay’ € T'(1)al'(1) erhilt man durch

Flepd:= > (Ald)(exlylealLy)

NeL'/L

eine Fortsetzung von (7) auf die Doppelnebenklasse I'(1)al'(1). Hierbeiist ey |1 v = 0} (7)(er)-

Im Unterschied zum Fall (m, N) = 1 wird hier nicht erst die Weildarstellung auf « fortge-
setzt und dann der Slash-Operator passend dazu. Denn aufgrund der Ergebnisse in Abschnitt
14.1 liegt die Vermutung nahe, daf} es keine kompatible Fortsetzung der Weildarstellung auf
die Matrizen « gibt, die gleichzeitig eine wohldefinierte Fortsetzung auf die Doppelnebenklasse
I'(1)al'(1) durch

or(vay')(ex) = er(v)er(a)or(v')(ex)

erlaubt. Der Ansatz (7) stammt aus [BS]. Dort wird gezeigt, daf§ durch

exled=exloyloalLy

(7) fortgesetzt werden kann auf die Doppelnebenklasse I'(1)al'(1), und zwar unabhéngig von
der Wahl der Vertreter v,~' € T'(1). Zwar stimmt (7) nicht iiberein mit o} ' (), falls (m, N) =
1 gilt, man kann jedoch leicht zeigen, dafl (6) bis auf einen Charakter iibereinstimmt mit dem
Slash-Operator f | 1 o fiir (m,N) =1und f € M SL. Dies zusammengenommen motiviert
die Ansétze (7) und (6). 7

Man erhélt damit auf M SL einen Hecke-Operator T (m?)* fiir
(m, N) > 1, der dort bis auf den oben erwiihnten Charakter mit dem zuvor definierten Hecke-
Operator im Falle (m, N) = 1 {ibereinstimmt.

SchlieBlich wird fiir alle m € N gezeigt, da der Operator T(m?)* selbstadjungiert ist
beziiglich des Petersson-Skalarproduktes. Die Familie {T'(m?)*; (m,N) = 1} bildet eine
kommutative Unteralgebra von End(Mj, 1), die den Raum der Spitzenformen auf sich abbildet.
Damit besitzt der Raum der Spitzenformen eine Basis aus simultanen Eigenformen bzgl. dieser
Familie, und es ist es ist moglich, einer solchen Eigenform ihre Standard L-Reihe zuzuordnen.
Satz 14.2.16 zeigt, daf fiir alle teilerfremden m,n € N

T(mQ)*T(nQ)* — T( 2n2)>¢<

gilt. Daraus 148t sich dann schliefen, dafl die Standard L-Reihe eine Eulerprodukt-Entwicklung
besitzt.

Falls die Signatur des Gitters L ungerade ist, so lassen sich alle zuvor aufgefiihrten Resul-
tate iibertragen. In diesem Fall mufl man anstelle von I'(1) die zweifache Uberlagerung I'(1)
verwenden. Dies hat zur Folge, daf nicht die Gruppen S(N), G(N) und Q;(NV) operieren, son-
dern Gruppenerweiterungen davon durch {#1}. Analog zur Theorie elliptischer Modulformen
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halbganzen Gewichts (siehe [Sh2]) ergibt sich, da§ der Hecke-Operator T'(M,r) verschwindet,
falls die Determinante von M kein Quadrat ist.

Ich bedanke mich sehr herzlich bei Herrn Prof. Dr. J. H. Bruinier, der diese Arbeit
ermoglicht hat. Ich bin ihm sehr verbunden fiir seine Anmerkungen und Verbesserungsvor-
schléige zu dieser Arbeit.

Ferner mochte ich mich bei Herrn Prof. Dr. J. Funke fiir seine Bereitschaft, als Zweitgut-
achter zu fungieren, herzlich bedanken.

Mein Dank gilt aulerdem Frau Dipl.-Math. Heike Hagemeier, die die zum Teil recht tech-
nische Arbeit sehr griindlich durchgesehen und korrigiert hat, sowie allen anderen, die ein
stetes Interesse am Fortgang dieser Arbeit hatten.
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Kapitel 1

Notationen

In diesem Kapitel sollen einige grundlegende Notationen und Abkiirzungen aufgefiihrt werden.
Diese behalten wihrend der gesamten Arbeit ihre Bedeutung, andernfalls wird explizit darauf
hingewiesen.

Es ist mit k € %Z immer das Gewicht gewisser Rdume von Modulformen gemeint, mit H
wird die komplexe obere Halbebene bezeichnet. Weiter ist

V(H) = {f:H—C}. (1.1)

Wir verwenden in allen Rechnungen die iibliche Abkiirzung e(x) = >,

Mit L bezeichnen wir immer ein gerades, nicht ausgeartetes Gitter, wobei die zugehorige
Bilinearform durch (-,-) und die quadratische Form durch z — 2?/2 = }(z,z) symbolisiert
werden. Hiufig kiirzen wir die Diskriminantengruppe L’/L mit A ab. Die natiirliche Zahl N
ist im Zusammenhang mit der Weildarstellung und vektorwertigen Modulformen zur Weildar-
stellung immer die Stufe des Gitters L. Andernfalls bezeichnet N die Stufe von skalarwertigen
Modulformen. Es ist (5 standardméfiig das Symbol fiir eine primitive N-te Einheitswurzel.
Neben dem Kreisteilungskorper Q(¢x) wird auch der Ring Ry := Z[1/N, (n] benotigt. Wei-
terhin verwenden wir hiufig den Restklassenring Z/NZ und dessen Einheitengruppe (Z/NZ)*,
die wir mit U(N) abkiirzen werden. Fiir zwei ganze Zahlen a, b bezeichnen wir wie iiblich mit
(%) das Kronecker-Symbol. Fiir dessen genaue Definition siehe etwa [Bol] oder [Sh2]. Wir
verwenden das Kronecker-Symbol ausschliefflich, wie es dort definiert ist. Im Zusammenhang
mit der endlichen Gruppe A = L’/L sind zwei Untergruppen spiter von Interesse. Es sei
n € N. Dann ist

A, ={x € A; nx=0} (1.2)

und
A"={zx € A; JyeA: ny=uzx}. (1.3)

Die drei Gruppen sind durch die folgende exakte Sequenz miteinander verbunden:
0— A4, —A— A" — 0, (1.4)

wobei der zweite Pfeil durch Einbettung und der dritte Pfeil durch Multiplikation mit n
gegeben ist. Man beachte, dafl falls die Gruppenordnung von A teilerfremd zu n ist, so gilt
A, = {0} und A™ = A. Diese Untergruppen kann man fiir jede endliche Gruppe definieren.
Speziell fiir A = L'/L erhilt man eine Bilinearform und die zugehérige quadratische Form
nach Q/Z aus der Bilinearform auf L. Wir benutzen die oben eingefiihrten Symbole ebenfalls
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fiir die induzierten Formen. Beziiglich der induzierten Bilinearform ist A,, das orthogonale
Komplement von A™ in A.
Neben den Untergruppen A™ und A,, ist noch die folgende Teilmenge von A von Interesse

A™ ={a€4; (a,N)=n)?/2 (mod 1) fiir alle A € 4, } . (1.5)
Es gilt
Lemma 1.0.1. Fulls n € N ungerade ist, so gilt A™ = A".

Beweis. Zum Beweis verwendet man die Zerlegung von A in Jordan-Blocke. Fiir Details siche
[Sc]. Falls m eine Primzahl ist, wird in Bemerkung 14.2.10 ein elementarer Beweis fiir diese
Aussage gegeben. O

1.1 Einige Gruppen

In diesem Abschnitt sollen kurz die fiir diese Arbeit relevanten Gruppen mit den zugehérigen
Bezeichnungen aufgefithrt werden.

Zunichst ist GL2(R) die Menge aller invertierbaren 2 x 2- Matrizen mit reellen Eintrégen.
Mit GL;' (Q) sei die Untergruppe der invertierbaren 2 x 2-Matrizen mit Eintrégen in Q ge-
meint, deren Determinante positiv ist. Als weitere Untergruppe spielt die spezielle lineare
Gruppe SLs(R) iiber den reellen Zahlen eine wichtige Rolle. Dies ist bekanntlich die Menge
aller Matrizen aus GL2(R), deren Determinante 1 ist. Standardméfig soll M eine Matrix aus
einer der oben genannten Gruppen sein. Entsprechend ist SLy(Z) zu verstehen. Verschiedene
sogenannte Kongruenzuntergruppen von SLo(Z) spielen in dieser Arbeit eine groBe Rolle.
Dabei verwenden wir die Standardsymbole fiir diese Gruppen. Fiir NV € N ist

L(N)={y€SLy(Z); v=(}9) (mod N)} (1.6)

die Hauptkongruenzuntergruppe der Stufe NV,

Do(N)={(2%) eTl'(1); ¢=0 (modN)}, (1.7)
weiter
LO(N) = {(¢}) €T(1); b=0 (mod N)} (1.8)
und
IY(N) = To(N) NTON). (1.9)

Demnach erhélt man fiir N = 1 in allen Féllen SLy(Z) zurtick. Wir setzen I'(1) = SLo(Z).
Elemente aus diesen Gruppen werden wir mit v bezeichnen.

Eine grofie Rolle werden die Gruppe G Lo(Z/NZ) und Untergruppen dieser Gruppe spielen.
Dabei ist GLo(Z/NZ) zu verstehen wie die Gruppe GLy(R). Wir setzen abkiirzend

G(N) := GLy(Z/N7Z). (1.10)
Weiterhin ist SLy(Z/NZ) ein Normalteiler von G(N). Wir setzen

S(N) := SLs(Z/NZ). (1.11)
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Die Elemente aus S(NN) wollen wir mit A bezeichnen. Es besteht keine Gefahr der Verwechs-
lung mit dem Symbol A = L’'/L, da wir auf deren beider Verwendung im selben Kontext
verzichten. Schlielich sei

J(N)={(§2) €GIN); a€U(N)}. (1.12)

Es werden im Verlauf dieser Arbeit verschiedene Elemente aus G(N) héufiger benutzt. Fiir
r € U(N) ist

D, = (7,"9) e S(N), (1.13)
gy = (39) € J(N) (1.14)

und
Sy = (59) € G(N). (1.15)

Es wird spéter benutzt, dal G(N) das semidirekte Produkt von S(N) und J(N) ist. Ein Ziel
dieser Arbeit ist die Definition eines Hecke-Operators auf dem Raum My, 1, der vektorwertigen
Modulformen zu SLy(Z) beziiglich der Weildarstellung. Ublicherweise definiert man einen
Hecke-Operator auf Modulformen in Termen einer Hecke-Algebra zu einem Paar von Gruppen.
In unserem Fall ist die eine Gruppe eine geeignete Untergruppe von GL;(Q) und die andere
Gruppe I'(1). Im folgenden soll diese Gruppe und relevante Untergruppen aufgefiihrt werden:

G(N)={M € GL7(Q); 3Ir € Z mit (r,N) =1, so dal rM € M>(Z) und (det(rM),N) =1 }.
(1.16)

Man beachte, daf sich immer ein 7 € Z finden 1&8t, so dafl sogar r = 1 (mod ) gilt. Analog
zu G(N) = S(N) x J(N) 1a8t sich G(N) als inneres Produkt zweier Untergruppen schreiben.
Die S(INV) entsprechende Gruppe ist

S(N)={M € GL;(Q); 3Ir€Zmit (r,N) =1, sodaB rM € M(Z)

und det(rM) =1 (HlOd N) } (117)

Die J(N) entsprechende Gruppe ist
oo,
j(N):{Ja:((l)g); a:gmlt (rs,N)zl}. (1.18)

Dieses innere Produkt ist jedoch nicht semidirekt, da der Schnitt von S(/N) und J(N) nicht
leer ist.

Schliefllich ist noch die folgende Untergruppe von G(N) im weiteren Verlauf der Arbeit
von Interesse.

Q(N) ={M € GL$(Q); 3Ir € Zmit (r,N) =1, so daB rM € M>(Z)

und det(rM) =0 (mOd N) } : (119)

wobei mit [J gemeint ist, dal det(rM) ein quadratischer Rest modulo IV sein soll.
Mit 7 bezeichnen wir die Abbildung,

R R (T T T )

wobei der Bruch r/s modulo N durch r (mod N)-s~! (mod N) reduziert wird. Man beachte,
dafl die Reduktion modulo NV in diesem Sinne fiir Matrizen aus G(N) immer moglich ist.
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Kapitel 2

Modulformen zu ['(V)

Modulformen zur Hauptkongruenzuntergruppe I'(NV), ganzen und halbganzen Gewichts, spie-
len in dieser Arbeit eine grofle Rolle. Ausfiihrliche Darstellungen zu diesen Modulformen findet
man zum Beispiel in [Ko]. Im ersten Abschnitt sollen kurz die Definitionen von Modulformen
zu I'(IV), sowohl ganzen wie halbganzen Gewichts angegeben werden. Dies geschieht vor allem
deshalb, um gewisse Notationen fiir den restlichen Verlauf der Arbeit festzulegen.

Der zweite Abschnitt enthélt einige arithmetische Eigenschaften der Réume My (I'(NV)).
Dies sind einfache Resultate, die im wesentlichen auf dem g-Entwicklungsprinzip beruhen,
allerdings in der Form vermutlich nirgendwo in der Literatur zu finden sind. Diese Resultate
gelten meistens unabhéngig davon, ob das Gewicht ganz oder halbganz ist.

2.1 Definitionen

Um R&ume von Modulformen halbganzen Gewichts zu definieren, mufl man eine Operation
einer zentralen Erweiterung der Gruppe SL9(R) auf der Menge der Funktionen f : H — C
einfithren. Im folgenden bezeichne z'/2 = /% fiir z € C den Zweig der Wurzel mit arg(/z) €
(—m/2,7/2]. Fiir k € Z sei 25/% = /2", Fiir M = (28) € SLa(R) sei

J(M,7) = Ver +d. (2.1)

Mit gig(R) bezeichnen wir die Menge aller Paare (M, ¢(7)), wobei M € SLy(R) ist und
o(1) = j(M, ) oder —j(M, 7). Bekanntlich ist SLo(R) eine Gruppe, wobei die Multiplikation
durch

(My, ¢1(7)) (M2, ¢2(7)) = (M1 M2, 1 (MaT)d2(7))
gegeben ist. Es sei
P: SLy(R) — SLy(R), (M, é(r)) — M

die Projektion auf die erste Komponente. Weiterhin bezeichnen wir fiir eine beliebige Unter-
gruppe I' das Urbild unter P mit I', so wie mit ¥ eines der beiden Urbilder von 7.
Fir k € %Z kann man nun auf der Menge der Funktionen f : H — C eine Operation von

gig(R) durch

(f & (M,9))(r) = ¢() " f (M) (2.2)

19
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definieren. s

Die Erweiterung SLo(R) von SLa(R) erméglicht die Definition der Slash-Operation (2.2),
auch wenn k echt in 1 + Z enthalten ist. Geht man zu der Untergruppe I'g(4) oder T°(4)
iiber, so kann man ohne eine Gruppenerweiterung einen Automorphiefaktor und damit eine
Slash-Operation definieren. Fiir die Details siehe [Ko].

Definition 2.1.1 (und Satz). Es seiy = (%Y%) € Ty(4) UT?(4). Dann definiert

J(7,7) = e (2) Ver +d (2.3)

einen Automorphiefaktor fir die Gruppe I'g(4), wobei

1, fallsd=1 (mod 4)
€] =
¢ i, fallsd=3 (mod 4).

Falls 4 ein Teiler von N ist, bildet I'(V) eine Untergruppe von I'g(4). Der Automorphie-
faktor J ist fiir Elemente aus I'(N) etwas einfacher,

J(y, 1) = (2) Ver +d. (2.5)
Aufgrund der Gleichung

J(y, AT I ) =T 7) (2:6)
kann man
L(N)* = A{(,J(v,7)); v €e€L(N)} (2.7)
als Untergruppe von f(l) auffassen. Es gilt sogar
Proposition 2.1.2. Die Gruppe I'(N)* ist ein Normalteiler von T'(1).
Beweis. Siehe [Sko], Seite 3. O

Definition 2.1.3. Es sei k € 3$Z, N € N. Mit My(I'(N)) sei der Raum der holomorphen
Modulformen vom Gewicht k zu T'(N) bezeichnet, wobei N durch 4 teilbar sein soll, falls
ke % + Z gilt. Genauer liegt eine Funktion f:H — C in My(T'(N)), wenn gilt

1. f ist holomorph auf H,

2. fiir alle v € T(N) gilt
fle~y=1F, falls k € Z bzw.
Fle (v J(ym) = f, falls k € § + 2,

3. fir alle (v,¢) € T(1) besitzt f | (v,¢) eine Fourierentwicklung der Gestalt

Tl (1:6) = 3" an)e(n/N 7).

n>0

Entsprechend gilt dies fiir ganzes Gewicht.
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2.2 Arithmetik von Modulformen zu I'(N)

Die nun folgenden Resultate machen im wesentlichen Aussagen iiber die Existenz einer Basis
von My (I'(N)) mit Fourierkoeffizienten in gewissen Unterringen von C.

Entscheidend dafiir sind die beiden folgenden Theoreme. Insbesondere ermoglichen diese
die sinnvolle Definition einer Galoisaktion auf Modulformen zu I'(/V) mit Fourierkoeffizienten
in einem gewissen Unterring oder Teilkérper von C. Alle Aussagen sind giiltig, unabhéngig
davon, ob k € Z oder ob k € % + Z.

Satz 2.2.1 (([Sh1], Theorem 3.52),([SS]|, Lemma 8)). Sei k € 3Z. Der Raum M (I'(N))
besitzt eine Basis von Modulformen, deren Fourierkoeffizienten bei Unendlich in Z liegen.

Satz 2.2.2 (¢-Entwicklungsprinzip, [Ka)). Sei k € %Z, N’ =kgV(N,8) und 7 € I'(1). Es
sei f € Mp(I'(N)) mit Fourierkoeffizienten bei Unendlich in Ry+. Dann liegt f |, 7 ebenfalls

in Mi(T'(N)) und besitzt eine Fourierentwicklung in der Spitze Unendlich mit Koeffizienten
m RN/.

Definition 2.2.3. Es sei R ein Unterring der komplezen Zahlen. Mit MF(T(N)) sei die
Menge aller Modulformen aus Mp(T'(N)) bezeichnet, deren Fourierentwicklung bei Unendlich
Koeffizienten in R besitzt,

MET(N)) = {f € Mp(T'(N)); a(n, f)e € R fiir alle n € N}. (2.8)

Als Folgerung aus Theorem 2.2.1 erhélt man
Korollar 2.2.4. i) Sei R ein Unterring der komplezen Zahlen. Dann gilt

MG (D(N)) = M(D(N)) @ R. (2.9)

it) Es gilt auferdem
My(T(N)) = M (T(N)) ® C. (2.10)
Beweis. zu i) Der Isomorphismus ist in der einen Richtung gegeben durch
f®c— cf.
Fiir die Riickrichtung wihlt man eine Basis {f1,..., f.} von ME(I'(N)), deren Fourierent-

wicklung bei Unendlich ganzzahlige Koeffizienten besitzt (eine solche existiert nach Theorem
2.2.1), und setzt

s s
Zcifi = Zfi ® ¢
i=1 i=1

zu ii) Der Isomorphismus ist in beiden Richtungen wie fiir den ersten Teil des Beweises
gegeben. Man beachte dabei, dal Z C Ry, so daf} eine Basis von My (I'(N)) mit ganzzahligen
Fourierkoeffizienten insbesondere eine Basis von M kRN (T'(IV)) ist. O
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Definition 2.2.5. Sei K C C eine Kérpererweiterung von Q, o € Gal(K/Q) und f €
ME(T(N)) mit Fourierentwicklung f = > ns0a(n)q", wobei ¢ = e(nt/N) sei. Dann kann
man formal die konjugierte Form

f7:=> a(n)’q" (2.11)

n>0
als Element von K{[qg]] bilden. Da o ein Automorphismus von K ist, definiert die Abbildung
S a(n)g" = 3 aln)q"
n>0 n>0
einen Ringisomorphismus von K|[q]].

Satz 2.2.6. i) Sei F' C C eine Kérpererweiterung von Q. Dann operiert Gal(F/Q) auf
ME(T(N)) durch

f—fe, (2.12)
wobei f7 definiert ist wie in (2.11).

it) Ist F' ein Zahlkorper und O sein Ganzheitsring, so definiert (2.12) eine Operation von
Gal(F/Q) auf M (T(N)).

Beweis. zu 1)

Zunichst muf man sich davon iiberzeugen, daf f¢ wieder in M} (I'(IV)) liegt. Mit Theorem
2.2.1 bzw. Korollar 2.2.4 existiert eine Basis {f1,..., fr} von M{(I'(N)) mit ganzzahligen
Fourierkoeffizienten, so daf sich f in der Form f = Y., ¢; f; darstellen l&8t. Die Koeflizienten
¢; sind aus dem Kérper F. Daher gilt f7 = Y"_ ¢7f; € MF(I(N)). DaB$ durch (2.12) eine
Operation definiert wird, ist klar.

zu i)

Mit dem ersten Teil folgt, daB Gal(F/Q) auf M} (T'(N)) operiert. Falls nun die Galois-
gruppe O auf sich abbildet, folgt die Behauptung mit dem gleichen Argument wie in 4). Dies
folgt aber unmittelbar aus der Definition der ganzalgebraischen Zahlen. O

Korollar 2.2.7. Sei F = Q(Cn) der N-te Kreisteilungskorper und Ry der oben definierte
Ring. Dann definiert (2.12) eine Operation von Gal(Q({n)/Q) auf dem Raum Mk,RN (T(N)).

Beweis. Wie im Beweis von Satz 2.2.6 folgt, dafl es geniigt zu zeigen, dafl Ry durch
Gal(Q(¢n)/Q) wieder auf sich abgebildet wird. Dies ist aber klar, da Ry aus Elementen der
Form 37, i) ai(1/N)" (R besteht. O
2.2.1 Fortsetzung der Galoisaktion auf Modulformen beliebiger Stufe
Man kann véllig analog zu SLy(R) die Erweiterung

GLy(R) = {(M.¢(r)); M € GLa(R), ¢(r) = £j(M.7)}
von GLs(R) definieren. Damit 148t sich die Operation (2.2) fortsetzen auf diese Gruppe:

(f s (M, 9))(r) = ¢(r) " f(M).

Man beachte, dafl in der Literatur (zum Beispiel [Sh2] und [Ko]) iiblicherweise
(1) = £det(M)~V*j(M,7) gesetzt wird. Hier soll auf den Faktor det(M)~/* verzichtet
werden, um technische Schwierigkeiten im weiteren Verlauf der Arbeit zu vermeiden.
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Lemma 2.2.8. Es sei d = py---p, € Z eine ungerade quadratfreie Zahl und m = 4py - - p,.
Dann gilt \/d € R,,.

Beweis. Dies ist mehr oder weniger eine Aussage aus [Ri], Kapitel 4.2, allerdings mit der
(offensichtlichen) leichten Verschérfung, daf Vd sogar in R, liegt. Bekanntlich gilt
2

() (5 6)9).

a€l(p)
so da8 \/p € Ry, falls p=1 (mod 4) oder /p € Ry, falls p =3 (mod 4). O
Proposition 2.2.9. Es seit € {£1}, £ = (a,tj(a, 7)) € af;(Q), r €Z, so dafi ra € Mo(Z)
und f € M,fN(F(N)). Dann gilt f | € € M,fND (T'(ND)), wobei D = det(ra) gilt.

Beweis. Man kann ohne Einschrinkung annehmen, dafl a € My(Z), andernfalls kann mit
einer geeigneten Skalarmatrix multiplizieren. Mit dem Elementarteilersatz folgt

E=7((§2),vn)v,

wobei m,n € Z mit D = mn = det(a) und 7,7 € ['(1). Da f | v € Mu(T(N)) fiir v € ['(1)
und I'(N)* ein Normalteiler in I'(1) ist, geniigt es die Behauptung direkt fiir £ = (( ’(’f 9, \/ﬁ)
zu zeigen. Sei also ynp = ((24),(5) Vet +d) € T(ND)*. Dann gilt gemé8 [Sh2], Prop.

Fle&leywp =fle&le & ((n:}m m?f”) ) (%) \/cn/mr—i—d) &k (1, (%))

~(2) rue

=1k &,

da (%) = (%) = 1. Dies gilt, da d = 1 (mod ND), also insbesondere d = 1 (mod 4) und
d=1 (mod D).

Es bleibt zu zeigen, dafi die Fourierentwicklung von f | £ Koeffizienten in Ryp besitzt.
Aufgrund von Satz 2.2.2 und der obigen Zerlegung von £ geniigt es
Fle ((F2),vn) € Mk,RND (T'(ND)) zu zeigen. Es sei die Fourierentwicklung von f gegeben

durch f >soa(l)e(lT/N). Dann ist f | & =3 50 b(1)e(lm/Nn) mit

0 = {f—% a(l/m) fallsm |1,

0 sonst .

b

Da gemifl Lemma 2.2.8 \/n in Ry, liegt, also insbesondere in Ryp, folgt die Behauptung
(man beachte, daB k € £ + Z, so daB§ 4 | N). O

Es sei f € MEN(F(N)) und M € EZ;(Q) mit det(M) = D teilerfremd zu N. Gemé8
Korollar 2.2.7 1a8t sich eine Operation von Gal(Q(¢(y)/Q) auf M,fN (I'(V)) definieren. Spéter
wird es notwendig sein, eine Galoisaktion von Gal(Q((y)/Q) auf f |, M zu erkliren. Vor
dem Hintergrund von Proposition 2.2.9 ist es also notwendig, einen Automorphismus o €
Gal(Q(¢n)/Q) auf primitive N D-te Einheitswurzeln {yp fortzusetzen.

Die Elemente aus Gal(Q(¢xy)/Q) sind von der Form

a:CN’_’C]O\é/'a
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wobei a € Z teilerfremd zu N ist. Es ist nun 0,((xyp) im allgemeinen nicht wohldefiniert, da
« nicht unbedingt teilerfremd zu D ist.

Um nun ein Element aus Gal(Q({y)/Q) fortzusetzen auf Q({yp), (D, N) = 1, betrachte
die Isomorphie

Gal(Q(¢(n)/Q) 2 U(N), 00— a. (2.13)
Hier bezeichne o auch die zugehorige Restklasse in U(N). Uber den Ringisomorphismus
Yp : (Z/NZ) x (Z/DZ) — (Z/NDZ) (2.14)
erhélt man zu o eine Restklasse
ap :=¢Yp(a,1) e U(ND) (2.15)
und damit via (2.13) einen Galoisautomorphismus o, € Gal(Qnxp/Q). Wir setzen also
0a(CND) = 0ap (CND)- (2.16)

Lemma 2.2.10. Es seien N,D € N mit (N,D) = 1 und N = 0 (mod 4). Weiter seien
a € U(N), ap definiert durch (2.13), und d die Anzahl der Primteiler von D, die kongruent
3 modulo 4 sind. Dann gilt

UQD(\/E) =D,

falls a« =1 (mod 4) ist. Falls « =3 (mod 4) ist, so gilt

(\/5) VD, falls d gerade ist,
O =
b —V'D, falls d ungerade ist.

Beweis. Eskann D ohne Einschrankung als quadratfrei angenommen werden. Fiir jeden Prim-
teiler p von D gilt

N ETES (—) G- (2.17)

acU(p) p

Da ap € U(ND), gilt insbesondere fiir jeden Vertreter r € ap, dal (r,p) = 1. Bezeichnet
man die Gauss-Summe in (2.17) mit 7(p), so ergibt sich

7(p)?*r = 7(p),
so daf

" /D> falls ap quadratischer Rest,
ap —
vp (_—1) VD, falls ap quadratischer Nichtrest.

O

Notation 2.2.11. Im weiteren Verlauf werden ap und oo immer auf diese Weise erkldrt.
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Lemma 2.2.12. Es sei f € M[™(T(N)), A := (&%) € G(N), &(a,b,d) = (A,5(A,T)) €
G(N) und v € 7, so daff rA € My(Z). Setze D = det(rA). Es sei weiterhin o € U(N) ein
quadratischer Rest, o, € Gal(Q({n)/Q) und 5 € Z ein beliebiger Vertreter aus der Restklasse
ap' € U(ND).

Dann qilt

(f |k g(av bﬁ, d))aa = fUa |k g(av b? d) (218)

Beweis. Zunichst einmal ist zu bemerken, daf die linke Seite von (2.18) unabhéngig ist vom
gewahlten Vertreter 3 € al_)l. Dies bestétigt man direkt durch Nachrechnen auf der Fourier-
entwicklung von f = )" -, a(n)e(nt/N). Weiterhin sei ohne Einschrankung A € M»(Z) und
D = det(A). -

Es ist nun

(f I €(a.b8,d))7 = (Z x/&2ka<n>e<nbﬁ/Nd>e<nar/Nd>)

n>0

= Z \/E_zka(n)"“ e(nbfa/Nd)e(nat/Nd)

n>0

= Z \/E_zka(n)”“e(nb/Nd)e(naT/Nd)

n>0

=7 |k &(a, b, d).
Die zweitletzte Gleichung gilt, da o =1 (mod ND). O

Korollar 2.2.13. Es sei (79) € G(N) und £&(m,n) = ((79),ty/n) € G(N). Weiter sei
f € Mp(I'(N)) und o € Gal(Q(¢n)/Q). Dann gilt

f7 ke &(m,n) = (f |k £(m,n))7. (2.19)
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Kapitel 3

Eine Erweiterung der Gruppe S(V)

In diesem Kapitel soll eine Gruppenerweiterung S(N) von S(N) durch die abelsche Gruppe
{£1} konstruiert werden. Es wird sich zeigen, daf diese Gruppe isomorph ist zu I'(1)/T'(N)*.
Wir werden im n#chsten Kapitel sehen, dafl es {iber diese Isomorphie moglich ist, die Weil-
darstellung als Darstellung von S (N) zu interpretieren. Dies ist der Ausgangspunkt, um die
Weildarstellung auszudehnen auf die Gruppe G(N) x {£1}.

Im folgenden soll kurz beschrieben werden, wie man I'(1) aus I'(1) erhélt, im wesentlichen
um den Zusammenhang von S(N) zu I'(1)/T(N)* zu beschreiben, und um einen Teil der
Notation fiir die restliche Arbeit zu fixieren.

Bekanntlich definiert

Fley=30nm) ™ f(y7), 7€), (3.1)
eine projektive Darstellung von I'(1) auf V/(H), falls k € § + Z. Denn aufgrund der Zweideu-
tigkeit der Wurzel ist j kein Automorphiefaktor, vielmehr gilt die Gleichung

i) = wl, )ity )i, T), (3.2)
wobei

w:D(1) xI'(1) — {£1} (3.3)

bestimmt ist durch die Wurzel von j.
Aus der Assoziativitit der Gruppenmultiplikation und der Gleichung

Fleg vy =@ f ey kv (3.4)
folgt die Kozykelrelation

! 1

W, YY" w7 = w(ry s " w (v, ) (3.5)

fiir v,~',7" € T(1). N

D. h. w gibt Anlaf zu einer zentralen Gruppenerweiterung I'(1) von I'(1) durch die Gruppe
{x1}.
Definition 3.0.14. Sei G eine Gruppe, A eine abelsche Gruppe. Eine zentrale Gruppener-

weiterung von G durch A ist eine Gruppe G zusammen mit einer kurzen exakten Sequenz
1—Aa%a 26—, (3.6)

derart, daff a(A) Untergruppe des Zentrums von G ist.
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Bemerkung 3.0.15. Seien G, A Gruppen und 0 : G x G — A ein Kozykel, dann kann
man eine Gruppenerweiterung G, von G durch A wie folgt definieren. G, := G x A mit der
Multiplikation

(9.0) - (¢',d') = (9, aa'c(a, a’)). (3.7)

Dies ist eine Gruppenmultiplikation, da o ein Kozykel ist.
Die Abbildung o in (3.6) ist in diesem Fall definiert durch a — (1,a) und entsprechend (3
durch (g,a) — g.

In der gleichen Weise wird f(l) konstruiert. Da der Kozykel w hier von der Wurzel j
bestimmt ist, wird diese zusétzlich mit in die Definition der Gruppenelemente aufgenommen.
Man kommt also zu

L) ={(v,xj(,7); ~veT(1)}. (3-8)

Die Gruppe I'(1)/T'(N)* ist eine zentrale Gruppenerweiterung von I'(1)/T'(N), definiert
durch die exakte Sequenz

1 — {1} -5 T(Q)/T(N)* -5 T(1)/T(N) — 1, (3.9)
wobei
i {£1} — (1,£D)T(N)* (3.10)
die Einbettung ist und
p: (1, o)L(N)" —T(N) (3.11)

die Projektion auf die erste Komponente.

Ersetzt man die Projektion p durch die Abbildung 7y o p in der Sequenz (3.9), so erhalt
man, daf I'(1)/T'(N)* zusammen mit dieser neuen Sequenz auch eine Gruppenerweiterung
von S(N) durch {£1} ist.

Wihlt man einen Schnitt

s:S(N) — I['(1)/T(N)*, (3.12)
d. h., es gilt my opos =idgy), so wird ein Kozykel
ws(ny : S(N) x S(N) — {£1}
durch die Gleichung
s(A)s(B) = i(wsn)(A, B))s(AB) (3.13)

definiert.
Hier soll der Schnitt “normiert” sein in dem Sinne, dafl s(1) = I'(N)* gilt. In diesem Fall
folgt aus (3.13), daB wg(n)(4,1) = wgw(1, B) = 1 gilt.

Definition 3.0.16. Es sei A € S(N) und v = (2Y) € I'(1), so daff v = A (mod N) gilt.
Dann setzen wir

s(4) = (7. (5) d0r.m) TV, (3.14)

Im folgenden lassen wir I'(N)* hdufiger weg.
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Der Kozykel wg(yy kann auch als Kozykel von I'(1) verstanden werden, indem man den
Schnitt s von I'(1) nach I'(1)/T'(N)* betrachtet:

wg(ny s T(1) x T'(1) = {£1},
definiert durch
s(7)s(7) = i(wsvy (1,7)s(¥Y)-

Lemma 3.0.17. Die Kozykeln w und wg(yy (als Kozykel von I'(1)) sind kohomolog. Der
Korand ist gegeben durch

n:T(1) — {£1}, (2b) — (2) : (3.15)
Beweis. Es seien v = (‘é 3) Y = (‘clf Zl/) € I'(1), dann gilt

und

ac+cdd\ .
s(vy) = (w’, <m> .7(77’,7)> :

JA' )i 1) = wlvA)i, T)
und s(7)s(y) = i(wsny (v,7))s(yy) folgt

Aus

/ /

(2) (%) J( Y1) T) = (2) (%) w(1,7)i(v7),

e\ [ ac+dd
ws)(1:7") = (3) <g> (W) w(,7)-

Dies gibt die Behauptung. ]

sowie

Proposition 3.0.18. Die Menge S(N) = S(N) x {+1} wird mit der folgenden Multiplikation

(A,t1)(B,t2) = (AB, titawg(n) (4, B))
zu einer Gruppe. Diese Gruppe ist isomorph zu (1) /T(N)*.
Beweis. Der Isomorphismus ist definiert durch
V(A t) —i(t)s(A). (3.16)
Die Umkehrabbildung ist gegeben durch

(7, t3 (v, THT(N) = (7 (7), t0(7)))-
O

Man beachte, dafl aus der Definition von W folgt, da8 fiir jedes (yn, J(vn,T))
vy, J(yn, 7)) = (1,1) € S(N) gilt. Daher ist S(N) als Gruppenerweiterung #quivalent

zu I'(1)/T(N)*.
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Kapitel 4

Zur Weildarstellung

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit der Weildarstellung von f(l) und mit Erweiterungen dieser
auf geeignete Untergruppen von éL;(Q)

Die Weildarstellung wurde von Weil [Wei] als eine projektive Darstellung von Sp(G) auf
dem Raum L?(G) eingefiihrt, wobei G eine lokalkompakte abelsche Gruppe ist, die zu sich
selbst dual ist. Wahlt man fiir G die Diskriminantengruppe eines geraden Gitters L, so erhéalt
man die Weildarstellung von I'(1).

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels definieren wir die Weildarstellung von r (1) und stel-
len die fiir uns relevanten Tatsachen im Zusammenhang mit der Weildarstellung dar. Im
wesentlichen richtet sich diese Darstellung nach [Brl], [McG] und [BS].

4.1 Die Weildarstellung von I'(1)

Es sei L ein nichtausgeartetes, gerades Gitter vom Typ (b™,b7). Es bezeichne (-,-) die Bi-

linearform auf L und z — 2%/2 = %(z,z) die zugehorige quadratische Form. Weiterhin sei

sig(L) = b" — b~ die Signatur von L. Es sei L’ das zu L duale Gitter, d.h.
L'={rel®Q; (v,y€cZfiralleyelL}.

Da L gerade ist, gilt L C L', und es ist L’/L eine endliche abelsche Gruppe, deren Ordnung
dem Absolutbetrag der Determinante der Grammatrix entspricht.

Definition 4.1.1. Es sei (L, (-,-)) wie oben definiert. Es sei C[L'/L] der Gruppenring von
L'/L mit der Standardbasis {ex}xer//r und

((51):1),
(170 v7)

die Standarderzeuger von T'(1), dann wird durch

T
S

1
0
0
1

or(T)(ex) = e(\*/2)ey, (4.1)

e(—sig(L)/8)
(S)(ex) = ——==—" > e(—(\p))ey (42)
oL A oL oA H

die Weildarstellung von T'(1) definiert.
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Bemerkung 4.1.2. Es bezeichne Z = ((_01 _01) ,z') den Standarderzeuger des Zentrums von

I'(1). Es gelten in T'(1) die folgenden Relationen: S? = (ST)3 = Z. Man rechnet nach, dafs
die Weildarstellung diese Relationen respektiert. Es ist

or(Z)(exn) = e(—sig(L)/4)e_x. (4.3)

Weiter gilt 2% = (1,—1) und or.(Z%)(ey) = (=1)8Wey, s0 dap or(M,¢) = (—1)%&L)
or(M,—¢)(ex) gilt. Damit faktorisiert die Weildarstellung iber T'(1), falls die Signatur von
L gerade ist.

Bemerkung 4.1.3. Es gilt die Formel von Milgram ([MH]):

g(L) = Y e(\/2) = V/IL'/Lle(sig(L)/8). (4.4)

AeL'/L

Die Stufe des Gitters L sei definiert als die kleinste natiirliche Zahl N, fiir die NA2/2 €
Z gilt fiir alle A\ € L'. Wann immer im folgenden die Zahl N im Zusammenhang mit der
Weildarstellung auftaucht, so ist damit die Stufe des Gitters gemeint.

Satz 4.1.4 (siehe [BS]). Es sei L ein gerades Gitter der Stufe N und oy, die zugehirige
Weildarstellung. Dann ist oy, trivial auf T'(N), falls sig(L) gerade ist. Falls sig(L) ungerade
ist, so ist die Weildarstellung trivial auf T(N)*.

Damit faktorisiert oy, tber die endliche Gruppe I'(1)/T'(N), falls sig(L) gerade bzw. dber
die Gruppe T'(1)/T(N)*, falls sig(L) ungerade ist. O

_ Das folgende Lemma macht eine Aussage iiber die Arithmetik der Weildarstellung von
I'(1).

Lemma 4.1.5 ([McG], Lemma 2.4). Beziiglich der Basis {ex}xcr /1, gilt fiir alle vy € r(1),
daf$ die Koeffizienten von or () in Ry liegen.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus der Definition der Stufe von L und den Formeln (4.1),
(4.2) zusammen mit Milgrams Formel. O

Wie in [McG] setzen wir fiir a,d € Z, beide koprim zu N, mit ad =1 (mod N)
Ry := STS~'T*ST. (4.5)
Man bestétigt leicht, dal Rq = (v, ¢), wobei y = (¢9) (mod N).

Lemma 4.1.6 ([McG], Lemma 4.6). Fiir a,d wie oben gilt

L
QL(Rd)e)\ = z;i((L)) Cd)\- (4.6)
Hier bezeichnet gq(L) die Gauss-Summe
ga(L) = Y e(d\*/2) (47)
AeL'/L

und g(L) = g1(L). O
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Lemma 4.1.7 ([Bol], Theorem 5.4). Es sei L ein Gitter ungerader Signatur, N die Stufe
von L und M € N mit N | M. Weiter sei g = ((*%),tVer +d) € TY(M), dann gilt

or(9)(ex) = xz(9)ednr, (4.8)
wobei
11— (g ) —sis(L) d
xc(g) = [ted (a)] L <|L'/L|w> (4.9)
gilt. O

Lemma 4.1.8 ([BS], Lemma 2.3). Sei U = ((19),vV7+1) € ['(1). Dann ist die Aktion
von U™ gegeben durch

or(U™)(ex) = ﬁ Z e (—mp?/2+ (u, A —v)) e
u,veL' /L

4.2 McGraws Erweiterung der Weildarstellung

Im vorherigen Abschnitt ist die Weildarstellung o7, von I'(1) auf dem Gruppenring C[L’/L]
definiert worden. In diesem Abschnitt soll vorgestellt werden, wie McGraw eine Erweiterung
der Weildarstellung auf G(N) = G(N)x {£1} definiert hat (N die Stufe von L). Dabei werden
wir [McG] nicht vollstdndig folgen, sondern eine explizitere Darstellung wéhlen, die fiir die
weitere Arbeit relevant ist.

Die Idee ist, durch die Weildarstellung von I'(1)/T'(N)* eine projektive Operation von
G(N) auf dem Gruppenring zu definieren. Dazu definiert man zum einen {iber den Schnitt
(3.14) eine projektive Darstellung von S(N) auf C[L’/L]. Weiterhin definiert McGraw eine
Operation von J(N) auf Ry[L'/L]. Mit Lemma 4.2.5 kann man beide Operationen zu einer
projektiven Operation von G(N) fortsetzen.

Definition 4.2.1. Mit Hilfe des Schnittes s aus (3.14) kann man durch die Weildarstellung
eine projektive Darstellung von S(N) auf C[L'/L] definieren: Fir A € S(N) setzen wir

or(A)(ex) == or(s(A))(ex). (4.10)

Man beachte, daf dies wohldefiniert ist, da nach Satz 4.1.4 die Weildarstellung diber
['(1)/T(N)* faktorisiert.

Bemerkung 4.2.2. 1. Fir A, A" € S(N) gilt
or(A)or(A") = wsw)(4, A)or(AA'),
so daf$ durch
or(A;t)(ex) =tor(s(A))(er) (4.11)

eine echte Darstellung von S (N) durch die Weildarstellung definiert ist.
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2. Man erhdlt eine projektive Darstellung von T'(1) auf C[L'/L] durch

v on(s(mn(y))(er) = er(s(v)(er), v eT(1). (4.12)

Fiir v,y" € T(1) bekommt man wg(ny durch die Gleichung

or(M)or () = wsn) (1,7 er(vy)
zurtck.

Proposition 4.2.3. Fulls die Signatur des Gitters L gerade ist, so faktorisiert die Darstellung
(4.11) diber die Gruppe S(N). Falls die Signatur von L ungerade ist, gilt

or(A,t) = or(i(t)s(A)).

Beweis. Falls sig(L) gerade ist, so ist

or(s(A)) = er((p © s)(A4)),

so dafl durch (4.10) eine echte Darstellung gegeben ist. Wenn man jetzt o1,(A) := or((pos)(4))
setzt, ergibt sich die erste Behauptung. Die zweite ergibt sich sofort mit Hilfe von (4.11). O

Es bleibt also die Operation von J(N) auf Ry|[L’/L] zu definieren. Dazu ist zunéichst zu
beobachten, daf offensichtlich J(NN) = U(N) gilt. Damit ist wegen (2.13) J(NN) isomorph zu
Gal(Q(¢n)/Q) und folgende Definition sinnvoll.

Definition 4.2.4. Es sei Jo € J(N), 0o € Gal(Q((n)/Q) und w = Y 5/ aren €
Ryn[L'/L]. Dann definiere

-1
o(Ja)(w) == Y af ex. (4.13)
AeL'/L

Mit dem folgenden Lemma soll die projektive Darstellung (4.10) und die Operation (4.13)
fortgesetzt werden zu einer projektiven Operation von G(N) auf Ry[L’/L]. Dieses Lemma ist
prinzipiell nichts Neues und der Beweis nicht schwer. Der Beweis wird dennoch ausgefiihrt,
da einzelne Formeln daraus spéter benutzt werden.

Lemma 4.2.5. Es sei G eine Gruppe, A eine Untergruppe und N ein Normalteiler von G,
so dafi G = NA inneres Produkt von N und A ist. Es gebe eine projektive Linksoperation
von N und A auf einer Menge W . Die zugehdrigen Kozykel seien mit wy bzw. w4 bezeichnet.
Wir setzen voraus, daff wn(1,1) =1 und wa(1,1) =1 gilt. Definiere nun fir g = na € G und
wewWw

g-w=n-a-w. (4.14)

Dann definiert (4.14) eine projektive Linksoperation von G als innerem Produkt von N und
A mit Kozykel wg genau dann, wenn es eine Funktion ¢ : G x G — C* gibt, so dafl

a-n-atw=pn,a)ana - w (4.15)

gilt fiir alle n € N und alle a € A. Falls ¢ zusdtzlich die Bedingungen
n,1) =1 bzw.
el 1) L (4.16)
¢(1,a) =wa(a,a™")

erfillt, so erhdlt man wy bzw. w4 zurick, falls man wg auf N bzw. A einschrinkt.
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Beweis. Es seien g1 = njai, go = noas € G. Es gilt nun

9192 - W =ni1ai1nzaz - w
:nlalngal_l -ajag - w (per Definition)
-1 -1
=wn(n1,a1n2a] " )Ny - angal - arag - w

=wn(n1, alngal_l)go(ng,al)nl -a1-ny - al_l cajag - w (mit (4.15))

ZwN(nl, a1n2a1_1)90(n27al)wA(al_17ala2)_1nl -aj-ng-az-w.

Der Kozykel wg fiir g1 = n1a; und go = neas ist gegeben durch
wa(g1, 92) = wy(n1, arnsay e(na, ar)walay s aras) ™. (4.17)
Setzt man nun in (4.17) a; = az = 1, so erhdlt man
wag(n,ne) =wn(ny,n2)e(ne, 1) = wy(ni,n2),

falls w(n,1) =1 fiir alle n € N.
Setzt man in (4.17) ny = ng = 1, so ergibt sich die Gleichung

wal(ar,az) = (1, al)wA(al_l, alag)_l.

Falls nun ¢(1,a) = wa(a,a!)™!, so ergibt sich zusitzlich unter Verwendung der Kozykelre-
lation

walar!,a1)wa(l,a2) = walay', ara2)wa(as, ag)
die Behauptung. O

Satz 4.2.6. Die projektive Darstellung (4.10) von S(N) auf Ry[L'/L] und die Operation
(4.13) auf Ry[L'/L] lassen sich zu einer projektiven Operation von G(N) auf Ry[L'/L] fort-
setzen.
Fiir den zugeordneten Kozykel gilt wa(ny (91, 92) € {F1} fir alle g1, g2 € G(N). Auferdem
gilt
wav)ls(vy =wsvy,

wan) oy =1

Beweis. Der Beweis erfolgt mit Hilfe von Lemma 4.2.5. Es ist zu zeigen, daf fiir alle A € S(V)
und J, € J(N) eine Funktion ¢ : G(N) x G(N) — {£1} existiert, so daf gilt

or(Ja)or(A)er(J5 M) (er) = ¢(A, Ja)er(Ja ATy ") (er)- (4.18)

Es geniigt dies fir A = (9 7') und A = ({ }) aus S(N) zu zeigen, da diese Matrizen S(N)
erzeugen. Es gilt mit (5.5) aus [McGl1]

or(Ja)or(s((9 3o (J5 ) (ex) =0L(S)or(Ry")(e)
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Die letzte Gleichung gilt, da (7 0 p)(SRG'T(N)*) = Jo (Y ') J5 ' € S(N), wobei p durch
(3.11) gegeben ist. Daher gilt: s(Jo (¥ ') J5') und SRZ'T(N)* unterscheiden sich um ein

07

Element der Form (1,)I'(N)*, wobei p(({ '), Jo) =t gesetzt wird.

Entsprechend gilt mit [McG1], (5.4),

1

or(Ja)or(s((§ 1))or(Jah)(ex) =on(T* )(er)
=p((b1) Ja)es(sla (41 I (),
wobei a1 als eine ganze Zahl aus der zugehorigen Restklasse a~! € U(IV) zu verstehen ist.
Die zweite Aussage folgt aus dem Beweis von Lemma 4.2.5 mit (4.17) und der Tatsache,
da (A, J,) in {+1} liegt.
Fiir die letzte Aussage geniigt es geméfi Lemma 4.2.5 zu zeigen, dafl
©(A,1) =1 bzw.
o(l,Jy) =1

gilt. Diese Gleichungen sind aber klarerweise erfiillt, wie man durch Einsetzen in die Gleichung
(4.18) sieht. O

Korollar 4.2.7. Fulls die Signatur von L gerade ist, erhdlt man mit Satz 4.2.6 sogar eine
echte Operation der Gruppe G(N) auf Ry[L'/L].

Beweis. Mit Bemerkung 4.1.2 folgt, daf o1,(1,t) = id¢(z// ) gilt. Damit folgt dann, daf§ durch
(4.10) eine echte Darstellung von S(N) gegeben ist. Aus dem gleichen Grund gilt

e(($58)Ja) = ©((§1) s Ja) = 1 und damit @(A,J,) = 1 fiir alle A € S(N) und J, €
J(N). O

Definition 4.2.8. 1. Der Kozykel wg(ny aus Satz 4.2.6 gibt Anlaf8 zu einer Gruppener-
weiterung von G(N) durch {£1}. Diese Gruppe sei mit

G(N) (4.19)
bezeichnet. Aus Satz 4.2.6 geht hervor, daf S(N) eine Untergruppe von G(N) ist.

2. Man erhiilt eine echte Operation der Gruppe G(N) auf Ry[L' /L), die die Darstellung o,
in (4.11) und die Operation (4.13) fortsetzt. Diese Operation sei auch mit o1, bezeichnet.

Sei (Ada,t) = (A, t)(Ja, 1) € G(N) (beachte wany(A, Jo) = 1), dann ist
QL(AJOM t) == QL(Av t)QL(JOu 1)7 (420)

wobei o (Ja, 1) definiert ist durch (4.13), d.h.

0r(Jas 1) = 0L(Ja)- (4.21)
Man beachte, dafs (4.20) wegen Lemma 4.1.5 wohldefiniert ist.

Bemerkung 4.2.9. Man erhdlt durch Definition 4.2.8 keine C-lineare Operation von G(N)
auf Ry[L'/L], also keine Darstellung dieser Gruppe auf C[L'/L]. Vielmehr wird in Kapitel
5 gezeigt, daff es keine C-lineare Fortsetzung der Weildarstellung auf die Gruppe G(N) gibt,
wenn Signatur des Gitters gerade ist.
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Korollar 4.2.10. Durch
(A1) = ex |2 (At) = o (A ) (), (A1) € G(N), (4.22)
wird eine Rechtsoperation von G(N) auf Ry[L'/L] definiert.
Beweis. Es ist
idpyiz/n) = or(1,1) = on((A,6)(A, 1)) = o (A, t)or((4,6) 7).
Also
op ' (At) = or((A,0)7).
Damit folgt

07 (A1, t1) 07 (Az, t2) =oL([(Az2, t2) (A1, t1)] 1)
=07 ((Az,t2) (A1, t1)).

4.3 Erweiterung der Weildarstellung auf die Gruppe G(N)

In diesem Abschnitt wird die Weildarstellung ausgedehnt auf die Gruppe G(NN) bzw. auf eine
Gruppenerweiterung von G(N), je nachdem, ob sig(L) gerade oder ungerade ist. Diese Aus-
dehnung ist notwendig, um fiir vektorwertige Modulformen zur Weildarstellung eine Aktion
der Hecke-Algebra definieren kénnen. Es werden die beiden Fille getrennt betrachtet.

4.3.1 Der Fall gerader Signatur

Aus dem vorherigen Abschnitt geht hervor, da§ die Gruppe G(N) auf Ry|[L’/L] durch die
Weildarstellung operiert, falls die Signatur von L gerade ist. Siehe Korollar 4.2.7. Dies erlaubt
die folgende Definiton.

Definition 4.3.1. Es sei M € G(N). Dann wird durch
or(M)(ex) == or(mn(M))(ex) (4.23)
eine Fortsetzung der Weildarstellung definiert. Dabei ist or(wn(M)) durch (4.20) gegeben.

Bemerkung 4.3.2. 1. Es sei vy € I'(1), dann ist (po s)(mn(7y)) = y[(N), so daf8 or(7)
gemdaf (4.23) tbereinstimmt mit der tiblichen Weildarstellung von T'(1).

2. Als Komposition der Projektion mn mit der Operation (4.20) ist (4.23) offensichtlich
eine Operation von G(N) auf Ry[L'/L].
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4.3.2 Der Fall ungerader Signatur

Wenn die Signatur von L ungerade ist, so operiert f(l) mittels der Weildarstellung auf
Ryn[L'/L]. Aus Satz 4.2.6 folgt, da8 der Ansatz (4.23) im Falle ungerader Signatur nur eine
projektive Operation der Gruppe G(N) liefert. Weiterhin folgt mit Satz 4.2.6, daff der Kozykel,
der durch diese projektive Operation definiert wird, in {£1} liegt. Dieser Kozykel sei mit

WQ(N)(MvM/)7 MaM/ Eg(N)7 (424)
bezeichnet. Es gilt also fiir M, M’ € G(N) die Gleichung
oL (MM') = wg(ny (M, M")or(M)or(M). (4.25)

Der Kozykel wg(y) definiert eine zentrale Gruppenerweiterung von G(N) durch {£1}.
Diese erweiterte Gruppe bezeichnen wir mit H(/N). Man erhélt also durch

QL(M7 t) = tQL(M)> (Ma t) € H(N)> (4'26)

eine echte Operation der Gruppe H(N) auf Ry|[L’/L].
Mit Hilfe der folgenden Proposition sieht man, daf die Operation (4.26),l3ei geeigneter
Einbettung von I'(1), eine Fortsetzung der gewohnlichen Weildarstellung von T'(1) ist.

Proposition 4.3.3. 1. Da (4.23) eine Fortsetzung der projektiven Operation (4.12) ist,
erhdlt man, daff wg(n) eine Fortsetzung des Kozykels wg(yy von (1) st.

2. Durch
L:T(1) — H(N), (1,tj(y.7) = (v, tn()), (4.27)

wird eine Einbettung von [(1) nach H(N) gegeben, wobei n der Korand (3.15) ist. Die
Gruppe I'(1) ist isomorph zu threm Bild in H(N).

3. Firy = (v,tj(v,7)) gilt
or(v,tn(v)) = or(¥)-

Beweis. Die Aussage 1. ist klar.

Fiir die Aussage 2. ist nur zu zeigen, daf L ein Homomorphismus ist. Es seien (v, j(v,7)),
(+,7(+¢/,7)) € T'(1). Dann gilt

L((v, 3 (v ) 3¢ 7)) = s w(v: v )m(r )
= ()Y )wgny (1, 7"))

=L(v,j(v. 7))L, 5 (' 7).

Fiir die Aussage 3. findet man unter Beriicksichtigung der ungeraden Signatur:

or(L(%)) =orL (v, tn(v))
=tn(y)or(s(7)) (4.28)
=or(%)-

Dabei sieht man die letzten beiden Gleichungen ein mit Hilfe von (3.14), (3.15) und (4.26). O



Kapitel 5

Uber C-lineare Fortsetzungen der
Weildarstellung

In der Einleitung wurde erldutert, dafl es verlockend ist, die Weildarstellung C-linear fortzu-
setzen auf die Gruppe G(N). E. Freitag hat jedoch mittels Berechnungen mit GAP gezeigt,
daB es eine solche Ausdehnung der Weildarstellung von der Gruppe S(5) auf die Gruppe G(5)
nicht gibt.

In diesem Kapitel soll dieses Resultat allgemeiner fiir alle Primzahlen p > 5 gezeigt werden.
Genauer wird bewiesen, daf es fiir keine Primzahl p > 5 einen Homomorphismus

or : G(p) — GL(C[4]), A=Z/pZ,

gibt, so daB o1 |s(nv) = oL gilt.

Der Beweis verwendet darstellungstheoretische Methoden: Einerseits ist bekannt (siehe
[NW]), daf} die p-dimensionale Weildarstellung in eine (p—1)/2 und eine (p+1)/2-dimensionale
irreduzible Darstellung zerfillt. Andererseits schlieit man, dafl jede p-dimensionale Darstel-
lung von G(p), die gy, fortsetzt, schon selber irreduzibel sein muf}. Schliefilich stellt man fest,
daf jede irreduzible p-dimensionale Darstellung von G(p) irreduzibel bleibt, wenn man sie auf
S(p) einschrinkt.

Lemma 5.0.4 ([NW], 6.1). Es sei p eine ungerade Primzahl und A = Z/pZ mit der qua-
dratischen Form x — @; wobei r € U(p) ist. Dann induziert die Operation der orthogonalen
Gruppe O(A) = {1, —lf eine Zerlegung von C[A] in die zwei Unterriume

(C[A]i = {w = Za)\e)\; Z axe_) = =+ Za)\q} .

A€A A€A A€A
Die zugehorigen Unterdarstellungen bezeichnen wir mit or(+) bzw. or(—).

Beweis. Eine Basis von C[A]™ ist gegeben durch
{exte_n; AeA 1<A<(p—1)/2}U{e}
und von C[A]~ durch
{ex—e_n; A€A 1<A<(p—-1)/2}.

Diese Unterrdume sind invariant unter der Weildarstellung, da o; mit der Aktion der
orthogonalen Gruppe O(A) vertauscht. O

39
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Satz 5.0.5 ([NW], Theorem 4). Es scien die Voraussetzungen gegeben wie in Lemma 5.0.4.
Dann enthdlt die Darstellung or(£) genau eine irreduzible Darstellung o (£)1 der Dimension
(p £ 1)/2. Die Darstellungen or,(+)1 und or(—)1 sind nicht dquivalent zueinander. O

Korollar 5.0.6. Mit denselben Voraussetzungen wie in Lemma 5.0.4 erhdlt man: Die Weil-
darstellung oy, zerfillt in die irreduziblen Darstellungen or(+) der Dimension (p+ 1)/2 und
or(—) der Dimension (p —1)/2.

Beweis. Man muf} lediglich beachten, dal o7 (4) die Dimension (p + 1)/2 und pr(—) die
Dimension (p — 1)/2 besitzt. O

Es sei nun g7, : G(p) — GL(C[A]) eine Fortsetzung der Weildarstellung. Dann hat gy,
die Dimension p. Bekanntlich zerféllt jede (endlich dimensionale) Darstellung in irreduzible
Darstellungen. Die irreduziblen Darstellungen von G(p) sind gegeben durch

Satz 5.0.7 ([Te], S. 374). Es sei p eine ungerade Primzahl. Die Gruppe G(p) besitzt die
folgenden indquivalenten irreduziblen Darstellungen, abhdngig von den Charakteren a, 3 von
F; und den Charakteren v von IE‘ZQ :

p — 1) verschiedene 1-dimensionale Darstellungen c,
p — 1) verschiedene p-dimensionale Darstellungen 7,
p — 1)(p — 2)/2 verschiedene Darstellungen pq g der Dimension p + 1,

p? — p)/2 verschiedene Darstellungen o, der Dimension p — 1.

(
(
(
(
O

Korollar 5.0.8. Es sei p > 5 eine ungerade Primzahl. Fine Fortsetzung o1, der Weildarstel-
lung muf8 eine irreduzible p-dimensionale Darstellung von G(p) sein.

Beweis. Ein Vergleich der Dimensionen zeigt, daf

oL = p«
@L = OZ@O'V,
OL = Tq-

die moglichen irreduziblen Darstellungen sind, in die o zerfallen kann. Die ersten beiden
Zerlegungen von g sind jedoch nicht mdoglich, da « offensichtlich irreduzibel bleibt, wenn
man oy, auf S(p) einschréankt. Dies ist jedoch ein Widerspruch zu Satz 5.0.7, wenn p > 5
ist. U

Daher muf} fiir jedes p > 5 eine Fortsetzung g5 von o eine p-dimensionale irreduzi-
ble Darstellung von G(p) sein, deren Einschrénkung auf S(p) in eine (p — 1)/2 und eine
(p + 1)/2-dimensionale irreduzible Darstellung zerféllt. Es bleibt also zu untersuchen, ob al-
le Darstellungen 7, bei Einschriankung auf S(p) entsprechend in Irreduzible zerfallen. Eine
Moglichkeit, dies zu untersuchen ist

Proposition 5.0.9. Es sei G eine endliche Gruppe und p eine Darstellung von G mit Cha-
rakter x. Dann ist p irreduzibel genau dann, wenn gilt

{06 x) ‘G|Zx =

geG
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Die Einschrankung von 7, auf S(p) definiert eine Darstellung 7, von S(p). Der zugehdorige
Charakter xz, ist der Charakter xr, |g(p)- Dessen Werte sind durch die Charaktertafel von

G(p) gegeben.

Satz 5.0.10 ([Te], S. 369). Mit denselben Voraussetzungen und Notationen wie in Theorem
5.0.7 erhdlt man fir die Charaktertafel von G(p)

| (59) (5 h) | (3, r#s | (2%), y#0
Xa a(r)? a(r)? a(rs) a(N(2))
Xra pa(r)? 0 a(rs) —a(N(2))
Xpus @ F B |+ Da(r)B(r) [ am)Blr) [ alr)B(s) + a(s)B(r) 0
Xovs v Z V7 || (p— Du(r) —v(r) 0 —v(z) — v(Z)

Hierbei ist § € F), ein quadratischer Nichtrest, ' eine Wurzel von 22 — 6, so dafs Fe =
Fp(d') und z = x + &'y € Fp.

Um das innere Produkt (x#,,X#,) zu berechnen, mufl man jede Konjugationsklasse von
S(p) in die entsprechende Konjugationsklasse von G(p) einordnen.

Proposition 5.0.11 ([Do], [Te]). Es sei p eine ungerade Primzahl. Die Gruppe S(p) hat
p + 4 Konjugationsklassen, gegeben durch die folgenden Vertreter.

Vertreter (59) (o ) (61) (6 %) —(01)

# Elemente in | 1 1 (p*—-1)/2 (p*-1)/2 (p? —1)/2
der Klasse

Vertreter -t (%‘a(_)l)n,nzl...(p—3)/2 S om=1...(p—1)/2
# Elemente in| (p>—1)/2 |plp+1) p(p—1)

der Klasse

Hier ist « ein primitives Element von U(p) und S € S(p) ein Element der Ordnung p + 1.
Die Gruppe G(p) hat p> — 1 Konjugationsklassen, gegeben durch die folgenden Vertreter.

Vertreter | (5) | () | (59), r#s | (5%9), s#0
# FElemente in | 1 p? —1 P’ +p P> —p
der Klasse
Hier § € U(p) ist ein quadratischer Nichtrest. O

Proposition 5.0.12. Es bezeichne [A]g(,) die Konjugationsklasse von A in S(p) und ent-
sprechend [A]qp) die Konjugationsklasse von A in G(p). Dann gilt:

(
p) )
(" 2] s € [(" 1)y fiir alle a € U(p),
| [(66” an )]G(p) , falls p > 3.
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Beweis. Die Félle 1. und 4. sind klar.

Zu 2. Die Matrizen ({ 1) und (§¢) smd durch J, in G(p) konjugiert.

Zu 3. Die Matrizen (_01 _11) und ( :O‘) sind durch J_, in G(p) konjugiert.

Zu 5. Der Beweis ist indirekt. Angenommen, S™ ist konjugiert zu (1) in G(p). Dann
gibt es ein g € G(p) mit

gSmg_1:(6$)<:>(0detg)hSmh (Odet(;*l):(gvl")
my— 10 r _ (rde
—hS"h = (0 detg_1> (6+) ((l)deci]:g) = (odrtg)v
wobei h € S(p). Aus der letzten Gleichung von (5.1) folgt, dal S™ konjugiert ist zu (7 9°%9) in

0 r
S(p). Dies ist ein Widerspruch, da (T detg) in einer der Klassen [+ ({1 )]S( ) oder (5% ]S(p)
0)

liegt. Auf die gleiche Weise sieht man, da S™ nicht konjugiert ist zu (5 %) und (} O

Proposition 5.0.13. Fir jede der Darstellungen mw, aus Satz 5.0.7 mit zugehdrigem Cha-
rakter Xn, gilt

(XFas Xfa) K] ( Z Xia (9)X7a(9) = 1,

963 (»)

wobei Xz, = Xnals(p)- Damit folgt aus Proposition 5.0.9, daf$ 7o eine irreduzible Darstellung
von S(p) ist.

Beweis. Es sei z; € S(p), i = 1,...,p+ 4, ein Vertretersystem der Konjugationsklassen von
S(p). Dann hat man

1 1 p+4
1S(p)| gezs(:p) X#a (9)X74(9) = m ; #[:Ei]S(p)Xfra () Xz, (T;)-

Die Werte von x#, auf den Konjugationsklassen von S(p) sind gegeben durch Satz 5.0.10 und
Proposition 5.0.12. Die Anzahl der Elemente jeder Klasse erhélt man aus den Tabellen in
Proposition 5.0.11. Man beachte, dal xz, vom Charakter o abhéngt, jedoch (x#,, x#,) nicht.
Setzt man die Daten aus den Tabellen ein, so ergibt sich

zﬁ P +p*+p+1)(p-3)/2+pp-1)(p-1)/2) =

Man beachte, dafl diese Formel auch fiir p = 3 giiltig ist. In diesem Fall existieren die Konju-
gationsklassen [( a 0 )n] nicht. O

0a?!

Der Vollstandigkeit halber soll noch erwihnt weden, daf} es eine C-lineare Fortsetzung der
Weildarstellung auf die Gruppe G(p) gibt, wenn man einen Darstellungsraum wihlt, der den
Gruppenring C[A] als Unterraum enthélt:

Es sei X die Gruppe aller Charaktere auf Z/pZ. Mit C[A x X| bezeichnen wir den Raum
der komplexwertigen Funktionen auf A x X und mit g(y) die Gauss-Summe

g(x) =A% x(A?/2) mit x € X.
A€A

Der folgende Satz stammt von Nobs, [No.
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Satz 5.0.14 ([No], Satz 3). Die durch

or(T)f(Ax) = x(X*/2) F(A, ),

or(S™HF ) = gAY > x(( . X)s
pEA

or(Ja) fF(N x) = FOAL XY

fiir alle f € C[Ax X], A€ A, x € X und o € U(p) gegebene Operation der Erzeuger von
G(p) auf C[A x X]| definiert eine Darstellung von G(p).

Bemerkung 5.0.15. Der obige Satz definiert eine C-lineare Fortsetzung der Weildarstellung
auf die Gruppe G(p). Dies sieht man leicht, indem man x = xp, mit xp(x) = e(x/p) setzt
fir x € Z/pZ und den Gruppenring C[A] mit C[A x {x,}] identifiziert. Man beachte, daf$ die

Operation von S~' bei Nobs sich um den Faktor |A|'/? von der unsrigen unterscheidet.
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Kapitel 6

Eine Operation der Gruppe G(N)
auf Modulformen der Stufe N

Eines der wesentlichen Ziele dieser Arbeit ist die Definition eines Hecke-Operators auf vektor-
wertigen Modulformen zur Weildarstellung o;,, insbesondere also die Definition eines Slash-
Operators fiir geeignete Matrizen aus GLJ (Q). Im Zusammenhang mit der Definition eines
solchen Slash-Operators tauchen zwei Darstellungen p und p, der Gruppe S(N) (S(N), falls
sig(L) gerade) auf dem Raum My (I'(N)) auf. In diesem Zusammenhang ist N wieder die Stufe
des Gitters L. Diese Darstellungen lassen sich jedoch vollig unabhéngig vom obigen Kontext
fiir beliebiges k € %Z und N € N angeben.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden diese beiden Darstellungen, sowie eine Ope-
ration der Gruppe J(N) (s. (4.19)) auf dem Raum leN (T'(N)) definiert.

Schlieflich wird im zweiten Abschnitt eine Operation der Gruppe G(N) definiert, die die
Darstellung p fortsetzt.

6.1 Zwei Darstellungen der Gruppe S(N)
Proposition 6.1.1. Es sei k € %Z und N € N. Durch

wird eine Darstellung der Gruppe f(1)~auf dem Raum My (T'(N)) definiert. Diese Darstellung
faktorisiert dber die endliche Gruppe I'(1)/T'(N)*.
Falls k € Z, so faktorisiert (6.1) dber I'(1)/T'(N).

Beweis. Die ersten beiden Aussagen sind klar, wenn man bedenkt, dafi I'(V)* ein Normalteiler
von I'(1) ist und man die Definition von My(I'(IV)) beriicksichtigt.
Falls nun k£ ganzahlig ist, so gilt

fle (nd) = f 1k (v, =),

so daf

Fle(v9)=Flky

gilt. O
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Es 1aBt sich nun mit Hilfe des Isomorphismus (3.16) eine Darstellung von S(N) auf
M (T'(N)) definieren.

Definition 6.1.2. Es sei k € 3Z, (A,t) € S(N) und f € My(T(N)), dann wird durch
p:S(N) — GL(M(T(N))), (A1) = p(A1)(f) = [ - (A1) := [ |ri(t)s(A)  (6.2)
eine Darstellung von S(N) definiert.

Proposition 6.1.3. FEs sei k ganzzahlig, dann faktorisiert die Darstellung p tiber die Gruppe
S(N).

Beweis. Man beachte, da$ per Definition i(t) = (1,£)['(N)* € I'(1)/T(N)*. Falls nun k € Z
ist, so gilt

[k i)s(A) =f [k s(A)
=[x (pos)(A).

Damit ergibt sich in diesem Fall also f - (A,t) = f - A, wenn man fiir A € S(N)
f-A=Ff]|r(pos)(A) (6.3)
setzt. O

Definition 6.1.4. Es sez’~(~¥(N) die Gruppe aus (4.19), (Ja,1) € G(N). Dann liegt
(Ja, 1)(A, 1) (Jo, 1)~ in S(N) fiir (A,t) € S(N). Fir k € £Z wird durch

pa: S(N) — GL(M(T(N))), (A1) = pa(A,6)(f) = p((Ja, (A, 1) (Ja, 1))(f)  (6.4)
eine zu p konjugierte Darstellung von S(N) auf My(T'(N)) definiert.

Die folgende Bemerkung liefert eine etwas andere Form der Darstellung p,,.

Bemerkung 6.1.5. Gemdf (4.17) gilt

we(ny (Ao, BJg) = wsn) (A, JaBJZ (B, Ja). (6.5)
Dabher ist fiir A € S(N)

wony(Ja, 4) = 1.
(Beachte, daf wg(ny normiert ist und p(1,Jo) =1). Genauso sieht man
woy (Jad, I3 1) = 1.
Daher lifit sich die Darstellung pa(A,t) auch in der Form
p((Ja AT O)F) = [ Ik i(t)s(Ja AT (6.6)

schreiben.

Proposition 6.1.6. Fulls k ganzzahlig ist, so faktorisiert die Darstellung p, iber die Gruppe
S(N).
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Beweis. Analog zum Beweis von Proposition 6.1.3 sieht man mit Hilfe von (6.6), daf

[ (JLATT L) =f - JLATE
=f [k (pos)(JaAJy")

gilt. O

Bemerkung 6.1.7. Aus dem q-Entwicklungsprinzip ergibt sich, daf fir die Darstellungen p
und po von S(N)

p(A ) (M (T(N))) € M™ (T(N)) und

6.7
pa (A1) (MY (D(N))) € M (D(N)) 07

fiir alle (A,t) € S(N) gilt. Daher erhdlt man in beiden Fillen Darstellungen von S(N) auf

dem Untermodul Mk,RN (I(N)).

Es soll im folgenden eine Operation der Untergruppe

J(N) = {(Ja, 1) e G(N): Jae J(N)} (6.8)

der Gruppe G(N) erklirt werden. Man beachte, da mit (6.5) folgt, da J(N) in der Tat eine
Untergruppe ist.

Definition 6.1.8. FEs sei f € M,fN(I‘(N)) und (Jo,1) € J(N). Dann wird eine Operation
von J(N) auf MkRN (T'(N)) durch

(f7 (Jaa 1)) = (Jam 1) = f7, (6'9)

gegeben, wobei o, € Gal(Q({n)/Q) ist.

Bemerkung 6.1.9. Aufgrund von Korollar 2.2.7 ist sichergestellt, dafy (6.9) tatsdchlich eine

Operation definiert.

6.2 Eine Operation von G(N)

Lemma 6.2.1. Es sei (A,t) € S(N). Dann ist (A,t)~! = (A twg(vy (A, A7Y)) und es gilt
o' (Ast) = op ' (i(1)s(A)). (6.10)

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt durch Berechnung von (A,¢)(A™!, twgny (4, A71)).
Damit folgt

0r (A t) =0 (A7 twgny (A, A7)

:QL(i(th(N)(A,A_l))S(A_l)) (siehe (4.11))
—or,(i(t)s(A)™1)  (siehe (3.13)).
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Definition 6.2.2. Es sei L ein gerades Gitter der Stufe N mit positiv definiter quadratischer
Form x +— /2 und 2k = dim(L). Dann sei

A= > e(a?/2r) (6.11)

ze L/
2=\ (mod L)

und ©(L) der von diesen Thetareihen erzeugte Raum.

Bemerkung 6.2.3. Unter den Voraussetzungen von Definition ist bekannt, dafi 9(1,\) €
M (T'(N)) (siehe [Eb], Theorem 3.2).

Lemma 6.2.4. Es scien die Voraussetzung gegeben wie in Definition 6.2.2. Weiter sei
0 : C[L'/L] — ©(L) ein Operator, definiert durch ey +— (7, ). Dann gilt fir alle (A,t) €
S(N) und alle (Ju,1) € J(N)
0(ex) - (A1) =0(ex |1 (A, 1))
und 6( D axen) - (Jo, 1) =0( Y axer [ (Ja, 1))

MeL'/L XeL//L

Beweis. McGraw beweist in [McG], Lemma 5.2, fiir den Operator 6 die folgenden Eigenschaf-
ten:

0(ex)” =0((ex)?)
und 0(ex) |k 7 =00 (3)(ex))

fiir alle 5 € T'(1) und alle o € Gal(C/Q). Damit folgt mit (6.2)

(6.12)

op (i(t)s(A))(e ))

Die zweite Aussage ergibt sich unmittelbar aus (6.9) und (4.21). O

Lemma 6.2.5. Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Definition 6.2.2 gilt die folgende
Aussage:

() (Jar 1) - (At) - (Ja, )T =01, A) - [(Jay 1)(A, 1) (Jas 1) (6.13)
fiir alle (A,t) € S(N) und alle (Jo,1) € J(N), wobei - 7 definiert ist durch (6.2) bzw. (6.9).

Beweis. Der Beweis erfolgt mit Hilfe des Operators #, dessen Eigenschaften aus Lemma 6.2.4
und Korollar 4.2.10. Es ist nédmlich

I, A) - (Jay 1) - (A ) - (Ja, )T =0(ex |2 (Jar 1) |2 (A,8) [ (Ja, 1))
=0(ex | [(Ja, (A, )(Ja, 1))
=9(1,A) - [(Ja, D(A, ) (Ja, 7).
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Satz 6.2.6. Die Darstellung (6.2) von S(N) und die Operation (6.9) von J(N) lassen sich
zu einer Rechtsoperation der Gruppe G(N) auf dem Raum M,fN (T'(N)) fortsetzen.

Beweis. Zum Beweis verwenden wir Lemma 4.2.5. Es bleibt die Identitét
[ ) - (A1) (Jay )7 = f [(Jas (A 1) (o, D)7 (6.14)

fiir alle (A,t) € S(N), (Jo,1) € J(N) und f € MkRN (I'(N)) zu zeigen. Um dies zu beweisen,
sei ¥(1,\) € ©(L), wobei L ein Gitter der Dimension n = 2k und der Stufe N’ sei. Dann
ist ¥(7, A) eine Modulform vom Gewicht k zu I'(N’). Daher ist ﬁ eine Modulfunktion zu
['(M) mit Fourierkoeffizienten in Q(Cas) fiir alle f € T'(NV), wobei M = kgV (NN, N’) sei. Die
linke Seite von (6.14) 148t sich dann in der Form

f i (Jon 1) i (A,t) ) (Jon 1)_1 :|

W) - (o 1) - (A1) - (Jo, D7 {19(7, N (Tar 1) - (A8) - (Jay 1)

schreiben. Wegen Lemma 6.2.5 braucht man die Aussage nur noch fiir den hinteren Teil des
obigen Ausdrucks zu zeigen. Es ist

(foe |1 i(t)s(A))7
(O(r, \)7o |g i(t)s(A))oe

(5) " 0o s><A>)U‘;1

o (po s)(JaATLY),

1

f i (Jom 1) i (Aat) i (Jaa 1)_1
19(7_7 )‘) ’ (Jay 1) : (Aat) : (Ja, 1)_1:|

wobei die letzte Gleichung mit Theorem 6.6 aus [Sh1] folgt; siche dazu auch Theorem 5.1 aus
[McG]. Schlielich ist

) -1
£|0 (po s)(Jaddg ) =L 11 SgaAJa )

)
S | i(t)s(JL AT Y
_f ) [(Ja, 1)(Avt)(<]a, 1)_1]
_19 : [(Joca 1)(A7t)(Jom 1)_1] ’

wobei die letzte Gleichung wegen Bemerkung 6.1.5 gilt. U



50



Kapitel 7

Irreduzible Darstellungen von S(p)
und die Darstellungen p und p,

Es sei p eine ungerade Primzahl und k € %Z. In diesem Kapitel betrachten wir die zuvor
eingefiihrten Darstellungen p und p, aus Definition 6.1.2 bzw. 6.1.4 speziell fiir die Gruppe
S (p). Das Ziel ist es, fiir diesen Spezialfall zu zeigen, dafi p und p, nicht dquivalent sind, falls
p=3 (mod 4) und a € U(p) ein quadratischer Nichtrest ist. Eine analoge Aussage fiir p =1
(mod 4) 148t sich mit diesen Methoden nicht beweisen. Spéter wird sich die Frage stellen, ob
und fiir welche « € U(p) es einen invertierbaren #quivarianten Operator der Darstellungen
p und p, gibt. Dieses Kapitel zeigt, dafl es allgemein fiir N € N keinen solchen Operator
gibt, wenn o € U(N) ein quadratischer Nichtrest ist. Umgekehrt wird sich im Kapitel 8
herausstellen, dafl p und p,, dquivalent sind fiir alle N € N, falls o € U(N) ein quadratischer
Rest ist.

Im folgenden wird die obige Aussage zunéchst fiir den Fall k € Z gezeigt. In diesem Fall
gilt gemé&f den Propositionen 6.1.3 und 6.1.6:

p(A,0)(f) = f |k (pos)(A),
Pa(At)(f) = f |k (po s)(JaAJSY),

wobei (A,t) € S(p) und s durch (3.14) und p durch (3.11) definiert ist. Die Darstellung
A f | (pos)(A) wurde von Hecke in [Hel| und [He2] studiert. Um unser Resultat zu zeigen,
werden im folgenden verschiedene Ergebnisse aus diesen Arbeiten verwendet. Schlielich wird
dann gezeigt, dal die Darstellungen p und p,, fiir kein k£ € %Z dquivalent sind, wenn « ein
quadratischer Nichtrest von U (p) ist.

Eine Moglichkeit Darstellungen auf Aquivalenz zu iiberpriifen ist, die zugehérigen Cha-
raktere x, und x,, zu untersuchen. Denn es gilt

(7.1)

Satz 7.0.7 ([Do]). Sei G eine endliche Gruppe, o und o' zwei endlich-dimensionale Darstel-
lungen von G mit den Charakteren Y, und Xo . Dann sind o und o' genau dann dquivalent,
wenn die Charaktere x, und X gleich sind. (]

Der Charakter einer (solchen) Darstellung o ist vollstdndig durch die Charaktertafel von
G und die Multiplizitdten der irreduziblen Darstellungen in o bestimmt. Mit Hilfe des obi-
gen Kriteriums bestitigt man dann unter den oben genannten Voraussetzungen schon die
Indquivalenz von p und pq, da x,(T") # Xp. (1) gilt (siche Satz 7.0.12).

Die Charaktertafel von S(p) ist seit langem bekannt und wurde von Frobenius und Schur
[Su] bestimmt. Die Multiplizititen der irreduziblen Darstellungen von p haben Hecke, Spiess

ol
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und Feldmann in mehreren Arbeiten ([Hel],[He2],[Fe] und [Sp]) bestimmt. Die hier aufgefiihr-

te Charaktertafel ist aus [Do], S. 228, entnommen. Zum Versténdnis sollen einige der dort

auftauchenden Notationen erklért werden. Zunéchst bezeichne p,, eine irreduzible Darstellung

der Dimension n mit zugehorigem Charakter y,,. Es gibt genau zwei irreduzible Darstellungen

Pri1 und p’,4; der Dimension (p+ 1)/2. Die Werte beider zugehériger Charaktere unterschei-
2

den sich in nur zwei Fillen voneinander durch ein Vorzeichen. Daher ist der zu p,412’ gehorige
Charakter x/,;, in Klammern in die Tabelle eingefiigt worden. Entsprechendes gilt fiir die bei-
/

p—1-

2
den irreduziblen Darstellungen pp-1 und p
2 2

Satz 7.0.8. Es sei « € Z/pZ eine primitive Restklasse. Es bezeichne

1=(§9), —-1=(3"2%),
T=(1), T'=0%), R=(5.%)-

0!

Es sei weiter ¢ = (—1)%, Cp—1 eine primitive (p — 1)-te und (p11 eine primitive (p + 1)-te
Einheitswurzel und S € S(p) ein Element der Ordnung p + 1.
Dann ist die Charaktertafel von S(p) gegeben durch

(©) (k)
! ! X Xy
X xe | Xep (G ) | Xegt Oea) | it G092 | ketiooyo
: VN b p+1 p—1
1 1 |p  |eBE —eBt D+ | -1
T 1 0 1i%/@ —12@ 1 =
T 1 0 13F%/?p —1:;2\/@ ) =)
Ra 0 —
a=1...(p—3)/2 1 L (=1 0 1t p_ui 0
G b+1 bk “bk
=t-v/2 | -] (=1 0 ~Cpi1 — Cpt1-
(7.2)

Die Charakterwerte (fiir die Konjugationsklassen von —T und —T' ergeben sich durch die
Formeln x(=T) = anﬁ)x(T) bzw. x(=T") = X>£(_1§)X(T,) und sind daher in der Tabelle nicht
aufgefiihrt. O

Bemerkung 7.0.9. Fir jede primitive Restklasse o € Z/pZ folgt sofort, dafi a ein quadrati-
scher Nichtrest sein muf, da ein quadratischer Rest lediglich eine Untergruppe in der Gruppe
der quadratischen Reste erzeugt.

Die Darstellung p aus Definition 6.1.2 zerféllt nun geméfl der obigen Charaktertafel wie
folgt in irreduzible Darstellungen

p—3 p—1
2 2
i k
p=epr+app+yippi + yzp’pgl +wipp + wzp’pgl + E 1 uipf;ll + ,; 1 vkﬂé_)l- (7.3)
1= =

Die Notation fiir die Multiplizitdten ist an die Arbeit [Hel] von Hecke angelehnt.
Fiir den zugehorigen Charakter x, ergibt sich fiir ein beliebiges A € SLy(Z/pZ) entspre-
chend

Xp(A) =ex1(A) + 2xp(A) + y1x et (A) + y2x’per (A)

2

p—3 p—1
2 2
i k
X () iy (4) 3wty (4) 3w (4)
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Es gilt nun per Definition fiir x,,
Xpa (A)
= Xp(Ja A"
= exl(JaAJojl) + a:xp(JaAJojl) + YyiX et (JaAJojl) + yzx'pj (JQAJOjl)-i-

wixe= (Jo ATy )+ wsX (Jo AJ! +Zuzxp+l (Jo AT +ka>< (JuATTY).

Insbesondere gilt x,, (T") = x,(T"). Um zu zeigen, daf p und p, nicht dquivalent sind, gentigt
es zu zeigen, daB x,(T") # Xp. (T) gilt. Dies ist in diesem Fall also gleichbedeutend damit ist,

dal x,(T) # x,(T") gilt.

Betrachtet man nun in der Charaktertafel die Werte der Charaktere fiir die Konjugati-
onsklassen T bzw. T’, so findet man, daf sich diese lediglich fiir X(p+1)/2 und X(p—1)/2 bzw.
X/(p +1)/2 und X/(p—l) Jo unterscheiden. Daher ist Xp(T) = Xpo (T) genau dann, wenn

Y1X(p+1)/2(T) + Y2X (1) 2(T) + wiXp-1y/2(T) + wax (1) 2(T)
= Y1X(pr1)/2(T") + ¥2X(py1)/2(T7) + wixp1)/2(T7) + wax(,_1 (")

gilt.
Setzt man die Werte der entsprechenden Charaktere ein, so ist die letzte Gleichung gleich-
wertig zu

(y1 — y2)V/Ep/2 + (w1 — w2)\/Ep/2 = —(y1 — y2)v/EP/2 — (w1 — w2)\/Ep/2. (7.4)

Zur weiteren Vereinfachung verwenden wir weitere Informationen tiber die Multiplizitéiten
y; und w;, ¢ = 1, 2, aus den oben zitierten Arbeiten von Hecke und Spiess, die in den folgenden
Propositionen zusammengefafit sind.

Proposition 7.0.10 ([He2], S. 345). Abhdingig von der Paritit von k in der Definition von
p lassen sich folgende Aussagen iiber bestimmte Multiplizititen in (7.3) treffen.

1. Ist k gerade, so gilt
y1=y2=0 firp=3 (mod 4),
wy=wy =0 firp=1 (mod 4).
2. Ist k ungerade, so gilt e =0, x =0 und
y1=y2=0 firp=1 (mod 4),
wy =wy =0 firp=3 (mod 4).
0.

Proposition 7.0.11 ([He2], S. 348 und [Sp|, S. 346). Es sei p =3 (mod 4). Dann gilt
fiir die Multiplizititen y1,y2 und wi,wy aus (7.3) die folgende Aussage:

y1 — y2 # 0, falls k ungerade ist und
—wo # 0, falls k gerade ist.
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Aus Proposition 7.0.11 folgt nun das Hauptresultat dieses Abschnitts

Satz 7.0.12. Es seip =3 (mod 4) eine Primzahl und o € U(p) ein quadratischer Nichtrest.
Dann sind die Darstellungen

p:S(p) — GL(M(T(p))), A flx(pos)(A)

und
pa : S(p) — GL(Mp(T'(p))), A [k (pos)(JaAdy-1)

nicht dquivalent.

Beweis. Falls p = 3 (mod 4) ist, a8t sich unter Verwendung von Proposition 7.0.10 die
Gleichung (7.4) fiir gerades k schreiben in der Form

(w1 — w2)\/EP/2 = — (w1 — wn) VEP/2, (7.5)

fiir ungerades k in der Form

(y1 = y2)v/Ep/2 = —(y1 — y2)/ep/2. (7.6)

Aus Proposition 7.0.11 geht jedoch hervor, da§ sowohl die Gleichung (7.5) als auch die Glei-
chung (7.6) nie erfiillt sein kann. Damit gilt unter diesen Voraussetzungen x ,(T") # Xp. (1),
was bedeutet, dafl p und p, in diesem Fall nicht dquivalent sind. O

Korollar 7.0.13. Es sei k € %Z, p € Z eine Primzahl mit p = 3 (mod 4). Dann sind die
Darstellungen p und po nicht dquivalent.

Beweis. Zunichst ist zu beachten, dafl p bzw. p, unabhingig davon definiert sind, ob k
ganzzahlig oder halbganz ist.

Nimmt man nun an, daf} es einen invertierbaren Intertwining-Operator der Darstellungen
pund p, gibt, so existiert dieser unabhéngig davon, ob k € Z oder k € %+Z ist. Insbesondere
existiert also ein invertierbarer Intertwining-Operator fiir die Darstellungen aus (7.1), im
Widerspruch zu Satz 7.0.12. O



Kapitel 8

Ein Aquivarianter Operator

In diesem Kapitel soll zu den Darstellungen p aus Definition 6.1.2 und p, aus Definition
6.1.4 ein dquivarianter Operator definiert werden. Dieser Operator wird eine grofle Rolle bei
der Definition von Hecke-Operatoren auf vektorwertigen Modulformen zur Weildarstellung
spielen. Im Anschlufl an die Definition werden verschiedene Eigenschaften dieses Operators
gezeigt.

Die Darstellung p, héngt offensichtlich von o« € U(N) ab, so dafl dies auch fiir den
zu definierenden Operator gilt. Es wird sich spéter ergeben, dafl dieser Operator notwendig
invertierbar sein muf. In diesem Fall sind die Darstellungen p und p, sogar dquivalent. Wir
haben in Kapitel 7 gesehen, dafl diese beiden Darstellungen nicht dquivalent sind, wenn « ein
quadratischer Nichtrest modulo N ist. Andersherum wird sich im folgenden zeigen (siehe Satz
8.0.19, Satz 8.0.24), dafl p und p,, dquivalent sind, wenn « ein quadratischer Rest in U () ist.
Diese Tatsache findet sich explizit in der Definition des Operators wieder, da dieser neben «
auch von einer Wurzel r» € U(N) von « abhéngt. Hier, und damit im gesamten Kapitel, ist N
gegeben durch den Darstellungsraum My (I(N)) von p bzw. p,. Insbesondere gilt also 4 | N,
falls k € 5 + Z ist.

Definition 8.0.14. Es sei o € U(N) ein quadratischer Rest, es bezeichne r sowohl die

Restklasse mit r> = a (mod N) als auch eine ganze Zahl aus dieser Restklasse. Weiter sei
D, =(7,"9) € S(N) und (D,,1)"! € S(N), dann definieren wir durch

L(a,r) : My(T(N)) — My(C(N)), [ f-Lle,r) = s(r)f - (Dp, )7 (8.1)

einen Operator auf My(T'(N)), wobei f - (D,,1)~% gegeben sein soll durch (6.2) und

(r) 1, falls k ganzzahlig ist,
k(r) =
€r (ﬂ) ,  falls k halbganz ist.

Bemerkung 8.0.15. 1. Der Faktor k(r) wurde eingefiihrt, um verschiedene FEigenschaf-
ten des Operators L(a,r) zu gewdhrleisten.

Er ist unabhdngig vom gewdhlten Vertreter r modulo N. Fiir €, ist das klar, da tm Fall
halbganzen Gewichts N =0 (mod 4) ist. Fir (%) ergibt sich aus Lemma 8.0.16.

2. Unter Verwendung von Proposition 8.0.20 zeigt man leicht, daf$ k ein Charakter auf der
Untergruppe {(Dy,1), r € U(N)} der Gruppe S(N) ist.
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3. Falls k € Z, so gilt wegen Proposition 6.1.3
frLla,r) = f |k (pos)(DF). (8.2)
4. Wegen des q-Entwicklungsprinzips gilt
L(a, r)(M® (T(N))) € Mg™ (T(N):

Lemma 8.0.16. Es sei N € N mit 4 | N, weiter seien c,d € Z teilerfremd zu N mit ¢ = d

(mod N). Dann gilt
(7)-(%)

Beweis. Man kann ¢ schreiben in der Form ¢ = d + [N, [ € Z. Es ist zu zeigen, daf}

N (N
d+IN) \d
gilt. Es sei 2° die hochste Potenz von 2, die in N vorkommt. Dann gilt
N B 2 S NJ28
d+IN) \d+IN d+IN
gilt. Mit dem Reziprozititsgesetz folgt

d+IN N/2s

:(_1)(N/2S—1)(d+lN—1)/4< d >

) (N/28> N/2s
)

2 (N1
<d+ uv) =0
:(_1)(d2—1)/8

(2
=13/

2
falls 8 | N. Andernfalls ist s = 2 und (ﬁ) = (%)2. O

Weiter gilt bekanntlich

Der Rest des Kapitels beschéftigt sich damit, verschiedene Eigenschaften des Operators
L(a,7) zu beweisen, die im folgenden von Interesse sind. Diese Eigenschaften sind giiltig,
unabhéngig davon, ob das Gewicht k ganz oder halbganz ist. Die Beweise werden alle fiir den
Fall k£ € % + Z gefiihrt, da diese aufwendiger sind und sich die Beweise im Fall k € Z daraus
ergeben.

Vor allem soll gezeigt werden, dal L(a,r) in der Tat ein dquivarianter Operator der
Darstellungen p und p,, ist. Dazu werden zwei Lemmata benétigt.
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Lemma 8.0.17. Es sei S, = (5%) = D,-1J,2 € G(N). Es gilt

or.(Sr)or(A)(ex) = or(A)or(Sr)(er) (8.3)
fiir alle A € S(N).

Beweis. Falls die Signatur von L gerade ist, so ist die Aussage klar, da in diesem Fall G(V)
echt auf Ry[L'/L] operiert (sieche Korollar 4.2.7).

Es sei also sig(L) ungerade. Es geniigt, die Aussage fiir die Erzeuger A = ((1) _01) bzw.
A= ({1) zu zeigen.

Betrachte zunédchst A = ((1) _01). Man bestitigt die Gleichheit, indem man beide Seiten
berechnet. Es ist per Definition die linke Seite gleich

or(s(D,-1))or(Jr2)er(s((} 5)))(ex) =er(s(Dy-1))or(J;2) (Q(L)1 > 6((/\7/0)%)

neL’/L

=or(s(D;-1)) (g(L)1 > 6((7“2/\7/0)6“)
uweLl’'/L
ngl(L)

=P 7o)

g(L)™" D e(=(rA m))ep

neL’/L
Hierbei ist o(D,-1) € {£1}, gegeben durch

or(s(Dy-1))(ex) =o(Dy-1)or(R-1)(ex)

_ gr-1(L) (8.4)
—O'(.Dr—l) g(L) €r—1)-

Fiir die rechte Seite verwenden wir zur Berechnung von g, (s(D,-1)) wieder o1 (R,-1). Man
erhélt

o1 (6(()  Dess(Dr s () e2) =D )ano(§ ) (2 e )
oD, )T S el A e

neL'/L
Entsprechend erhalten wir fiir A = (} 1) unter Verwendung von (8.4) fiir beide Seiten

Gr—1 (L)

g(L) e((r_l)‘)z/2)e7“)\-

o(D,-1)
U

Lemma 8.0.18. Sei S, definiert wie in Lemma 8.0.17, weiter sei A € S(N) und (S;,t'),
(A,t) € G(N). Dann gilt

(Sr, ) (A1) = (A4,1) (S, ). (8.5)
Beweis. Es ist (Sy,t')(A,t) = (S, A,weny (Sr, A)t't) und (A,t)(S,,t') =
(AS;, wgn) (A, Sp)t't). Da S, A = AS, in G(N), mul noch gezeigt werden, dafl wg(n)(Sr, A)
= wa(n) (4, Sy) gilt. Wegen
wa(n)(Sr, A)or(Sr)or(A) = or(S:A) = or.(AS;) = wan) (4, Sr)or(A)er(Sy)

folgt die Behauptung mit Lemma 8.0.17. U
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Satz 8.0.19. Es sei a € U(N) ein quadratischer Rest und v € U(N) eine Wurzel von «.
Weiter sei (A,t) € S(N). Dann ist L(c,r) ein dquivarianter Operator der Darstellungen p
und pq-

Beweis. Es sei t' = wq(n)(Sr, Dy). Dann gilt
(Jar 1) = (Jp2, 1) = (S, t')(Dr, 1).
Unter Verwendung von Lemma 8.0.18 ergibt sich damit
(Jo2s (A 6)(J2, )F = (Dr, 1D)(A, 1)(Dy, 1) 7
woraus folgt
frL(ar) o pa(At) =x(r)f - (D, 1)1+ (2, 1)(A,1)( 2, 1) 7
K(r)f - (A,6)(Dr, 1)

D,
A, .
f-p(At)o L(a,r).

O

Im folgenden soll gezeigt werden, dafi L(a, ) in gewissen Fillen mit der Galois-Operation
(6.9) kommutiert. Als Vorbereitung dient die folgende Proposition und das darauf folgende
Lemma.

Proposition 8.0.20. Es seien D,, D, € S(N), wie in Definition 8.0.14 definiert. Dann gilt

r—17r/—1

ws(ny( Dy, Dypr) = (=1)72 72, (8.6)

Beweis. Der Kozykel wg(n)(Dy, D;) ist per Definition gegeben durch die Gleichung
S(DT)S(DTI) = wS(N)(Dra DTI)S(DTDT/).
Die Schnitte von D,., D, und deren Produkt kann man angeben durch

C

S(DT) = (77 (d) j(f)/?T)) F(N) ’
N\ . .
(D) = (4.(5) 16/ ) TV und
adc+dd
D, D) = (v, [ 2552 54/, 7)) (V)
s( ) <vv,<cb,+dd,>3(w,f)> (V)
wobei v = (24) mit y = D, (mod N) und o' = (‘Cl,' g’,) mit v/ = D, (mod N). Da 4 ein
Teiler von N ist, liegen «,~" und das Produkt dieser Matrizen in I'g(4), und es gilt
(v J (TN I 1) = (' T (7)),
wobei J(+,7) gegeben ist durch (2.1). Daher folgt
s(Dy) = (v, & J (7, 7)),
entsprechend fiir s(D,) und s(D, D,). Damit ergibt sich

s(Dy)s(Dyr) =(vY, ererr I (7,7 7) I (Y, 7))
(1) = (W, e T (1Y, 7))

1

—(-1)"2 5 s(D,Dy).
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Lemma 8.0.21. Seien o, 3 € U(N), [ quadratischer Rest modulo N. Dann gilt
wewv)(Da, Jg) = wa(ny(Js, Da) = 1.

Beweis. Fiir wg(ny(Das Jp) ergibt sich das aus Bemerkung 6.1.5.
Der Kozykel wg(ny(Js, Da) ist gegeben durch

or(Jg)or(Da) = won)(Js: Da)or(JsDa).

Die linke Seite dieser Gleichung berechnet sich analog zu Lemma 8.0.17 zu

O-(DO‘)QL(Jﬁ) <gga((LL)) eak) :U(Da) gga((LL)) (29%)

da (3 ein quadratischer Rest ist und damit go3(L) = go(L) fiir alle & € U(NNV). Andererseits
ist

or.(JgDq) = 0r.(DaJ3),

da D, und Jg in S(N) kommutieren. Per Definition ist

or.(DaJp)(ex) =or(Da)or(Jp)(er)
=0r(Da)(ex).

O

Satz 8.0.22. Seien o, 3 € U(N) quadratische Reste modulo N und og € Gal(Q(¢n)/Q). Es
sei weiter r € U(N) mit r?> = a (mod N) und f € M,fN(F(N)). Dann gilt

foe- L(avr) = (f : L(avr))gﬁ’

Beweis. Esist § ein quadratischer Rest modulo N, damit folgt €,” = ¢,. Dabei ist zu beachten,
daB ¢, Potenz einer N-ten Einheitswurzel und somit €;” wohldefiniert ist (beachte 4 | N).
Unter Verwendung von (6.9) und (8.1) 148t sich die linke Seite der zu zeigenden Gleichung
schreiben

(5. 1) - Llayr) =6(r)f - (J5,1) - (D, 1)
=w(r)f - (Jp. (D (-1)F 2) (8.7)

r—=1r""—1

—r(r)f - (D7 (~1)F 2 )(Jp, 1),

T

Die letzte Gleichung folgt, da (Jg,1) und (D, %, (—1) 7

1 -
- 2 1) in G(N) kommutieren. Dies
sieht man mit Lemma 8.0.21 und der Tatsache, dal Jg und D, ! in S(NN) kommutieren.
Da €.’ = ¢, gilt, liBt sich die letzte Zeile von (8.7) in der Form

(f - L(a,r))7®
schreiben. O
Bemerkung 8.0.23. Fulls k € Z ist, so gilt sogar
[ La,r) = (f - L(e,7))7"

fiir alle B € U(N).
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Die Multiplikativitdt der Operatoren L(«a,r) ist eine weitere wesentliche Eigenschaft, die
spater benotigt wird. Diese Eigenschaft hat es notig gemacht, den Faktor €, einzufiihren.

Satz 8.0.24. Es seien o, 3 € U(N) quadratische Reste modulo N, r,r’ € U(N) mit o = r?
(mod N) und B =r"? (mod N) und f € My(T'(N)). Dann gilt

frLle,r) - L(B,r") = f - L(aB,rr").
Auferdem gilt
L(1,1) = idpg, r(ny)>
so daff L(a,r) invertierbar ist mit
L(a,7r)™' = L(a™t,r™h).
Beweis. Unter Verwendung von (8.6) ergibt sich

f-Lla,r) - L(B,7") =k(r)s(r') f - (D, 1)(Dy, 1)

=k(r)k(r')f - (Dy Dy, (—1) 2 2 )71

r—1r'—1

=k(n)K()(=1)T = [ (D, 1)

=f- L(aB,rr).
Die zweite Aussage folgt direkt aus der Definition 8.0.14. Man muf} lediglich beriicksichtigen,
daBl r =1 (mod N) und damit wegen Lemma 8.0.16 (%) =1 gilt. O

8.1 Eine Familie von Operatoren

Zum Abschluf} dieses Kapitels fithren wir zu einem festen N € N, und feste o, € U(N) eine
Familie von Operatoren L(ap,rp),D € N mit (N, D) = 1 ein. Die L(ap,rp) sind im Falle
ganzen Gewichts die Fortsetzungen des Operators L(«,r) auf die Rdume My (I'(ND)). Diese
Familie von Operatoren wird spéter bendtigt.

Definition 8.1.1. Es seien N,D € N mit (D,N) =1, a,r € U(N) mit o = r? (mod N).
Weiter sei ap = ¢¥p(a,1) und rp = ¢¥p(r,1), definiert wie in (2.15). Dann definieren wir
L(ap,rp) analog zu Definition 8.0.14 durch

L(ap,rp) : Mg(T(ND)) — My(T(ND)), fw~ f-L(ap,mp) =#x(rp)f - (Drp,1)" "
(8.8)

Lemma 8.1.2. Es sei A= (8%) € G(N)NMa(Z) mit D = det(A), a € U(N) und r € U(N)
eine Wurzel von o modulo N. Weiterhin sei 3 € Z ein beliebiger Vertreter aus der Restklasse
ap' € U(ND). Schlieflich sei D, € S(ND) und v € T(1) mit 1np(y) = DTBI. Dann gilt

-1 -
w((§a)7 (5%) ) =Dr
Beweis. Es sei v = (£ ). Man berechnet nun

a b\ (p a\(Va —bBjad\ _ (2 +p St —pp)+ % - 2P\ _
<0 d) (S t><0 1/d >_< % ibﬁ_’_dt d '_M(DT7a7b7d)-

a

IsUIS
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Da nach Voraussetzung D = ad und s = 0 (mod ND) bzw. ¢ = 0 (mod ND) gilt, folgt
sofort, daf alle Eintrége der rechten Matrix in (8.9) bis auf den oben rechts ganzzahlig sind.
Mit dem gleichen Argument folgt, dafl % - Szzﬁ ganzzahlig ist. Fiir g(t — pf) bemerke man,
daB pB=r"'=t (mod ND) ist, also t — p8 =0 (mod ND). Daher ist auch %(t —pfB) in Z.

Man sieht leicht, dafi alle in dieser Matrix auftauchenden Briiche nicht nur aus 7Z sind,

sondern auch kongruent 0 modulo N sind, so daf

G0 =6 0) wew e

gilt. U

Fiir die Aussage des folgenden Satzes wird der Charakter (g) in der Definition des Ope-
rators L(a,r) bendtigt.

Satz 8.1.3. Es sei N € N durch 4 teilbar, £(a,b,d) = <(8 g) ,\/E) € Q(N) und u € Z, so daf

u(gh) € My(Z). Weiter sei D = det(u(25%)), a € U(N) ein quadratischer Rest, r € U(N)
eine Wurzel von o und B € o', Dann gilt fiir alle f € My, (T(N))

f : L(Oé,’l“) |k g(av bﬁ, d) = f |k g(av b7 d) ' L(CVD,’I"D)- (811)
Beweis. Zunichst kann angenommen werden, dafl die Matrix £(a, b, d) ganzzahlige Eintrige

b,
hat und d sogar positiv ist, so daB D = ad gilt. Es sei S(Drgl) =((29), (%) Vst +d) T(ND)*.
Dann gilt

¢(a, b, d) <(§ ‘Z) : (;) m) £(a,b8,d)!

(8.12)
_ (M(Dr,a,b,d)a (;) @T _ bﬁ_’/ +t> )

a a

GeméB Lemma 8.1.2 ist die Matrix in der zweiten Zeile von (8.12) kongruent zu D,.—-1 modulo
N. Damit folgt

f Ik €(a,b.d) - L{ap,rp) |1 £(a,b8,d) "
— erD(—l)%wS;—l <N> fan (M(Dr,a,b,d), <%> @T_ bgv +t>

D

— (T (Y ds/a ds _bBv
= e (—1) <r>f]k (M(Dr,a,b,d),<_bﬁs/a+t> - +t>

= f-L(a,7).

Fiir den Schritt von der zweiten zur dritten Zeile mufl man einsehen, dafl

(%) = ()
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gilt. Es ist aber
ds/a B d*s/ad
—bBsfa+t) \—-bBs/a+t

s/ad
<—bﬂs/a + t>
Lemm%&O.lG <M> '

t



Kapitel 9

Ein induktiver Limes von
Modulformen beliebiger Stufe

Es sind im Verlauf der bisherigen Arbeit verschiedene Abbildungen auf den Raum M ,fN (I'(N))
definiert worden, siehe (2.16), (6.2), (6.4) and (8.1). Alle diese Abbildungen héngen von der

Stufe N der Modulformen ab. Daher erhélt man zu der Familie {M,f”N (I(N)); N e N}

jeweils eine zugehorige Familie der obigen Abbildungen. In diesem Kapitel betrachten wir zu
einem festen N € N die Familie

{M,fND (D(ND)); D€EN, (D,N) = 1} (9.1)
Man kann diese Familie als ein gerichtetes System {iber der gerichteten Menge
N(N)={D eN;(D,N) =1}. (9.2)

sehen und den zugehorigen induktiven Limes betrachten. In diesem Kontext sind einige der
oben genannten Abbildungen Morphismen auf diesem Limes, wovon wir uns in diesem Kapitel
iiberzeugen wollen.

Proposition 9.0.4. Die Familie (9.1) ist ein gerichtetes System tiber der Menge N(N).

Beweis. Die Menge N(INV) ist beziigliche der Teilerrelation eine gerichtete Menge. Weiterhin
gilt Rp, C Rp,, falls D; | Dy gilt, so dafl

MPH(D(Dy)) € My "2 (T(Dy))

gilt. Die Familie (9.1) wird durch die Inklusionsabbildungen
ip: : Mu(D(D1)) — My(T'(D2)),  Di| D
zu einem gerichteten System. U
Es existiert nun also der zu diesem System zugehorige induktive Limes (siehe [Ku], S. 99)
m(N) = lim M (ND)), (9.3)
DeN
(D,N)=1
wobei die Abbildungen
P MNP (D(N D)) — m(N)
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ebenfalls durch Einbettungen gegeben sind, da

m(N)= |J MPP@(ND)),
(DN)=1

(siehe [Bo], S. 152).
Es gibt nach Definition des induktiven Limes fiir Dy | Do die folgenden Vertriglichkeits-
relation zwischen iP1,iP2? und z'lD);

P =iP2 ot (9.4)

Es wird spéter eine Operation auf dem induktiven Limes (9.3) auftauchen. Insofern sind
Morphismen zwischen gerichteten Systemen von Moduln und damit von induktiven Limiten
von Moduln fiir uns von Interesse. Als Grundlage dafiir sollen diese nun definiert werden.

Definition 9.0.5. Es sei I eine partiell geordnete Menge und (Mz,ff) und (Ni,gf) zwei
beztiglich I gerichtete Systeme von R;-Moduln. Dann ist ein Morphismus von gerichteten
Systemen

eine Familie von R;-Modulmorphismen (F; : M; — N;)ier, so daf fiir alle i,j € I miti < j
die Diagramme

|7 | (9.5)

kommutieren.

Bemerkung 9.0.6. Ein Morphismus F' zwischen gerichteten Systemen (M, Jff) und (Ni,gg)
von R;-Moduln induziert einen eindeutig bestimmten R-Modulmorphismus F zwischen den
mnduktiven Limiten M und N der beiden gerichieten Systeme.

Beweis. Dies folgt aus der universellen Eigenschaft des induktiven Limes. In diesem Fall gibt
es einerseits die per Definition existierenden Modulmorphismen f; : M; — M. Dazu kann
man die Modulmorphismen

fi:Mi — N, fi=gioF,
betrachten, die aufgrund der Kommutativitét von (9.5) die Eigenschaft
fi="fiof

fiir ¢ > j erfiillen. GeméB der universellen Eigenschaft von M existiert ein eindeutiger Mor-
phismus F': M — N mit

fi=gioF,=Fof;. (9.6)

O
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Bemerkung 9.0.7. Es sei L ein Morphismus von (9.1) auf sich, gegeben durch
(Lyp : M (D(N D)) — M (F(N D)) peri(w)-

dann gilt fir den induzierten Morphismus L auf m(N) fir f € M,fND (I'(ND))

L(f) = Lnp(f)-

Beweis. Der Morphismus L erfiillt die Gleichung

LoiP? =iPo Lyp (9.7)

fiir alle D € N(N) (sieche Gleichung (9.6)). Da die Abbildungen i? : MkRND (T'(ND)) — m(N)
in diesem konkreten Fall einfach Einbettungen sind, ist (9.7) eine definierende Gleichung fiir
L, und es ergibt sich die Behauptung. O

Proposition 9.0.8. i) Fir D1,Dy € N(N) mit Dy | Dy seien ap, und ap, definiert
durch (2.15). Es gilt

ap, = ap, modulo NDj. (9.8)

it) Fir alle o € U(N) sei 04, € Gal(Q((np)/Q) fiir alle D € N(N), ap wieder definiert
durch (9.8). Dann ist die Familie

(0ap € Gal(Q(CND)/Q)) pen() (9.9)

ein Morphismus des gerichteten System (9.1).

i) Fiir alle v € T(1),a € U(N) gilt: (pp(mnp(7),1(7))) peniny und
(Pap (TND(7),1(7))) Den(ny sind Morphismen des gerichteten Systems (9.1). Hierbei ist
pp : S(ND) — GL(M(T'(ND))) mit pp(A,t)(f) = f - (A,t) und n der Korand aus
(3.15). Entsprechend ist pq,, zu verstehen.

Beweis. zu i) Diese Aussage sieht man zum Beispiel mittels des chinesischen Restsatzes.
zu ii) Unter Verwendung von (9.8) sieht man, dafi das folgende Diagramm fiir M; =
ND{,My=ND5y € N(N) mit My | My kommutativ ist.

M (D(My)) — 25 MM (D(My))
ing ing (9.10)

zu iii) Fiir M) und M; wie in 44) mufl man lediglich sehen, da8 s(maz, (7)) € T'(1)/D(My)*
und s(maz (7)) € T'(1)/T'(M1)* sich um ein Element aus I'(M;)* unterscheiden. O

Bemerkung 9.0.9. Die Familie (L(ap,rp)) pen(n) aus Definition 8.1.1 definiert einen Mor-
phismus des gerichteten Systems (9.1) nur dann, wenn das Gewicht der Rdume
M,fND (T'(ND)) ganzzahlig ist.
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Beweis. Es seien My, My wie in der vorherigen Proposition. Wegen (9.8) gilt
(7a1,09) (5D, )) = (mar, op)(5(Dyp, ), s0 da fiiw ein f € My™ (T(M) gilt f |1 s(Dyp) =
f |k S(DTDI)'

Im allgemeinen gilt jedoch nicht (%) = (JXTD;), so dafl die Konstanten x(rp,) und
k(rp,) im allgemeinen nicht gleich sind. O

Notation 9.0.10. 1. Es bezeichne o, im folgenden den zu (9.9) zugehdrigen Morphismus
auf m(N).

2. Falls das Gewicht der Rdume M,fND (T'(ND)) aus Z ist, bezeichne L(a,r) den zur Fa-
milie (L(ap,Tp))pen(ny 2ugehdrigen Morphismus auf m(N).

Folls k € Z + %, sei L(a,r) eine Abbildung auf m(N), definiert durch
f-L(a,r)=f-L(ap,rp) (9.11)

fir f € M,fND (T'(ND)). Man beachte, daf$ L(cx,r) im Fall ganzen Gewichts genauso
definiert ist.



Kapitel 10

Vektorwertige Modulformen zur
Weildarstellung

Diese Arbeit befafit sich damit, einen Hecke-Operator auf vektorwertigen Modulformen zur
Weildarstellung zu definieren. In diesem Abschnitt werden derartige Modulformen definiert
und einige fiir den weiteren Verlauf notwendige Eigenschaften dargestellt. Diese sind bekannt
und finden sich etwa in [Brl] oder [McG]. Die nun folgende Darstellung richtet sich nach
diesen Arbeiten.

In diesem Kapitel sei L ein gerades Gitter der Stufe N und A = L’/L die Diskriminan-
tengruppe. Es sei weiter

VH)L ={f:H— C[A]} (10.1)
der Raum der Abbildungen von H in den Gruppenring C[A]. Eine solche vektorwertige Funkti-

on f € V(H) 148t sich beziiglich der Standardbasis (ex)xea in der Form f(7) = >y c4 fa(7)ex
schreiben.

Definition 10.0.11. Es sei o1, die Weildarstellung auf C[A]. Fir k € %Z, (v,9) € f(l) und
f e V(M) sei der Slash-Operator definiert durch

Fler (ho)(T) = o0 (1 8) (e (1, @) (T)en). (10.2)

A€EA

Proposition 10.0.12. Es sei

Z:V(H), — V(H , Y ha Y H®e (10.3)

A€A A€A
und |, ®0;" die Rechtsoperation von I'(1) auf V(H) ® C[A], gegeben durch
(f @ ex)(lk @op)(F) = (f [ 7) ® o' () (en).
Dann gilt fiir alle f € V(H) L und alle 5 € T'(1)
E(f Ier 7) = E) Ik ©@0p)(A)- (10.4)
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Beweis.

E(f |k ) =E (Z(fA Ik fy)gzlﬁ)(m))

A€A

=Y Al 7o () ().

A€A

Der entscheidende Punkt ist, dafl f(l) durch die Weildarstellung C-linear auf C[A] operiert,
so daf} der erste Schritt in der obigen Rechnung moglich ist. O

Bemerkung 10.0.13. 1. Die Abbildung = definiert einen Isomorphismus der Rdume
V(H) und V(H) @ C[A].

2. Es sei f € V(H)r, holomorph, und es gelte f |, 1 7 = f fir alle ¥ € f(l) Dann besitzen
die Komponentenfunktionen fy von f eine Fourierentwicklung der Form

K@) =Y a(\ne(n7). (10.5)
neZ+A2/2
Definition 10.0.14. Es sei k € %Z. FEine Funktion f € V(H)r heiffit holomorphe Modulform
vom Gewicht k zur Weildarstellung o1, und zur Gruppe I'(1), falls gilt:

i) f ist holomorph,

ii) f |k, 7 = [ fir alle 4 € T(1),

iit) die Komponentenfunktionen fy von f besitzen eine Fourierentwicklung der Form (10.5),
wobei a(A,n) =0, falls n < 0.

Der Raum der Modulformen vom Gewicht k zur Weildarstellung sei mit My, 1, bezeichnet.
Falls in der Bedingung iii) sogar a(A,n) =0 fir alle n <0 gilt, so heif§st f Spitzenform. Der
Raum aller Spitzenformen wird mit Sy 1, bezeichnet.

Bemerkung 10.0.15. Aus dem Transformationsverhalten einer Modulform f € My, 1, unter
der Matriz Z? folgt fir die Komponentenfunktionen fy von f die Gleichung

f)\ — (_1)—2k+sig(L)f>\.

Damit ist My, = {0}, falls sig(L) # 2k (mod 2). Fulls also sig(L) gerade ist, gibt es nur
nichttriviale Modulformen ganzen Gewichts, andernfalls nur nichttriviale Modulformen halb-
ganzen Gewichts.

Bemerkung 10.0.16. Es sei f = Y o4 faex € My . Dann sind die Komponentenfunktio-
nen fn Modulformen vom Gewicht k zu T(N), falls k € Z baw. 2u T(N)*, falls k € Z + .

Beweis. Es ist im wesentlichen f) | yn = f fiir yn € T'(N) zu zeigen. Das folgt aber aus der
entsprechenden Eigenschaft fiir f und Satz 4.1.4. U

Proposition 10.0.17. Es sei (M (I'(N)) ® (C[{lj)r(l) der Raum aller Elemente aus
M(T(N)) ® C[A], die unter der Operation von T'(1) durch |, ®o;" invariant sind. Dann gilt

My, = (My(T(N)) @ CLA)TD). (10.6)
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Beweis. Schrénkt man die Abbildung = aus (10.3) auf Mj, ;, ein, so erhdlt man wegen Pro-
position 10.0.16 eine injektive lineare Abbildung = : My — M (I'(N)) ® C[A]. Aus der

Gleichung (10.4) folgt sogar, daB8 =(Mjy, 1) C (Mi(I'(NV)) ® (C[A])f(l)_
Es bleibt zu zeigen, daB fiir alle ) . 4 fAx®@ex € (Mi(['(N)) ® C[A)T™ und alle 5 € I'(1)

E'O_hea) kpA=E7Q_ Hhow)

A€A A€A

gilt. Dies folgt jedoch aus der Gleichung (10.4) und der Injektivitit von =. O

Der folgende Satz macht eine Aussage tiber arithmetische Eigenschaften von Fourierkoef-
fizienten von vektorwertigen Modulformen zur Weildarstellung.

Satz 10.0.18 ([McG], Theorem 5.6). Der Raum My, 1, besitzt eine Basis von Modulformen,
deren Fourierkoeffizienten alle rational sind.

Aus diesem Satz zusammen mit Proposition 10.0.17 folgt, da8 (M (I'(V)) ®C[A])f(1) eine
Basis von Tensoren besitzt, deren Komponenten-Modulformen eine Fourierentwicklung mit
rationalen Koeffizienten besitzen. Insbesondere gilt das

Lemma 10.0.19. FEs gilt

(Mp(T(N)) @ CIANT® = (M~ (D(N)) @ Ry[A])'V  C. (10.7)

Beweis. Sei f® z € (MkRN (I(N)) ® RN[A])f(l) ® C. Dann ist der Isomorphismus gegeben
durch

f®z— zf.

Beachte, dafl zf in der Tat in (M(T'(N)) ® (C[A])f(l) liegt. In der umgekehrten Richtung ist
der Isomorphismus nicht kanonisch. Es sei {f1, ... f,} eine Basis von (My(T'(N)) ® C[A])f(l),
wobei alle Komponenten-Modulformen eine Fourierentwicklung mit Fourierkoeffizienten in
Ry besitzen, und f = Y21_, cifi € (M (D(N)) @ C[A])' M. Dann ist die Umkehrabbildung
gegeben durch

s s
Zcifi = Zfi ® ¢;-
i=1 i=1
O

Definition 10.0.20. Es sei IV C f(l) eine Untergruppe von endlichem Index. Eine holomor-
phe Funktion f € V(H)r heifst Modulform vom Gewicht k € %Z beziiglich der Weildarstellung
2ur Gruppe I, falls gilt:

i) f ko (v,0) = f fir alle (v,¢) €T

ii) f ist holomorph in allen Spitzen von T".

Dieser Raum von Modulformen sei mit My, 1,(I'") bezeichnet. Falls in Bedingung it) zusdtzlich
noch gilt, dafi f in allen Spitzen sogar verschwindet, so heifst f Spitzenform. Dieser Raum
wird entsprechend mit Sk, ,(I') bezeichnet.
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Bemerkung 10.0.21. Die Bedingung ii) aus Definition 10.0.20 ist dabei zu verstehen wie
im Falle skalarwertiger Modulformen zu Kongruenzuntergruppen. Man beachte, daf$ die Kom-
ponentenfunktionen fy einer Modulform f € My, ,(I') skalarwertige Modulformen aus
Mi(T(N)NTY) sind.

Definition 10.0.22. Es seien f,g € My, 1(I"). Dann definiert man das Petersson-Skalarprodukt
auf dem Raum My, ,(I") durch

pdx dy

o (10.8)

1
el LYY

wobei x der Realteil, y der Imagindrteil von T und (-,-) das Standard-Skalarprodukt auf C[A]
ist. Wie im Fall skalarwertiger Modulformen sieht man, daff das Integral konvergiert, falls f
oder g eine Spitzenform ist.

Bemerkung 10.0.23. Das Integral in (10.8) ist unabhingig von der Wahl des Fundamen-
talbereichs. Es sei T C TV. Dann gilt

(f,9)r = (f,9)rn.

Beweis. Der Beweis funktioniert wie im Fall skalarwertiger Modulformen. Zusétzlich mufl man
benutzen, daf die Weildarstellung unitér ist beziiglich des Skalarproduktes (-, -) auf C[A]. O



Kapitel 11

Erweiterung des Slash-Operators

In Kapitel 4 wurde eine Erweiterung der Weildarstellung auf die Gruppe G(NN) bzw. H(NV)
definiert, je nachdem, ob die Signatur des zugehorigen Gitters L gerade oder ungerade ist.
In diesem Kapitel soll der Slash-Operator (10.2) passend zur erweiterten Weildarstellung
fortgesetzt werden auf die Gruppe G(NN) bzw. auf eine geeignete erweiterte Gruppe von G(N),
falls die Signatur von L ungerade ist. Hier ist N die Stufe des Gitters L, was fiir das gesamte
Kapitel der Fall ist.

Wie bei der Weildarstellung werden wir die Fille gerader und ungerader Signatur getrennt
betrachten. Da im folgenden ein Slash-Operator auf einem Raum definiert wird, der den Raum
M, 1, umfait, werden wir nur die Situation betrachten, dafl die Signatur gerade und k € Z
oder daf} die Signatur ungerade und k € % + Z ist.

In diesem Kapitel kommt die Variable @ in zwei verschiedenen Bedeutungen vor. Zum
einen um ein Element J, € J(N) zu definieren, zum anderen als definierende Variable des
Operators L(a, ) oder eines Galoisautomorphismus o, wie in Notation 9.0.10. Im ersten Fall
ist a eine rationale Zahl, im zweiten Fall ein Element aus U(N). Da « in diesem Kapitel
ausschliefllich in diesen Kontexten verwendet wird, besteht keine Gefahr der Verwechslung.

11.1 Der Fall gerader Signatur

Die Fortsetzung der Slash-Operation (10.2) verlauft mit denselben Methoden wie bei der Er-
weiterung der Weildarstellung. Man definiert zum einen eine Fortsetzung fiir die Gruppe S(NV)
auf ganz V(H)r, zum anderen eine Fortsetzung fiir J (V) auf einem geeigneten Unterraum
von V(H)p. Schliefllich setzt man beide Operationen mit Hilfe von Lemma 4.2.5 fort zu einer
Operation von ganz G(N). Wir geben hier zunéichst die Definition einer Operation von S(N)
auf V(H)p.

Definition 11.1.1. Es sei f =) .4 faex € V(H)L und M € S(N), dann setzen wir

Flie M =" o (M)(fx [ Mey), (11.1)
AEA

wobei op, (M) durch (4.23) gegeben ist.

Bemerkung 11.1.2. 1. Aus der Definition der Weildarstellung fir Matrizen aus S(N)
folgt mit den gleichen Argumenten wie fir den Slash-Operator (10.2) fir T'(1), daf
(11.1) eine Operation von S(N) auf V(H) 1, definiert.
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2. Aus Bemerkung 4.3.2 folgt, daf$ (11.1) den Slash-Operator (10.2) fortsetzt auf die Grup-
pe S(N).

3. Bssei J, = ({2) e S(N)NT(N) und f € V(H)y, dann gilt gemif8 Definition 11.1.1

[ler Jo= Z 07 (o) (£ |k Jaer). (11.2)

A€A

11.1.1 Fortsetzung auf die Gruppe J (V)

Es ist noch eine Ausdehnung von (10.2) auf die Gruppe J (V) anzugeben. Jede solche Aus-
dehnung muf} auf dem Schnitt S(N)NJ (V) notwendig mit (11.2) iibereinstimmen. Daher ist
der Ansatz

Fler Jo = Z 07 (o) (£ |k Jaer)

A€A
fiir alle J, € J (V) plausibel.

Geméf (4.23) muf also eine sinnvolle Galoisaktion von Gal(Q(¢{xy)/Q) auf den Komponen-
tenfunktionen von f erklért werden. Da letztendlich ein Hecke-Operator auf dem Raum Mj, .
definiert werden soll, ist es wegen Bemerkung 10.0.16 und Satz 10.0.18 keine Einschréankung,
direkt anzunehmen, daf§ die Komponentenfunktionen von f in M ,f”N (T'(N)) liegen. Dann
liefert Definition 2.2.5 zusammen mit Korollar 2.2.7 eine Operation der erweiterten Weildar-
stellung auf M,fN (I(N)).

Damit liest sich fir ein f € V(H)z mit Komponentenfunktionen fy € M,f N(T'(N)) der
obige Ansatz wie folgt

Flir Ja=D [k Ja)7er. (11.3)
A€A

Aufgrund der obigen Annahme ist es naheliegend, zum Tensorprodukt
M ,fN (T(N)) ® Rn[A] iiberzugehen, und anstatt (11.1) den dazu dquivalenten Slash-Operator
|k ®0; ', gegeben durch

Fler M= (frle M) ® o' (M)(er), (11.4)
A€A

zu betrachten.
Entsprechend liefert die Anwendung von = (siehe (10.3)) auf (11.3)

FlirJa =Y (fxlk Ja)7 ® op' (Ja)(er)- (11.5)
AEA

Proposition 11.1.3. 1. Es sei f € M,fN(F(N)) ®@ RN[A] und Jo, Jg € J(N). Dann gilt
e Jop = f kL Ja lkr Js

2. Es sei M € S(N) mit D = det(rM), wobeir € Z, so daff rM € Mo(Z). Dann gilt f | 1,
M e MEND (T'(ND)) ® Ry[A] fir alle f € M,fN (I'(N)) ® Ry[A]. Eine entsprechende
Aussage gilt fir (11.5).

Beweis. 1. Es geniigt fiir ein f € leN (T'(N)) zu zeigen, dafl
((f Ik Ja)7 |k J3)7? = (f |k Jap)”*?

gilt. Diese Gleichung folgt aber sofort mit Korollar 2.2.13.
2. Dies folgt mit Proposition 2.2.9 und Korollar 2.2.7. U
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Aufgrund von Proposition 11.1.3, 2., wihlen wir den induktiven Limes

MN):= lim  MP(N(ND)) @, RylA] (1L.6)

DeN
(D,N)=1

als Untermodul von V (H)®CJ[A], auf dem S(N) durch (11.4) und J(N) durch (11.5) operiert.
Da induktive Limiten mit Tensorprodukten kommutieren, gilt

M(N) =Zm(N) RRy RN[A], (11.7)
wobei m(NV) gegeben ist durch (9.3).

Lemma 11.1.4. Die Operation von J(N) auf MM(N), gegeben durch (11.5), zusammen mit
der Operation von S(N) auf M(N), gegeben durch (11.4), lassen sich durch

Slew Mo = [ len M |k, Ja
nicht fortsetzen zu einer Operation von G(N) auf M(N).

Beweis. Angenommen, die obige Vorschrift definiert eine Operation von G(N) auf 9(N).
Dann mufl geméf Lemma 4.2.5 die Vertréglichkeitsrelation (4.15) erfiillt sein.
Es muf} also fiir alle M € S(N), Jo € J(N) und alle f € M(N)

flepdalb Mk Jo-1 = flepdaM 41

gelten, wobei J, M J,-1 € S(N). Da durch (4.23) eine Operation von G(N) auf Ry[A] gegeben
ist, geniigt es, die Giiltigkeit dieser Identitét auf der ersten Komponente von f nachzupriifen.
Es muB also fiir jedes f € MkRN (I(N)), alle J, € J(N) und insbesondere fiir alle v € I'(1)

((f Tk Ja)7 kv [k Ja-1)7" = f |k JayJat (11.8)

gelten. Esist f |, Jo € MkRND (I'(ND)) mit geeignetem D € N. Daher ist mit Korollar 2.2.13,
(6.9) und Proposition 6.1.3 die linke Seite von (11.8) gleich

((f |k Ja) - Jap - TND(Y) - Tap)) Ik Jo 't =((f [k Jo) - JapTND()Tap) |k Jo !
=flkJalr (po 5)(JaD7TND(’Y)JJDl)) Ik Tt

Dabei ist ap definiert wie in (2.15) und J,,, in diesem Fall zu verstehen als Matrix in J(N D).
Die erste obige Gleichung folgt wegen Satz 6.2.6. Es miifite also

F i Jalk (00 8)(JapTND(NIZE)) Ik a1 =F |k JavTa1 (11.9)

gelten. Diese Gleichung ist aber schon fiir v = T fiir kein f € M ,f N(T'(N)) erfiillt, wie man
etwa durch Berechnung der Fourierentwicklung auf beiden Seiten bestétigt.
Daher erhélt man mit dem Ansatz (11.5) keine Operation der gesamten Gruppe G(N). O

Man kann jedoch anhand der Gleichung (11.9) den “Fehler” ablesen, der bei Verwendung
von (11.5) gemacht wird. Dieser besteht darin, dafl auf der linken Seite von (11.9) der Operator
Ik (pos)(mnp(JayJyt)) anstatt des normalen Slash-Operators | v auftaucht. Im folgenden
soll nun f |1 Jo definiert werden, indem (11.5) um einen “Korrekturoperator” auf den
Komponentenfunktionen erweitert wird, der den obigen Fehler kompensiert.
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Die Idee ist, die Slash-Operatoren |, v bzw. | (po s)(7n(JayJ; 1)) als Darstellungen der
Gruppe S(NN) auf MkRN (I'(N)) aufzufassen (siehe (6.2) bzw. (6.4)). In diesem Fall kénnte man
den obigen Korrekturoperator als dquivarianten Operator L(ay) dieser beiden Darstellungen
wéhlen. Fin solcher Operator erfiillt die Gleichung

(f - L(an) |k (pos)(mn(Jav i) - Lian) ™ = £ |k 7,

sofern er invertierbar ist. Unter der Voraussetzung, dafl o ein quadratischer Rest in U(N)
ist, ist ein solcher dquivarianter Operator in Definition 8.0.14 angegeben worden. Allgemei-
ner liefert Definition 8.1.1 eine entsprechende Familie dquivarianter Operatoren L(ap,rp)
auf den Réumen M,fND (I'(ND)) mit der gleichen Voraussetzung an die ap. Die L(ap,rp)
hingen nun offensichtlich von der Wahl einer Wurzel rp von ap ab. Da L(ap,rp) Teil ei-
ner Operationsvorschrift der Gruppe J(N) sein soll, ist es sinnvoll, anstatt J(N) direkt die
Gruppenerweiterung

Ji(N) := J(N) x U(N) (11.10)

operieren zu lassen. Die Gruppenmultiplikation ist komponentenweise definiert.
Diese Gruppe fassen wir auf als Untergruppe der Gruppe

Gi1(N):=G(N)xU(N). (11.11)
Entsprechend hat man die Untergruppe
Qi(N) = {(M,r) € Gi(N); det(M)=r? (mod N)}. (11.12)

Man beachte, daf I'(1) und S(N) durch v +— (v,1) in Q1(N) eingebettet werden kénnen
Es wird sich im Kapitel 12 zeigen, daf die folgende Definition Anlafl gibt zu einer Operation
der Gruppe Q;(N) auf M(N).

Definition 11.1.5. Es sei (J,,7) € Q1(N). Es bezeichne auferdem o die zugehorige Rest-
klasse in U(N) und r € U(N) eine Wurzel von o. Wir definieren fir f € MM(N)

Fler Jasr) =D [ |k Ja - L@, 7)) @ o7 ' (Ja)(er) (11.13)
A€A

mit L(a,r) und o, wie in Notation 9.0.10.

11.2 Der Fall ungerader Signatur

Wie bereits am Anfang dieses Kapitels erwéhnt, nehmen wir direkt an, dafl das Gewicht k in
Z+ % ist. Aus Abschnitt 4.3.2 geht hervor, daf eine erweiterte Gruppe H(N) = G (V) x {£1}
durch die Weildarstellung auf Ry[A] operiert. Andererseits operiert die zweifache Uberlage-
rung G(N) von G(N), definiert durch j(-,7), durch den Slash-Operator auf M,fN (T'(V)). Will
man also eine Fortsetzung von (10.2), etwa auf die Gruppe S(N), analog zu (11.4) definie-
ren, so stellt sich die Frage, ob die Gruppenerweiterungen H(/N) und G (N) dquivalent sind.
Gleichwertig dazu ist die Frage, ob die Kozykeln w (siehe (3.3)) und wg(ny (siehe (4.24))
kohomolog sind. Diese Frage wird im néchsten Abschnitt beantwortet.
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11.2.1 Zwei Kozykeln

In der Tat sind diese beiden Kozykeln nicht kohomolog, wie aus Satz 11.2.3 hervorgehen
wird. Allerdings folgt aus Proposition 4.3.3,1., und Lemma 3.0.17, daf w und wgyy auf I'(1)
kohomolog sind.

Es gilt zunéchst das folgende

Lemma 11.2.1. Es seien m,n positive ganze Zahlen koprim zu N mit mn = r? (mod N)
und 6 = (4 0) € G(N). Weiter seiy = (%) € To(m) NT%n) NTY(N). Dann gilt

or(875 1) (ex) = er(8)er(v)er ' (5)(er), (11.14)
wobei die Weildarstellung definiert ist wie in (4.23).

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Ausrechnen beider Seiten unter Verwendung von Lemma
4.1.7. Zunéchst ist

or(mn (7 9))(ex) =0 (7 ,,22) oo (§ %) (ex)
=01(8(Dpr—2))(ex) (11.15)
:XL(S(DHT—Q))enr—Q)\a

wobei (" ©,) bzw. D,,—2 (siehe (1.13)) und () %) als Elemente aus G(N) zu verstehen

0 nr 072
sein sollen und xr(s(D,-1,2)) in Lemma 4.1.7 definiert ist. Entsprechend ist

QZI(FN (%1 2))(3)\) :XL(S(Dnr*2))_len*1r2)\' (11.16)

Gemif (4.12) ist or.(7) = or(s(mx(7))). Nach Definition von s ist
strv () = ((25)+(5) i) TNY°
bzw.
s (8907) = (o ™4™ )+ (F55) 367671 7)) TN
Damit ist

or(®)er(v)or' (9)(ex) =eL(8)er(N(XL(s(Dny—2)) " ey-1,21)

:ejg(L+<_1'>_1< d >edk‘

|A|251g(L)

Es ist von der zweiten zur dritten Zeile zu beachten, dafl mn als ein quadratischer Rest modulo
N insbesondere kongruent 1 modulo 4 ist. Damit ist XZ’"Q = XL-
Andererseits sieht man leicht

ne/m d

5707t = ( a mb/“) e TO(N),
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da nach Voraussetzung v € To(m) NT%(n) NTY(N) gilt. Daher ergibt sich erneut mit Lemma
4.1.7

oL (6707 )(en) =or(s(mn(67071)))(ex)
=x1(s(mn(67071)))ear

_ESIg(L) \A|)_1 d ¢
=€a | AJ2sie(@) ) "

Hieraus folgt die Behauptung. O
Lemma 11.2.2. Es seien m,n € N und § = (4 ) € G(N), weiter sei v = (¢4). Dann gilt
w676 ) =w(r, 6 ) =w(8,07) =

Beweis. Man bestétigt die Aussage leicht, indem man
- -1
(5 9).vm) (2 Ver+a) (7" ,0) va ')

in G(N) berechnet. O

Satz 11.2.3. Der Kozykel w von Q~( N), definiert durch j, ist nicht kohomolog zum Kozykel
wg(N), definiert durch die Weildarstellung.

Beweis. Wir nehmen das Gegenteil an, d.h. wir nehmen an, es gibt eine Funktion

n:G(N) — {+1},

so daf3
e(A, B) = n(A)n(B)n(AB)™! (11.17)
fiir
e(A,B) :=w(A, B)wg(N)(A,B)_l
gilt.

Es seien § € G(N) und v € To(m)NT(n)NTH(N) wie in Lemma 11.2.1. Dann gilt zun#chst
gemif (4.25)

00(8)or(V)or(07") =wg(ny (6,70 wgny (6 er (8767 1)
und damit

or(8)or(v)en(8) ™ =wg(n) (6,6 wgn) (8,76 wgn) (v, e (675 1).

Wegen Lemma 11.2.2 und Lemma 11.2.1 folgt

WG(N) (67 5_1)wg(N) (67 75_1)("}9(]\7) (’77 6_1) 26(57 5_1)6(57 75_1)5(’77 5_1)‘
=1.
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Verwendet man nun, daf} ¢ ein Korand ist, so 148t sich die letzte Gleichung in der Form
n(8)n(6~ )n(@)n(v6~ )n(6y0 ™) " (Mm@~ n(vaH) ™ =n(y)n(@ys )~
=1

schreiben. Wegen (3.15) bedeutet dies nichts anderes als
c mn\ /c
@=07)G)

day = (2%), 6y0 ! = ( y ml:/”) € I'(1) fiir alle 6 = (7 2) € G(N) und fiir alle y €

ne/m
Lo(m) NT%n) NTY(N). In diesem Fall muss also 7 notwendig mit (3.15) iibereinstimmen.
Aus der obigen Gleichung folgt (%) =1, was aber im allgemeinen nicht erfiillt ist. [

11.2.2 Eine zweifache Gruppenerweiterung von G(N)

Aus dem Abschnitt 11.2.1 geht hervor, dafl die Kozykeln w und wg(y) nicht in der gleichen

Kohomologieklasse liegen, die Gruppen H(N) und G(N) sind daher nicht isomorph. Um also
im Falle ungerader Signatur eine sinnvolle Ausdehnung der Slash-Operation (10.2) zu erhalten,
muf} man die Gruppe G(N) zweimal mit {£1} erweitern, wobei der eine Kozykel durch j(-, 7),
der andere Kozykel durch die Weildarstellung (4.23) gegeben ist. Vor dem Hintergrund von
Definition 11.1.5 wird man jedoch direkt die Gruppe G (V) auf diese Weise erweitern. Diese
Gruppe wollen wir mit Go(N) bezeichnen. Man hat also

Go(N) = {(M,tj(M,7),r,t'); MeGN),t,t'e{£1} undr € UN)}.

Esseien g1 := (My,t15(My,7)) und gy := (My, t2j(Ms,7)) € G(N). Das Produkt der Elemente
(g1,71,t1), (92,72,t5) aus Ga(N) ist dann von der Form

(91,71, 11)(92, 72, t5) = (9192, 172, tytowg(ny (M1, Ma)).
Es gibt zwei Projektionsabbildungen

Py :Go(N) — G(N), (M, tj(M,7),r,t') — (M,tj(M,7)), (11.18)
Py : Go(N) — H(N), (M, tj(M,7),r,t')— (M,t). (11.19)

Die Einbettung L aus (4.27) kann man durch
L:T(1) — Go(N), (M, tj(M,7)) — (M,tj(M,7),1,tn(M)) (11.20)
fortsetzen zu einer Einbettung nach Go(N).
Bemerkung 11.2.4. Die Gruppe f(l) ist isomorph zu threm Bild
A = L(I'(1)). (11.21)
Beweis. Der Beweis ist vollig analog zu dem von Proposition 4.3.3. ]

Im restlichen Abschnitt wird eine Ausdehnung des Operators (10.2) auf die Gruppe G2(N)
definiert. Dies lauft vollig analog wie im Falle gerader Signatur des Gitters und ganzzahligen
Gewichts. Demzufolge definieren wir zunéchst eine Erweiterung auf die Untergruppe

So(N) = {(M,tj(M,71),1,t') € Go(N); M € S(N)},
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um dann analog zu (11.13) eine Fortsetzung fiir Elemente (Jo,tj(Ja, T),7,t") aus der Gruppe
Qy(N) = {(M,tj(M,7),7t') € Go(N); (M,r) € Q1(N)}
anzugeben.

Definition 11.2.5. Sei (M, ¢,1,t) € So(N) und f € M(N). Dann definieren wir

f ‘k,L (M7 ¢717t) = Z(f)\ |k (M7 ¢)) ® Qzl(Mv t)(e)\)‘ (1122)

A€A

Bemerkung 11.2.6. 1. Es folgt mit (4.26) und Proposition 2.2.9, daf$ durch (11.22) eine
Operation von So(N) auf M(N) gegeben ist.

2. Aus Proposition 4.5.3, 3., folgt fiir 4 € f(l)

Sl LGY) = ke 7,
so daf} der Ansatz (11.22) den Operator (10.2) fortsetzt.
Vollig analog zu Definition 11.1.5 hat man

Definition 11.2.7. Es sei (Ju, ¢, r,t) € Qo(N). Weiterhin bezeichne o auch die zugehdrige
Restklasse in U(N) und r € U(N) eine Wurzel von o. Fir f € 9M(N) definieren wir

f |k,L (Ja,¢7 T,t) = Z[f)\ |k (Ja’gb) ' L(aar)]aa ® QZI(Jaat)(e)\)v (11'23)

A€A
wobei L(a,r) und o, wie in Notation 9.0.10 zu verstehen sind.

In dem nun folgenden Kapitel soll gezeigt werden, daf§ (11.22) und (11.23) zu einer Fort-
setzung von (10.2) auf die Gruppe G2(N) Anlafl geben.



Kapitel 12

Ein Fortsetzungssatz

In diesem Kapitel wird gezeigt, dal die Ansétze (11.4) und (11.13) im Falle gerader Signatur
bzw. (11.22) und (11.23) im Falle ungerader Signatur sich fortsetzen lassen zu einem Slash-
Operator auf der Gruppe Q;(N) bzw. Q2(N). Die folgenden Sétze 12.0.9 und 12.0.10 zeigen
in gewisser Hinsicht mehr. Sie setzen die Existenz einer Familie von dquivarianten Operatoren
(L(ap) : Mp(T(ND)) — My(I'(ND))) pen(ny der Darstellungen pp und pe,, mit zusitzlichen
Eigenschaften voraus und erhalten so mit den obigen Ansétzen einen Slash-Operatoren fiir
die gesamte Gruppe G(N) bzw. Go(N).

Es sei L ein gerades Gitter der Stufe N und &k € %Z. Wie zuvor werden nur die Fille sig(L)
gerade und k € Z bzw. sig(L) ungerade und k € % + Z betrachtet. Die folgenden Aussagen
sollen unabhéingig von dem vorliegenden Fall formuliert werden. Daher werden verschiedene
Symbole mit doppelter Bedeutung eingefiihrt. Dies hat den Vorteil, Resultate simultan fiir
beide Fille zeigen zu kénnen, was die Lesbarkeit verbessern sollte.

Es sei

r— (1), falls sig(L) gerade ist,
L(T(1)), falls sig(L) ungerade ist.

und

G(N) = {Q(N), falls sig(L) gerade ist, (12.1)

Go(N), falls sig(L) ungerade ist.

Entsprechend sind die Gruppen .(N), 2(N) und _# (N) zu verstehen. Es sei £(m,n) ent-
weder gleich (7 0) € G(N), falls sig(L) gerade und k € Z oder gleich ((7 9),t\/n) € G(N),
falls sig(L) ungerade und k € Z + 5. Im ersten Fall setzen wir J(m,n) = £(m,n), im zweiten
Fall J(m,n) = (((m,n),r,t") € Go(N). Weiterhin sei im gesamten Kapitel M ein Element
aus .7(N) und J, = J(1,a) aus der Gruppe _Z(N). Wie schon im vorherigen Kapitel sei
a zum einen eine rationale Zahl, wenn es eine Matrix J, € _# (N) beschreibt, zum anderen
ein Element aus U(N), wenn es einen Galoisautomorphismus o, oder die Abbildung L(«)
definiert. N

Schlieflich sei 7w () als Matrix in S(NN) zu verstehen, falls v € I'(1). Falls v € I'(1) setzen
wir der Ubersichtlichkeit halber 7x(v) = (7x(7),7(7)) € S(N). Entsprechend soll J,,, sowohl
fiir diese Matrix in J(N D) als auch fiir (J,,,1) € J(N D) stehen, je nachdem, ob die Signatur
gerade oder ungerade ist.

Definition 12.0.8. Es sei o € U(N). Durch

(L(ap) : M{NP(D(ND)) — MNP (D(ND)))penvy:  f+— f-Llap) (= L(ap)(f))

79
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sei eine Familie von Ryp-linearen Abbildungen gegeben und
L(a) :m(N) — m(N)
eine Abbildung auf m(N), definiert durch
f-L(a) = [ L(ap)

fir f € M,fND(F(ND)). Die Abbildung L(a) soll zusdtzlich die folgenden FEigenschaften
erfillen:

1. L(a) ’MfND(F(ND) ist ein dquivarianter Operator der Darstellungen pp und po,, auf

)
dem Raum MNP (D(ND)) fir alle D € N(N).

2. Fiir alle a, 3 € U(N) und fiir alle f € m(N) gilt
[ 1L{e) o L(B)] = f - L(af3).
3. L(1) = idm)-
4. Fir alle £(m,n), alle 5 € U(N) und alle f € m(N) gilt
(f Ik £(m,n)) - L(B) = (f - L(B)) |x &(m,n). (12.2)
5. Bs gilt fiir alle f € m(N) und a, 3 € U(N)

foo-L(B) = [f - L(B)]"™, (12.3)
wobei o, durch Notation 9.0.10 definiert ist.

Satz 12.0.9. Es sei Jo, € Z(N) mit Py(Jo) = Ja, falls die Signatur von L gerade und k € Z
ist, ansonsten wie in (11.18). Weiter sei F' =)\ 4 [x ® ex € M(N), dann definiert

Flepda =Y [flké(1a) - L(@)]7 @ o ' (Pa(Ja))(er) (12.4)
Jea

eine Operation der Gruppe J(N), die auf dem Schnitt #(N) N _Z(N) mit dem Slash-
Operator (11.4) dbereinstimmd.

Beweis. Mit Proposition 2.2.9 folgt sofort F' |, 1, Jo € M(N). Falls J, € S (N)N _Z(N), gilt
a =1 (mod N), woraus 0, = idyy) und L(a) = L(1) folgt, so daf (12.4) den Slash-Operator
(11.4) auf die Gruppe _Z (N) fortsetzt.

Fiir die letzte Aussage geniigt es zu zeigen, dafl durch

(€1, a), f) = (€1, a))(f) == [(f [x €1, a)) - L(a)]”®

eine Operation auf m(N) gegeben ist. Fiir die zweite Komponente von (12.4) wurde dies
bereits in Abschnitt 4.3 bewiesen.
Zum Beweis seien folgende Abkiirzungen eingefiihrt:

9=/l &1, ) (12.5)
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und

hi= (f Iy €(La)) - L(a) = g L(a). (126)
Damit 1a8t sich [p(£(1, 5)) o ¢(£(1,«))](f) schreiben in der Form

o (219)12.085.

[(h & €(1,8)) - L(B)]7*°7
[(g | €(1,B)) - L(ex) 0 L(B)]7*
12.0.8,2. [(f I €(1,a8)) - L(afB)]7* .

[(h7* [x £(1, 8)) - L(B)]

12.0.8,4.

O

Satz 12.0.10. Essei M € S (N), Jo € Z(N) und F € M(N). Fir die zugehorige Restklasse
a € U(N) sei

L(a) :m(N) — m(N)
gegeben wie in Definition 12.0.8. Fir A = MJ, € 9(N) setze
Flop A:=F |ip M |ir Ja, (12.7)

wobei F' |1, M durch (11.4) bzw. (11.22) und F | 1, Jo durch (12.4)definiert ist.
Dann wird durch (12.7) eine Fortsetzung des Slash-Operators (11.22) (bzw. (11.4)) auf
die Gruppe 9(N) auf der Menge M(N) definiert.

Beweis. Zum Beweis wird Lemma 4.2.5 verwendet. Man bestétigt leicht, dal .#/(N) ein Nor-
malteiler von ¢ (N) ist (als Kern des Homomorphismus det oPr; (mod N), wobei Pr; die
Projektion auf die erste Komponente sein soll) und da§ 4(N) = #(N) - _Z(N) gilt. Wei-
terhin folgt mit Bemerkung 11.2.6, dafl durch (11.22) eine Operation von .7 (N) auf M (N)
definiert wird. Mit Theorem 12.0.9 folgt die entsprechende Aussage fiir die Gruppe _# (N).

Demzufolge bleibt noch die Gleichung (4.15) zu zeigen, d. h. fiir alle M € ./ (N), fir alle
Jo € Z(N) und fiir alle F' € M(N) die Gleichung

Flir Jaler Mlip J3'=F o JaMJS . (12.8)

Nach dem Elementarteilersatz 148t sich jedes M in der Form ~.J(m,n)y" schreiben, wobei
~v,7 € I'. Daher geniigt es, die obige Gleichung fiir solche Elemente zu zeigen.

1. Zeige (12.8) fiir y € T'.

Es geniigt wieder, dies auf der ersten Komponente zu iiberpriifen. Sei f € m(N), d.h. f
liegt in einem Raum M,f’” (I'(m)) mit N | m. Es sei r € Z, so dafl 7{(1,a) € M2(Z) und D =
% det(r§(1, ). Dann gilt f [ £(1,) € M,fND (I'(ND)). Fir die folgenden Umformungen
verwenden wir wieder die Abkiirzungen (12.5) und (12.6). Es gilt:

[(h% [y e €1,a7Y)) - L@~ D)] %ot POSECD o0 | e | g(1,071)] - La™Y)
(h Jap - 7vp () - Tb) & €L, @ D] - Lia™)
12.0.8,4.

=g L(a) - Japmnp(V)Jop]l - Lla™) [k £(1,071),

wobei die zweite Gleichung wie in Lemma 11.1.4 zu sehen ist.



82

Da L(a) | MEND ein dquivarianter Operator der Darstellung pp und p,,, auf dem

(T(ND))
Raum MkRND (T'(ND)) ist, gilt

9-L(a)  Japmnp(V) oy =9 7ND(Y) - L(a).

Dies eingesetzt in den letzten Ausdruck der obigen Gleichungskette ergibt

(9-7xp(3) - L(@) - L(a™M) [y (1,071 PPPEM b e(1a) [y [ £01,07Y).

2. Der Beweis von (12.8) fiir J(m,n) verlduft prinzipiell sehr &hnlich zu dem des ersten
Falls. Es geniigt wieder, die Behauptung fiir die erste Komponente von F' zu zeigen. Dazu
seien f,g und h wie in 1.. Es gilt damit

(A7 | &(m,n) |k E(La™h) - L@ )] =h |, &(m,n) |, &(1,a7") - L(a™)
=g L(a) |x &(m,n) - L") |x £(La™)
=f Ik €(1,0) |x E(m,n) [ £(1,a71).

Die erste Gleichung folgt mit Korollar 2.2.13 und Eigenschaft 5 von L(«), die zweite und
dritte mit der Eigenschaft 4 aus Definition 12.0.8. U

Korollar 12.0.11. Die Signatur von L sei gerade und das Gewicht k der Rdume in 9(N)
ganzzahlig. Dann definieren die Operationen (11.4) und (11.13) durch die Fortsetzung (12.7)
eine Operation der Gruppe Q1(N) auf M(N).

Beweis. Wegen der Sitze 12.0.9 und 12.0.10 geniigt es zu zeigen, daf es einen Operator L(a)
auf m(/NV) mit den Eigenschaften 1.-5. aus Definition 12.0.8 gibt. Ein solcher Operator ist
gegeben durch (8.8). Die Eigenschaften 1.-5. werden durch die Sitze 8.0.19, 8.0.22, 8.0.24
und 8.1.3 bereitgestellt.

Man beachte, dafl « bei der Definition in (8.8) ein quadratischer Rest sein mufl. Aulerdem
ist nach Voraussetzung das Gewicht ganzzahlig. In diesem Fall faktorisieren die Darstellungen
pp und p,, iiber die Gruppe S(ND) (siehe die Propositionen 6.1.3 und 6.1.6). Entsprechend
erhélt man durch Satz 6.2.6 eine echte Operation der Gruppe G(ND) auf M,fND (T'(ND)).
Jeder der Operatoren L(ap,rp) ist von der Form (8.2), und alle der obigen Eigenschaften
sind insbesondere fiir ganzzahliges k erfiillt. O

Korollar 12.0.12. Die Signatur von L sei ungerade und das Gewicht k der Rdume in 9(N)
aus Z+ 5. Dann definieren die Operationen (11.22) und (11.23) durch die Fortsetzung (12.7)
eine Operation der Gruppe Qa(N) auf M(N).

Beweis. Der Beweis ist der gleiche wie der des vorherigen Korollars. Da alle Ergebnisse des
Kapitels 8 fiir k € Z + % ausgefiihrt sind, kann man diese direkt anwenden. O

12.1 Eine notwendige Bedingung fiir L(«)

Im ersten Teil dieses Kapitels ist mit Satz 12.0.10 eine Aussage vorgestellt worden, die unter
gewissen Voraussetzungen eine Fortsetzung der Slash-Operation der Gruppe I' auf My, 1, auf
die Gruppe ¥ (N) liefert.

Der folgende Satz geht umgekehrt davon aus, dafy durch (11.4) (bzw. (11.22)), (12.4) und
(12.7) eine Operation der Gruppe ¢4(N) auf M(N) gegeben ist, und trifft dann Aussagen
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iiber die Operatoren L(ap) aus (12.4). Es stellt sich heraus, da8 L(ap) fiir jedes D € N(N)
notwendig ein invertierbarer dquivarianter Operator der Darstellungen pp und p,,, auf dem
Raum M,f”ND (T'(ND)) ist.

In diesem Satz sollen fiir L(«) ausdriicklich keine der Eigenschaften 1.-5. aus Definition
12.0.8 gefordert werden .

Es gelten unverdndert die Notationen und Vereinbarungen, die am Anfang dieses Kapitels
getroffen wurden.

Satz 12.1.1. Es sei M € /(N), Jo € Z(N) und F € M(N). Fiir die zugehorige Restklasse
a € U(N) sei durch

(Lap) : M2 (D(ND)) — M2 (D(ND)) peys £ £+ Llap) (= Llap)(f))
eine Familie von Ryp-linearen Abbildungen gegeben und
L(a) :m(N) — m(N)
eine Abbildung auf m(N), definiert durch
f-L(e) := [ - L(ap)

fiir f € MINP(D(ND)).
Es sei eine Operation von 4 (N) auf M(N) wie folgt gegeben:

(F,M)— F | M, M € 7(N), gegeben durch (11.4) (bzw. (11.22)) und
(F,Jo) — F i Jo, Jo € FZ(N), gegeben durch (12.4),

wobei fiir den Operator L(a) in F |k 1, Jo lediglich die obigen Voraussetzungen gelten sollen
(und keine der zusdtzlichen Bedingungen aus Definition 12.0.8). Schliefilich sei

(F,MJy) — F | MJo, gegeben durch (12.7).

Dann lafst sich L(ap) fir alle o« € U(N) und fir alle D € N(N) zu einem invertierbaren
dquivarianten Operator L(ap) der Darstellungen po, und pp auf dem Raum My(I'(ND))
fortsetzen.

Beweis. 1. Fiir beliebiges D € N(N) ist L(ap) ein bijektiver Operator auf M,f”ND (T'(ND)):
Sei F = f@ey € M (D(m))®@Ry[A] € M(N), N | mund r € Z, sodaBr&(1,a) € Ma(Z)
und D' = % det(r{(1, av)).
Da nach Voraussetzung ¢ (V) auf 9(N) operiert, gilt

F lkr JalkrJo—1 = F. (12.9)
Fiir die folgenden Betrachtungen sei
R / Oa
H(a) : M (D(m)) — M (D(ND')), £+ H(a) = [(f s €(1,a) - L(@)]"™ . (12.10)
Weiterhin seien

J(@) : M (T(m)) — M0 (D(ND')),  f-J(a):= [ | £(1,@) und
S(a) : MY (D(ND')) — M (D(ND')),  f-S(a) = fo.
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Aus (12.9) gewinnt man eine Gleichung fiir die erste Komponente beider Seiten, die sich mit
Hilfe von (12.10) in der Form

f-H@)oH(a ) =Ff (12.11)

schreiben 148t. Da die Gleichung (12.9) fiir jedes Element der Form f ® ey € MkRm (T'(m)) ®
Ry[A] gilt, folgt, daf (12.11) fir alle f € M,fm (T'(m)) giiltig ist. Daher ist H(«a) injektiv.
Daraus folgt, dafl

f-Ll@)=f-J ") H(a)-S™)

als Komposition injektiver Abbildungen injektiv ist. Daher ist L(ay,/y) ein invertierbarer
R,,-linearer Operator auf M,fm (T'(m)).

2. L(ap) ist ein Aquivarianter Operator der Darstellungen pp und p,, auf dem Raum
MINP(D(N D)) fiir alle D € N(N):

Im folgenden sei F = f®e) € M,fm (T(m))®@ Ry [A] € MM(N) und m und D’ wie im ersten
Teil. Unter Verwendung der Bijektivitit von L(«) 148t sich die Gleichung (12.11) auch in der
Form

[(f Ik €(1,@)) - L)) = (f7 - L(a™) ™) |k €(1,) (12.12)
schreiben. Nun gilt fiir alle v € I' und fiir alle F' € 9(N)
Flpn Ja e ¥ e Jo-r = F |in JayJo-1- (12.13)

Unter Verwendung von (12.5) bzw. (12.6) ergibt sich daraus fiir die erste Komponente beider
Seiten

(7 Je v e € a70) - L@ D] =f i €(1,a)78(1,07")
L[ ey L) e Lo =1 e €1 0038 (L a7 (12.14)
= (W7 [ )%t - L) ™ =f [y €1, a)y.

(

Da h € M,fND' (T(ND')), ergibt sich wie im Beweis von Satz 12.0.10 fiir die letzte Glei-
chung in (12.14)

(h+Jap, -0 () - Joh) - L(@) ™ = [k €(L, @)y

L(«) invert. (1215)
= (f k€,0) - L()] - Jap, D (o), =(f [k §(1,a) [&7) - L().

Dabei war f vorausgesetzt als eine beliebige Modulform aus M kRm (T'(m)) fiir ein beliebiges
m € N. Daher ist die letzte Gleichung von (12.15) immer noch giiltig, wenn man f = g |
£(1,a™ 1) wihlt, wobei g € MkRm (T'(m)) beliebig sei. Mit dieser Wahl von f geht die letzte
Gleichung von (12.15) iiber in

(9- L(@)) - JapTND(7) Ty 1 =(9 [k 7) - L(a)

=g-7nDp(7) - L(a).

3. Fiir die Fortsetzung von L(ap) auf den Raum M, (I'(NV D)) nutzt man aus, dad My (I'(ND))
isomorph zu M,fND (I'(ND)) ® C ist. O



Kapitel 13

Hecke-Operatoren auf
vektorwertigen Modulformen

In diesem Kapitel soll ein Hecke-Operator fiir den Raum M)}, ;, definiert werden und dessen
Aktion auf den Fourierkoeffizienten einer Modulform bestimmt werden. Streng genommen
wird im folgenden ein “Hecke-Operator” auf (M (I'(N)) ® C[A])'™@) definiert, der iiber den
Isomorphismus Z aus (10.3) den Hecke-Operator auf Mj, ;, induziert. Im Kapitel 11 ist zu
diesem Zweck eine Erweiterung des Slash-Operators

Flee =Y HAli®er'@)(er), 7T,
A€A

auf die Gruppe Qs(N) (bzw. fiir v € I'(1) auf die Gruppe Q1(N)) definiert worden, die auf
der Menge 9M(N) Q-linear operiert. Daher ist a priori, wenn man den Hecke-Operator wie
im Falle skalarwertiger Modulformen definieren will, dies nur moglich auf (M ,f NT(N)) ®
RN[A])TM. Im folgenden wird der Hecke-Operator in Termen von Doppelnebenklassen der
Hecke-Algebra H(Q1(N),T'(1)) (bzw. H(Q3(N),A)) auf dem Raum (M2(T'(N)) @ Q[A])FM)
definiert. Mit Hilfe von Satz 10.0.18 ist es jedoch méglich, eine C-lineare Fortsetzung auf
(Mp(T(N)? @ QA" ® C zu erhalten.

Im folgenden betrachten wir wieder die beiden Fille gerader und ungerader Signatur des
Gitters L getrennt.

13.1 Der Fall gerader Signatur

Die Definition des Hecke-Operators geschieht wie bei den skalarwertigen elliptischen Modul-
formen durch die Aktion der Hecke-Algebra zu einem Paar von Gruppen G und H, wobei H
eine diskrete Untergruppe von G ist. In unserem Fall ist die Gruppe G gegeben durch Q1 (V)
und H durch I'(1).

Definition 13.1.1. Es sei (g,r) € Q1(N) mit der zugehdorigen Doppelnebenklasse
I'(1)(g,r)I(1) und

L(1)(g,r)l(1) = U r(1)(h,r)

heT(1)\I'(1)(g,r)T(1)

thre Zerlegung in endliche viele disjunkte Linksnebenklassen.

85
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Es sei weiterhin f € (MS(F(N)) ® Q[ANTM. Dann wird der zu (g,r) gehirige Hecke-
Operator Ty, definiert durch

Flir Tgry = det(g)"! > [ ler (hyr). (13.1)
hel(\I'(1)(g,m)T'(1)

Proposition 13.1.2. Es gilt
f |k’,L T(g,r) € (M]fND (F(N)) ® RN[A])F(I)

Beweis. Nach Definition von f [, (h,7) gilt f |z Ty € M,fND(F(ND)) ® Ry[A] fiir
geeignetes D € N(N).

Mit den gleichen Argumenten wie im Fall von Hecke-Operatoren auf skalarwertigen el-
liptischen Modulformen sieht man, dafl f |1 T4,y wieder in (M,fND (T(ND)) ® Ry[A])FM
liegt.

Die Invarianz von |j ®QZI unter I'(1) liefert analog zu Bemerkung 10.0.16, daf} sogar

Fler Ty € (MNP (D(N)) ® Ry AT
gilt. O

Definition 13.1.3. Man definiert eine C-lineare Fortsetzung von T4,y auf
(MS(F(N)) ® Q[ANTM ® C durch T4y ®@idc. Diese Fortsetzung bezeichnen wir auch mit
Tig.r)-

Es sei p eine Primzahl, die quadratischer Rest modulo N ist, und r eine Wurzel von p
modulo N. In diesem Fall liegt ((£9),r) in Q1(N). Im folgenden soll die Fourierentwicklung
von f |1, T(p ?)’T berechnet werden, wobei f in (My(I'(N)) ® C[A])'™® liegt und rationale

Fourierkoeffizienten besitzen soll.

Satz 13.1.4. Sei p eine Primzahl, die quadratischer Rest modulo N ist und r € U(N) mit
p=r2 (mod N). Weiter sei f € (M(T'(N)) @ C[A])'™) mit rationalen Fourierkoeffizienten.
Die Fourierentwicklung von f sei gegeben durch

fO) =" > eAn)e(nt) @ey.

AEAREZ+N2/2
Dann gilt
fler T(g 0 = Z Z b(A,n)e(nt) @ ey,
AEAREZAN?/2
wobei
b(A\,n) = i((i)) (c(r)\,pn) + P te(N n/p)) . (13.2)

Dabei soll c(\/r,n/p) =0 gelten, falls ord,(n) = 0.

Beweis. Der Beweis ist analog zu dem von Satz 13.2.11, allerdings weniger kompliziert.  [J
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Bemerkung 13.1.5. Es seien | # p ungerade Primzahlen und A = L'/L von der Ordnung
[. Dann gilt A 2 F; und die quadratische Form, aufgefafit als Form auf IF;, ist gegeben durch
z— 2%/2 = ax? /1, wobei o € F}.
Fir den Raum der vektorwertigen Modulformen bzgl. o1 gilt My, 1, =2 My (To(1), x1)
(/[BB], Theorem 5), wobei x; = (3), € = xi(a) und Mf(To(l),x;) der Unterraum aller Modul-
formen von My(To(l), x;) ist, deren n-ter Fourierkoeffizient gleich Null ist, falls x;(n) = —e.
Dann gilt fiir alle F' € My 1,

g(L)
gr(L)

wobei T'(p) den Hecke-Operator auf My(To(1), x;) und I den obigen Isomorphismus bezeichne.

I(F kL T(pO),)Z
01/’

(T(p) |k 1(F)), (13.3)

Beweis. Man berechnet die Fourierentwicklung beider Seiten. Dabei ist I gegeben durch

F=Y" S A n/le(nfit) — f = a(n)e(nr),

A€A n€lx nez

n=aX? (mod l)

wobei

a(n) = > c(\,n/l).
AEA
aX?=n (mod l)

Damit ist der n-te Fourierkoeffizient der linken Seite von (13.3) gleich

L
;((2) ; C(T)\, np/l) + Z C()\/’l“, (n/p)/l)

A€A
aX2=n (mod ) aX2=n  (mod )

Zur Berechnung der rechten Seite verwenden wir [Mi], Lemma 4.5.14. Es ergibt sich

Z e\, np/l) + Z c(A,n/p),

A€A A€A
aX2=pn (mod I) aX2=n/p (mod l)
was bis auf die Konstante % mit dem obigen Ausdruck iibereinstimmt, da 7% = p (mod [)
gilt. U

13.2 Der Fall ungerader Signatur

In diesem Fall ist k € Z + % wegen Bemerkung 10.0.15, und die Hecke-Algebra ist definiert
durch die Gruppen Qy(N) und A = L(I'(1)) (siehe (11.21)).

Definition 13.2.1. Es sei o = (M,¢) € Q(N), £ = (a,7,t') € Qo(N) und
ALA = JAg

eine Zerlequng der Doppelnebenklasse AEA in Linksnebenklassen. Dann wird der zu & zu-
gehorige Hecke-Operator Tg fir f € (M;?(F(N)) ® QAT definiert durch

f ke Te = det(@) "> f [k &
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Bemerkung 13.2.2. Analog zu Proposition 13.1.2 sieht man, daf$
flir Te € (MNP (D(N)) ® Ry[ANTD) gilt.

In der nun folgenden Diskussion soll geklédrt werden, wie man eine Zerlegung von A{A in
Linksnebenklassen aus einer solchen Zerlegung der Doppelnebenklasse I'(1)al'(1) erhélt. Wir
richten uns dabei nach [Sh2|, S. 443 — 448. Zunéchst sei hier das folgende bekannte Lemma
zitiert ([Ko], S. 165).

Lemma 13.2.3. Mit den obigen Notationen gilt:

A={JAangAg
ist genau dann eine disjunkte Zerlegung von A in Linksnebenklassen, wenn

A¢A = A&y

eine disjunkte Zerlegung in Linksnebenklassen ist.

Eine entsprechende Aussage gilt natiirlich auch fiir I'(1) und a = Py(€). Daher ist es
plausibel, die Gruppen L(I'(1) N a™'T'(1)e) und A NETAE zu vergleichen. Zu diesem Zweck
sei ¥ = (7,4(v,7)) € T(1) Na~'T(1)a. Dann gilt

L(aja™") = €L(7)¢7" - (1,1,4(7)), (13.4)
wobei ¢(7) € {£1} durch den Kozykel wg () bestimmt ist. Genauer gilt
ELH)E = (aFa™, 1 wgn) (M, y)wgn) (My, M~ wg vy (M, M~ )n(7))
bzw.
L(aFa™") = (aFa ™", 1, t"n(MyM ™).

Da der Kozykel wg(ny durch die Weildarstellung definiert ist, ist t(5) gegeben durch die
Gleichung

or(L(aFa™)) = t(3)or(§)er(L(7))er(§) ™" (13.5)
Bemerkung 13.2.4. Aus der definierenden Gleichung (13.5) von t(%) folgt, daf
t:D(D)Na 'T()a — {£1} (13.6)
ein Gruppenhomomorphismus ist.
Beweis. Es ist lediglich zu beachten, dafl L auf f(l) ein Gruppenhomomorphismus ist. [

Im folgenden soll der Kern von t bestimmt werden. Dieser gibt dariiber Auskunft, in
welchem Verhiiltnis die Gruppen L(T'(1) N o~ !T(1)a) und A N ¢~LAE zueinander stehen.

Lemma 13.2.5. 1. Es gilt L(kert) = A NELAE.

2. Es sei der Index [[(1) : kert] endlich. Falls dann t nichttrivial ist, so gilt f |k, Te = 0.
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Beweis. Fiir den ersten Teil kann man einen Beweis in [Ko], S. 205, an die vorliegende Situa-
tion anpassen.
Der zweite Teil 148t sich analog zu dem Beweis von [Sh2], Proposition 1.0, zeigen. ]

Lemma 13.2.6. Mit der Notation, wie in diesem Abschnitt eingefiihrt, gilt:

Der Homomorphismus t ist genau dann trivial, falls Py eine bijektive Abbildung von AEA
nach T(1)aI' (1) liefert.

In diesem Fall gilt: Es ist ASA = |J; A& eine disjunkte Vereinigung genau dann, wenn
T(1)al(1) = U, T(1) Py (&) dies ist.

Beweis. Der Beweis ist gruppentheoretisch und wird vollig analog gefithrt wie der von Pro-
position 1.1 aus [Sh2]. Man beachte, daB, falls P; eine solche Bijektion darstellt, so ist die
Umkehrabbildung durch L gegeben, wobei L(a) = & gesetzt wird. O

Lemma 13.2.7. Es sei I' = To(m)NT(n), dann wird T erzeugt von T™, U™ und T'NTY(N).

Beweis. Es geniigt zu zeigen, da I (U™, T",I" NTH(N)). Esseiy = (¢b) e T".
1. Falls ein Eintrag von  Null ist, so muf} dies schon b oder ¢ sein, andernfalls ist v ¢ T".
In diesem gilt also

vel(g1)" (1™
2. Falls alle Eintrdge von ~ ungleich Null sind, genitigt es zu zeigen, dafl es r, s € Z gibt,

so daf

(1™ (§1)" €' NIGHN).
Man kann ohne Einschréinkung annehmen, dafl der Eintrag a teilerfremd zu N ist. Andernfalls
ersetzt man ~ durch (§1)~, wobei t € Z derart gew#hlt ist, dal a + tc eine zu N koprime

Primzahl ist. Man beachte, daf es ein solches t wegen des Dirichletschen Primzahlsatzes gibt.
Man bestétigt sofort

10 1 sn\ a asn +b
rm 1)7\0 1) " \arm+c (am+c)sn+rm+d)-
Da c¢=0 (mod m) und b =0 (mod n), gilt arm + ¢ = m(ar + ¢1) und asn+ b = n(as +by),

wobei ¢; = ¢/m und by = b/n. Es ist also zu zeigen, da} es r,s € Z gibt mit ar = —c;
(mod N) und as = —b; (mod N). Dies ist klar, wenn (a, N) = 1 gilt. O

Lemma 13.2.8. Es seien m und n zwei natirliche Zahlen, die beide koprim zu N sind. Es
seia=((9),\/n) € QN) und § = (a,7,t') € Qa(N). Dann gilt

t((gg) ,\/c7+d) - (%)

fir alle ((¢4),Ver +d) € (1) Na'T(1)a, wobei t durch (13.5) bzw. (13.6) gegeben ist.

Beweis. Man bestitigt leicht, daf I = T'(1) N o 'T['(1)a gilt, wobei I’ in Lemma 13.2.7
definiert worden ist. Da ¢ ein Homomorphismus ist, geniigt es, die Aussage fiir eine Menge
von Erzeugern von I zu zeigen. Nach Lemma 13.2.7 sind dies 7", U™ und I" N TY(N).

Es ist

oL (&)oL (L(T™))or (€)(ex) =oL(P2(€))or(T™)or (P2(€))(ex)
=01 (P2 (&) ("X (5(Drp2))e(n(n ™72 X)? /2)e,-1,2))

:e(n(n_l7’2)\)2/2)Ur_21 e
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Andererseits gilt e(nr=2(n"172X)2/2) = e(mA?/2), so daB

or(§)on(L(T™)) o' (§) =or(T™)
:gL(L(aT”a_l)).

Daraus folgt t(T") = (22).
Fiir U™ erhélt man

or(©)er(L(U™))er, (€)(ex) =or(Pa(€)er(U™)(t'XL(s(Dpr-2)) " en-1,23)

=T Z 6(_7717’_2#2/2 + (MT_27 n_lr2)‘ - V))enr*%/
1
:W Z e(_n_l:u2/2+n_l(:u’v)‘ - 1/))21,

=T 2 el /2 4 (A= e

Andererseits ist aber

or(L(aU™a™h))(ex) =or(U")(ex)
_ L Z e(—np?/2 + (A — v))ey,

Al =
w,veEL' /L

so daB ¢t({U™) = (22) gilt.
Schlielich sei ¥ = ((24),Ver +d) € I" N TY(N). Dann berechnet man analog zu den
Rechnungen in Lemma 11.2.1

or(©)on(L(3))or ' (€)(ex) =oL(P2())or(3)or (P2(€))(ex)
=xL(7)ear

[ ()] () e

Andererseits ist

or(L(eia ™)) =er (( i ™" ) silora™ 7)) (1)

=xr(aFa Hean

~ [ea (%)T—(%)—ﬁg@) <|A|2Lgm> in.

Dies gibt die Behauptung auch in diesem Fall . O

Proposition 13.2.9. Es seia = ((79),y/n) € Q(N) und & = (a,r,t) € Qa(N). Dann gilt:
Falls det(a) kein Quadrat in Q ist, so verschwindet der Hecke-Operator T¢ auf ganz My, p,.

Beweis. Dies folgt mit Lemma 13.2.6 und Lemma 13.2.8. U
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2

Lemma 13.2.10. Es seip eine Primzahl mit (p, N) =1, a = ((% ?) ,1) und & = (a,p,t) €
Qs(N). Es seienr,s € Z, so daff pr — N?hs = 1 und

((57) vB) = (54 VNst ) a (A ) V=Npsr+1). (13.)

Dann gilt

(13.8)

= on(L(( % W) s V/NsT +p)er(€)or(L(( —fps 1), V/=Npst +1)).
Es seien d,t € Z, so daff p>d + N*t =1 und
(82 0) = (43)-vAwTm) o (4 20) VATFma) 2. s
Dann gilt

QL(((I)I?Q) y D, D, 1)

= on(L(( & 5 ) oV ENT ) en©en(L(( N A ) VNT +p2d)en (L(TY)).

Beweis. 1. Es ist

QL((%’ h,iv) /D, Dy <_7Nh>)(q) = <_—Nh> or(mn (8 hf,v))(ex)

(13.10)

Andererseits ist die rechte Seite von (13.8) gleich
or (% 5) s V/Nom 4 D)o (mn (9 ))er(( e §) v/ =Nps7 +1)(e2)
= ou(( % ) s V/NsT + p)on(s(Dy-2)orlmn (§ .3 ))(er)
= XL((]\7;5 ]\;h) 5V Nst +p)XL(S(Dp*2))

= <_7Nh> XL (s(Dy-1))ep-15-

epfl)\

2. Zunéchst ist

or((§ ) ppDer) =en(mw (§ 2 ))(er)

—ou(mx (127" )entmw (§,%))(en)
—e(bp 22\%/2)e,.
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Hierbei ist p~—2 als ein Element aus U(N) zu verstehen. Fiir die rechte Seite der Gleichung

von (13.10) ist zunéchst zu beobachten, daf

@L((_‘ﬁv ],,Vzt) V/=NT +p?))ex :XL((_%V ],,Vzt) ,V=NT 4 p2))eyey
:€p2)\

gilt, sowie

QL((if ;é\;t) sV INT + p2d)(ey) :XL(<]{[ ;é\;t) VNT + p2d)()243)
—=€).

Dabei gilt die letzte Gleichung wegen p?d + N?t = 1. Denn daraus folgt p?d = 1 (mod N?),

also p?d =1 (mod N) und p?d =1 (mod 8), so dal €p2q = 1, (pj\%) = 1 wegen Lemma 8.0.16

und (p%d) = 1. Da |A| und N dieselben Primfaktoren besitzen, gilt (%) = (pQTd) =1.
Damit ist die rechte Seite von (13.10) gleich

on(( N ) VNTEP)en(s(Dp2Denlmy (6, ))((0A?/2)e)
= on(( 5 0 ) VN ) (20 2)ep2))

=e(bp~2\?/2)e,.

O

2

Satz 13.2.11. Es sei p eine Primzahl, koprim zu N, a = ((% (1)) ,1) € Q(N) und £ =
(a,p,1) € Qo(N). Weiter sei

qmz%vnW”m(%)m@wpm,

wobei der Charakter xp in Lemma 4.1.7 definiert ist. Schlieflich sei f € (Mg(I'(N)) ®
(C[A])F(l) mit rationalen Fourierkoeffizienten. Die Fourierentwicklung von f sei gegeben durch

f(r) = Z Z c(\,n)e(nt) @ ey.

AEA nEZA+A2/2
Dann gilt
FlerTe=>_ Y bAn)e(nr) e,
AEAREZAN2/2
wobet
b\ ) = <(p) (c(p)\, o) + 5+ () <|AI2%(A>> P32 <_Tf> e(An) + p*2e(\p, n/p2)> .

(13.11)

Dabei soll c(\/p,n/p*) = 0 sein, falls ord,z2(n) =0 gilt.
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Beweis. Es seien (3, = ((8%\7) ,\/ﬁ) VYo = (((l)pbz) ,p) € Q(N). Durch

T(1)al(1) =T(Wau |J TMWEU | TO)mw (13.12)
be ()" be(?)

ist eine Zerlegung der Doppelnebenklasse I'(1)al'(1) in Linksnebenklassen gegeben. Mit Lem-
ma 13.2.8 und Lemma 13.2.6 folgt aus (13.12)

A(A =AU | AL U [ AL(w). (13.13)

he(p)* be(p?)

Man setzt L(8) := L(7)¢L(v') fiir § = yay' € I'(1)al'(1). Damit folgt aus Lemma 13.2.10

L(Br) = <5h7p, <_7Nh>> und

L(’yb) = (’vapv 1)
Aus (13.13) folgt also
2k—2 2%k —2 —Nh 2k—2
flor Te=p™ " f lkr E+p > Fles (Buops > )+p > flee (p,1).

he(p)* be(p?)

Wir berechnen nun die Fourierentwicklungen der einzelnen Summanden aus der obigen Sum-
me. Es ist

—Nh
f |k’,L (ﬁh)p7 <T>)

2 —Nh
:f|k,L(<gh]1V//pp )7 1/p71a <T>) |k,L(((1];?2)7p7p71)

- (Z Pl (B ) /) @ 0 (575 (‘TN}I)M) o (€0.27).p,1)

AEA
=2 Ik (5" ) /TT) |k €01.07) - L))

20 ((3) e () (50 e

Mittels Lemma 4.1.7 erhélt man fiir die Weildarstellung

st ((3M) (S e = (50) (3 )

Dabei ist die Matrix (gh]:f’;2) = D, als Element aus S(N) zu verstehen. Da p? = 1

(mod 4), gilt x1(s(Dp-1))7* = xr(s(Dp-1)), so dafl

() e () (S Do = (50 wale(Dyea) e



94

gilt.
Mit Lemma 2.2.12, Satz 8.0.22 und Satz 8.1.3 folgt fiir die erste Komponente

e (52" o V/ATP) Ik €057 - LGP, )7
= - 2@ 0) I (57 ) V/70) I €0, 2]
= 7 L0%p) |k Bn-

Hier ist das ¢, das im rechten oberen Eintrag der obigen Matrix auftaucht, eine ganze Zahl
aus der Restklasse 1),,2 (p~2) € U(Np?), wobei Y2 durch (2.15) gegeben ist. Fiir f € My, gilt

[l s(Dy1) = f
fiir s(Dy-1) € (1), so daB wegen Lemma 4.1.7
_ N
fr- L(p*p) =e, (=)@ /! <;> XL(s(Dp1)) fon

gilt. Damit ist

2k 2 Z f|kL ﬁh7p7< ];fh))

he(p)*
23S ol 5h®< ) L(s(Dy1)) e
AEA he(p)*
— xi(s(Dy) P2 Y Z ( : >fAT+hN/p)®eA
AEA he(p

Setzt man die Fourierentwicklung von fy in den letzten Ausdruck ein und verwendet die
Formel 3¢ (,)- ( ) e(hk/p) = (%) €py/P (siehe [BE]), so ergibt sich schliellich

2k 2 Z f’kL ﬂh7p7< ];h>)

he(p)*

— x(s(Dy) e Y Y (%’) e\ n)e(nr) ® e,

AEANREZAN?/2

Fiir den dritten Summanden erhélt man vollig analog

f e, (w,p,1)
= fler ((éb/f’Q) L1 [k (((1);?2) ,p;p; 1)
= Sl ((5%7) D) e 1) - LEA P @ 22" (5, ) Doz ((57°) (en):

A€EA

Man bestétigt durch direktes Nachrechnen, dafl

o ((5,2) Der (57 ) D(en) = (=022
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gilt. Vollig analog zu den Umformungen im ersten Fall erhélt man

U i ((52° ) 1) 1k €0p%) - LGP =Fr- L% ) [k o
=5(0) fox [k -

Dies zusammengenommen ergibt

P72 Fler (wep1)

be(p?)

)Y D, cpin) | Y e(nb/p?)e(=bN*/2) | e(nt/p®) @ ey

AEA neZA+(pA)?/2 be(p?)
P> D cprp’n)e(nT) ®ey,
AEANEZAN?/2

wobei die innere Summe wie iiblich ausgewertet wird,

D e(nb/pe(—bA*/2) =

be(p?)

p?,  falls n — p?A\2/2 € p?Z
0, sonst.

Schliellich gilt fiir den ersten Summanden

f|k’L(a pvl)
_f|kL (( 0 1/(1) )7 1/p27171) |k,L ((é}%) )p7p71)'

Fiir die Weildarstellung erhilt man wieder mit Lemma 4.1.7

f— j— 2 j— —
o (02 ) e (% 1fe ) D) =ar (5% ) DL (s(Dp)) o)
:€p2)\.
Bei der letzten Gleichung ist zu beriicksichtigen, dafl xr(s(D,-2)) = xr(s(D,2)) = 1 gilt.
Weiterhin ist

e (210 ) VT b €0, 5%) - LGP D) = sy i o

so daf

P72 ler (o0, 1) =s()p™ 2 foa Ik @ @ 2y
NeA

WFEY Y e A n)e(pPnT) @ ey

AEANEZ+(p~1N)2/2

w2y > c(p™ A n/p?le(nT) ® e,

AEA nep?Z+p?(p~1X)2 /2

)p2h? Z Z c(p A\ n/p?)e(nt) @ ey.

AEA nez+a2/2
ord 2 (n)>1
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Fiir den letzten Schritt ist zu beachten, dal pp~! = 14N und damit p?(p~tA)?/2 = \2/2 +
(A, INX)+(INX)? /2 gilt. Damit 18t sich n = p?>m+p?(p~1A\)2/2 in der Form p?m+ (), IN))+
(INX)?/24 X2 /2 € Z+ N?/2 schreiben mit ord,2(n) > 1. Andersherum gilt n = m— (X, INX) —
(INX)?/2 + p*(p~'A)?/2 fiir jedes n = m 4 A?/2 mit ord,2(n) > 1. Wegen der Bedingung
ord2(n) > 1 gilt p? | (m — (A, INX) — (INX)?/2). O

Analog zu den Hecke-Operatoren T((Y‘E)2 (1)) ,p) bzw. T'( (7‘62 ?) ,1,p,1) kann man fiir jedes

m € N mit (m, N) = 1 einen Hecke-Operator T'(m?)* durch die Operation der entsprechenden
Doppelnebenklasse definieren.

Definition 13.2.12. Fs seim € N teilerfremd zu N. Dann definiert man den Hecke-Operator
T(m?)* : (M (T(N)) @ QA)' — (M (T(N)) ® Ry[A])" durch

Hle T((78

m (1)) m) , falls sig(L) gerade,
Flee T((78 9

’ (13.14)
) ,1,m, 1) ,  falls sig(L) ungerade.

fe fler T(m?)* = {

Bemerkung 13.2.13. Man beachte, dafi der Operator T(m?)* im Falle gerader Signatur
nicht mit dem tublichen Hecke-Operator tbereinstimmt. Bei diesem operieren neben
I‘(l)(("g)2 0),m)I'(1) noch die Doppelnebenklassen I'(1)al'(1), wobei o diber alle Matrizen aus
M5 (Z) mit det(a)) = m? lauft.

Satz 13.2.14. Die Familie (T(m?)* ®@idc)men(n) erzeugt eine kommutative Unteralgebra von
End(Mjy, ). Die Operatoren T(m?)* @ idc bilden den Unterraum der Spitzenformen auf sich
ab.

Beweis. Auf dem Unterraum (M ,(9 (D(N)) @ Q[A])" folgt dies unmittelbar aus den abstrakten
Eigenschaften der Hecke-Algebra H(Q1(N),I'(1)) bzw. H(Q2(N), A). In beiden Féllen ist der
Antiautomorphismus durch Transposition auf der ersten Komponente gegeben. Die Aussage
fiir die Familie (T'(m?)* @ idc)men(y) folgt mit dem ersten Teil sofort.

Eine ganz #hnliche Rechnung wie in Bemerkung 14.2.4 liefert fiir ein f € (Sp(I'(N))? ®
Q[A]) und Element M € ¢(N) die Fourierentwicklung von f |x M und zeigt f | M €
(SK(T'(N)) ® C[ADT fiir alle M € F(N). O



Kapitel 14

Der Hecke-Operator T(m?)* fiir
beliebiges m

Wie iiblich sei L ein gerades Gitter der Stufe N, k € %Z und M}, ;, der Raum der vektorwer-
tigen Modulformen vom Gewicht k zur Weildarstellung. Wie schon zuvor betrachten wir nur
die Félle, dafl k € Z, falls sig(L) gerade, und k € Z + %, falls sig(L) ungerade. Die folgenden
Definitionen und Aussagen sollen unabhéngig von dem jeweils vorliegenden Fall formuliert
werden. Wir verwenden daher die Notation aus Kapitel 12 und setzen zudem

m? 0 Ly falls sig(L
o {( 9) € GL; (Q), alls sig(L) gerade, (14.1)

5 9)
((”82 9),1) € GL3 (Q), falls sig(L) ungerade.

Im letzten Kapitel ist ein Hecke-Operator zur Doppelnebenklasse I'al' auf dem Raum My, 1,
definiert worden. Wesentliche Voraussetzung an das m ist die Teilerfremdheit zur Stufe N des
Gitters L gewesen. In diesem Kapitel soll ein Hecke-Operator zur Doppelnebenklasse

Tal fir alle m € N definiert werden. Die Voraussetzung (m, N) = 1 wird also fallengelassen.
In diesem Fall liefert die Reduktion modulo N von Matrizen M € GL$ (Q) mit det M = m?
kein Element aus GL2(Z/NZ) mehr. Die Erweiterungskonstruktionen aus den vorherigen
Kapiteln sind daher nicht mehr anwendbar. Es ist nicht offensichtlich, wie man analoge Kon-
struktionen im nicht koprimen Fall ansetzt. Es ist jedoch mdoglich, den Slash-Operator

fler o (14.2)

kompatibel zu allen vorherigen Definitionen fiir alle m € N fortzusetzen. Davon ausgehend
kann man den Slash-Operator auf der Doppelnebenklasse I'al’ definieren, was die Definition
eines Hecke-Operators T'(m?)* ermoglicht.

14.1 Uber die Fortsetzbarkeit der Weildarstellung

Um einen Hecke-Operator T'(m?)* fiir alle m € N zu definieren, ist es naheliegend, wie im Falle
(m, N) = 1 vorzugehen. Zunéchst konnte man also versuchen, die Weildarstellung fortzuset-
zen. Auf die Schwierigkeiten dabei wurde bereits in der Einleitung hingewiesen. Daher wird
man zunéchst versuchen, die Weildarstellung fiir die Matrix « zu definieren. Falls (m, N) =1
ist, so gilt
w | a = ot (a)(w) = Z aimQ m2 (14.3)
A€EA

97
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fir w = > c4axex € Ry[A]. Es ist naheliegend, fiir (m, N) # 1 denselben Ansatz wie in
(14.3) zu wéhlen. Dazu mufl man zunéchst eine sinnvolle Fortsetzung der Galoisaktion o,),2
erklédren.

Definition 14.1.1. Es m, N € Z positive Zahlen. Es sei ( eine primitive N-te Einheits-
wurzel. Wir definieren die folgende Abbildung 0., auf Q[(n].

Um(CN) = C]Qfl)
(O aiCh) =Y ai(Ch)"
i=1 i=1

Bemerkung 14.1.2. Man beachte, daf$ 0., im allgemeinen kein Korperautomorphismus auf
dem Kreisteilungskorper Q((n) ist. Gilt jedoch (m,N) =1, so liegt o, sogar in der Galois-
gruppe Gal(Q(¢n)/Q).

Es wird sich zeigen, dafl sich der Ansatz (14.3) fiir (m, N) # 1 durch

exlcd=exloyloaly (14.4)
fiir 6 = yay' nicht auf die Doppelnebenklasse I'al’ fortsetzen 148t. Es gilt ndmlich
Lemma 14.1.3. Es sei m € N ungerade und (m,N) # 1. Es ist Ua = ozUmQ, aber es gilt

ex | Ulpa=|A,:| (eA Lol UmQ) . (14.5)
Dabher ist fiir diese Wahl von ey |1 o der Ansatz (14.4) nicht unabhdingig von der Wahl der
Vertreter, und damit nicht wohldefiniert.
Beweis. Fiir die linke Seite von (14.5) ergibt sich

1
e\ \LU\La:m Z e(1?/2+ (A —v))e, |1
wveEA

1
:m Z e(m?u?/2 + (1, m*X — m2v))e,z,,
wveEA

Man kann die Variable v € A in der Form v = 1//m?2 + 1/ schreiben, wobei 1/ € A™ und
V" € A,,2. Damit ergibt sich fiir den letzten Ausdruck

A,
||A|2| Z Z e(m2u?/2 + (,m*\ — v'))e,r.

HEA g pAm?

Andererseits ist

(5N |La |L Um2 =2\ |L Um2

1
=T Z e(m?u?/2 4 (p, m*X\ —v))e,
‘ ’u,ueA
\AHA " Do emPut )2+ (nt i mPA —v))e,
m? wVEAWEA o
T 2 2+ (rmtA =) 3 elm® 2 (A = )

nreA WEA, 2
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Esist p/ — e(m?u?/2 + (1/,m?\ — v)) ein Charakter von A,,2, so dal die Summe

D e(mPu/2+ (W, m*A —v))
WeA, 2

gleich Null ist, sofern nicht der Charakter trivial ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn
m2u2/2+ (W, m*A—v) =0 gmod 1) ist, also genau dann, wenn m2\ —v € A™* gilt. Geméf
Lemma 1.0.1 ist A™** = A™. Daher ist die obige Summe genau dann ungleich Null, wenn
v e A™ gilt. In diesem Fall ist ihr Wert |A,,,2|. O

Es stellt sich also die Frage, wie man ¢y |1 o ansetzen muf}; um nicht nur eine Fortsetzung
von (14.3) zu erhalten, sondern auch eine sinnvolle Fortsetzung auf die Doppelnebenklasse
Fal durch (14.4) zu erhalten. Die folgenden Lemmata zeigen, dafl unter gewissen Vorausset-
zungen w |1, v schon teilweise festgelegt ist.

Lemma 14.1.4. FEs sei m € N beliebig, ¢, : Ry — Ry eine Q-lineare Abbildung, abhdingig
von m. Es sei weiter

e\ |L o= Zbl/)\ey € RN[A]
veA

und

wlp o= émlar)(er |z @) (14.6)

A€EA
fiir w =73 ,c4axex € Ry[A] eine Fortsetzung von (14.3) fiir beliebige m. Wenn sich dieser
Ansatz unabhingig von der Wahl der Vertreter auf die Doppelnebenklasse Tal' durch (14.4)
fortsetzen lift, so gibt es eine Abbildung py,, : A — A, so daf
(SN ‘L o = bum()\)e“m()\) (14.7)

und
Pm(e(=m?N?/2)) = e(—(1um(N))?/2) (14.8)
fiir alle X € A gilt.

Beweis. Es sei v = T™" und 7' € T, so daB va = ay'. Dann ist v/ = T, und es muf
e\ |LTm2 lLa=ex|pal|lLT
gelten. Fiir die linke Seite ergibt sich gem#f der obigen Definition
ex | T™ |1 a = (e(—m?>?/2)ey) |1 a

=2 (e(—m*72/2)) > byre.

veA
Andererseits ist
€\ |L o |L T = Z b,,)\e(—VQ/?)ey,
veA

so daf3
buadm(e(—=m?A?/2)) = byre(—1v7/2) (14.9)

fiir alle v € A gelten muf}. Da A € A beliebig, aber fest, gewahlt war, miissen schon alle b,
bis auf ein b, (\) gleich Null sein. O
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Bemerkung 14.1.5. Fulls (m,N) =1 gilt, so ist b, ) =1, pm(X) = m*X und
dm(ay) = aig” fir \ € A und ay € Ry.
Lemma 14.1.6. Es seien die Abbildungen ¢, pim und w | « definiert wie in Lemma 14.1.4.
Dann gilt
i (dN) = dpin (M) (14.10)
fiir alle d € Z mit (N,d) = 1.
Beweis. Wie in Lemma 14.1.4 soll der Ansatz (14.6) unabhéngig von der Wahl der Vertreter
durch (14.4) fortsetzbar sein auf die Doppelnebenklasse I'al’.
Es sei v = (24) e I%(m?) NTH(N), 7' € T mit yo = &y’ und
exleylea=elralLy. (14.11)

a b/m?

o2 ) € To(m?) NTY(N), und unter Verwendung von (14.7) und Lemma
4.1.7 liefert die Gleichung (14.11)

Dann ist 7' = (

P (XL (V)i (dN) Cpim (@) = i (V) XL (V) 8elpim (N -
Da fiir alle d € Z mit (d,N) = 1 eine Matrix v = (24) € IT%(m?) NTY(N) existiert, muf also
fim (dA) = dpim ()
fiir alle zu N teilerfremden ganzen Zahlen und fiir alle A € A gelten. U

Proposition 14.1.7. Die Diskriminantengruppe A sei zyklisch und die Abbildungen ¢, tm
und w | « definiert wie im Lemma 14.1.4. Gilt zusitzlich ¢m(CHCY) = ¢m(CH)m(Ch) fiir
alle a,b € Z, und ist weiterhin p,, ein Homomorphismus, so gilt schon

L i (N) = m?2X fiir alle A € A und

2. dm(e(N?/2)) = e(m?)\?/2) fir alle X € A.
Beweis. 1. Die erste Aussage folgt aus der Tatsache, dafl jeder Endomorphismus zyklischer
Gruppen von der Form x — nax ist, wobei n € Z. Da p,,(x) = m2x, falls (m, N) = 1 gilt, muf}

dies schon fiir alle m € N gelten.
2. Aus Lemma 14.1.4 und der Multiplikativitéit von ¢,, folgt

Om(e(=X2/2)™ = e(=m*A% /2™,
so daf
Sm(e(—=A?/2)) = (mee(—m*A?/2).
Hierbei ist (,,,2 eine m?-te Einheitswurzel. Da ¢,,(e(—A?/2)) = e(—m?\?/2) gilt, wenn
(m, N) =1 ist, muB} (,,2 jedoch schon gleich 1 sein. O

Korollar 14.1.8. Es sei m € N mit (m,N) # 1. Ansonsten seien die Voraussetzungen der
Proposition 14.1.7 gegeben. Dann lif$t sich die Weildarstellung durch den Ansatz (14.3) nicht
kompatibel auf die Doppelnebenklasse I'al’ fortsetzen.

Beweis. Wegen Proposition 14.1.7 ist (EAeA a>\e>\) |L « bereits festgelegt. Aus Lemma 14.1.3
folgt sofort die Behauptung. O

Bemerkung 14.1.9. Fulls die Ordnung der Diskriminantengruppe A eine Primzahl ist, folgt
schon aus der Bedingung 14.10, daf die Abbildung pi,, von der Form x +— m?>
Fall braucht man nicht zu fordern, daf p,, ein Homomorphismus ist.

z ist. In diesem
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14.2 Zum Hecke-Operator

Wie in der Einleitung dieses Kapitels angekiindigt, wird vor dem Hintergrund des letzten
Abschnitts im folgenden eine Fortsetzung des Slash-Operators f |5 « angegeben fiir alle
m € N.

Definition 14.2.1. Es sei m € N und o wie in (14.1) gegeben. Dann sei fiir f =3 4 fa®
ex € (MZ(T(N)) @ QA"

Flera=) fAlka®er | a (14.12)
AEA
wobei
(SN ‘L Q= em\ (14.13)
set.

Bemerkung 14.2.2. 1. Es sei m teilerfremd zu N und (D,,,1) € S(N). Dann werden
durch

X(Dm,t) = txr(s(Dm))

und

(Do) = {tem(—l)(m_1)2/4 (XY x(Dp,t),  falls sig(L) ungerade,

X(Dp, t), falls sig(L) gerade

zwei Charaktere auf der Untergruppe {(Dpy,t); m € U(N)} von S(N) definiert, wobei
X1 gegeben sein soll durch Theorem 5.4 in [Bol].

2. Falls (m, N) = 1 ist, so stimmt (14.12) bis auf Multiplikation mit dem Charakter ¢(m) =
§(Dim, 1) diberein mit f |k, J(m?,1).

Beweis. 1. Fiir x folgt das aus den Eigenschaften von xr und Proposition 8.0.20. Fiir ¢ folgt
dies durch Nachrechnen unter Verwendung von Proposition 8.0.20.

2. Um dies zu sehen, identifiziert man o mit (£(m?,1),m,1)
(bzw. mit ((”52 9),m)). Mit analogen Umformungen wie im Beweis von Satz 13.2.11 erhélt
man

fler J(m? 1) =Y fa- Lim? m) [ €(m®, 1) @ e,2)
AeA

m) Y~ |k £(m?,1) @ ey,

A€A

Da m teilerfremd zu N ist, lafit sich der letzte Ausdruck in der Form

m) Z f)\ |k’ £(m271) & emA

A€A

schreiben. O

Man beachte, daf die obige Definition von ¢(m) fiir gerade m keinen Sinn macht. Daher
wird ¢(m) der Definition 14.2.1 nicht hinzugefiigt.

Es ist nun moglich, (14.12) auf die folgende Weise auf die Doppelnebenklasse I'al” fortzu-
setzen.
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Definition 14.2.3. Es m € N und « gegeben durch (14.1). Weiter sei § = vyay’ € Tal.
Dann definieren wir fir f € (M;?(F(N)) ® QAT

Flepd:=Y Hhlkd@exloyloalLy, (14.14)
A€A
wobei analog zu (4.22) ey |1, v = o7 (7)(ex) ist.

Bemerkung 14.2.4. Fualls (m,N) =1 gilt, so stimmt (14.14) bis auf Multiplikation mit dem
Charakter ¢ tiberein mit dem entsprechenden Slash-Operator aus den Kapiteln 11 und 12.

Beweis. Es sei § = yay’ € Tal. Dann ist 6¢(1,m™2) € .(N) und darstellbar in der Form
~"¢(a,b,d), wobei 4" € T und £(a,b,d) € #(N) eine obere Dreiecksmatrix ist, so daf3
Flin 6= (fx Ik 7"€(a,b,d) | £(1,m?) - L(m?,m))™* © o (6)(e)-
A€A

Mit den Séatzen 8.0.19 und 8.1.3 1483t sich die erste Komponente des obigen Ausdrucks in der
Form

(P L(m? m) - T2y (v")2) [ €(ay b2, d)S(1,m?)) 7
schreiben. Aus Lemma 2.2.12; Satz 6.2.6 und Satz 8.0.22 ergibt sich daraus
- L(m?,m) |1, 6,
so dafl

Flin 8=c(m) Y fux Ik 0@ o' (7)o (@)ep ' (v)(en)
AeA

=c(m) > fr k6@ o7 (V)er (@)or! () (em12)-
A€A

Im Unterschied zu ¢y | « in (14.14) ist
Qzl(a)(z axey) = Z a3 ey,
A€A A€EA

und man hat sich davon zu iiberzeugen, dafl
o (@er (M em-1) =ex Ly L @
fiir alle v € I'. Es geniigt, dies fiir S und T zu sehen. Es ist

ex | Sl a=g(L)"" ) e(—(1\))emp
HEA

:g(L)_l Z e(—(m,u, )‘))em2u

pEA
=op (@)or ' (8)(em-11)-
Entsprechend gilt
(5% |L T ‘L (6% 26(—)\2/2)€m)\

=0, (@)or (T)(ey-11)-
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Proposition 14.2.5. Es seien v,71,7,7] € I und 6 = yay' = y1ay) € Tal'. Dann gilt

fleryey' = f Ik man). (14.15)

Beweis. Fiir die erste Komponente von (14.14) ist nichts zu zeigen. Fiir die zweite Kompo-
nente folgt dies aus [BS], Proposition 5.1. O

Definition 14.2.6. Es sei m eine natiirliche Zahl, « definiert wie in (14.1) und

Tal = U rs;

eine Zerlegung von Dol in Linksnebenklassen in der Hecke-Algebra H(GL3 (Q),T).
Dann definiert man den Hecke-Operator T(m?)* fiir f € (M,?(F(N)) ® QAN durch

e T(m?) =m® 723" f |1 1 6. (14.16)

Durch T(m?)* ® idc erhdilt man die C-lineare Fortsetzung auf (M,?(F(N)) ® QA ® C.

Wegen Bemerkung 14.2.4 stimmt der Hecke-Operator T'(m?)* im Falle (m, N) = 1 bis auf
Multiplikation mit dem Charakter ¢(m) mit den zuvor definierten Hecke-Operatoren iiberein.

Bemerkung 14.2.7. 1. Es sei 6 € Tal’ und v,y € T'. Dann gilt
Flee vy = fle v oz 0 ler v

2. Der Hecke-Operator T(m?)* ist unabhéingig von der Wahl der Vertreter ;. Auflerdem
bildet T(m?)* ® idc den Raum M, 1, auf sich ab.

Beweis. 1. Diese Aussage folgt aus der Definition 14.2.3 und [BS], Lemma 5.2.
2. Dies folgt mit denselben Uberlegungen wie in Proposition 13.1.2 unter Verwendung der
ersten Aussage. O

Im folgenden soll die Fourierentwicklung des Hecke-Operators T'(p?)* fiir eine Primzahl p
berechnet werden. Das folgende Lemma wird fiir diese Berechnungen benétigt. Es vereinfacht
eine bestimmte Gauss-Summe, die einem Gitter L zugeordnet ist.

Lemma 14.2.8. Seip € N eine Primzahl, h € Z teilerfremd zu p. Es sei L ein nicht ausgear-
tetes gerades Gitter. Es bezeichne D die Dimension von L und R den Rang der Grammatriz
von L/pL iber F,. Dann gilt

h h\ " 1
e(—u?/2) = — e(—u?/2). (14.17)
uE%/:pL p <p> UE%JL p

Beweis. Zum Beweis folgen wir Shimura, [Sh2], S. 455-456. Die Werte der quadratischen Form
auf L/pL liegen im Korper F,. Ein Vertretersystem von L/pL ist gegeben durch

{z1b1 + -+ zpbp; z; € Fp},
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wobei {b1,...bp} eine Basis von L ist. Daher kann man L/pL als quadratischen Raum iiber
[F,, sehen. Es sei {e1,...ep} eine Orthogonalbasis von L/pL beziiglich der Bilinearform (-, -).
Wir setzen im folgenden ¢; := (e;, €;), so daB sich die quadratische Form in dieser Basis durch

(Z xiei)2/2 = Z x?qi/Q

beschreiben 1idBt. Unter Beriicksichtigung dieser Uberlegungen erhilt man fiir die Gauss-
Summe aus (14.17)

D

D
S (B wmern) = 3 el w22
p p
=1

(zi)eFp (z:)€FP i=1
(14.18)

D h
=TI | X e (a2

=1 xZE]Fp

Da der Rang der Grammatrix von L/pL iiber F,, gleich R ist, gibt es D— R Elemente e; der Ba-
sis, fiir die ¢; durch p teilbar ist. Fiir diese Elemente hat die Gauss-Summe ), cp e(% (qi/2)x?)
den Wert p und ist insbesondere unabhéngig von h. Fiir die restlichen Basiselemente kann
man die Formel

k—1 k—1
> elmn/k) = () D e/k). (m.k) =1,
n=0 n=0

verwenden (siehe [BE], Theorem 1.52), um das h von der Gauss-Summe zu trennen. Damit
kann man den letzten Ausdruck von (14.18) in der Form

R

D-R
h
[T | X ez | T (2) X et
i=1 \z;eFyp i=1 p z;€F,
h\ 1 &
= (—) Z e (— (ql/2)xz2>
P7 @yerp \Pizd
schreiben, was die Behauptung liefert. O

Satz 14.2.9. Es sei p eine Primzahl und L, D und R seien wie in Lemma 14.2.8 definiert.
Es bezeichne G(L) die Gauss-Summe

1
Z 6(—(U2/2 + (ua )\)))a
u€L/pL p
und es sei f € My, 1, mit der Fourierentwicklung
Fm =YY eAn)e(nr)@en
AEANEZAN?/2

Dann ist

Fler T@)* =Y Y. b n)e(nr)@ey,

AEAREZAN? /2
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wobei
b(A,n)
= C(p)\,an) + 6p(n — )\2/2, R)pk_%_QG(L)C()\’ n)
4 p2h2 Z cA\Jp+ N, n—p(A, )\;))2_ p>\2/2 + (/p A+ A2/2) (14.19)
n—pQ(A/;ff’)?/%p?Z
mit

( n- ’\2/2 ) VDep,  falls R und p ungerade sind,
dp(n — )\2/2) —1,  falls R gerade oder 0 und p ungerade ist,
Sp(n—A2/2) =1,  falls p=2 ist

Sp(n —A?/2,R) =

und

5.(n) = p,  falls ordy(n) > 0,
i 0, falls ord,(n) = 0.

Dabei soll die Summe tiber A, gleich Null sein, falls X ¢ AP. Man beachte, daf8 gleichermafien
G(L) gleich Null ist, falls A ¢ AP, wie aus dem Beweis hervorgehen wird.

Beweis. Es geniigt, die Aussage fiir ein f € (MQ( ['(N)) ® Q[A])" zu zeigen.
Es seiaz((f?) )oder( ) B = (( ) /) oder <8h> llﬂd%:(((l)pb) )

oder 0 2 je nachdem, ob die Signatur von L ungerade oder gerade ist. Eine Zerlegung der

Doppelnebenklasse I'al” in Linksnebenklassen ist bekanntlich

Fal' =TaU | J T80 (J D,

he(p)* be(p?)
so dafl
[l T =™ 2 f lkp a+ ™2 Y Fler Bu+0%72 ) flks - (14.20)
he(p)* be(p?)

Fiir den ersten Summanden ergibt sich mit Definition 14.2.1

P ke =02 [07T) @ ey
AEA

Wegen der exakten Sequenz (1.4) 148t sich jedes Element A € A durch A = v/p+v’ darstellen,
wobei v € AP und ' € Ap. Damit ergibt sich fiir die obige Summe

ka_2 Z Z fV/p+l/’(p2T) ey

vEAP V'EA,

S AD VD DD SR B R (s L (14.21)

VEAP V' €Ay neZ+(v/p+1')2 /2

= p?k—2 Z Z Z c(v/p+ v, n/pPe(nt) @e,.

vEAP V' €Ap nep?Z+p2(v/p+v')2/2
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Es kann n = m + p2(v/p + v')?/2 € p*Z + p*(v/p + v')?/2 auch verstanden werden als ein
Element aus Z + 2 /2, wobei der ganzzahlige Anteil m + p(v, v’) 4 p?v/2/2 ist. Summiert man
also iiber Z + 122, so ergibt sich fiir die letzte Summe in (14.21)

n—ov.v) — 2V/2
P2 Z Z Z c(v/p+ v/, P, ]))2 pve/2 + (v/p, V') + 1% /2)e(nT) @ e,

VEAP V€A, nez+v2 /2
n—p2(v/p+v’)2/2€p2L

Setzt man also p2F—2 Y oxed APPT) @ epy = Y ored 9x ® ey mit
IA(T) = Xnezirz/2 b(A, n)e(nT), so erhdlt man fiir den n-ten Fourierkoeffizienten

b(\,n) = (14.22)
PREE ven, e(Mp X PERNIRER L (0p X) 4 N2)2), falls A€ A7,
n—p2(\/p+A")2/2ep?Z
0, sonst.
(14.23)

Wir berechnen nun den dritten Summanden von (14.20). Man sieht leicht, daf3

vy = SasSiT?
gilt, so daf} sich mit Definition 14.2.3
PP lep =" Al w@en L SlLal, ST (14.24)
AeA

ergibt. Es ist

exln Sl as™ =23 e(m) 3 el (op v))es

‘ ’ HEA veA

1
=74 e((A —pv,p))ey
veEA peA
=2 o
vEA
A=pv

so daf3
(5% |L S ‘L o ‘L S_lTb = Z e(—bu2/2)e,,

veA
pr=A>A

gilt. Dies eingesetzt in (14.24), ergibt

P2 S A0/ 0 (Y e(—h?/2)e,)

2 €A
be(p?) AeA ;:;:A

=p?Y D> D | D elnb/pt)e(=0?/2) | elnr/p?) G e

AEA vEA neZ422/2 he(p?)
pr=A>A
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Die innere Summe des obigen Ausdrucks kann wie iiblich ausgewertet werden:

n — 14 2
S elb/p)e(~ttf2) = 3 oA /),

be(r?) be(r?) b
b(n — \?/2
_ Z 6( ( p2 / ))
be(p?)
B p?,  falls n — \2/2 € p?Z,
0, sonst.

Die Gleichung pr = X besitzt Losungen genau dann, wenn A € AP ist. In diesem Fall sind die
Losungen von der Form v = A/p + X', wobei A’ € A,. Damit erhélt man

Z Z Z c(\n)e(nt/p?) @ e,

AEA VEA  nez4A2)2
PU=A L 22/2¢p22

=353 S e nent/r?) @ exjpin (14.25)

ACAP N €Ay nez+i2/2
n—\2/2ep27

=Y Y clpmnent/p’) @y,
HEA neZ+(pu)?/2
n—(pp)2/2€p2Z

wobei wir fiir die letzte Gleichung Gleichung 1 = A/p+ )\’ gesetzt haben. Setzt man schlieSlich
n = p?l in (14.25) mit [ € Z + u?/2, so erhilt man

Yo Y o pDe(ln) @ e,

HEAIEZ+p2 /2

Fiir den zweiten Summanden mufl man zunéchst

B =((50), Vst +p)alU?

beriicksichtigen, wobei r, s € Z mit rp — hs = 1, so daBl

PP kn Br=Y_ Ixlk Bn® (ex o (38) Vem+p) Lol UP). (14.26)

A€A

Zur Berechnung von ey [ ((5"),/s7 + p) verwenden wir Shintanis Formeln [Shin], Propo-

sition 1.6. Es sei dazu o. E. s > 0 angenommen.

e) |L((’“h) /ST + p)
e(—sig(A)/8)%en(=9) < p(p+t)? +2(u+t,>\)—r>\2> (14.27)
e
[s[M/2\/14] ZA% 25

Wie man leicht unter Verwendung von rp = 1+ hs nachrechnet, kann die Summe iiber ¢ durch

> e<_p(u+t)2+22(5+t’/\)_r)\2>:e(—h(ﬂ,/\)+hr)\2/2) > e(—p(u—rk+t)2>

2s
teL/sL teL/sL

(14.28)
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vereinfacht werden. Es ist nun mdoglich, die rechte Summe von (14.28) zu schreiben als Summe
iiber L'/L. Es gilt (siehe [Ba], Abschnitt 5.2)

e —(OH_T)Q = e(—si it e(cu”/2 + (o, 14.29
> (-5 —e-siete Wuem 2t (o), (1429)

reL/cL

wobei @ € L' und c eine positive ganze Zahl ist. Um diese Formel auf (14.28) anwenden zu
konnen, mufl man das skalierte Gitter L(p) verwenden. Man erhilt

3 e <—p(u+t)2+(u+t7)\) —m2>

2s
teL/sL
sdim(L(p))/2 ) )
=e(— Sig(L(p))/E%)ﬁe(—h(u, A) + hrA®/2) e(psé=/2+ p(p — 1A, 9)).
IL(p)'/L(p)] SeL(n) /L(p)

(14.30)

Fiir den Ausdruck ey |r ((502),v/s7+p) | a [L U™P® ergibt sich unter Verwendung von

Lemma 4.1.8 nach Sammeln aller Terme in p

$D/2

e(hrA?/2)
|s[P/2 /1Al AlV/|L(p) /L(p)]
x> N e(—ps?/2+ (v,—0) Y e(psd?/2+ (p6,—TA) D> e((1, —hA +pd + pr))e,
ocAveA d€L(p)’/L(p) peA
(14.31)
Aus den Orthogonalitéitsrelationen folgt
Al, falls — = L
S el A+ p3 4 pr)) = {' ol ARy =0 mod )
0, sonst.
pEA
Damit ist (14.31) gleich
1
e(hrX\?/2)
VIAVIL(p)/L(p)|
x> Y e(—ps?/2+ (v, —0)) > e(psd® /2 + (pd, —r))e,
0EAVEA sep—1L//L
d=hA—pv (mod L
) Pty (mod 1) (14.32)
e(hr)\?/2)

~ VANVI LO)
<SS e(pst2t n—0) Y e(ps(%s)z /2 4+ (2, —rA))e,

o€EAVEA e€L!/pL
e=hA—prv (mod L)

Aufgrund der Isomorphie (L'/pL)/(L/pL) = L'/L hat die Gleichung ¢ = hA — pv (mod L)
die Losung hA — pv + L/pL, so daB sich die Summe iiber ¢ in (14.32) in der Form

Z e(ps(%(u +hX —pv))?/2 + (u+ hA — pr, —1)\))
u€L/pL

= e(psv?/2)e((v, —hs\) + (v,prA) — rh(\,\)) Z e(f(u +hA)?/2)
u€L/pL
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schreiben 143t. Durch die Substitution u — hu geht die obige Gauss-Summe in

s 2
3 e(%(u +A2/2) (14.33)

u€L/pL

iiber. Aus [Ba], Theorem 5.2.2, und [Sc], Proposition 3.8, folgt, daf} diese Gauss-Summe genau
dann ungleich Null ist, wenn \ € AP* ist. Wegen Bemerkung 14.2.10 ist es sinnvoll, die Félle
p = 2 und p ungerade getrennt zu betrachten.

Falls p = 2 ist, ist h =r = s = 1, und die Summe in (14.33) gleich

(32 3 elg (/24 (u ).
u€L/pL

Falls p ungerade ist, so ist die Summe in (14.33) ungleich Null genau dann, wenn A € AP.
Unter Verwendung von Lemma 14.2.8 erhiilt man daher fiir (14.33)

eﬁz ER 61@62 _€£2 ER eluz u
() (p) LZ/L (G /2) = (22 (p) LZ/L G272+ (0, W).

Ersetzt man entsprechend die obige Summe iiber L'/pL, so erhilt man insgesamt fiir ey |1 5p

1
VIAVIL(p) /L(p)|
VAL hya gy (BT
- T (5) e

Damit ist

PN f ks B

he(p)*

_ . D2, _h —h\"
=P ) D A +p)®<p Ze( p>\2/2)<p> G(L)6A>

he(p)* AeA

sh? —n\ "
e(—hrX2/2)e(21 2 2) (—h) G(L) Y el(wh - ))e,
p p vEA
o (14.34)

E—L2_2 —h\" h o
=p" T G(L) ) Yooean) | Y <7> e(nh/p)e(—;)\ /2) | e(nt) | @ e,

AEA \n€Z+x2/2 he(p)*
Man bestétigt fiir die Summe iiber h leicht die folgende Identitét:
_p\E
> <—> e(nh/p)e(—h/pA?) = 6,(n — \?/2, R),
p
he(p)=

wobei d,(n—\?/2, R) zu Beginn des Satzes definiert worden ist. Man erhiilt also fiir den n-ten
Fourierkoeffizienten

0, falls A ¢ AP,
b()‘7 n) = k—D_9 2 ¢ (1435)
p" T2 7%5,(n — A7 /2, R)G(L)c(A\,n), sonst.

O
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Bemerkung 14.2.10. Sei p € Z eine ungerade Primzahl. Dann gilt AP* = AP.

Beweis. Zunichst gilt (pv)?/2 € pZ fiir alle v € A,. Denn es ist (v,pr) € Z und m :=
p(v,pv)/2 € Z fiir v € Ap,. Daher gilt p(v, pr) € 2Z, und p teilt p(v, pr) = 2m. Da p ungerade
ist, teilt p schon p(v,pr)/2.

Andererseits ergibt sich aus den obigen Betrachtungen, daf8 2 | p(v,pv). Da (v,pv) € Z
und p ungerade ist, bedeutet dies 2 | (v, pr). Damit gilt
AP ={a € 4; (a,A) =pA?/2 (mod 1) fiir alle A € A,} = AP

Fiir p = 2 gilt die entsprechende Aussage nicht, wie man am Beispiel von Jacobi-Formen
sieht. O

Bemerkung 14.2.11. Es sei p € Z eine Primzahl, A € AP, N € A, undn € Z + \2/2. Gilt
AP* = AP so sind die folgenden Aussagen dquivalent.

i) n— (M + N)/2) € 2
n = PPOVPP/2 = (VP N) + N22)

i) n—p*(\/p)?/2 € pZ und p

p7Z..

Beweis. Da AP* = AP, folgt pA\?/2 € Z, so daB p* [(A\/p, X') + \?/2] € pZ. Damit folgt die
Behauptung. O

Bemerkung 14.2.12. Es seien m € N und L = 7 mit der quadratischen Form x +— x2/2 =
—ma?. Esist L' = ﬁZ, und der Raum Mk_;L ist 1somorph zu Jy, ym, dem Raum der Jacobi-
Formen vom Gewicht k und Index m (siehe [EZ], Theorem 5.1). Dann gilt fir alle ungeraden
Primzahlen p und alle f € Mk—%,L

I(f Iheajo T0%)") = (L) | Tp), (14.36)

wobei T, den Hecke-Operator auf Jy m und I den obigen Isomorphismus bezeichne. Die ent-
sprechende Formel fir I(f) | T, findet sich in [EZ], Theorem 4.5 oder in [Sko], S. 72, falls
(m,p) =1 gilt, andernfalls in [EZ], (24) auf Seite 56. Fiir p =2 gilt die Formel (14.36) nur,
falls 2 den Index m teilt.

Beweis. Esist A= L'/L = 3-7Z/Z = Z/2mZ und \?/2 = —r?/4m bzw. (\,X') = —rr’/2m
fir A = r/2m, N = r’/2m € A. Ein Vertretersystem von A ist durch {i/2m; 1<1i<2m}
gegeben. Die Dimension des Gitters ist 1.

Essei f € My_y /9 - Mit Hilfe der Variablensubstitution N = 4mn fiirn € Z— A2 /2 erhilt
man fiir die Fourierentwicklung von f:

Z Z c(A,n)e(nt) ®ey = Z Z c¢(\, N/4m)e(N/4mT) ® ey.

AELZ/7 nez—22/2 \e Ll z/z N>0
2m B/E e 2 N 4n2)a (mod 4m)

Bekanntlich 148t sich jede Jacobi-Form ¢ =3~ 1,ez  c(l,7)e(IT)e(rz) € Ji,m in Termen von
4ml—r2>0
Theta-Reihen 0, A(7,2) = > rez e(r?/4mr)e(rz) schreiben. Genauer gilt
2m)

r=X (mo

d(r,2)= > > c((N 4 72)/4m, r)e(N/4mT) - Oy o (T, 2).

reZ/2mZ N>0
N=—r2 (mod 4m)
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Der Isomorphismus [ ist dann gegeben durch

flr) = Z Z c(r/2m, N/4m)e(N/4mT) @ e, /2, —
r/2m€ﬁZ/Z NE—TQN%rOnod 4m)

(14.37)
$(r2)= Y > c((N +72)/4m, r)e(N/4mT) - O o (T, 2).
reZ/2m’ N>0
N=-r2 (mod 4m)
Der N/4m-te Fourierkoeffizient ¢(r/2m, N/4m) der vektorwertigen Modulform entspricht also
dem (N + r2)/4m-ten Fourierkoeffizienten c((N + r2)/4m,r) der Jacobi-Form,

c(r/2m, N/4m) «—— c((N + r2)/4m,r). (14.38)

1. p | m: In diesem Fall ist AP durch AP = {pr/2m; 1<r <gq}
und A, durch A, = {qr/2m; 1 <r <p} explizit gegeben, wobei ¢ = 2m/p sei. AuBerdem
ist R =0, und es gilt AP* = AP fiir alle Primzahlen p (siehe Bemerkung 14.2.10). Fiir p = 2
ist Ag = {1,1/2} und 2(1/2)%/2 = —2m/4 € Z, da 2 den Index m teilt.

Verwendet man die zu Beginn des Beweises eingefiihrte Notation zusammen mit Bemer-
kung 14.2.11, so ist
f |k—1/2,L T(p2)* = ZTEQLZ/Z E N>0 b(r/Qm, N/4’I7’L)€(N/4m7‘) ® €r/2m, mit

m N=-r2 (mod 4m)
b(r/2m, N/4m)
= c(pr/2m, p> N/4m) + 6,(N + %) /4m, R)p*3G(L)c(r/2m, N /4m)

+ A0 ((N +1%) /4m)

N/dm +rr' +mr?  (r/p)gr’ ¢
X 2 /2 — — )
S e(wmp oty ML o
qr! /2meAp
(N+7r2)/am+rr!+mr/2
p

S

Ordnet man jedem Fourierkoeffizienten via der Zuordnung (14.38) den entsprechenden Fou-
rierkoeffizienten der Jacobi-Form zu, so erhélt man

b((N +72)/4m,7)
= c(p® (N +7?)/4m, pr) + 6,(N + r?)/4m, R)p""*c((N +17)/4m,r)
+p? 0, (N +77) /4m)

N +72)/dm + rr’ + ma'?
Z . (( )/

X

e 2mr’>/p) |

qr! /2meAp
(N+r2)/4m+r7‘/+mr’2
p

E€pL

wobei fiir die Gauss-Summe

u€Z/pZ
=p
gilt, da p den Index m und r teilt. Letzteres gilt, da r/2m € AP. Ein Vergleich mit [EZ], (24)

auf Seite 56, liefert die Behauptung. Man beachte bei diesem Vergleich, dal n in (24) dem
(N +r2)/4m in obiger Formel entspricht (siche dazu auch [EZ], § 5).
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2. (4m,p) = 1: In diesem Fall ist R = 1 und

floc1jpn TO) = ) > b(r/2m, N/4m)e(N/4mT) & e jom
r€5—7/Z N0
m N=-7r2 (mod 4m)

mit

b(r/2m, N/4m)

= c(p(r/2m), p*(N/4m)) + eZig(AH(‘_T) (W) P (%) c(r/2m, N/4m)
+p* 7 e((r/2m) [p, (N/4m) [p?),

wobei ¢((r/2m)/p, (N/4m)/p?) = 0, falls ord,2(N/4m) = 0 gilt. Mit (14.38) erhélt man fiir
den entsprechenden Fourierkoeffizienten der Jacobi-Form

b((N + r2)/4m,r)
A ), pr) £ ) (i) 72 (T2 ) v + 72/ amr)

|A|251g(A) P
+ (N +12) /p?) /4m, r /p),

wobei ¢((N + r?)/p?)/4m,r/p) = 0, falls ord,2((N + r%)/4m) = 0 gilt (man beachte
ord,2(N/4m) = 0 <= ord,2((N + r?)/4m) = 0).
Vergleicht man dies mit [Sko|, (30), so bleibt zu zeigen, daf§

()

gilt. Hiervon {iberzeugt man sich leicht mittels des Reziprozitétsgesetzes. U
Proposition 14.2.13. Es sei § = (( ngz) ,m) € éL;(Q) (bzw. (} ngz) € GL3(Q)) und
(-,-) das Standardskalarprodukt auf C[A]. Dann gilt

(ex |z ayen) = (ex,en [z B). (14.39)

Beweis. Mit (14.13) erhdlt man
(em)\y eu> = 5m)\,,u7
wobei 0y, ;, das Kronecker-Symbol meint. Andererseits folgt mit [BS], Proposition 5.3,
(ex, Z ¢y) =1 <= m\ =p,
vEA

mU=p

so dafl die Behauptung folgt. O

Proposition 14.2.14. Es sei M,;@L der Raum aller vektorwertigen Modulformen bzgl. or,

die rationale Fourierkoeffizienten besitzen. Weiter seien f,g € M,?L, wobei f oder g eine

Spitzenform sei, 3 definiert wie in Proposition 14.2.13. Weiter sei I'' = a 1TaNT(N)* und
(+,)r das Petersson-Skalarprodukt. Dann gilt

(f kL s 9)rr = (£, 9 k., B)r- (14.40)

Auferdem hingen (f |k o, g)r und (f, g

08 ab.

k.1 B)rr nur von der Doppelnebenklasse von o bzw.
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Beweis. Esist f | a € Mg (e 'TanT) (oder eine Spitzenform zu a 'TaNT) und damit

i assr =g [ I gy
_ ek dy
[T(1) : I )\%;A (/F/\H(f/\ Ik )(7)9u(7)y Y2 ) {emx, )

Da die Komponentenfunktionen f | o und g, aus M (I") bzw. Si(I"”) sind, ist das Integral in
der Klammer zusammen mit dem Faktor vor der Summe gleich dem Petersson-Skalarprodukt
auf M}, (I'"). Daher folgt zusammen mit Proposition 14.2.13 fiir den letzten obigen Ausdruck

= ( P T AT §y> (oneu 1 8) = (.9 et O

[[(1) : TV] A

Der Beweis fiir die zweite Aussage verlduft wie im klassischen Fall. Die wesentliche Idee ist
die Anwendung der Variablentransformation 7 + ~~!7, wobei v € I'(1) ist. Dabei ist zu
beachten, dafl die Weildarstellung unitér ist bzgl. des Skalarproduktes (-, -). ]

Satz 14.2.15. Fiir jede positive Zahl m € 7Z ist der Hecke-Operator T'(m?)* ®idc eine lineare
Abbildung von My, 1, auf sich, die selbstadjungiert ist beziiglich des Petersson-Skalarproduktes.

Beweis. Es ist nur die letzte Aussage zu zeigen. Aufgrund der C-Linearitdt (bzw. Antili-
nearitéit) des Skalarproduktes geniigt es, dies fiir Modulformen f,g € MSL und die Ope-
ratoren T'(m?)* zu zeigen. Der Beweis dafiir verliuft analog zu dem im Fall skalarwertiger
Modulformen. Verwendet man Proposition 14.2.14, so lassen sich alle Schritte Wort fiir Wort

iibertragen. O

Satz 14.2.16. Es seien m,n € Z zwei positive Zahlen mit (m,n) = 1. Dann gilt
(T(m?)* @ ide)(T(n?)* ®@idc) = (T(m*n?)* @ idc).

Beweis. Es geniigt, die Aussage fiir die Operatoren T'(m?)* auf M ,(9 ., zu zeigen. Falls m und
n beide koprim sind zur Stufe IV, so folgt dies aus der Definition des Hecke-Operators und
den Eigenschaften der Hecke-Algebra des Paares (Q1(N),I'(1)) bzw. (Qa2(N), A).

Falls m und n nicht koprim zu N sind, so hat man keine Hecke-Algebra. In diesem Fall
zeigt man die Aussage direkt durch Riickgang auf die Definition 14.2.6. Unter Verwendung
von Proposition 5.4 aus [BS] verlduft der Beweis dann wie im Falle skalarwertiger elliptischer
Modulformen. O

Satz 14.2.17. Die Familie {T(m?*)* ® id¢; (m,N) = 1} bildet eine kommutative Unter-
algebra von End(My 1). Die Operatoren T(m?)* @ idc sind alle selbstadjungiert bzgl. des
Petersson-Skalarproduktes auf dem Raum Sy .

Beweis. Dies folgt aus den Sétzen 13.2.14 und 14.2.15. U

Korollar 14.2.18. Der Raum der Spitzenformen Sy, 1 besitzt eine Basis aus simultanen Ei-
genformen bzgl. der Familie {T(m?)* ® idc; (m,N) = 1}. O
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Symbolverzeichnis

(-,-) das Bilinearprodukt auf L
(-,-)r» Petersson-Skalarprodukt auf dem Raum Sy, 1,(I')
ap  ein Element in U(ND), Seite 24
C[L'/L] der Gruppenring der Gruppe L’/L, Seite 31
G(N) eine Untergruppe von GLJ (Q), Seite 17

G1(N) eine Gruppenerweiterung von G(N) durch U(N)
Ga2(N) eine Gruppenerweiterung von G (INV), Seite 77

H(N) eine Gruppenerweiterung der Gruppe G(N) durch {£1}, Seite 38

)
J(N) eine Untergruppe von G(N), Seite 17

Ji(N) eine Gruppenerweiterung von J(N) durch U(N),, Seite 74
Q(N) eine Untergruppe von G(N), Seite 17

Q1(N) eine Gruppenerweiterung von Q(N) durch U(N)

Qs(N) eine Untergruppe von Ga(N), Seite 78

S(N) eine Untergruppe von G(N), Seite 17

S2(IN) eine Untergruppe von Ga(N), Seite 78

xz(g) ein Charakter von o(N), Seite 33

A =L(T(1)), Seite 77

€d eine vierte Einheitswurzel, Seite 20

n ein Korand, Seite 29

ex ein Element der Standardbasis von C[L'/L]

Gal(L/K) Galois Gruppe der Korpererweiterung L/K

r = T'(1) oder L(I'(1)), Seite 79

(1) = SLy(2)
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T'(N)

Hauptkongruenzuntergruppe der Stufe N

['(N)* ein Normalteiler von I'(1)

H
K(7)
()
(%)
(

die komplexe obere Halbebene
eine Konstante, Seite 55
Standard-Skalarprodukt auf C[A]

das Kronecker-Symbol der ganzen Zahlen a und b

M(N) ein induktiver Limes, Seite 73

m(N)
G(N)

lk

ein induktiver Limes , Seite 63
= G(N) oder Go(NN), Seite 79
= J(N) oder J2(N), Seite 79
= Q(N) oder Qy(N), Seite 79
= S(N) oder S3(N), Seite 79

der gewohnliche Slash-Operator, Seite 20

s ®o;" eine Operation auf V (H) ® C[A], Seite 67

L

“G(N)
WGE(N)
WS(N)
TN

Yp

Pa

=o'

Slash-Operator vom Gewicht k zur Weildarstellung, Seite 67
eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen, Seite 63

Kozykel bestimmt durch die Wurzel von j , Seite 27

ein Kozykel der Gruppe G(NV), Seite 38

ein Kozykel von G(N), Seite 35

ein Kozykel definiert durch den Schnitt s, Seite 28
komponentenweise Reduktion modulo N , Seite 17

, Seite 24

eine Darstellung der Gruppe S(N), Seite 46

eine zu p konjugierte Darstellung von S(N), Seite 46

die Weildarstellung, Seite 31

ein Element aus Gal(Q({y)/Q)

eine Gruppenerweiterung der Gruppe G(N) durch {+1}, Seite 36

eine Konstante, Seite 92



S(N) eine Gruppenerweiterung von S(N) durch {£1}, Seite 29
E(m,m) = (7 9) oder (7 9), /), Seite 79

(N eine primitive N-te Einheitswurzel, Seite 15
A" eine Untergruppe von A = L'/L, Seite 15

A™  eine Nebenklasse von A" in A = L'/L, Seite 16
A, eine Untergruppe von A = L'/L, Seite 15

D,  eine Matrix in S(N), Seite 17

f-(A,t) = p(A)(f), Seite 46

f - (Ja,1) Operation von J(N) auf M,?N (I(N)), Seite 47
f-A =flx(pos)(A), Seite 46

G(N) = GL+(Z/NZ), Seite 16

gq(L) eine Gauss-Summe, Seite 32

i eine Einbettung, Seite 28

J(,7) Automorphiefaktor fiir T'y(4), Seite 20
§j(M,T) = +/cr +d, Seite 19

J(m,n) = &(m,n) oder ({(m,n),r,t"), Seite 79

J(N) Untergruppe von G(N), Seite 17

Jo = J(a, 1), Seite 79

Iy eine Matrix in J(IV), Seite 17

k eine ganze oder halbganze Zahl

L ein nicht ausgeartetes gerades Gitter

L eine Einbettung von I'(1), Seite 38

r das zu L duale Gitter

L(a,r) ein Operator auf dem Raum My (I'(N)), Seite 55

My(I'(N)) Raum der Modulformen zur Hauptkongruenzuntergruppe

ME(T(N)) Unterraum von My (T(N)) , Seite 21
My, Raum der Modulformen vom Gewicht k zur f(l) und oy,

M, 1,(I") Raum der Modulformen vom Gewicht k& zu IV und o,

M BL Modulformen aus Mj, ;, mit rationalen Fourierkoeffizienten, Seite 112
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N eine natiirliche Zahl, haufig die Stufe des Gitters L

P eine Projektion, Seite 28

P eine Projektionsabbildung, Seite 77

P, eine Projektionsabbildung , Seite 77

Ry = STS™1T*ST? € T(1), Seite 32

Ry =Z[1/N,{n], Seite 15

s ein Schnitt, Seite 28

S(N) = SLy(Z/NZ), Seite 17

Sy eine Matrix in G(N), Seite 17

Sk, Unterraum der Spitzenformen von M, r,

Sk.(I'") Unterraum der Spitzenformen von Mj, 1,(IV)

T(m?)* = T((”gj2 9),m) oder T((T’é2 9),1,m,1), Seite 96

T Hecke-Operator zur Doppelnebenklasse AEA | Seite 88

T(4) Hecke-Operator zur Doppelnebenklasse I'(1)(g,7)['(1) , Seite 86
U(N) =(Z/Nz)*

V(H) komplexwertige Funktionen auf der oberen Halbebene , Seite 15

V(H); Abbildungen von der oberen Halbebene nach C[A]

2?/2 = 1(z,z), die quadratische Form auf L
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