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Zusammenfassung

Der Fahrplan bildet ein wichtiges Element der Verkehrsplanung. Er legt die Ankunfts- und
Abfahrtszeiten der einzelnen Linien im Streckennetz fest.

Die bislang verwendete Software hilft bei der manuellen Erstellung am Bildschirm und
ermoglicht die Visualisierung und Simulation von Fahrplanen. Zur besseren Unterstiitzung
des Planers fehlen jedoch Systeme zur automatischen Generierung zulassiger und in Hin-
blick auf die Zielvorstellung optimierter Fahrplane.

Die vorliegende Arbeit beschiaftigt sich mit einem neuen Ansatz zur Optimierung von
Fahrplanen. Das der Fahrplangestaltung zu Grunde liegende Streckennetzwerk besteht aus
einer Menge von Stationen und Linien, denen Takte zugeordnet sind. Den Streckenab-
schnitten zwischen den Stationen sind Fahrzeiten zugeordnet.

Das Ziel der Fahrplanoptimierung, die in dieser Arbeit betrachtet wird, besteht darin,
die Abfahrtszeiten der Linien an den Anfangsstationen so festzulegen, dass die Ankunfts-
zeiten an den einzelnen Stationen moglichst gleichmafig verteilt sind. Damit soll erreicht
werden, dass kleine Storungen, wie sie haufig bei Nahverkehrssytemen auftreten, nur ge-
ringe, zeitlich begrenzte Auswirkungen auf den Linienverkehr haben.

Im ersten Kapitel werden die einzelnen Planungsprozesse im 6ffentlichen Personennah-
verkehr (OPNV) erldutert und es wird ein Uberblick iiber einige aus der Literatur bekannte
Ansédtze zur Fahrplanoptimierung gegeben. Kapitel 2 stellt die Modellierung zur Fahrplan-
optimierung, die in dieser Arbeit untersucht wird, dar.

In Kapitel 3 werden Reduktionen des Streckennetzwerks prasentiert, mit deren Hilfe
die Zielfunktion und obere Schranken schneller ermittelt werden kénnen. Die Reduktionen
nutzen Relationen, die auf der Menge der Stationen und auf der Menge der Kanten ei-
nes speziellen noch zu definierenden Multi-Linienkonflikt-Graphen, der aus dem Strecken-
netzwerk gebildet wird, definiert sind. Dariiber hinaus enthélt Kapitel 3 Ergebnisse zur
Zeitkomplexitdt des hier untersuchten Fahrplanoptimierungsproblems.

Ein Branch-and-Bound-Algorithmus zur Losung des Fahrplanoptimierungsproblems wird
in Kapitel 4 vorstellt. Es werden Heuristiken prasentiert, um mit deren Hilfe gute An-
fangslosungen fiir den Branch-and-Bound-Algorithmus zu erhalten. Kapitel 4 enthalt noch
einen Ansatz zur Zerlegung des Streckennetzwerks in Teilnetze, so dass es ausreicht, opti-
male Fahrplane fiir die Teilnetze zu berechnen, um daraus einen optimalen Fahrplan fiir



VIIT Zusammenfassung

das gesamte Streckennetzwerk zu erhalten. Dazu werden die zweifachen Zusammenhangs-
komponenten des Linienkonflikt-Graphen, der aus dem Streckennetzwerk gebildet wird,
betrachtet.

In Kapitel 5 wird das Fahrplanoptimierungsproblem als ganzzahliges lineares Programm
dargestellt, um dann mittels CPLEX, einem Programmpaket zur Losung linearer und ge-
mischtganzzahliger Variablen, gelost zu werden. Mit Hilfe von Reduktionen ldsst sich die
Zahl der Variablen und Gleichungen so verringern, dass CPLEX in vertretbarer Zeit gute
Losungen liefert.

Kapitel 6 prasentiert experimentelle Ergebnisse zur Losung des Fahrplanoptimierungs-
problems, die mit einem Branch-and-Bound-Verfahren und mit CPLEX auf Basis der ganz-
zahligen LP-Formulierung anhand der Daten des Streckennetzwerks der Kolner Verkehrs-
Betriebe (KVB) einerseits und auf kiinstlich erzeugten Streckennetzwerken andererseits,
erzielt worden sind. Die Arbeit schliefit mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick
auf mogliche zukiinftige Entwicklungen dieses Ansatzes.



Abstract

An important element of train scheduling is the timetable. Tt determines the arrival
and departure times for the different train lines in a public transportation network. The
software which has been hitherto employed features the manual creation, visualisation and
simulation of timetables on the screen. There is, however, a lack of systems which allow
the automatic generation of valid and teleologically optimized timetables.

This thesis deals with a new method of timetable optimization. The network which
forms the basis of timetable creation consists of a set of stations and lines, to which certain
time periods are assigned. The connections between stations correspond to travelling times.
The goal of timetable optimization, as analyzed in this thesis, is to set the departure time
of the respective lines at the first station in order to evenly distribute the arrival times.
The intention behind that is to limit the temporal effect of small disturbances, as they
happen quite often in public transport networks.

In the first chapter, we discuss the different planning processes in public transport
systems and give an overview of existing models of timetable optimization. Chapter 2
presents the models of timetable optimization that will form the basis of our further work.
In chapter 3, we introduce reductions of the network leading to faster calculation of the
optimization function and upper bounds. The reductions make use of relations that are
defined on the set of stations and on the set of the edges of a special yet-to-be-defined
multi-line-conflict-graph formed out of the network. Moreover, chapter 3 consists of results
explaining the time-complexity of the central timetable optimization problem of this thesis.
A branch and bound algorithm to solve the timetable optimization problem is presented
in chapter 4. Heuristics will be employed to get feasible solutions that can be used with
the branch and bound algorithm. Chapter 4 contains a method to split the network into
sub-networks, making it possible to calculate optimal timetables of the sub-networks and
to combine them into an optimal timetable for the whole network. This is archieved by
focusing on the bi-connected components of the line-conflict-graph that was formed out of
the network. In chapter 5, the timetable optimization problem is described as an integer
linear program, before solving it with the help of CPLEX, a program package to solve
linear and mixed integer variables. As a result of the described reductions of the number of
variables and equations, CPLEX can give good solutions in a considerably short amount
of time. Chapter 6 discusses experimental results for solving the timetable optimization
problem. These were produced by the branch and bound algorithm and CPLEX on the
basis of integer LP-formulation of data of the cologne tram network on the one hand
and through artificially created networks on the other hand. The thesis concludes with a
summary and a suggestion for further research in this area.






Kapitel 1

Einleitung und Uberblick

1.1 Einleitung

Angesichts knapper finanzieller Ressourcen und fortschreitender Privatisierung und Globa-
lisierung der Mérkte sind 6ffentliche Verkehrunternehmen einem steigenden Wettbewerbs-
druck unterworfen. Um in Zukunft weiter wettbewerbsfiahig gegeniiber dem Individualver-
kehr und anderen Verkehrstrigern zu bleiben, setzen OPNV-Betriebe auf die Zufriedenkeit
der Kunden und auf den effizienten Einsatz ithrer Ressourcen wie Bahnen und Personal. Eine
entscheidende Rolle spielen dabei computerunterstiitzte Planungsmethoden. In den mei-
sten Planungsschritten, mit denen sich Unternehmen im OPNV auseinandersetzen, kann
durch mathematische Optimierungsmethoden die Arbeit des Planers im OPNV unterstiitzt
werden.

1.1.1 Planungsprozesse im OPNV

In der Regel teilt man die Planung eines 6ffentlichen Nahverkehrssystems in drei Phasen:

o strategische Planung
o taktische Planung

e operative Planung

Die Aufgaben der drei Phasen werden im Folgenden kurz skizziert. Genaueres kann

man aus [BWZ97], [Gro99] und [Lin00] entnehmen.

Strategische Planung

Bei der strategischen Planung geht es um die Ermittlung des Verkehrsbedarfs und die
Entscheidung iiber das Systemangebot.



2 Einleitung und Uberblick

o Frmittlung des Verkehrsbedarfs:

Als erstes wird der Planungsraum in Teilgebiete zerlegt. Diese Zerlegung hangt von
bestehenden Verkehrsverbindungen, Bevolkerungszahl, Siedlungsstruktur, usw. ab.
Nach der Aufteilung wird der Verkehrsbedarf geschétzt. Dafiir wird iiblicherweise
eine sogenannte Quelle/Ziel-Matrix ermittelt. Jeder Eintrag (¢, 7) gibt die Anzahl der
Personen an, die von Gebiet ¢ nach j in einem festem Zeitraum (z.B. einer Stunde)
fahren. Diese Werte miissen fiir jedes Gebiet erhoben werden, dabei arbeitet man mit
statistischen Methoden.

o Fntscheidung iber das Systemangebol:
Nachdem der Verkehrsbedarf ermittelt wurde, wird festgelegt, mit welchen Verkehrs-
mitteln (S-Bahn, U-Bahn, Bus usw.) der Bedarf gedeckt werden kann. Diese Uberle-
gungen werden hdufig von wirtschaftlichen Interessen und politischen Zielsetzungen
einzelner Gruppen dominiert.

Taktische Planung

o Netzstrukturplanung:
Bei der Netzstrukturplanung wird festgelegt, wo Betriebshofe und Haltestellen ein-
gerichtet werden.

o Linienplanung:
Nach Festlegung des Streckennetzes und der Haltestellen mit Hilfe der Quelle/Ziel-
Matrix wird das Liniennetz festgelegt. Dabei versucht man, aus der Menge mogli-
cher Linienwege eine Teilmenge auszuwéahlen, so dass die Zahl der Direktfahrer ma-
ximiert wird und alle Passagiere von ihrer Start- zur Zielstation kommen koénnen.

([BZ97],[BKZ95], [Bus98]).

o Fahrplan-Planung:

In der Fahrplangestaltung werden die Ankunfts- und Abfahrtszeiten der Linien an
den Stationen festgelegt. Dabei werden verschiedene Ziele betrachtet. Ein Ziel kann
es sein, die Ankunfts- und Abfahrtszeiten so festzulegen, dass die Umsteigezeiten
zwischen den Linien kurz sind, damit der Umsteigevorgang méoglichst geringe Fahr-
zeitverzogerung fiir die Fahrgéaste mit sich bringt. Dabei kann zusétzlich darauf ge-
achtet werden, dass die Kosten fiir die Verkehrsunternehmen so gering wie méglich
sind. Wir werden genauer auf die verschiedenen Ansétze zur Fahrplanoptimierung
im Abschnitt 1.2 eingehen.

Operative Planung

o Fahrzeugumlaufplanung/Fahrzeugeinsatzplanung (vehicle scheduling):
Bei der Fahrzeugumlaufplanung geht es um die Minimierung der benétigten Fahrzeu-
ge. Die Fahrzeugeinsatzplanung beschéftigt sich mit der Zuordnung von Fahrzeugen
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zu den einzelnen Fahrten. Ziel ist es, so wenige Fahrzeuge wie moglich einzusetzen
und die Kosten fiir Leerfahrten so gering wie méglich zu halten. Dabei wird das Fahr-
zeugumlaufproblem als Mehrgiiterflussproblem dargestellt und mit Hilfe von Branch-

and-Cut-Verfahren gelost ([L6b98],[LS95], [GLV96], [MK02]).

o Dienstplanung(crew scheduling)/Dienstreihenfolgeplanung:
Die Aufgabe der Dienstplanung besteht in der Zuordnung von Personal zu den ein-
zelnen Fahrten, mit dem Ziel, die Kosten zu minimieren, d.h. so wenig Personal wie
moglich einzusetzen, um den Fahrplan zu erfiillen. Dabei sind gesetzliche und ta-
rifliche Bestimmungen sowie betriebliche Vereinbarungen zu beachten. Die Ansitze
zur Losung der Dienstplanungsaufgaben beruhen auf Formulierungen als Set-Par-
titioning- bzw. Set-Covering-Probleme, die sich mit Hilfe ganzzahliger LP-Techni-
ken 16sen lassen. Ist die Dienstplanung erfolgt, so bildet den néchsten Schritt die
Dienstreihenfolgeplanung. Dabei werden unterschiedliche Dienstarten (Frith- oder
Spatdienst, geteilte Dienste, etc.) iber Wochen so verteilt, dass eine faire Zuweisung

von Diensten an Fahrer moglich ist ([FL.O00], [BLSV99], [KF00], [CFT*97]).

1.1.2 Qualitit im Nahverkehr

Bei dem Begriff der Qualitdt im Nahverkehr unterscheidet man zwischen Planungs- und
Ausfithrungsqualitdt. Unter Planungsqualitdten versteht man kurze Reisezeiten, maéglichst
durchgiangige Verbindungen, komfortable Umsteigebeziehungen, haufige Bedienung, sowie
guter Zugang zum Verkehrsangebot, d.h. kurze Wege zu den Haltestellen. Unter Aus-
fiihrungsqualitat versteht man die Piinktlichkeit und Anschlusssicherung, Sicherheit in
Ziigen und auf Bahnhofen, technische Funktionstiichtigkeit, positives Erscheinungsbild,
gute Information der Fahrgiste in Regel- sowie bei Storfallen, Sauberkeit in Ziigen und auf

Bahnhdofen ([fWVuTO01]).

Qualitit im OPNV ist eine MischgroBe aus messbaren und subjektiv bewertbaren Krite-
rien. Am Verkehrwissenschaftlichen Institut der RWTH Aachen wurde eine Untersuchung
durchgefiithrt, mit dem Ziel, die Qualitat des OPNV rechenbar zu machen, um Markt-
wirksamkeit von Qualitdtsverbesserungen insbesondere im Komfortbereich quantifizieren
zu konnen. Dabel wurde aufgezeigt, dass die komplexen Wirkungszusammenhéange bei der
Wertfindung fiir die OPNV-Qualitit und ihre Marktwirtschaftlichkeit rechenbar gemacht
werden konnen, also sich ohne die Notwendigkeit aufwendiger Befragungen ermitteln lassen

([Wal96]).

Um einen Mindeststandard fiir den Nahverker in NRW zu erreichen, hat das Ministeri-
um fiir Wirtschaft und Mittelstand, Energie und Verkehr des Landes NRW eine Broschiire
“Masterplan Qualitat” herausgebracht, der eine “Qualitatscharta fiir den Nahverkehr in
NRW?” enthialt und alle Verkehrsunternehmen aufgerufen, sich auf die Qualitatscharta zu
verpflichten. Diese Qualitdtscharta spiegelt in zehn Punkten die aus zahlreichen Markter-
hebungen bekannten Erwartungen der Kunden an einen qualitativ hochwertigen OPNV
wider. Das sind z.B. piinktliche Verbindungen, schnelle Information {iber Verspatungen,
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saubere Fahrzeuge oder zuverlassige Fahrplan- und Tarifauskiinfte.

1.1.3 Anforderungen an einem Fahrplan

Der 6ffentlichen Personen-Nahverkehr (OPNV) wird in Zukunft weiter an Bedeutung ge-
winnen, da in dichtbesiedelten Regionen die Attraktivitit des motorisierten Individualver-
kehrs aufgrund von Uberlastungen des StraBennetzes abnimmt. Damit der OPNV auch
angenommen wird, muss die Qualitat stimmen. Zu den wichtigsten Faktoren gehoren Rei-
sezeit und Zuverlassigkeit — diese hangen vom Taktfahrplan ab.

Damit der OPNV gegeniiber dem Individualverkehr konkurrenzfihig bleibt, braucht
man einen Taktfahrplan, der zuverlassig und dicht ist. Dabei sind “Zuverlassigkeit” und
“Dichtheit” Gegenséatze. Denn je dichter ein Fahrplan ist, desto weniger Spielraum bleibt,
um eventuelle Verspatungen aufzufangen. Weitere Anforderungen sind:

o Kurze Reisezeilen: Die Reisezeit zwischen zwei beliebigen Stationen sollte so kurz wie
moglich sein, wobei beim Umsteigen, falls keine direkte Verbindung besteht, unnotige
Wartezeiten vermieden werden sollen. Die Zahl der Fahrten ohne Umsteigen sollte
moglicht grof} sein.

o Pinktlichkeit und Anschlusssicherung: Die Pinktlichkeit spielt eine herausragende
Rolle, da Unpinktlichkeit von den Fahrgasten nur bis zu einem bestimmten Grad
akzeptiert wird. Wichtig im Falle von Verspéatungen ist die umgehende und umfas-
sende Information der Fahrgiste. Fehlt diese, sind die Fahrgéste besonders verargert

([fWVuTO1]).

1.2 Ein Uberblick iiber die Ansitze zur Fahrplanop-
timierung

Bei der Fahrplanerstellung stellen die wichtigsten Kriterien zur Beurteilung der Giite ei-
nes Fahrplans aus der Sicht der Verkehrsbetriebe die Wirtschaftlichkeit und die Akzep-
tanz durch die Fahrgaste dar. Die Akzeptanz betreffend miissen mehrere Punkte beach-
tet werden wie Anschliissse zu anderen Linien, Umsteigebeziehungen, Taktdichte etc. Bei
Veranderungen bestehender Linien wird dabei unter anderem auf Kundenanregungen (Be-
schwerden, Wiinsche) reagiert, bei Neuplanungen werden Auswertungen wie Fahrgastzah-
len, Bevolkerungsdichte und weitere Kriterien herangezogen.

Ein wichtiges Element der Verkehrsplanung ist der Fahrplan. Der Fahrplan legt fest, wo
und wann sich die Bahnen der einzelnen Linien im Streckennetz befinden. Dabei miissen
verschiedene Anforderungen erfiillt werden.

Die bislang verwendete Software hilft bei der manuellen Erstellung am Bildschirm
und ermdglicht die Visualisierung und Simulation von Fahrpldnen. Zur wirklichen Un-
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terstiitzung des Planers fehlen jedoch Systeme zur automatischen Generierung zulassiger
und in Hinblick auf die Zielvorstellung optimierter Fahrplane.

Es gibt zwei unterschiedliche Ansétze in der Literatur. Der erste Ansatz versucht die
Reisezeit der Passagiere so gering wie moglich zu halten, in dem die Summe aller Um-
steigezeiten minimiert wird. Mit dem zweiten Ansatz méchte man unter Berticksichtigung
der Betriebskosten die Umsteigezeiten minimieren. Die beiden Ansétze unterscheiden sich
auch in der Modellierung. Im Folgenden wollen wir diese Anséatze naher vorstellen. Im wei-
teren wird ein dritter theoretischer Ansatz vorgestellt, den wir aber bei der Berechnung
von oberen Schranken in einem Branch-and-Bound-Verfahren benutzen.

1.2.1 Minimierung der Summe aller Umsteigezeiten

Umsteigevorgange sind nicht zu vermeiden, da nicht zu jedem Fahrtwunsch eine direkte
Verbindung angeboten werden kann. Das Ziel dieses Ansatzes ist es, die von den Fahrgisten
als storend empfundenen Umsteigevorgange so attraktiv wie moglich zu gestalten. Die
Umsteigezeit hiangt dabei von der im Fahrplan vorgesehenen Ankunftszeit der Linie ab,
mit der man im Umsteigebahnhof ankommt und der Abfahrtszeit derjenigen Linie, mit der
man weiterfahrt.

Bei der Minimierung der Summe aller Umsteigezeiten ist zusatzlich zum Streckennetz-
werk eine Quelle-Ziel Matrix gegeben, die die Anzahl der Reisenden zwischen den Stationen
angibt. Dieses Problem wird als QSAP (quadratic semi-assignment problem) formuliert.

n m
min g g
=1 h=1 3

ZZcihjkxihxjk (121)
7=1
2.
h=1

m
k=1

=1 Vie L

Ty

>

zip €{0,1} Vie L,he S

Dabei ist ¢;5;; die Summe der Wartezeiten der Passagiere, die von Linie ¢ zu Linie j
umsteigen wollen, falls Linie ¢ zum Zeitpunkt £ startet und Linie 57 zum Zeitpunkt k.

. { 1 falls Abfahrtszeit h der Linie ¢ zugeordnet wird
ih =

0 sonst

Domschke, Forst und VoB ([DFV92], [DV95], [Dom89],[VoB92]) untersuchten den Ein-
satz von Tabu-Search-Techniken beim QSAP und verglichen diese mit Simulated Annealing
Techniken. Dabei wurde fiir den Test als Steckennetzwerk ein Teil des U-Bahnnetzes von
(West-)Berlin genommen und die symmetrische Kosten-Matrix (¢;;,) wurde zufillig ge-
neriert mit Werten von 0 bis 99. In experimentellen Resultaten mit 10, 11 und 12 Linien
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und 10-miniitigem Takt waren die gemessenen Ergebnisse fiir die Tabu-Search-basierten
Verfahren immer besser als die fiir Simulated-Annealing-basierte Verfahren.

M. Krista [Kri95] untersucht auch die Minimierung der Umsteigezeiten, aber dort wird
jeder Umsteigebeziehung ein Gewicht zugeordnet (anstelle der Quelle-Ziel-Matrix), das die
Bedeutung der Umsteigebeziehung angibt. Krista entwickelt genetische Algorithmen, um
Anschlussoptimierungsprobleme zu 16sen.

Ballungsraume werden in den Hauptverkehrszeiten mit einem dichten Takt bedient,
so dass die Wartezeiten der Fahrgéste auf Anschliisse gering sind. Anschlussoptimierung
ist dort sinnvoll fiir das Umsteigen von einem Verkehrsmittel auf ein anderes, z.B. von
Bahn auf Bus. Dieser Ansatz ist am sinnvollsten im Fernverkehr, wo die Bahnen stiindlich
verkehren. In Stadten ist dieser Ansatz sinnvoll in Abendzeiten und am Wochenende, wenn
die Linientakte grofler sind.

1.2.2 Periodic Event Scheduling Problem (PESP)

Bei der Minimierung der Umsteigezeiten versucht man durch geschickte Wahl der Abfahrts-
zeiten die Umsteigezeit zwischen Linien mit starken Umsteigebeziehungen zu verkiirzen.
Dies liefert gute Fahrpldane oft jedoch um den Preis erhéhter Betriebskosten, da durch
die Wahl der Abfahrtszeiten die Umlaufbildung und damit der Fahrzeugbedarf beeinflusst
wird. In der Praxis miissen sowohl die Umsteigezeiten der Passagiere als auch die An-

zahl der Fahrzeuge berticksichtigt werden ([LP01], [LN02]). Mit Hilfe des PESP-Ansatzes

werden diese beiden Ziele kombiniert.

Das Periodic Event Scheduling Problem (PESP) wurde von Paolo Serafini and Wal-
ter Ukovich [SU89] zum ersten Mal vorgestellt. Es ist ein Ansatz zur Modellierung von
periodischen Fahrpldnen im o6ffentlichen Verkehr. Ein PESP besteht aus periodischen Er-
eignissen und periodischen Nebenbedingungen. Ein Ereignis ist ein Tripel aus Linie, Station
und Ankunfts- oder Abfahrtszeit. In einem Graphen wird ein Ereignis als ein Knoten re-
prasentiert. Eine periodische Nebenbedingung (Restriktion) ist eine Bedingung an zwei
Ereignisse, welchen zeitlichen Abstand diese beiden Linien einhalten miissen. Im Graphen
wird eine periodische Restriktion durch eine gerichtete Kante reprasentiert mit einer oberen
und unteren Schranke fiir die Differenz beider Ereignisse.

Die Ungleichung fiir zwei Ereignisse ¢« und j und deren Ankunfts- oder Abfahrtszeiten

m; und 7; mit Abstand mindestens [;; und hochstens w;; sieht wie folgt aus:

lij <mj—mi+pij - T <

wobei T' die Periode aller Ereignisse darstellt und p;; eine ganze Zahl ist.

Mit diesen Restriktionen kénnen die Fahrzeit von einer Station zur nachsten, die Auf-
enthaltszeit an einer Station, die Umsteigezeit von einer Linie auf eine andere bei Beriick-
sichtigung einer Mindestiibergangszeit, die Vorgabe einer ausgeglichenen Zugfolge bei meh-
reren Linien auf gemeinsam befahrenen Strecken, das Begegnungsverbot auf eingleisigen
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Abbildung 1.2: Ereignis-Graph zum Streckennetz in Abb. 1.1.
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Sreckenabschnitten, sowie die Einhaltung von Mindestfolgezeiten fiir nacheinander verkeh-
rende Fahrzeuge modelliert werden.

Das Entscheidungsproblem fiir eine gegebene PESP-Instanz, ob ein periodischer Fahr-
plan existiert, der alle Nebenbedingungen erfiillt, ist NP-vollstandig [SU89] und [I.P01].

Wenn man den Kanten des Ereignis-Graphen noch Gewichte hinzufiigt, so lassen sich
verschiedene zulassige Losungen bewerten und miteinander vergleichen. Ein haufig verwen-
detes Gewicht stellt die Umsteigewartezeit aller Passagiere dar.

Um PESP-Instanzen zu losen wurde mit verschiedenen Ansétzen gearbeitet. Serafi-
ni und Ukovich wahlten Backtracking, um das Entscheidungsproblem zu lésen. Um gute
Fahrplane zu erzeugen entwickelten Nachtigall und Voget genetische Algorithmen [NV96].
Odijk und Nachtigall verwenden eine Branch-and-Bound-Methode um PESP zu lésen
[0di97], [Nac98]. Lindner entwickelt ein neues Branch-and-Cut-Verfahren zur Bearbeitung
von PESP-Instanzen [Lin00].

1.2.3 Polygon Scheduling

Eine abstrakte Betrachtung dieser Fahrplan-Problematik stellt die Modellierung als Poly-
gon-Scheduling-Problem dar. Vince, Cerny und Guldan ([Vin89], [CG87], [Gul80]) betrach-
ten folgendes Fahrplanoptimierungsproblem: Gegeben ist eine Menge von Linien, die eine
Station oder eine Strecke gemeinsam befahren. Jede Linie befahrt die Station mit einer
festen Periode. Wie lassen sich die Ankunftszeiten der Linien festlegen, so dass der zeit-
liche Abstand zweier aufeinander folgender Linien an einer Station oder auf der Strecke
maximal wird?

Eine mathematische Beschreibung dieses Problems wird mit Polygonen in einem Kreis
gegeben. Wenn man die gemeinsame Periode der Linien als einen Kreis reprasentiert, so ist
jede Ankunftszeit einer Linie ein Punkt auf diesem Kreis. Wenn man fiir einen festen Fahr-
plan die Ankunftszeiten einer Linie verbindet, so bilden diese ein regelméssiges Polygon.
Der zeitliche Abstand zwischen zwei aufeinander folgenden Bahnen an der gemeinsamen
Station wird auf diesem Kreis repriasentiert durch den Abstand der Eckpunkte der Po-
lygone. Jede Linie wird in diesem Modell représentiert durch ein regelmafBiges Polygon.
Hier stellt sich die Frage, wie sich die Polygone in dem Kreis so platzieren lassen, dass der
minimale Abstand zweier benachbarter Ecken maximal wird.

Guldan [Gul80] gibt eine algorithmische Losungsmethode fiir dieses Problem an. Da-
zu wird der Losungsraum in exponentiell viele Teile zerlegt und jedes Teilproblem durch
einen gewichteten azyklischen Graphen dargestellt, in welchem sich eine Losung als langste
Wegeproblem ermitteln lasst. Einen anderen Losungsansatz stellt Vince [Vin89] vor. Dazu
zeigt er, dass es eine optimale Losung gibt, deren Koordinaten rational mit beschrank-
ten Zahlern und Nennern sind. Dadurch kann die Suche in einem endlichen Losungsraum
fortgesetzt werden. Fiir jeden moglichen Nennerwert wird ein gewichteter vollstandiger
Graph erzeugt. Auf jedem wird das Polygonproblem gelost. Vince gibt in seiner Arbeit
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Abbildung 1.3: Zwei Polygone in einem Kreis

auch fiir zwei und drei Ereignisse (Linien, Polygone) eine optimale Losung und zeigt die
NP-Vollstandigkeit des zugehorigen Entscheidungsproblems, indem er das Entscheidungs-
problem auf das Graphfarbungsproblem zurtickfiihrt.

Burkard [Bur86] und Hurink [Hur92] verallgemeinern spéter das Zielkriterium, um bei
der Betrachtung von Linien auf einer gemeisamen Strecke als Optimierungsziel durch-
schnittliche Wartezeit oder maximale Wartezeit minimieren zu kénnen.

Im Folgenden wird das allgemeine Polygon-Problem genauer vorgestellt, da es in dieser
Arbeit verwendet wird:

Gegeben sei ein Kreis €' der Lange A, n regulare Polygone P = {P,..., P,} wobei
jedes Polygon P; m; Ecken hat. Sei m =Y "

.—; m; die Anzahl aller Ecken aller Polygone im

Kreis.

Auf ' definiert man ein Koordinatensystem, in dem ein Punkt mit 0 bezeichnet wird,
dieser entspricht dem Ursprung. Jedem Punkt z auf C' ordnet man einen Wert = zu, welcher
der Linge des Kreisbogens vom Ursprung in positiver Richtung entspricht.

Wird eine Ecke eines Polygons P; auf den Wert a; gesetzt, so liegen alle Ecken des
Polygons auf den folgenden Punkten {a; + k- A/m;|k =0,...,m; — 1}.

Da sich stets eine Ecke des Polygons P, im Koordinatenintervall [0, A/m;[ befindet,
bendtigt man zur Beschreibung der Position von n-reguldren Polygonen in einem Kreis
nur ein n-Tupel a = (ay,as,...,a,) mit 0 < a; < A/m;. a; legt die Position einer Ecke
des Polygons P; fest, womit das Polygon P; eindeutig bestimmt ist. Sei uy (k=1,...,m)
der Abstand zwischen zwei benachbarten Ecken auf dem Kreis C'. Der Spezialfall up = 0
bedeutet, dass zwei benachbarte Ecken zusammenfallen. Eine Ecke f heifit benachbart zu
einer anderen Ecke e, wenn der Abstand in positiver Richtung (gegen den Uhrzeigersinn)
zwischen den Ecken e und f kleiner ist als alle Abstdnde in positiver Richtung zwischen
der Ecke e und allen anderen Ecken.

Hurink und Burkard ([Gul80], [Bur86], [Hur92]) betrachten dann folgende allgemeine
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Zielfunktion:
m max <p<m Uk, falls p = oo
(|le|l,)? = Z lug [P o Yo ub, falls —oo < p <0 oder 1 <p< oo
k=1 k= ming <p<m U, falls p = —oo

Dabei ist p ein beliebig fester Wert mit —co < p < 0oder 1 <p < oo. Fir1 <p < =
versucht man die Zielfunktion tiber alle n-Tupel a = (a1, az,...,a,) mit 0 < a; < A/m; zu
minimieren und fiir —oo < p < 0 zu maximieren. Spezialfille dieses Optimierungsproblems

sind die folgenden:

1. p = co: In diesem Fall wird die maximale Wartezeit minimiert.

min max Uk
a€[R/A]"  1<k<m

2. p = 2: Hier wird die durchschnittliche Wartezeit minimiert.

m
. 2
min u
ae[R/A)" ; ’
3. p = —oo: Dies ist der fiir uns interessante Fall. Es wird namlich das minimale Sicher-
heitsintervall (Wartezeit) maximiert.
max min ug

a€[IR/A]™ 1<k<m

Dieses Problem wurde von Vince, Cerny und Guldan untersucht.

Fiir zwei Polygone und fiir beliebiges p gibt Burkard ([Bur86]) eine optimale Losung
an.

Das Polygon-Problem wurde auch fiir irregulare Polygone betrachtet. In einer Arbeit
von Brucker, Burkard und Hurink [BBH90] wurde gezeigt, dass das Polygon-Problem bei n
irreguldren Polygonen fiir ein festes n polynomiell l6sbar ist. Aber im Allgemeinen ist das
Polygon-Problem fiir irreguldre Polygone NP-hart, die Laufzeit wéchst exponentiell mit n.
Der Beweis, dass das Polygon-Problem fiir irregulére Polygone NP-hart ist, erfolgt durch die
Reduktion des NP-vollstdndigen 3-Partition-Problems auf das irregulére Polygon-Problem.

FEinige Ergebnisse aus diesen Arbeiten werden beim Branch-and-Bound-Algorithmus
in Kapitel 4 fiir die Berechnung von oberen Schranken verwendet, naheres wird in den
dazugehorigen Kapiteln erlautert.

1.2.4 Motivation

Dass Verspatungen entstehen, lasst sich kaum verhindern, diese entstehen entweder wegen
technischer Stérungen oder wegen erhéhten Passagieraufkommens.
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Bei erhéhtem Passagieraufkommen bleiben Fahrzeuge langer an den Haltestellen stehen
und koénnen nicht abfahren, da die Einsteigezeit der Passagiere sich verlangert. Es gibt viele
technische Stérungen: Gleisabschnitte sind unpassierbar wegen eines Unfalls oder wegen
eines Falschparkers, Stromausfall in einem Streckenabschnitt oder in einem Zug, Defekte
an den Tiiren usw.

Verspéatungen passieren und konnen nicht ausgeschlossen werden, aber kleine Ver-
spatungen (1-5 Minuten) sollten keine oder nur geringe Auswirkungen auf andere Linien

haben.

Wie lassen sich ohne Anderung der Takte kleine Verspitungen ohne nennenswerte Fol-
gen auffangen? Eine Moglichkeit besteht darin, die Ankunftszeiten der Linien an den ein-
zelnen Stationen gleichméfig zu verteilen, d.h. der Abstand zwischen den Ankunftszeiten
einzelner Linien an den Stationen sollte so grofl wie moglich sein. Dies hatte zu Folge, dass
kleine Stérungen sich nur auf eine begrenzte Zahl von Linien auswirken. Im Rahmen dieser
Arbeit wollen wir méglichst gut die Ankunftszeiten der einzelnen Linien verteilen, damit
kleine Verspatungen, die sich nicht vermeiden lassen, nur geringe Auswirkungen haben.

Im Nahverkehr spielt die Anschlussoptimierung eine untergeordnete Rolle, da die Takte
der Linien klein sind.
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Kapitel 2

Modellierung

In diesem Kapitel wird das Fahrplanoptimierungsproblem, das in dieser Arbeit betrachtet
wird, modelliert. Dazu werden die Begriffe Streckennetzwerk und Sicherheitabstand defi-
niert. Im Weiteren werden die Bewertung von Fahrpldnen sowie die Modellierung eines
realen Liniennetzwerks detailliert beschrieben.

2.1 Grundlegende Definitionen

Gegeben sei ein Streckennetzwerk N (S, C,t, L, T) mit Stationen S = {s1,...,s,}, Linien
L =A{l,...,l,} und Verbindungen (Connections) C' = {ci,...,¢,} zwischen diesen Sta-
tionen. Jeder Verbindung wird durch ¢ : €' — Ny eine Fahrzeit zugeordnet. Eine Linie
lj = (85,84, - - 8j, ) ist ein einfacher gerichteter Weg im gerichteten Graphen G = (S, C).
Jede Linie [ besitzt einen bestimmten Takt T;. Die Menge der Takte bezeichnen wir mit
T = (Ty,Ty,...,T,). Die Abfahrtszeit der Linie [; an der Anfangsstation s; bezeichnen
wir mit A;, den Vektor der m Abfahrtszeiten aller Linien, den Fahrplan, mit A und die
Menge aller Fahrplane mit A = Ny x Np, x -+ x N, , wobei Ny = {0,...,k—1} sei. Man
kann sich bei den Abfahrtzeiten einer Linie [ auf die Zeiten Ny, beschréanken, da die Linie
den Takt T; besitzt. Im Weiteren enthalte ein Streckennetzwerk keine Station, die nicht
mindestens von einer Linie befahren wird.

Da die Fahrzeiten zwischen den Stationen fest gegeben sind, sind die Ankunftszeiten der
Linie /; an den einzelnen Stationen durch die Abfahrtzeit A; an der Startstation vollstan-
dig bestimmt. Die Ankunftszeit einer Linie an einer Station lasst sich dadurch berechnen,
dass man die Abfahrtszeit der Linie an der Anfangsstation zu der Summe aller Zeiten
der Verbindungen von der Anfangsstation bis zur jeweiligen Station addiert. Wenn also die
Linie [; an der Anfangsstation s;, zum Zeitpunkt A; abféhrt, so ergibt sich die Abfahrtszeit
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Abbildung 2.1: Beispiel Streckennetzwerk mit 4 Linien und 19 Stationen

(=Ankunftszeit) a(s;,,[;, A) der Linie [; an der Station s;, durch:

-1

3

a(sjp,lj, )\) = /\j +

B
Il

1

t(‘sjk‘sij)

31 S p S Sjk(J) (211)

Nach der Festlegung der Abfahrtszeiten der einzelnen Linien lassen sich mit Hilfe von

(2.1.1) und den jeweiligen Takten die Fahrpline fiir die Linien leicht erstellen.

Bemerkung 2.1.1 In unserem Modell wird zwischen Abfahrtszeit und Ankunftszeit nicht
unterschieden. Im Nahverkehr wird nicht wie im Fernverkehr zwischen Abfahrtszeit und

Ankunftszeit unterschieden, da die Haltezeiten in der Regel weniger als eine Minute betra-

gen und es keine feste Haltezeit gibt.

Definition 2.1.2 Sei s € Sund [ € L.

Die Menge aller Linien, die durch die Station s fahren, bezeichnen wir mit L(s). Die Menge

aller Stationen, die von der Linie [ befahren werden, bezeichnen wir mit S(/). Fiir ScCs

und I C I definieren wir noch folgende Mengen:

e Linien, die durch mindestens eine der Stationen aus S fahren:

L(8) == Ues L(s)

e Stationen, die von mindestens einer der Linien in I befahren werden:

S(L) = Usez S()

° Talgte der Linienjn L:
T(L):={T)|l e L}
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Definition 2.1.3 (Fahrzeit)
Seien s;, s; € S(I).
F(s;s5,1) = a(sj,l,ﬁ) — a(si,l,ﬁ)
ist die Fahrzeit der Linie [ von der Station s; zu s;. Die Fahrzeit kann auch negativ sein,

wenn die Linie [ die Station s; vor s; anfdhrt. Man beachte, dass die Fahrzeit zwischen
zwel Stationen nicht vom Fahrplan abhangt, d.h. fiir jeden Fahrplan A gilt:

F(‘Siasjal) = a(sj,l, )\) — a(si,l, /\)

Definition 2.1.4 (Sicherheitsabstand zwischen zwei Linien)
Der Sicherheitsabstand §(s,l;,l;,A) an der Station s € S von Linie [}, zu Linie [; ist
definiert als minimale Differenz aller Ankunftszeiten der Linien /; und [} an der Station s:

8(s, L, Ik, X) == mi%|a(s, Ly N)+r-T;—a(s, gy, N) —t- Ty (2.1.2)
rie
Es gilt dann:
(S(S,lj,lm/\) = (S(S,lmlj,)\) (213)

Definition 2.1.5 (Sicherheitsabstand an einer Station)
Der Sicherheitsabstand 6(s, A) an der Station s ist definiert als das Minimum der paar-
weisen Sicherheitsabstdnde der Linien aus L(s):

minlﬁlkeL(s),l#lk (S(S,l]‘,lk, )\), falls |L(S)| > 1

9(s,4) ‘:{ T, falls [L(s)| = 1, dh. L(s) = {1y (&1

Der Sicherheitsabstand an einer Station fiir einen festen Fahrplan ist der kleinste Ab-
stand der Ankunftszeiten aller Linien an dieser Station.

Definition 2.1.6 (Sicherheitsabstand in einem Streckennetzwerk)
Sei

§(A) := mind(s, \) (2.1.5)

SES

der Sicherheitsabstand an allen Stationen von Fahrplan .

Su(A) =Y 8(s,)) (2.1.6)

SES

d5(A) ist die Summe der Sicherheitsabstande iiber alle Stationen von Fahrplan A.
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Der Sicherheitsabstand §(A) bezeichnet also fiir einen festen Fahrplan A den kleinsten
zeitlichen Abstand zweier aufeinander folgenden Linien an einer Station im ganzen Netz.
Darum lésst er sich auch wie folgt definieren, falls jede Linie mit mindestens einer anderen
Linie eine gemeinsame Station befahrt.

Definition 2.1.7
5(A) == min 8(s, 1, 1k, X)

SES,I, L EL(s),;#1k

2.2 Zielfunktionen

Wegen technische Storungen und erh6htem Passagieraufkommens entstehen Verspéatungen.
die nicht ausgeschlossen werden kénnen. Kleine Verspatungen sollten aber nur geringe
Auswirkungen auf andere Linien haben.

In Rahmen meiner Diplomarbeit [Gen99] wurde deshalb das Sicherheitsabstand-Problem
untersucht. Mit dem Sicherheitsabstand-Problem wollten wir den minimalen Sicherheits-
abstand maximieren, damit an zentralen Punkten des Liniensystems kleine Stérungen nur
geringe Verzégerungen bei anderen Linien bewirken, so dass nach Behebung der Stérung
der Normalbetrieb sich binnen kurzer Zeit wieder einstellt.

Definition 2.2.1 (Sicherheitsabstand-Problem)
Gegeben sei ein Streckennetzwerk N(S,C,t, L,T). Bestimme ein A\g € A mit §(Ag) = 6%,
wobei 0* den optimalen Sicherheitsabstand bezeichnet und wie folgt definiert ist:

& = r/{lEaf(S()\) (2.2.7)
Das Sicherheitsabstand-Problem konnte mit einem Branch-and-Bound-Ansatz fiir die un-
tersuchten Instanzen der Kolner Verkehrs-Betriebe in akzeptabler Zeit gelost werden.

Wir beobachteten aber, dass das Sicherheitsabstand-Problem, dessen Optimierungsziel
die Maximierung des minimalen Sicherheitsabstandes ist, im wesentlichen auf die optimale
Benutzung stark befahrener Stationen abzielt. Allerdings werden dabei oft wenig befahrene
Stationen in Randbezirken vernachléssigt.

Es ist deshalb sinnvoll, unter den Losungen, die den geforderten Sicherheitsabstand ein-
halten, ein weiteres Kriterium anzusetzen. Durch dieses sollte eine moglichst gleichméfige
Verteilung der Ankunftszeiten auf das Taktintervall erreicht werden, d.h. der Sicherheits-
abstand sollte moglichst dem optimalen Einzelabstand entsprechen. Dies kann man durch
das folgende Optimierungsproblem erreichen:

Definition 2.2.2 (Fahrplan-Problem)
Gegeben sei ein Streckennetzwerk N(S,C,t, L, T). Bestimme ein A\g € A mit dx(Ag) = d5,
wobei 0% den optimalen Sicherheitsabstand bezeichnet und wie folgt definiert ist:

o5 1= )\EAT:]}(a)\);:S* 52()\) (2.2.8)
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2.3 Beispiel

Betrachte ein Streckennetzwerk mit 3 Linien und 4 Stationen.

Linie 1 —» Takt 15

4 Linie 2 - -» Takt 10
Linie 3 --» Takt 20
2
1 y 2
—————————— > e
1 2 > 3
U .» U .»

An diesem Beispiel werden wir noch einmal einige Begriffe und unsere Zielfunktion
erlautern.

Wenn als Fahrplan A = (2,5,1) gewahlt wird, so ergeben sich fiir die Linien an den
jeweiligen Stationen die Ankunftszeiten wie in Tabelle 2.1.

H H Linie 1 ‘ Linie 2 ‘ Linie 3 H
Station 1 51525354555 | 121 41
Station 2 || 4 19 34 49 | 6 16 26 36 46 56 | 2 22 42
Station 3 || 6 21 36 51 | 8 18 28 38 48 58 | 4 24 44
Station 4 || 2 17 32 47

Tabelle 2.1: Ankunftszeiten der Linien an den Stationen fir den Fahrplan A = (2,5,1).

Wenn wir Ankunftszeiten der Linien an den einzelnen Stationen in einen Kreis ein-
zeichnen und diese miteinander verbinden, so erhalten wir je ein regulares Polygon fiir eine
Linie, sieche Abbildung 2.2. Der Sicherheitsabstand an einer Station ist genau der minimale
Abstand zweier benachbarter Ecken der Polygone.

Wie wir gesehen haben, wurden fiir die Linien verschiedene Anzahlen von Ankunftszei-
ten (entspricht der Anzahl der Ecken des Polygons) an den Stationen berechnet, fiir Linie
1 wurden vier Ankunftszeiten berechnet und fiir Linie 2 sechs. Diese Anzahl hangt von

dem kgV der Takte der Linien ab. Allgemein braucht man fiir die Linie 7 genau kgV(T1..Tn)

T;
aufeinander folgende Ankunftszeiten. Wenn weniger als w aufeinander folgende

Ankunftszeiten fiir die Linie ¢ betrachtet werden, so gilt im Allgemeinen nicht, dass der
Sicherheitsabstand der kleinste Abstand zweier benachbarter Ecken der Polygone fiir einen
festen Fahrplan ist. Die Fahrzeit von einer Station zur nédchsten fiir eine Linie im Fahr-
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Linie 1 —» Takt 15

Linie 2 --» Takt 10
Linie 3 --» Takt 20

Abbildung 2.2: Fahrplangraph fiir Fahrplan A = (2,5,1)

plangraphen entspricht einer Drehung des zugehorigen Polygons um die Fahrzeit dieser
Linie.

Bildlich kann man sich das Fahrplan-Problem wie folgt vorstellen. Jeder Station ent-
spricht ein Kreis der Linge kgV (T4, ..,T,) auf dem die Fahrzeiten 0,..,kgV/(T4,..,T,) — 1
eingetragen sind. Jede Linie ¢ wird durch ein reguldres Polygon mit genau w Ecken
reprasentiert. Die Fahrzeit einer Linie auf ); setzen bedeutet, dass sich eine der Ecken des
Polygons auf dem Kreis an der Position A; befindet. Die Zielfunktion besagt, dass die Po-
lygone an die Anfangsstationen so gesetzt werden, dass die Polygone an den Stationen
gleichmaBig verteilt sind. Dabei werden durch die Festlegung des Polygons der Linie an
der Anfangsstation, alle Polygone an den einzelnen Stationen, die zu dieser Linie gehéren,
durch Drehung um die entsprechende Fahrzeit festgelegt.

2.4 Zuldssige Losungen des Fahrplan-Problems

Beim Fahrplan-Problem sucht man unter den Fahrplanen, die eine optimale Losung des
Sicherheitsabstand-Problems sind, denjenigen Fahrplan, dessen Summe der Sicherheits-
abstande maximal ist. Damit sieht die Menge der zuldssigen Fahrplane fiir das Fahrplan-
Problem wie folgt aus:

Ao={X€A:6(\) =6
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Eine zulassige Losung zu bestimmen ist bereits NP-schwierig, da die Bestimmung von
§* NP-schwer ist (siehe 3.3.2). Darum ist es nicht sinnvoll, zuerst das Sicherheitsabstand-
Problem optimal zu 16sen um §* zu erhalten, da unter Umstanden bei bestimmten Strecken-
netzwerken die Berechnung von §* sehr lange dauern konnte.

Um die Berechnung von 6* zu vermeiden, kann man eine Ordnung auf der Menge aller
Fahrplane A fiir ein gegebenes Streckennetzwerk definieren. Mit dieser Ordnung lassen sich
Fahrpldne vergleichen.

Definition 2.4.1 Sei ein Streckennetzwerk N(S,C,t, L, T) gegeben und seien A\j, Ay € A
zwei beliebige Fahrplane.

Fahrplan A, ist mindestens so gut wie der Fahrplan Ay (A <j Ag)

& (B0) <80 v (B(0) = 6(A) A dz(M) < dn(he))

Offensichtlich ist <) in A reflexiv und transitiv, also eine reflexive Quasiordnung. Die
reflexive Quasiordnung <, in A induziert in A eine Aquivalenzrelation =4, die fiir Ay,

Ay € A durch

M =pA & ()\1 <a )\2) A ()\2 <a )\1>

o §(0) =) Ads(M) = ds(A2)

definiert wird.

In der Faktormenge A/=, bzgl. der Aquivalenzrelation =, definieren wir eine Relation
<i wie folgt: [M]=, <X [Ma]=, & M1 <a A2 wobei Ay, Ay € A beliebig. Die Relation <} ist

eine reflexive Ordnung in A/=,.

Satz 2.4.2 Sei ein Streckennetzwerk N(S,C,t, L,T) gegeben.

Sei Ao € A und sei [Xo]=, das mazimale Element in A/=n bzgl. der reflexive Ordnung <} .
Dann gilt: Jeder Fahrplan X € [Xo]=, ist eine oplimale Losung des Fahrplan-Problems und
umgekehrt.

Beim Losen des Fahrplan-Problems mit Hilfe des Branch-and-Bound-Verfahrens werden
wir die reflexive Quasiordnung <a benutzen, um zwei Fahrplane miteinander zu verglei-
chen.

2.5 Linienkonflikt- und Multi-Linienkonflikt-Graph

Im diesem Abschnitt wollen wir zwei Graphen definieren, die wir aus einem Streckennetz-
werk bilden kénnen. Mit Hilfe des einen Graphen werden wir in 3.2.3 das Streckennetz-
werk geeignet reduzieren, um die Optimierungsschritte beim Branch-and-Bound-Verfahren
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deutlich zu beschleunigen. Mit dem zweiten Graphen ldsst sich das Streckennetzwerk in
Teilnetze aufteilen. Fiir diese Teilnetze lassen sich Teilfahrplane erzeugen, aus denen ein

Fahrplan fiir das gesamte Streckennetzwerk gebildet werden kann, der die Eigenschaften
der Teilfahrpldne besitzt (siehe 4.5).

Definition 2.5.1 Der Linienkonflikt-Graph (LK-Graph) zum Streckennetzwerk N(S,C,t, L, T')
ist definiert als LK-G(N) = (L, E). Eine Kante existiert zwischen zwei Linien (=Knoten),
genau dann, wenn die Linien mindestens eine gleiche Station befahren, d.h. es gilt:

e = (l“lj> cl s S(lz) N S(l]) #@

Definition 2.5.2 Der Multi-Linienkonflikt-Graph (MLK-Graph) zum Strekkennetzwerk
N(S,C,t,L,T) ist definiert als MLK-G(N) = (L, M) und zwischen je zwei Linien [;,[;
existiert eine Kante (s,[;,[;) € M, genau dann wenn die Linien die Station s befahren, d.h.
es gilt:

(S,li,lj) EM&ese S(l» N S(l]>

Der Linienkonflikt-Graph entsteht folglich aus dem Multi-Linienkonflikt-Graphen durch
Eliminierung von parallelen Kanten.

Beispiel 2.5.3 In Abbildung 2.3 ist ein Streckennetzwerk mit 4 Linien und 19 Stationen
dargestellt. Den zugehorigen LK-Graphen und MLK-Graphen sieht man in den Abbildun-
gen 2.4 und 2.5.

Takt 16
Linel — 10 D
Linie2 ----- - 20 2
Linie3 ----- = 10
7]
Linie 4 15

\

1
v o2 1
(0] 2, (11 3, (13 2% (13 z(14) (15

Abbildung 2.3: Ein Streckennetzwerk mit 4 Linien und 19 Stationen
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Linie 1

Linie 2 Linie 3

Abbildung 2.4: Der LK-Graph zum Streckennetzwerk aus Abbildung 2.3.

4
5
.. &
Linie 1 7
8
6 6
| 3 5 Al 1 8
4 1
15
Linie 2 12 Linie 3
13

Abbildung 2.5: Der MLK-Graph zum Streckennetzwerk aus Abbildung 2.3.
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2.6 Umwandlung des realen Netzwerks in unser Mo-

dell

Bei der Umwandlung eines realen Streckennetzes (z.B. eines StraBenbahnnetzes) in unser
Modell muss man einige Besonderheiten beachten. In unserem Modell ist eine Linie ein
einfacher gerichteter Weg. Darum muss eine Linie im realen Netzwerk durch zwei Linien
in unserem Modell modelliert werden. Dabei wird eine Linie in Hin- und Riickrichtung
aufgeteilt. Wenn die Aufspaltung der Linien durchgefithrt wird, miissen dabei auch die
Stationen aufgespalten werden. Weiterhin muss bei der Aufspaltung der Stationen da-
rauf geachtet werden, zwischen Stationen zu unterscheiden, bei denen sowohl oberirdisch
als auch unterirdisch Linien fahren. Stationen, die nur oberirdisch oder nur unterirdisch
verlaufen, werden in unserem Modell in genau zwei Stationen aufgeteilt. Stationen, bei
denen sowohl oberirdisch als auch unterirdisch Linien fahren, werden dann in vier Stationen
aufgeteilt. Durch diese Konstruktion werden die Anzahl der Linien im realen Netz und die
Anzahl der Stationen verdoppelt.

Im Allgemeinen lésst sich das erzeugte Streckennetz nicht in zwei getrennte Netze bzgl.
Hin- und Riickrichtung unterteilen, siehe dazu Abbildung 2.6 und 2.7. Um festzustellen,
ob man das Streckennetzwerk in getrennte Teilnetze unterteilen kann, reicht es aus, 1m
zugehorigen LK-Graphen die Zusammenhangskomponenten zu berechnen. Jede Zusam-
menhangskomponente bildet ein Teilnetz, das von den anderen Teilnetzen unabhéngig ist,
well sie keine gemeinsamen Linien besitzen. Daher kann man diese Teilnetze auch getrennt
optimieren.

—— Liniel

A- ---- Linie2

"""" Linie 3

Abbildung 2.6: Ein Netz, bei dem man Hin- und Rickrichtung nicht entkoppeln kann.

2.7 Andere Zielfunktionen

In diesem Abschnitt wollen wir andere Zielfunktionen vorstellen und begriinden, warum
diese nicht sinnvoll sind.
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S vy
B(H) A G

ﬁ * V —— Liniel
A(H) r A(R) ---- Linie2

C(H) D(H) EH) F(H)
_» 44444 l> .. l> l>
--= > - - - -t > > -=>

4— ........ < <
<-<-|<------------ <-;<--

C(R) D(R) E(R) F(R)

Abbildung 2.7: Unser Modell zum Streckennetzwerk in Abbildung 2.6.

2.7.1 Maximierung der Summe aller Sicherheitsabstinde ohne
Beriicksichtigung von 4*

Wenn wir die Summe aller Sicherheitsabstidnde maximieren ohne den minimalen Sicher-
heitsabstand * zu beriicksichtigen, so sieht das Problem wie folgt aus:

Oy 1= r/{leaf(&()\) (2.7.

[N}
-~
Ne)
~—

Da {X € A:6(X) = §*} C A ist, gilt offensichtlich:
max  dx(A) < maxdy(A)

AEAB(N)=8* = eA

Da der Sicherheitsabstand nicht betrachtet wird, kann es bei der Optimierung der

Summe der Sicherheitsabstdnde geméaf 2.7.9 vorkommen, dass der optimale Fahrplan den
Sicherheitsabstand 0 hat.

Beispiel 2.7.1 Ein optimaler Fahrplan fiir das Streckennetzwerk in Abbildung 2.8 bzgl.
des Fahrplan-Problems und damit auch des Sicherheitsabstand-Problems ist z.B. A\; =
(0,2,4,1,3,5). Fiir die Sicherheitsabstande des Fahrplans A; gilt dann: §(A;) =1 = 6* und
In(A) =9 = d5.

Ein optimaler Fahrplan fiir Zielfunktion (2.7.9) ist z.B. X(0,2,4,0,3,6) mit d5(X;) = 10
und d(Ay) = 0.

Das folgende einfache Beispiel zeigt, dass die Differenz zwischen den optimalen Lésun-

gen gemif den Zielfunktionen (2.7.9) und (2.2.8) beliebig grof sein kann.
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Linie1,2,3 ==& 6

Linie4,5,6 ---=-&= 9

1 1 "
:111: :111:

Abbildung 2.8: Beispiel eines Streckennetzwerks, fir das beziiglich der Zielfunktion (2.7.9)
der optimale Fahrplan den Sicherheitsabstand 0 hat.

Beispiel 2.7.2 Die Abbildung 2.9 stellt ein Streckennetzwerk mit 3 Linien und k43 Sta-
tionen dar.

Liniel--= TaktT
Linie2 --= TaktT

Linie3 —= TaktT k+3
;
'
1 1 y 1
————————— > - - = e b m
1 2 k G e > k+2
=

Abbildung 2.9: Beispiel, fiir das dy und 5 sehr weit auseinander liegen.

Sei T > 3.

Der Fahrplan Xy = (0, L%J , T — L%J) ist ein optimaler Fahrplan fiir das Fahrplan-
Problem. An den Stationen ¢ € {1,...,k} gilt fiir den Sicherheitsabstand beim Fahrplan
/\1:

s =72 ||

und an den anderen Stationen gilt:
S k+1) =8N, k+2) = |L] und §(N\,k+3)=T.
Daraus folgt: 6* = | L | und 63 = k- (T —2- |[L])+2- |L| 4+ T.

Ein optimaler Fahrplan fiir das Problem 2.7.9 ist A, = (0, L%J , L%J ). Fiir den Fahrplan
Az betragen die Sicherheitsabstdnde an den Stationen: §(Az,1) = L%J, fir 2 € {1,...,k}
und (A, k+ 1) = §(A, k 4+ 2) = L%J und (A, k+3) =T.
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Also gilt: 5(/\2) = L%J und dy = k - LTJ + 2. L%J + T

et A R

fiir gentigend grofie T'.

0|

>~

Im Folgenden wollen wir noch kurz erldutern, warum es sinnvoll ist, das Fahrplan-

Abbildung 2.10: Obere Schranken fiir den Sicherheitsabstand in einem Streckennetzwerk
fiir verschiedene Bezirke.

Problem zu betrachten.

Abbildung 2.10 stellt die Sicherheitsabstande, die in einem Streckennetzwerk erreich-
bar waren, dar. In der Innenstadt ist ein Sicherheitsabstand von 2, in den drei Randberei-
chen ist ein Sicherheitsabstand von 6, 6 und 5 erreichbar. Ein optimaler Fahrplan fiir das
Sicherheitsabstand-Problem wére gefunden, wenn wir einen Fahrplan finden wiirden, der
in allen Bezirken den Sicherheitsabstand 2 hat. Fin optimaler Fahrplan fiir das Fahrplan-
Problem miisste in der Innenstadt einen Sicherheitsabstand von 2 erreichen und einen
moglichst groflen Sicherheitsabstand auch in den Randbezirken erreichen.

Abbildung 2.11: Beispiel fiir ei-
ne optimale Losung des Fahrplan- Abbildung 2.12: Beispiel fiir eine op-
Problems. timale Losung des Problems (2.7.9).

Wenn man die Summe aller Sicherheitsabstinde maximiert ohne den minimalen Si-
cherheitsabstand 6* zu beriicksichtigen, so kann man nicht garantieren, dass im Zentrum,
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wo die Stationen stark befahren werden, der optimale Sicherheitsabstand erreicht wird. Es
kann sogar passieren, dass der Sicherheitsabstand im Zentrum Null wird, d.h. zwei Linien
haben dieselbe Ankunftszeit.

2.7.2 Erweiterung der Zielfunktion des Fahrplan-Problems

Ein optimaler Fahrplan fiir das Fahrplan-Problem erreicht den optimalen Sicherheitsab-
stand an allen Stationen unter Beriicksichtigung des Sicherheitsabstandes im Zentrum,
aber verteilt nicht immer die Ankunftszeiten an den Stationen gleichméBig, wie man es am
folgenden Beispiel sehen kann.

Beispiel 2.7.3 In Abbildung 2.7.3 sehen wir m Linien, die durch dieselben Stationen
fahren und den gleichen Takt 7" haben.

Abbildung 2.13: Ein Streckennetzwerk mit m Linien und n Stationen.

-l

5g:5§:n-{zJ

m

Offensichtlich gilt:

Die folgenden zwei Losungen fiir das Fahrplan-Problem sind beide optimal:
L. A =(0,0%2-6,3-6"...,(m—1)-6%)
2. 0= (0,[Z],[22],..., | 2221 ])

Was ist der Unterschied zwischen den beiden Losungen?

Die erste Losung Ay verteilt die Ankunftszeiten auf den ersten Teil des durch den Takt
T gegebenen Zeitintervalls, dabei kann unter Umstanden ein betrachtlicher Rest des Zeit-
intervalls ungenutzt bleiben. Die zweite Losung Ay verteilt die Ankunftszeiten gleichméaBig
auf das Zeitintervall.

Hier ein konkretes Beispiel: T'=10;m = 6;n = 2

1. A =(0,1,2,3,4,5)
2. A, =(0,1,3,5,6,8)



2.7 Andere Zielfunktionen 27

Wie lassen sich solche ungleichmaBigen Verteilungen der Ankunftszeiten vermeiden?
Wenn an den Stationen anstelle der Maximierung des minimalen Sicherheitsabstandes die
Minimierung der Differenz zwischen maximaler und minimaler Wartezeit aufeinanderfol-
gender Linien an derselben Station betrachtet wird, wiirden die Ankunftszeiten gleichmafi-
ger verteilt.

min Y (Gmaa(s,A) = Gmin(s, A)) =t &g (2.7.10)

AeA:S(N)=6*
EAb(A)=b" T3

wobel 60:(8, A) (baw. dmin(s,A)) die maximale (minimale) Wartezeit zweier aufeinander
folgender Linien an der Station s ist.

Diese Zielfunktion braucht man nicht zu betrachten, da solche Strukturen selten auftau-
chen und normalerweise die ungleichméafige Verteilung durch die Randbezirke verhindert
wird.






Kapitel 3
Zeit-Komplexitat

Dieses Kapitel untersucht die Zeit-Komplexitét einiger Probleme bei der Fahrplanoptimie-
rung. Zuerst wird die Zielfunktion betrachtet, die von den Sicherheitsabstdnden an den
einzelnen Stationen abhéangt. Dafiir wird die Berechnung des Sicherheitsabstandes an einer
Station und im gesamten Streckennetzwerk untersucht. Fiir die Berechnung des Sicher-
heitsabstandes im gesamten Streckennetzwerk werden Relationen definiert, mit deren Hilfe
die Anzahl der Stationen, die betrachtet werden miissen, erheblich verringert werden kann.
Danach wird die Komplexitat des Sicherheitsabstand- und Fahrplan-Problems betrach-
tet. Es wird durch Reduktion des k-Farbungsproblems auf das Entscheidungsproblem zum
Sicherheitsabstand-Problem gezeigt, dass das Sicherheitsabstand-Problem NP-vollstandig
ist. Zuletzt wird untersucht, ob die Dimension des Suchraums verringert werden kann.

3.1 Sicherheitsabstand an einer Station

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, wie wir den Sicherheitsabstand an einer Sta-
tion am besten berechnen kénnen. Zuerst wird die Berechnung des Sicherheitsabstandes
zwischen zwei Linien an einer Station betrachtet. Danach wird dieser Schritt auf die Be-
rechnung des Sicherheitsabstandes an einer Station erweitert.

3.1.1 Sicherheitsabstand zwischen zweil Linien an einer Station

Nach Definition 2.1.4 ist der Sicherheitsabstand &(s,/;, [, A) zwischen zwei Linien [;, I
an einer Station s fiir einen vorgegebenen Fahrplan A definiert als der kleinste zeitliche
Abstand der Ankunftszeiten der beiden Linien an der Station s.

8(s, L, Ik, A) :=min |a(s, [;, A) + 7 - Tj —a(s, [, A) — ¢ - T}

rtEN

Man kann zeigen, dass man zur Berechnung des Sicherheitsabstandes &(s,/;, [, A) an
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einer Station s fiir einen festen Fahrplan A nur ein Zeitintervall der Liange kgV(Ti,, T;,)
betrachten muss. Fiir beide Linien berechnet man die Ankunftszeiten in diesem Zeitinter-
vall und sortiert diese Ankunftszeiten aufsteigend. Der kleinste Abstand zweier aufeinander
folgender Ankunftszeiten in der aufsteigend sortierten Ankunftszeitenfolge bildet den Si-
cherheitsabstand.

Beispiel 3.1.1 Wenn zwei Linien mit Takt 15 und Takt 20 zum Zeitpunkt 8 und 17
an derselben Station ankommen. So sind die Ankunftszeiten der Linien im Zeitintervall
kgV(15,20) = 60 die folgenden: 8, 17, 23, 37, 38, 53, 57. D.h. Sicherheitsabstand an der
Station betragt 38 — 37 =1

—— Takt 15

57 -~ -- Takt 20
ssmg

B EY

38N 23
37

Der Sicherheitsabstand ist der kleinste Abstand zwischen den Ankunftszeiten.

Diese Idee beruht auf Arbeiten iiber reguldre Polygone von Guldan und Burkard([Bur86],
[Gul80]). Sie untersuchten regulare Polygone in einem Kreis. Dabei versucht man Polygo-
ne so in einen Kreis einzuzeichnen, dass die Abstande zwischen den Ecken der Polygone
bestimmte Zielfunktionen maximieren oder minimieren.

Ein anderes Verfahren zur Sicherheitsabstandsbestimmung zweier Linien, das in einer
Arbeit von Vince [Vin89] genannt wird, besagt:
Satz 3.1.2 Sei A € A, s € S und [;,1}, € L(s). Dann gilt:
8(s, 1,1y, A) = min{d, ggT(1;,T}) — d}
wobei d = |a(s,l;, \) — a(s, [, N)| mod ggT(T;,Ty) ist.

Um den Sicherheitsabstand zwischen zwei Linien zu berechnen, braucht man nach Satz
3.1.2 also nur je eine Ankunftszeit der beiden Linien und den grofiten gemeinsamen Teiler
der Takte dieser Linien.

Angewandt auf Beispiel 3.1.1 ergibt sich wegen g¢T'(15,20) = 5 und
d =18 — 17| mod 5 = 4 fiir den Sicherheitsabstand min{4,5 — 4} = 1.

Die Laufzeiten der beiden Verfahren:
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(TivTJ)
TJ

o Laufzeit kgV (T;,T;)-Berechnung + kgvgi7TJ) 4 kaV
e Laufzeit g¢T'(T;, T;)-Berechnung + C

Offensichtlich ist das Verfahren aus Satz 3.1.2 besser beeignet fiir die Berechnung des
Sicherheitsabstandes zwischen zwei Linien als das andere Verfahren.

3.1.2 Berechnung des Sicherheitsabstandes an einer Station

Nach Definition 2.1.5 ist der Sicherheitsabstand (s, A) an einer Station s, der minimale
Sicherheitsabstand zweier Linien fiir einen festen Fahrplan A:

8(s, ) = MmN, 1, e1(s),#1 8(s, 1, 1k, X), falls |L(s)| > 1
U falls |L(s)| = 1, d.h. L(s) = {I}

Um den Sicherheitabstand an einer Station zu berechnen, gibt es zwei Moglichkeiten.
Bei der ersten Moglichkeit werden die Sicherheitsabstande fir je zwei Linien berechnet und
spater wird das Minimum dartiiber bestimmt, genau wie in der Definition. Man berechnet
bei der zweiten Moglichkeit den Sicherheitsabstand direkt, in dem eine bestimmte Anzahl
von Ankunftszeiten der Linien berechnet wird.

Berechnung von §(s, A\) mittels Sicherheitsabstéinden fiir alle Linienpaare

Wir benutzen die Idee aus dem vorherigen Abschnitt zur Berechnung des Sicherheitsab-
standes zwischen zwei Linien an einer Station und berechnen mit deren Hilfe den Sicher-
heitsabstand fiir jedes Linienpaar. Der minimale Sicherheitsabstand zwischen zwei Linien
ware dann der Sicherheitsabstand an der Station.

Direkte Berechnung von §(s, \)

Die direkte Berechnung des Sicherheitsabstandes §(s, A) an einer Station s fiir einen Fahr-
plan X erfolgt, in dem zuerst alle Ankunftszeiten der Linien im Intervall [0, kgV (T (L(s))) —
%(ZL(S))) Ankunftszeiten. Danach
werden alle Ankunftszeiten geordnet und der kleinste Abstand zur nichsten Ankunftszeit
berechnet, dabei ist auch der Abstand von letzter Ankunftszeit zur ersten Ankunftszeit zu
beachten, unter Beachtung der Periodizitat der Ankunftszeiten. Der Algorithmus zur di-
rekten Berechnung des Sicherheitsabstandes §(s, A) an der Station s fiir einen vorgegebenen

1] berechnet werden. Fiir jedes [ € L(s) wiren es genau

Fahrplan X sieht wie folgt aus:
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Algorithmus 1: Algorithmus zur direkten Berechnung des Sicherheitsabstandes 6(s, A)
an einer Station s fiir einen Fahrplan A

Gegeben: Fahrplan A;

Sei Ty = kgV{Ti|l € L(s)} und m = ZleL(s) T—l

)
Sei A ein Array mit m Feldern und 0 < a;(s) < T; die Ankunftszeit der Linie [ an
der Station s ;

1= 1;
foreach [ € L(s) do
for j « 0 to%‘—ldo
L Alil == ai(s)+ - Ty
i+

Sortiere Array A;
5(s,\) =Tg;
for j 1 tom—1do
if (A7 +1] — A[j]) < d(s,A) then
e A i

if (A[1]+Ts — A[m]) < é(s,A) then
| 0(s,A) = A[l] + T, — Alm];

3.2 Berechnung des Sicherheitsabstand und die Sum-
me der Sicherheitsabstinde im gesamten Strecken-
netzwerk

Nach Definition gilt fiir den Sicherheitsabstand und die Summe der Sicherheitsabstiande:

§(A) := mind(s, A) In(A) = 25(5, A)

SES
SES

Wie man sieht, geht hier die Anzahl der Stationen entscheidend ein. Da viele Stationen
gleiche Eigenschaften haben, kann man diese zusammenfassen.

Im Branch-and-Bound-Algorithmus, der im Kapitel 4 vorgestellt wird, werden haufig
der Sicherheitsabstand und die Summe der Sicherheitsabstande berechnet. Da diese Be-
rechnungen oft die meiste Rechenleistung benotigen, wird in diesem Abschnitt untersucht,
in wieweit eine Reduktion des Streckennetzwerks durchgefithrt werden kann, so dass die
Branch-and-Bound-Schritte erheblich beschleunigt werden.

Wie man an der Definition des Sicherheitsabstands und der Summe der Sicherheits-
abstande sehen kann, héngen diese sehr stark von der Stationsmenge ab. Viele Stationen
eines Streckennetzwerks sind aber iiberfliissig fiir die Berechnung der Sicherheitsabstiande,
weil sie nur von einer Linie oder von gleichen Linien befahren werden oder deren Infor-
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mationen in anderen Stationen enthalten sind. Ziel der Reduktion wird es sein, die Menge
der Stationen so zu reduzieren, dass mit der reduzierten Stationsmenge gearbeitet werden
kann, ohne irgendwelche Information zu verlieren.

Es stellt sich die Frage, welche Stationen wirklich nétig sind, um den Sicherheitsabstand
(bzw. die Summe der Sicherheitsabstidnde) fiir einen gegebenen Fahrplan zu berechnen.

Zuerst wird der Sicherheitsabstand untersucht und mit Hilfe einer Hitting-Set-Betrach-
tung eine Menge von Stationen gefunden, die das Gewiinschte leistet. Da sich leider diese
Art der Reduktion nur fiir das Sicherheitsabstand-Problem eignet, wurde ein anderes Re-
duktionsverfahren entwickelt, das auf der Konstruktion geeigneter Relationen iiber der
Menge der Stationen beruht. Am Ende dieses Abschnitts wird eine weitere Aquivalenzre-
lation auf den Kanten des MLK-Graphen vorgestellt, die sich zur Berechnung des Sicher-
heitsabstandes als geeigneter erweist. Eine Kombination der Ergebnisse aus den Relationen
auf der Menge der Stationen und den Kanten des MLLK-Graphen liefert eine erhebliche Be-
schleunigung der Branch-and-Bound-Schritte.

3.2.1 Reduktion der Stationenmenge mittels des Hitting-Set-Prob-
lems

Im Folgenden wollen wir beschreiben, wie sich die Streckennetzwerk-Reduktion auf das
Hitting-Set-Problem tibertragen lasst und warum man dabei keine optimale Losung verliert.

Hitting-Set-Problem

Definition 3.2.1 (Hitting-Set-Problem)
Gegeben sei eine endliche Menge S, und eine Teilmenge € der Potenzmenge von 5, d.h.
¢ c2°.

Eine Teilmenge Sy C S wird Hitting-Sel von C genannt, wenn Sy mindestens ein Element
von jeder Menge in € enthilt, d.h. Ve € € : ¢N Sy # @. Das Problem besteht darin, ein

Hitting-Set minimaler Gréfie zu finden.

Hitting-Set-Problem fiir ein Streckennetzwerk

Die Menge S einer Instanz des Hitting-Set-Problems wird durch die Menge der Stationen
S gebildet.

Die Menge € wird wie folgt gebildet:

e Definiere fiir alle [;,/; € L mit [; # [; die Menge der Stationen, die sowohl von der
Linie /; als auch von der Linie /; befahren werden:

Si; = S(l;) N S(1;)
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e Sei sg € Szy
Sij(s0) = {s € Sij|F(s0, 8, 1i) = F(s0,5,1;)} U{so}
Sij(s0) enthélt die Stationen s aus 5;;, die von sy mit den Linien /; und [; in gleicher
Fahrzeit erreichbar sind.

o C={Si;(so)lls,l; € L,1; # lj,50 € Sis}
Satz 3.2.2 Sei N(S,C.t, L, T) ein Streckennetzwerk und sei Sy C S ein Hilting-Sel von
C, wobei C wie oben gebildet wird. Dann gilt fir jeden Fahrplan X:

§(A) =mind(s,\) = mind(s,\)

SES sESy

D.h. fir die Berechnung des Sicherheitsabstandes reicht die Menge der Stationen Sop.

Beweis: Sei Sy C S ein Hitting-Set von € und sei A € A beliebig. Seien [;, [; € L, l; # [;
und s € 5;;.

Beh.: Jso € Si5 N So : 0(s0,li, L5, A) = 0(s,li, 1, \)

Sei C' € Cmit s € C'und C C §j;. Solch eine Menge C' aus C existiert, da € disjunkte
Teilmengen von S;; enthélt, deren Vereinigung .5;; ergibt.

Da Sy ein Hitting Set von € ist, gilt: Sy N C # 0. Sei sy € Sy N C beliebig, dann gilt:
F(so,s,1l;) = F(so,s,1j)

8(s0, Ly j X) = min |a(se, [;, A) + 7 - Ty — a(so, 1, N) —t- T}

rtEN
= mi%|a(so, LiyA)+ F(so, s, L) +r-T; —a(so, j, A) — F(s0,8,0;) —t- T}
rte
= IIliI&JCL(S(), LiyA) + F(so, s, L) + 1 - Ti —a(so, lj, A) — F(so,s,1;) —t- Ty
rie
= gflérl\ﬂa(s, Ly A)+r-T,—a(s,l;,A) —t- Ty
= 5(8, li, lj, /\)
Aus der Behauptung folgt mit der Definition von d(s, A) der Satz. 0

Greedy-Algorithmus fiir das Hitting-Set-Problem

Die Bestimmung eines bzgl. der Kardinalitdt minimalen Hitting-Sets ist NP-hart [GJ79].
Darum ist es nicht sinnvoll das Hitting-Set-Problem optimal zu 16sen, da unter Umstanden
bei bestimmten Streckennetzwerken die Berechnung eines minimalen Hitting-Sets sehr lan-
ge dauern konnte. Deshalb haben wir einen Greedy-Algorithmus implementiert.
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Der Algorithmus setzt am Anfang alle Mengen in € unmarkiert. Der Algorithmus wahlt
in jedem Schritt eine Station, die in den meisten unmarkierten Mengen auftaucht. Dies wird
solange wiederholt bis alle Mengen in € markiert sind.

Algorithmus 2: Greedy-Algorithmus fiir das Hitting-Set-Problem
Seien S und € gegeben;
So :=0;
while C # () do
Wiihle eine Station sq € S\Sy, fiir die gilt: |Gy, | := MaXes\ s, |Cs|, wobei G, =

{ceC:s€c};
So = Sy U {50};
C:= C\Cq,;
ohne Red. || HitSet-Red.
Instanzen | || |5 | Sol
7, 20 461 16
I | 28 543 28
Io | 26 525 99

Tabelle 3.1: Ergebnisse der Stationsreduktion fiir die KVB-Testinstanzen mit dem Greedy-
Algorithmus 2.

Die Tabelle 3.1 gibt die GroBe der Streckennetzwerke fiir die drei verschiedenen In-
stanzen fiir das Straflenbahnnetz der Koélner Verkehrs-Betriebe (KVB) vor und nach der
Daten-Reduktion an. Genaueres zu den Instanzen ist im Abschnitt 6.2.1 angegeben. Wie
man an der Tabelle 3.1 sieht, wird durch die Datenreduktion die Datenmenge um 95%
reduziert.

Aus der Arbeit von Chvatal [Chv79] folgt eine Giiteabschéatzung fiir So. Der Beweis

nutzt eine Transformation des Hitting-Set-Problems in das Set-Covering-Problem.

Satz 3.2.3 Sei S eine optimale Lésung des Hitting-Set-Problems und Sy die von dem
Greedy-Algorithmus 2 bestimmte Losung. Fs gilt:

d
e
5ol < %1857
i=1

wobei
d= : .
IEEaSXHc €C:sé€cl

Bemerkung 3.2.4 Bei den oben angegebenen Instanzen ergibt sich jeweils der Wert d =
10, woraus mit Satz 3.2.3 folgt, dass die Greedy-Losung die optimale Losung mit dem
Faktor 2.93 approximiert.
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3.2.2 Reduktion der Stationenmenge mittels Relationen

In diesem Abschnitt werden eine Aquivalenzrelation und eine Halbordnung auf der Menge
der Stationen vorgestellt, mit deren Hilfe die Summe der Sicherheitsabstinde bzw. der
minimale Sicherheitsabstand schneller bestimmt werden koénnen.

Aquivalenzrelation zur Berechnung der Summe der Sicherheitsabstinde

Wir wollen Stationen zusammenfassen, die denselben Sicherheitsabstand haben, gleichgiiltig
welchen Fahrplan man auswahlt.

Ein Fahrplan an einer Station ist die Gesamtheit aller Ankunftszeiten an dieser Stati-
on. Man kann ihn durch reguldre Polygone darstellen, wobei je ein reguldres Polygon die
Ankunftszeiten einer Linie darstellt. Die Abstande zwischen den Polygonecken é&ndern sich
nicht, wenn man alle Polygone um die gleiche Einheit dreht (sieche Abb. 3.1). Der minimale
Abstand zwischen den Polygonecken ist der Sicherheitsabstand, d.h. der Sicherheitsab-
stand an zwei Stationen ist gleich, wenn diese von denselben Linien befahren werden und
die Fahrzeit aller Linie zwischen den beiden Stationen gleich ist (modulo ihres Taktes).

S S,

Abbildung 3.1: Zwei Stationen, die bzgl. ~p, dquivalent sind.

Im Folgenden definieren wir eine Relation, mit deren Hilfe wir eine geeignete Teilmen-
ge der Stationen ermitteln werden, die ausreichend fiir die Berechnung der Summe der
Sicherheitsabstande ist.

Definition 3.2.5 Sei S die Menge der Stationen eines Streckennetzwerks. Definiere eine
Relation Ry auf der Menge S wie folgt:

81 ~“Ry, S2 =

o L(s1) = L(sz) und
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e Jc€ZVI € L(s1): F(s1,82,0) =c

D.h. zwei Stationen stehen in Relation zueinander, wenn beide durch die gleichen Linien
befahren werden und die Fahrzeiten aller Linien zwischen den beiden Stationen gleich sind.

Aus der Definition 3.2.5 folgt offensichtlich der folgende Satz:
Satz 3.2.6 Die Relation Ry in der obigen Definition ist eine Aquivalenzrelation.

Lemma 3.2.7 Seien si, s € S. Wenn sy ~pgy, sq isl, so st der Sicherheilsabstand an den
Stationen s, und sy fiir jeden Fahrplan gleich, d.h.

VYA€ A:0(s1,A) = 0(s2,A)

Lemma 3.2.7 lasst sich leicht mit der Definition des Sicherheitsabstands beweisen.

Definition 3.2.8 Sei Sy C S. Wir bezeichnen Sy als Repriasentantenmenge der Faktor-
menge S/ Ry, wenn gilt:

e |Sy|=|S/Rg| und
® Uses,[slrs =5

Mit Hilfe von Lemma 3.2.7 kann der folgende Satz leicht bewiesen werden, der uns zeigt,
dass wir fiir die Berechnung der Summe der Sicherheitsabstinde nur die Faktormenge und
die Kardinalitaten der Aquivalenzklassen brauchen.

Satz 3.2.9

VAEA:ds(\) =D d(s,A) = > [s]agl - 3(s,A)

seS sESy,

Relation zur Berechnung des Sicherheitsabstands

Wir kénnten den Sicherheitsabstand bereits mit der Stationsmenge Sy berechnen. Die
Zahl der fir die Berechnung des Sicherheitsabstands bendtigten Stationen lésst sich aber
noch weiter reduzieren. Da man bei der Sicherheitsabstandberechnung auf dem gesamten
Streckennetzwerk das Minimum der Sicherheitsabsténde an den einzelnen Stationen bildet,
kénnen wir Stationen, deren Sicherheitsabstand fir jeden Fahrplan gréfer oder gleich dem
Sicherheitsabstand an einer anderen Station ist, eliminieren. Die Abbildung 3.2 zeigt ein
Beispiel. Wir haben zwei Stationen, alle Linien der Station s; fahren durch beide Stationen
und jede Linie braucht die gleiche Fahrzeit. Dann ist offensichtlich, dass der Sicherheitsab-
stand an der Station s; gréBer oder gleich dem Sicherheitsabstand an der anderen Station s,
ist. Da das Minimum der Sicherheitsabstande iiber alle Stationen beim Sicherheitsabstand
berechnet wird, sind solche Stationen wie s; nicht von Bedeutung.
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Abbildung 3.2: Zwei Stationen, die bzgl. <p, in Beziehung stehen.

Definition 3.2.10 Sei S die Menge der Stationen eines Streckennetzwerks. Definiere eine
Relation Rs auf der Menge S wie folgt:

31 <Ry 82 &
o L(s1) C L(sz) und
e Jc€ZVI € L(s1): F(s1,82,0) =c

Satz 3.2.11 Die Relation Rs ist reflexiv und transitiv, aber weder symmetrisch noch an-
tisymmelrisch.

Satz 3.2.12 Die Relation Rs eingeschrinkt auf die Menge Sy, ist reflexiv, transitiv und
antisymmetrisch, d.h. die Relation Rs ist eine reflexive Halbordnung in Sy.

Die Satze 3.2.11 und 3.2.11 lassen sich leicht aus den Definition beweisen. Fiir die Relation
Rs gilt auch ein dhnliches Lemma wie in Lemma 3.2.7:

Lemma 3.2.13 Seien sq, so € 5. Wenn s1 <g, s2, so gilt:

VA€ A:d(s1,A) > 0(sq,A)

Definiere im Folgenden eine Menge, die zur schnellen Berechnung des Sicherheitsabstandes
hilfreich sein wird.

Definition 3.2.14
S5 ={s € Sx|Vs1 € Sx,51 # 515 Lps 51}

Ss sind die maximalen Elemente von Sy, bzgl. Rs.



3.2 Berechnung des Sicherheitsabstand und die Summe der Sicherheitsabstande im
gesamten Streckennetzwerk 39

Mit Hilfe von Lemma 3.2.13 und der Definition 3.2.14 kann der folgende Satz leicht
bewiesen werden, der uns zeigt, dass wir fiir die Berechnung der Sicherheitsabstdnde nur
die Stationsmenge S5 brauchen.

Satz 3.2.15
YA€ A:4(X) =mind(s,A) = mind(s, )

SES SESs

Bemerkung 3.2.16 Die Relationen Rs und Ry, lassen sich leicht verallgemeinern, in dem
man die folgende Zeile in der Definition:

de€ ZVIl € L(s1): F(s1,82,0) =¢

durch
de€ ZVle L(s1)IH €Z: F(si,s9,l)=c+t-T,

ersetzt. Alle Eigenschaften der beiden Relationen bleiben erhalten.

ohne Red. | Relation | Greedy-Alg.

Instanzen | || 15| || 19%] || IS5l | | Sol
I | 20 461 28 || 16 16

I | 28 543 48 || 28 28

To | 26 525 | 44 || 22 99

Tabelle 3.2: Ergebnisse der Stationsreduktion fiir die KVB-Testinstanzen.

Die Tabelle 3.2 gibt die Anzahl der Stationen fiir die Instanzen vor und nach der Daten-
Reduktion an. Wie man an der Tabelle 3.2 sieht, wird durch die Reduktion die Anzahl der
Stationen, die fiir die Berechnung des Sicherheitsabstandes (bzw. Summe der Sicherheits-
abstdnde) benotigt werden, um mindestens 95% (bzw. 90%) reduziert. Betrachtet man den
Greedy-Algorithmus fiir das Hitting-Set-Problem, so erkennt man, dass dieser genau die
Relation Rs benutzt. Darum ist es nicht iiberraschend, dass die Anzahl der Stationen von

So und Ss in der Tabelle 3.2 gleich ist.

Bemerkung 3.2.17 Eine andere Art von Datenreduktion stellt Weihe [Wei98] vor. Dabei
geht es um die Uberdeckung von Linien durch Stationen. Dort ist eine Menge von Linien
gegeben. Es ist eine minimale Anzahl von Stationen gesucht, so dass jede Linie von min-
destens einer Station iiberdeckt wird, d.h. jede Linie befdhrt mindestens eine Station aus
den ausgewihlten Stationen. Die Datenreduktion in seiner Arbeit nutzt Relationen aus,
die auf den Linien und Stationen eines Streckennetzwerks definiert sind.
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3.2.3 Reduktion durch eine Aquivalenzrelation auf Kanten des
MLK-Graphen

Die bisher vorgestellten Reduktionen versuchen die Anzahl der Stationen zu verringern,
um so die Berechnung des Sicherheitsabstandes und der Summe der Sicherheitsabstédnde
zu beschleunigen. Nach diesen Reduktionen werden trotzdem manche Sicherheitsabsténde
zwischen zwei Linien mehrfach an verschiedenen Stationen berechnet. Um dies zu vermei-

den, betrachtet man die Kanten des Multi-Linienkonflikt-Graphen (MLK-Graphen), die

die Konflikte zwischen den Linien an den einzelnen Stationen darstellen.

Dazu wird dhnlich zu den bisher definierten Relationen auf der Menge der Stationen,
eine Relation auf der Menge der Kanten des MLK-Graphen definiert.

Mit Hilfe dieser Relation konnten auch die Anzahl der Variablen und (Un-)Gleichungen
in den ganzzahligen linearen Programm-Darstellungen des Fahrplan-Problems in Kapitel
5 erheblich verringert werden.

Nach Definition gilt fiir den Sicherheitsabstand:
I(A) = rsrgbp(S(s, A)

= min{min 7}, min 8(s, L, g, A}
€L sES,IEL(s),l;#lk

In der Regel gilt fiir jeden Fahrplan A:

min7; > min 0(s, 05, Lk, A)
leL s€S, 5 Ik EL(s), £l

Damit diese Bedingung verletzt wird, muss mindestens eine Linie existieren, die keine
gemeinsame Station mit anderen Linien hat.

Sei jetzt 0.B.d.A:
JO ses,lj,l,IgIeliLI(ls),zﬂézk JCLLEEY
Nach Definition 2.5.2 ist die Menge der Kanten im MLK-Graph wie folgt definiert:
M = {(s, )|l L Nl € L(s)}
= {ls; i Il # L As € S(1) NS (L)}

Offensichtlich gilt dann fiir den Sicherheitsabstand:

5(A) = min 8(s, L, 1k, X)

meM,m=(s,l;,lx)

Schreibe ab jetzt kurz:

§(A) = min §(m, X) (3.2.1)

meM
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Um den Sicherheitsabstand zu berechnen, benotigen wir nicht die ganze Kantenmenge
M des MLK-Graphen. Die Elemente von M, die zur Berechnung des Sicherheitsabstands
nétig sind, werden durch eine Relation bestimmt.

Definition 3.2.18 Sei M die Menge wie oben beschrieben. Definiere eine Relation Ras
auf der Menge M wie folgt:

ma = (s1,li1,012) ~ry, m2 = (82,121, 122)
& {lishiay = {lor, laa} A Fs1,82,011) = F(s1, 82,112)
Aus der Definition 3.2.18 ergibt sich offensichtlich das néchste Ergebnis:
Satz 3.2.19 Die Relation Ry ist eine Aquivalenzrelation.

Satz 3.2.20 Seien my,my € M. Wenn my ~g,, my gilt, so ist der Sicherheitsabstand auf
my und mqy fir jeden Fahrplan gleich, d.h.

VYA €A :d(mi,A) = d(ma, A)

Der Satz 3.2.20 folgt sofort aus der Definition des Sicherheitsabstandes zweier Linien. Aus
dem Satz 3.2.20 ergibt sich:

Korollar 3.2.21 Set My C M die Reprdisentantenmenge von M. Dann gilt:
§(A) = min §(m, A) = min §(m, A)

meM mEMy

D.h. wir benétigen zur Berechnung des Sicherheitsabstands ein Element aus jeder Aquiva-
lenzklasse der Aquivalenzrelation ~pg,,.

Instanzen | [L| || |S] || |M]| || | Mo If\]@“%

I, | 20 || 461 || 202 46 | 22.77
Lo | 28 || 543 | 383 78| 20.37
Ty | 26 || 525 | 320 68 | 21.25

Tabelle 3.3: Ergebnisse der Reduktion der Kanten des MLK-Graphen fir die KVB-

Testinstanzen.

Definition 3.2.22 Sei M, C M die Reprisentantenmenge von M. Definiere eine Abbil-
dung r: M — My, die jedem m € M seinen Représentanten zuordnet, d.h.

r(m) =mo < m~p,, moAméE M ANmg € M

M(s):={m e M|3l;,ly € L(s) :m = (s,1;,1)}
Mo(s) :={mg € Mo|dm € M(s) : r(m) =mqo}
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Im Folgenden wollen wir erlautern, wie man aus der Menge M, die Summe der Sicher-
heitsabstdnde berechnet. Dazu muss zuerst geklart werden, wie man den Sicherheitsabstand
an einer Station berechnet.

Aus der Definition 3.2.22 und dem Satz 3.2.20 ergibt sich fiir die Berechnung des Sicher-
heitsabstandes an einer Station, die von mehr als zwei Linien befahren wird, das folgende
Lemma:

Lemma 3.2.23 Sei A ein beliebiger Fahrplan und sei s € S eine Station, die von min-
destens zwei Linten befahren wird, d.h. |L(s)| >= 2, so gilt fir den Sicherheilsabstand an
der Station s:

§(s,A) = min §(m,A) = min §(m,N)

meM (s) meEMo(s)

Lemma 3.2.23 und Satz 3.2.15 fiithren zu folgender Aussage, die uns einen Algorithmus zur
Berechnung der Sicherheitsabstdnde liefert.

Satz 3.2.24
VYA€ A:0(N) =mind(s,A\) = min min d(m, )

sES; s€ESs meMy(s)

Der folgende Satz, der sich aus Lemma 3.2.23 und Satz 3.2.9 ergibt, liefert uns einen
Algorithmus, mit dem wir schnell die Summe der Sicherheitsabsténde berechnen kénnen.

Satz 3.2.25
VAEA:O5(A) =) [slny| - min &(m, )

M,
el E€Mo(s)

Der néachste Satz sagt aus, dass man mit Hilfe der Menge M), siehe Korollar 3.2.21,
mindestens genauso schnell den Sicherheitsabstand berechnen kann wie mit Hilfe von Ss,

siehe Satz 3.2.15.
Satz 3.2.26 Sei My = J,cq, M(s). Dann gilt:

| Mo| < [M;]

Beweis: Angenommen: |My| > | M|

Dann ist M; keine Reprasentantenmenge von M bzgl. der Aquivalenzrelation ~R,, da alle
Repréasentantenmengen gleiche Kardinalitdat haben.

Daraus folgt: dmg € My : Vm € [mo]r,, : m & M.

Das ist dquivalent zu:

drng € My : Vm € [mo|p,, : Ymi € My : m g, mi. (%)

Sei mg = (so, 11, 12).

Da S5 die maximalen Elemente aus S bzgl. der Relation <pg, enthalt, gilt:

ds1 € S5 : 50 <py 51 L(so) C L(s1) ANdc € ZVI € L(so) : F(sg,s1,0) =c.

Daraus folgt: 3rn = (s1,11,13) € My : mg ~p,, m;. Dies ist aber ein Widerspruch zu (*). 0
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Der Kardinalitdtsunterschied zwischen der Menge My und M; kann sehr groff werden,
zur Verdeutlichung betrachten wir ein Streckennetzwerk, wo eine Linie einen anderen Li-
nienweg nimmt als alle anderen Linien. Genaueres wird im folgenden Beispiel dargestellt.

Beispiel 3.2.27 Zuerst betrachten wir ein Streckennetzwerk mit drei Stationen und m Li-

nien wie in Abbildung 3.3.

Linie 1 —
Linie2-m -->
S
L73]
1 1

Abbildung 3.3: Ein Streckennetzwerk mit 3 Stationen und m Linien.

Die Menge M fiir das Streckennetzwerk in Abbildung 3.3 sieht dann wie folgt aus:
M = A{(s, 1, L)l # L N, I € Lys € {s1, 801}

Da die Fahrzeiten aller Linien von Station s; zu s, gleich sind, bis auf die Linie [y, gilt fir

die Menge Mjy:

MO = {(.91,]],]k>|] < k /\ [],]k E [/} U {(537llalk‘)|lk’ E [/,]k 7£ ]1}

Dann gilt fiir die Anzahl der Elemente in der Menge M, folgendes:

(m—1)

-m

Da die Linie [; einen von anderen Linien verschiedenen Weg nimmt und die Fahrzeit
von Station s; zu Station s, verschieden von denen der anderen Linien ist, gibt es keine
<g,-Beziehung zwischen diesen beiden Stationen. Deshalb enthilt die Menge S5 beide
Stationen, d.h. S5 = {s1, s2}.

My = {(s, L, l)|g <le Nj Ik € Lys € {51,821}

,—1)-m
|M1|:2.(m#:(m_1).m

(m—1)-m

| M| — | Mo| =
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Linie 1 -

Linie2-m --=>

TDTTDT .
o L

Abbildung 3.4: Erweiterung des Streckennetzwerks aus Abbildung 3.3 auf n Stationen.

Der GroBlenunterschied zwischen My und My kann stark steigen, wenn man das Strecken-

netzwerk aus Abbildung 3.3 wie in Abbildung 3.4 erweitert.

Mit den gleichen Uberlegungen wie vorhin beschrieben erhilt man fiir die Anzahl der
Elemente von My und M fiir das Streckennetzwerk in Abbildung 3.4:

o |My| = (m_;)'m + (”2;3 + 1) “(m—1)

o M| = (253 49). tolim

2

= ot = ("5 1) (P - )) = 0 )

Bemerkung 3.2.28 Im Branch-and-Bound-Algorithmus, den wir implementiert haben,
wurden alle Moglichkeiten der Berechnung der Sicherheitsabstande bzw. der Summe der
Sicherheitsabstande implementiert. Es stellte sich heraus, dass die Berechnung mit Hilfe
von Korollar 3.2.21 bzw. Satz 3.2.25 am schnellsten ist.

3.3 Sicherheitsabstand- und Fahrplan-Problem

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass das Entscheidungsproblem zum Sicherheitsabstand-
Problem schon im einfachen Fall, wenn die Takte aller Linien gleich sind, NP-vollstandig
ist. Die NP-Vollstandigkeit wird durch Reduktion des k-Farbungsproblems auf das Ent-
scheidungsproblem bewiesen. Der NP-Vollstdndigkeitsbeweis wurde in meiner Diplomar-

beit [Gen99] und in [HMS97] bereits behandelt.
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3.3.1 Grundbegriffe der NP-Vollstindigkeits-
theorie

Um Unklarheiten zu vermeiden, wiederholen wir an dieser Stelle die von uns verwendeten
Definitionen und Sétze. Diese sind aus [Weg93] entnommen.

Definition 3.3.1 P ist die Klasse aller Probleme, fiir die es eine deterministische Turing-
maschine M gibt, deren Rechenzeit polynomiell beschrankt ist.

Definition 3.3.2 NP (nichtdeterministisch polynomiell) ist die Klasse aller Probleme, die
von einer nichtdeterministischen Turingmaschine M in polynomieller Zeit akzeptiert wer-
den.

Definition 3.3.3 Es seien L; und Ly Sprachen iiber den Alphabeten ¥; und ¥;. Dann
heifit L; polynomiell auf L, reduzierbar, Notation Ly <, L, wenn es eine polynomielle
Transformation von Ly nach Ly gibt, d.h. wenn es eine von einer deterministischen Turing-
maschine in polynomieller Zeit berechenbare Funktion

f:3 =X
gibt, so dass fiir alle w € 7 gilt:
we€lL & f(w) € L

Definition 3.3.4 Fine Sprache L heit NP-vollstindig, wenn L € NP ist und fiir alle
LeNPgilt: L <, L

Satz 3.3.5 Sei Ly, € NP und Ly <, Ly fiir ein NP-vollstindiges Problem L. Dann ist L,
NP-vollstindig.

3.3.2 NP-Vollstandigkeitsbeweis des Sicherheitsabstand-Problems

Wir zeigen, dass das Entscheidungsproblem zum Sicherheitsabstand-Problem NP-vollstandig
ist. Beim Beweis werden wir das als NP-vollstandig bekannte k-Farbungsproblem, [GJ79],
auf das Entscheidungsproblem reduzieren. Es wird sich herausstellen, dass die Reduktion
genauso moglich ist, wenn wir uns auf das Entscheidungsproblem zum Sicherheitsabstand-
Problem mit gleichem Takt beschranken.

Definition 3.3.6 Das k-Farbungsproblem:

Input: Ein ungerichteter, einfacher Graph G=(V,E) und eine Zahl k € N.

Frage: Ist G k-farbbar, d.h. gibt es eine Farbung ¢ : V. — {0,1,...,k — 1}, so dass
c(u) # c(v), V(u,v) € E?
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Definition 3.3.7 Das Entscheidungsproblem des Sicherheitsabstand-Problems:
Input: Ein Streckennetzwerk N(S,C,¢, L,T) und eine Zahl A € N .
Frage: Gibt es ein Fahrplan A € A, so dass der Sicherheitsabstand §(A) > A ist?.

Satz 3.3.8 Das Entscheidungsproblem des Sicherheitsabstand-Problems ist NP-vollstindig.

Beweis: Das Entscheidungsproblem des Sicherheitsabstand-Problems ist offensichtlich aus
NP, da wir fiir einen Fahrplan A in polynomieller Zeit entscheiden kénnen, ob 6(X) > A
ist.

Sei eine Instanz des k-Farbungsproblems gegeben, also ein einfacher, ungerichteter
Graph G = (V, F) und eine Zahl £ € N. Aus dieser konstruieren wir eine Instanz fiir das
Entscheidungsproblem zum Sicherheitsabstand-Problem. Die Stationen S seien die Kanten
FE im Farbungsgraphen (S := E). Die Verbindungen C' im Streckennetzwerk ergeben sich
aus der Definition der Linien (s.u.). Die Fahrzeit der einzelnen Verbindungen sei immer
gleich 0 (oder ein Vielfaches der Farbungszahl k): ¢ = 0. Die Linien L sind die Knoten
V' des Farbungsgraphen. Die Linienwege werden wie folgt konstruiert: Zuerst nummeriert
man die Kanten F in einer beliebigen Reihenfolge. Es ist wichtig, dass keine zwei Kanten
die gleiche Nummer besitzen. Eine Linie [, d.h. ein Knoten im Farbungsgraphen, fahrt iiber
alle Stationen (Kanten im Farbungsgraphen), die inzident zur Linie [ sind. Die Reihenfol-
ge, wie die Stationen befahren werden, wird durch die Kantennummerierung festgelegt.
Eine Linie befahrt die Stationen in aufsteigender Reihenfolge ihrer Kantennummerierung.
D.h. die erste Station, durch die die Linie fahrt, hat die kleinste Kantennummer und die
zweite Station durch die die Linie fahrt, hat die zweit kleinste Kantennummer, usw.. Der
Takt aller Linien sei immer gleich der Farbungszahl k (T = k). Zuletzt definieren wir den
Mindestsicherheitsabstand A = 1.

Eine Farbung ¢ ist gleichzeitig Losung des Entscheidungsproblems im konstruierten
Streckennetzwerk fiir A = 1, da fiir jede Station (Kante) gilt, dass je zwei Linien (adjazente
Knoten), die sich in einer Station kreuzen, unterschiedliche Ankunftszeiten (Farben) haben
miissen, da wegen ¢ = 0 die Ankunftszeit gleich der Abfahrtszeit der Linien in jeder Station
ist. Dies gilt auch, wenn die Zeiten fiir die Verbindungen ein Vielfaches des Taktes & sind.

Die Umkehrung gilt auch:

Ein Fahrplan A, der den Sicherheitsabstand A erfiillt, ist gleichzeitig Lésung des Fér-
bungsproblems, da fiir jede Kante (Station) gilt, dass die beiden zu ihr inzidenten Knoten
(Linien) unterschiedliche Farben (Abfahrtszeiten) haben miissen.

Die Reduktion des k-Féarbungsgraphen auf das Entscheidungsproblem des Sicherheits-
abstand-Problems ist offensichtlich polynomiell. Nach Satz 3.3.5 gilt daher: Das Entschei-
dungsproblem des Sicherheitsabstand-Problems ist NP-vollstandig.

O

Wir haben die NP-Vollstandigkeit des Entscheidungsproblems zum Sicherheitsabstand-
Problem gezeigt. Fiir den Beweis benétigten wir lediglich Instanzen des Sicherheitsabstand-
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Problems mit einheitlichem Takt auf allen Linien, d.h. schon diese Klasse ist NP-vollstandig.

Das folgende Beispiel zeigt die Transformation eines 3-Farbungproblems auf ein Strecken-
netzwerk.

Beispiel 3.3.9 Gegeben sei das 3-Farbungsproblem in Abbildung 3.5 mit 5 Knoten und 7
Kanten. Wie man leicht sieht, ist dieser Graph 3-farbbar. Definiere z.B. Farbung ¢ : V —
{0,1,2} wie folgt: c(vy) =2, ¢(vy) =1, ¢(vs) =0, ¢(va) = 1, ¢(vs) = 2.

v5
e7
v4
e |"
e4 V3

e2
el

V2

Abbildung 3.5: Farbungsgraph
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.......................................................... - Liniev2
~ Liniev3
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T — — —» Linievs
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Abbildung 3.6: Nach Transformation des 3-Farbungsgraphen in Abbildung 3.5 entstandenes

Streckennetzwerk.

N o |

In den Vektoren unter den Stationen in Abbildung 3.6 stehen die Ankunftszeiten der
Linien, wenn man als Fahrplan A die Farbung ¢ nimmt, d.h., wenn A = (2,1,0,1, 2) gilt.

Wie man leicht in Abbildung 3.6 sieht, kommen in einer Station im Streckennetzwerk,
die einer Kante im Farbungsgraphen entspricht, immer genau zwei Linien an. Diese beiden
Linien u und v einer Station e sind genau die beiden Knoten, durch die die Kante e im
Farbungsgraphen definiert ist, d.h. e = v — v.

Das Entscheidungsproblem zum Sicherheitsabstand-Problem ist auch NP-vollstdndig,
wenn man nur eine Station betrachtet und die Linien unterschiedliche Takte haben. In
einer Arbeit von Vince [Vin89] ist ein Beweis fiir ein dquivalentes Problem fiir den Sicher-
heitsabstand mit einer Station angegeben. Beim Beweis wird auch das Farbungsproblem
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auf dieses Problem zuriickgefiihrt. Dort werden regulidre Polygone in Kreisen betrachtet,
genauer wurde dieses Problem im Abschnitt 1.2.3 beschrieben.

Bemerkung 3.3.10 Das Fahrplan-Problem ist offensichtlich auch NP-schwer, da unter
den Losungen des Sicherheitsabstand-Problems eine mit maximaler Summe der Sicherheits-
abstdnde gesucht wird und das Sicherheitsabstand-Problem an sich schon NP-vollstandig
ist.

3.4 Verringerung der Dimension des Suchraums

Der Suchraum (=Menge aller Fahrpldne) hat folgende Gestalt:

/\ZI\IT1 XNTQX---XNTm

In diesen Abschnitt werden wir zeigen, dass die Dimension des Suchraumes um ei-
ne Dimension verringert werden kann. Diese Beobachtung wurde auch z.B. von Voget
[Vog95] angewandt. Dazu bendtigen wir den folgenden Satz. Dieser besagt, dass der Si-
cherheitsabstand und die Summe der Sicherheitsabstande gleich bleiben bei Verschiebung
der Fahrzeiten um den gleichen Betrag.

Satz 3.4.1 Sei ¢ € Ny. Sei A € A beliebig und p € A mit yu; = (Ai4+¢) mod T;, 1 < i <m,
dann gilt:

50 = 8(n) und 53(3) = 3x(n)
Dieser Satz lasst sich mit der Definition des Sicherheitsabstandes leicht beweisen.

Sei Ay = {0} x Np, x --- x Ng,,. Die Dimension von A, ist um eins geringer als die
Dimension von A, da bei den Fahrplanen von Ay die Linie 1 die feste Abfahrtzeit 0 hat.

Wegen Satz 3.4.1 gibt es zu jedem Fahrplan A € A einen Fahrplan g € A, mit densel-
ben Eigenschaft. D.h. wir kénnen den Suchraum A durch den Suchraum A, im Fahrplan-
Problem ersetzen, ohne etwas zu verlieren.

Bemerkung 3.4.2 A, hatte auch so aussehen konnen:
Ay =Np x--- x Np,_, x {0} x N, X+ xNr,

mit k& € {1,...,m}. Die Wahl derjenigen Linie, deren Abfahrtszeit man auf 0 setzt, kann
bei der Zerlegung des Streckennetzwerks in Abschnitt 4.5 eine wichtige Rolle spielen.



Kapitel 4

Ein Branch-and-Bound-Algorithmus
zur Losung des Fahrplan-Problems

In diesem Kapitel wollen wir den Losungsansatz mit Branch-and-Bound vorstellen. Mit des-
sen Hilfe versuchen wir, das Fahrplan-Problem zu 16sen. Dabei werden wir erlautern, was
die Begriffe “Branching” und “Bounding” bedeuten und die Anwendung auf das Fahrplan-
Problem diskutieren. Wir werden ferner Heuristiken fiir das Fahrplan-Problem vorstellen.
SchlieBlich wird noch untersucht, wie sich der Branch-and-Bound-Algorithmus beschleu-
nigen ldsst, wenn sich das Streckennetzwerk in signifikant kleinere Teilnetze mit Hilfe der
zweifachen Zusammenhangskomponenten des Linienkonflikt-Graphen zerlegen lésst.

4.1 Branch-and-Bound-Verfahren

Die Methode Branch-and-Bound ist ein Verfahren zur Losung von kombinatorischen Op-
timierungsproblemen.

Dabei wird ein Suchbaum rekursiv aufgebaut und systematisch nach Losungen durch-
sucht. Jeder Knoten K in dem Suchbaum entspricht einem Teilproblem. Unter einem Teil-
problem versteht man die Einschrénkung des Losungsraums bei gleich bleibender Ziel-
funktion, wobei die Losungsraumbeschrankung durch Fixieren einzelner Entscheidungen
erzielt wird. Der Weg von der Wurzel des Suchbaumes zum Knoten K kodiert die getroffe-
ne Entscheidungsfolge. Die Lésungen befinden sich an den Blattern des Suchbaumes. Das
Treffen von Entscheidungen und das Erzeugen von Teilproblemen werden mit Hilfe der
Operationen branch und bound erzielt.

Beim Branching wird ein Problem P in kleinere Probleme P, ..., P aufgeteilt. Bran-
ching ist ein rekursiver Prozess. Jeder Branching-Schritt lasst sich durch einen Branching-
Baum darstellen, wobei P der Vater von Pi,..., Py ist. Die Probleme P, (: = 1,...,k)
nennt man Unterprobleme.
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Beim Bounding wird fiir ein Teilproblem P eine obere Schranke O(P) (bei Maximie-
rungproblemen) berechnet. Wenn die obere Schranke O(P) nicht grofler als die bisherige
aktuelle beste Losung ist, so kann man dieses Problem verwerfen, da es keine bessere Losung
liefern kann, d.h. es ist nicht mehr n6tig von dem Problem Unterprobleme zu betrachten.
Falls die obere Schranke O(P) groBer als die bisherige aktuelle beste Losung ist, so wird
diese in eine Liste aufgenommen. Mit Hilfe dieser Operation kann entschieden werden,
welches Problem weiter aufgespalten wird.

Bei der Best-First-Search Methode wird das Teilproblem mit der gréBten oberen Schran-
ke expandiert, dies basiert auf der Vermutung, dass Elemente mit der grofiten oberen
Schranke am schnellsten zu einer optimalen Losung fithren. Die Depth-First-Search-Methode
geht bei der Suche immer zuerst in die Tiefe. Dieses Verfahren nennt man auch Back-
tracking. Der Vorteil des Verfahrens besteht darin, dass der benotigte Speicherplatz linear
mit der Tiefe des Baumes wéchst.

4.1.1 Branching

Branching bezieht sich auf das Zerlegen des Losungsraums. Beim Fahrplan-Problem und
Sicherheitsabstand-Problem werden der Menge aller moglichen Fahrplane A aufgespalten.
Sei {i1,12,...,%,} eine Linienreihenfolge, nach der die Abfahrtszeiten der Linien gewé&hlt
werden.

1. Im ersten Branching-Schritt wahlt man die Variable A;,, d.h. man wahlt alle méogli-
chen Abfahrtszeiten der Linie [;,, und zerlegt den Losungsraum A in 7;, Teile. Sei

i € {0,...,T¢'1 - 1}.
A[Th] = {)‘ € A|)\Z1 = Th}
2. Wenn die Variablen A;,..., A, bereits festgelegt sind, so zerlegt man die Menge
Alriy, ..o ] in:
A[riu SR ’rik’rik-}-l] = {)\ € A[riu cee ’T.Z-k”Aik-}-l = rik+1}

wobei r;,  €40,...,T,

Tht1

— 1} ist.
Der so konstruierte Baum hat die Tiefe |L|. Die in der Menge A[r;,,...,r;,] in ihrem Wert

A; = rj festgelegte Variable bezeichnet man auch als fizierte (gebundene) Variable, die
ibrigen bezeichnet man als freie Variablen.

4.1.2 Bounding und Pruning

Durch die Verzweigungsstruktur allein ist bzgl. des bendétigten Rechenaufwands wenig ge-
wonnen, da die Losung der Teilprobleme im Allgemeinen genauso schwierig sein kann wie
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die Losung des Ausgangsproblems. Daher versucht man Teilprobleme zu bewerten (boun-
ding), um mit Hilfe dieser Bewertung Teilmengen von A zu eliminieren (pruning), die nicht
mehr zu optimalen Lésungen fithren kénnen, und die Teilprobleme mit bester Bewertung
zuerst zu expandieren, da diese am schnellsten zu einer optimalen Lésung fithren kénnten.

Die Bewertung der Teilprobleme erfolgt durch obere Schranken, da wir Maximierungs-
probleme betrachten.

4.2 Obere Schranken

In diesem Abschnitt werden obere Schranken fiir die Sicherheitsabstdnde hergeleitet. Als
erstes werden einige Satze vorgestellt, die eine a priori Aussage erlauben, wie gut der
Sicherheitsabstand hochstens sein kann - nur in Abhéngigkeit von den Daten des Strecken-
netzwerks. Diese gelten fiir alle Fahrplane. Danach wird die Giite dieser oberen Schranken
fiir Takte, die iiblich fiir Linien im OPNV sind, untersucht. Anschliessend werden obere
Schranken fiir den Sicherheitsabstand fiir das gesamte Streckennetzwerk in Abhangigkeit
von Teilfahrplanen untersucht.

Definition 4.2.1 (obere Schranke)
Gegeben ist ein Streckennetzwerk N(S, C, ¢, L, T). Seien 6,0y, € N. Wenn VA € A : §(\) < &
(bzw. YA € A : d5(X) < E) gilt, so heiBt & (bzw. E) obere Schranke fiir den Sicherheits-

abstand (bzw. obere Schranke fiir die Summe der Sicherheitsabsténde).

Eine Zahl d(s) € N heiBt obere Schranke fiir den Sicherheitsabstand an der Station

s € S, wenn fiir jeden Fahrplan X € A gilt: §(\, s) < d(s).

Bemerkung 4.2.2 Eine obere Schranke fiir die Summe der Sicherheitsabstédnde liefert z.B.
die Summe der oberen Schranken fiir die Sicherheitsabsténde an den einzelnen Stationen,

d.h. E = ESES @

Wenn obere Schranken fiir die Sicherheitsabstande an den einzelnen Stationen bereits
vorliegen, so kénnen wir eine obere Schranke fiir den Sicherheitsabstand durch Minimum-

bildung berechnen. (§ = mines §(s))

FEine einfache obere Schranke fiir den Sicherheitsabstand an einer Station ist das Mini-
mum der Takte der Linien, die durch diese Station fahren. (4(s) = minger(s) T))

4.2.1 Obere Schranken fiir den Sicherheitsabstand an einer Sta-
tion

In Abschnitt 1.2.3 haben wir das Polygon-Scheduling-Problem vorgestellt. Der Fall p = —oo
ist fiir uns von Interesse, wir bezeichnen diesen mit Polygon-Problem.



52 Ein Branch-and-Bound-Algorithmus zur Lésung des Fahrplan-Problems

Definition 4.2.3 (Polygon-Problem)
Gegeben sei ein Kreis C' der Linge A, n reguldre Polygone P = {Py,..., P,} wobei jedes
Polygon P; m; Ecken hat. Sei m = )" m, die Anzahl aller Ecken aller Polygone im Kreis.

1* = max min wuy
a€[R/A]"  1<k<m

Dabei ist u; der Abstand zwischen zwei benachbarten Ecken auf dem Kreis C fiir einen
festen Positionsvektor a.

Wenn wir ein Streckennetzwerk N(S,C,t, L, T) betrachten, bei dem alle Linien durch
die gleichen Stationen fahren, so braucht man zur Losung des Sicherheitsabstand-Problems
nur eine Station zu betrachten, d.h.

0" = maxmind(s, A) = maxd(so, \)
AEA s€S AEA

fiir ein beliebiges s € S.

Bei solchen Streckennetzwerken ist ein optimaler Fahrplan fiir das Sicherheitsabstand-
Problem auch ein optimaler Fahrplan fir das Fahrplan-Problem, da die Sicherheitsabstande
an allen Stationen fiir jeden Fahrplan gleich sind.

Das Sicherheitsabstand-Problem fiir solche Streckennetzwerke lasst sich einfach in das
Polygon-Problem iiberfithren. Beim Polygon-Problem hat man eine Menge von reguldren
Polygonen, die man in einem Kreis mit konstanten Umfang so platzieren soll, dass der
minimale Abstand zweier benachbarter Ecken maximal ist.

Dabei gibt es einen wichtigen Unterschied:

Beim Polygon-Problem sind als Positionen der Ecken fiir die Polygone reelle Zahlen
erlaubt. Deshalb ist jede optimale Losung des Polygon-Problems eine obere Schranke fiir
die Losung des Sicherheitsabstand-Problems.

Die Transformation des Polygon-Problems auf das Sicherheitsabstand-Problem und um-
gekehrt wurde bereits in meiner Diplomarbeit [Gen99] behandelt. Die Transformationen
sehen wie folgt aus:

¢ Die Transformation des Polygon-Problems auf das Sicherheitsabstand-
Problem

Seien P; reguldre Polygone mit m; Ecken (: = 1,...,n) und sei A die Kreisldnge. Sei
T =kgV(m;lt € {1,...,n}).

Wir definieren den Takt der Linie [; wie folgt: T; = ml (t=1,...,n). Es gibt nur eine
Station und alle Linien fahren durch diese. Da wir nur eine Station haben, gibt es

keine Verbindungen, d.h. C' = (). Wenn wir keine Verbindungen haben, hat man auch
keine Fahrzeitenfunktion ¢ der Verbindungen. Man kann auch ein Streckennetzwerk
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konstruieren, in dem alle Linien durch die gleiche Station fahren, wobei die Fahrzeit
zwischen den Stationen beliebig gewé&hlt werden kann. Dieses Streckennetzwerk hétte
dieselben Eigenschaften bzgl. des Sicherheitsabstands wie das Streckennetzwerk mit
einer Station.

Da die Losungen des Sicherheitsabstand-Problems nur Linienabfahrtszeiten aus Ny
erlauben, stellt jede optimale Losung des Polygon-Problems t* eine obere Schranke
fiir die optimale Losung des Sicherheitsabstand-Problems §* dar. Fiir den optimalen

Abstand gilt die Beziehung:

T
o < —=t*
A

Da der optimale Abstand des Sicherheitsabstand-Problems 6* aus Ny ist, gilt sogar:

T
o < | =T
<[]

Eine zuldssige Losung des Polygon-Problems ist nicht unbedingt eine zuléassige Losung
fiir das Sicherheitsabstand-Problem, da die Ecken des Polygons nicht notwendig auf
ganzzahligen Werten im Kreis liegen.

¢ Die Transformation des Sicherheitsabstand-Problems auf das Polygon-
Problem
Seien /; Linien mit Takten 7; (1 = 1,...,n) und sei A = kgV(T;1 € {1,...,n}). Das
Streckennetzwerk bestehe nur aus einer Station, d.h. es gibt keine Verbindungen '
und deshalb auch keine Fahrzeitenfunktion ¢. Streckennetzwerke mit mehreren Sta-
tionen kénnen auch betrachtet werden, dabei miissen alle Linien den gleichen Weg

nehmen.
Wir definieren die Anzahl der Ecken der reguldren Polygone P; wie folgt: m; = %
(t=1,...,n). Hier gilt dann die folgende Beziehung zwischen den beiden optimalen

Losungen:

Fir zwei Polygone hat Burkard ([Bur86]) eine optimale Losung angeben konnen.

Satz 4.2.4 Seien P, und Py zwei requlire Polygone mit der Eckenanzahl my bzw. my. Fine

optimale Losung von

. P
min E u
welm/ap ="
fir beliebiges p mit —oo < p < 0 oder 1 < p < oo, in einem Kreis der Linge A wird fir

t=(0,1%) mit t* = QI‘CQV(ATWQ) angenommen und der oplimale Wert ist *.

Aus diesem Satz ergibt sich durch Transformation und einige Umformungen die folgende
obere Schranke fiir den Sicherheitsabstand zwischen zwei Linien:
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Satz 4.2.5 Sei s eine Station, und seien ly, ly zwei Linien mit Takt Ty, Ty, die durch die
Station s fahren. Dann gilt fir jeden Fahrplan X\ € A:

o, tts ) < | 20T

Die obere Schranke wird auch angenommen, wenn der Fahrplan A so gewdhlt wird,
dass fiir die Ankunftszeiten der beiden Linien an der Station s gilt: a(s,l;,A) mod Ty = 0,

al(s,ly, \) mod Ty = Vm;iﬂJ

Mit Satz 4.2.5 erhalt man leicht eine obere Schranke fur den Sicherheitsabstand an
einer Station.

Korollar 4.2.6 Sei s eine Station und L(s) die Menge der Linien, die durch die Stalion
s fahren. Falls |L(s)| > 2 ist, so gilt fir jeden Fahrplan X € A:

T(T:, T;
5(5,/\) < \‘ min 99~ Vi t5) ( v J)J
lil; €L(s),Li#l 2

Vince formuliert ein Problem (Scheduling Periodic Events), das dquivalent zu dem

Polygon-Problem ist ([Vin89]).

Definition 4.2.7 (Scheduling Periodic Events)
Gegeben n periodische Ereignisse Fy,..., E, mit Perioden mq,...,m,. Se1 0 < z; < my
der Zeitpunkt des Eintretens von Ereignis F;.

M(my,...,my) = max 15Iir.1<ijngn dij(zi, ;)

wobei d;;(z;, z;) den kleinsten Abstand zwischen den Ereignissen F; und F; bezeichnet.

Vince gibt in seiner Arbeit [Vin89] auch fiir drei Ereignisse (Linien, Polygone) eine
optimale Lésung. Er zeigt auch die NP-Vollstdndigkeit des zugehérigen Entscheidungspro-
blems, in dem er das Entscheidungsproblem auf das Graphfarbungsproblem zuriickfiihrt.

Satz 4.2.8 Seien Ey, Ey und Es drei periodische Ereignisse mit Perioden my, mq und ms.
Seiml = ——"— 1 =1,2,3. Dann gilt:

ggT(’ITL] 7m27m3) ’

o [. Full: ggT(m’l,ml’Q) = ggT'(ml, m}) = ggT(mh,mb) =1

M(mhmmms) = §g.qT(m17m27m3> und

o 2. Fuall: sonst:

M(my,mg,ms) = = min_ggT(m;, m;)
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Aus diesem Satz ergibt sich eine obere Schranke fiir den Sicherheitsabstand.

Korollar 4.2.9 Sei s eine Station und L(s) die Menge der Linien, die durch die Stalion
s fahren. Falls |L(s)| > 3 ist, so gill fiir jeden Fahrplan X € A:

8(s, ) < min
Lisy €T () il i

3.5

Wobei 6(1, 7, k) wie folgt definiert ist: Sei T} = QQT(TJ;W’ t =1,5,k. Dann gilt:

o 1. Fall: ggT(T!,T!) = ggT(T!,T}) = ggT(T!,T}) = 1

ir4j

5(Z7]7k) = §ggT(T27Tj7Tk> und

o 2. Fall: sonst:
o 1 .
5(Z7]7k> = 5mln{ggT(TivTj)vggT(TivTk)vggT(ijTk)}

Bemerkung 4.2.10 Korollar 4.2.9 lasst sich vereinfachen: Falls zwei Linien /; und [; aus
L(s) existieren mit g¢gT(T;,T;) = 1, so gilt fiir jeden Fahrplan A: (s, A) = 0. Wenn fiir
jedes Linienpaar [; und [; aus L(s) g¢T(T;,T;) > 1 ist, so folgt Korollar 4.2.6.

Die Sétze 4.2.11 und 4.2.12, die in meiner Diplomarbeit [Gen99] behandelt worden sind,
werden in Satz 4.2.13 verallgemeinert.

Satz 4.2.11 YA€ A Vs € S: d(s,\) < {‘7J
EieL s) T,

Beweis: Sei s € S und A € A ein beliebiger Fahrplan.
Wir betrachten ein Zeitintervall der Lange kgV/ (T'(L(s))). In diesem Zeitintervall kommt
jede Linie [ € L(s) genau %ﬁi‘(s)»—mal an, d.h. im Zeitintervall der Lange kgV (T'(L(s)))

kgV(T(I.(s)))
T.

kommen genau EzeL (5) viele Linien an der Station s an. Wenn die Ankunftszei-

ten aller Linien gleichmaBig auf dem Zeitintervall der Lange kgV (T(L(s))) verteilt werden,

so kann der Sicherheitsabstand an der Station s hochstens kgv(fg(‘f((Tz)L)(s))) sein.
ieL(s) T
kgV(T(L(s))) 1
d(s, ) < kaV(T(L(s) 1
ieL(s) S (T( = Zieﬁ(s) T:

Da der Sicherheitsabstand ganzzahlig ist, gilt:

1
S50 < | —
. {Zzeu)

'€|H

J
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Satz 4.2.12 Sei s eine Station und L(s) die Menge der Linien, die durch die Station s
fahren. Sei m; die Anzahl der Linien, die den Takt T; besitzen und durch die Station s
fahren. Falls 0 < m; < |L(s)| so gilt:

T;
: <
VA e A:d(s,A) < tmi - 1J

Wenn alle Linien denselben Takt haben, d.h. m; = |L(s)|, so gilt:

YA e A:d(s,\) < {EJ

my

Beweis: Sei T; € T(L(s)). Sei m; die Anzahl der Linien, die den Takt T; besitzen und

durch die Station s fahren.

In jedem Zeitintervall der Lange T; kommen genau m; Linien mit dem Takt 7; an. Da
m; < |L(s)| ist, gibt es eine Linie [;, die nicht den Takt 7; hat. In einem Zeitintervall der
Lange kgV (T;,T;) kommt die Linie /; mit Takt 7; mindestens einmal vor. Teilen wir das
Zeitintervall der Lange kgV (T;,T;) in Zeitintervalle der Lange T}, so wissen wir, dass in
einem dieser Zeitintervalle der Lange T; die Linie [; ankommt. Also gibt es ein Zeitintervall
der Lange T}, in dem mindestens m; + 1 Linien ankommen. Fir einen beliebigen Fahrplan

A, ergibt sich dadurch eine obere Schranke fiir den Sicherheitsabstand von LmTfHJ O

Der folgende Satz stellt eine Verallgemeinerung von Satz 4.2.11 und Satz 4.2.12 dar.

Satz 4.2.13 Sei s eine Station und L(s) die Menge der Linien, die durch die Stalion s
fahren. Sei m; die Anzahl der Linien, die den Takt T; besitzen und durch die Station s
fahren. Dann gilt fir jeden Fahrplan A\ € A:

T; . T;
d(s,A) < min = min —.‘

T;€T(L(s)) m; + ’VZT ET(L(s)), i m]g:—‘ T, €T(L(s)) ’VE]'EL(S) %

Beweis: Sei T; € T(L(s)) und sei A € A ein beliebiger Fahrplan. Wenn man alle Zei-

tintervalle der Lange T; betrachtet, so kommen im Durchschnitt Z]EL (5) T - viele Linien
im Zeitintervall der Liange T; an. Da die Anzahl der Ankunftszeiten ganzzahhg ist, gibt
es auch Zeitintervalle der Lange T}, in denen [Z]E]J 5) %—‘ viele Linien ankommen. Wenn

man diese Ankunftszeiten gleichméfig auf das Intervall verteilt, so erhalt man hochstens

einen Sicherheitsabstand von % . 0
IVEJGL(S) T—-|

J
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Bemerkung 4.2.14 I Folgenden wollen wir kurz zeigen, dass die obere Schranke aus
Satz 4.2.13 starker ist als die in den Satzen 4.2.11 und 4.2.12.

Zuuerst zur Schranke in Satz 4.2.11.

T; < \‘ T; J \‘ 1 J
— < |e=—x|=|le—T
’VZ]'EL(S) ;—;-‘ ZjEL(s) T_J ZjGL(S) T,

In Satz 4.2.12 ist 0 < m; < |L(s)], also:

und daraus folgt:

T

T; < L T; J
m; + ’VZ]';H ij—‘ - Lmitd

Bemerkung 4.2.15 Die obere Schranke 4.2.13 ist nicht immer besser als 4.2.5, hier ein
Beispiel.
Sei s eine Station, |L(s)| = 2 und T1 = 10, T; = 15. Der Satz 4.2.5 liefert als obere Schranke

99T (10,15) | _ o - - 10 _ 15 _
2, da { 5 J = 2 ist, der Satz 4.2.13 hingegen 5, da L"‘[%-‘J = 5 und L"‘[%-‘J =5

ist.

Beispiel 4.2.16 Sei s eine Station, durch die drei Linien mit Takten 5, 10 und 15 fahren.
Die Séatze 4.2.5 und 4.2.13 liefern eine obere Schranke von 2, aber es ist nur ein Sicher-

heitsabstand von 1 erreichbar, siche Abbildung 4.1.

Sei s eine Station, durch die drei Linien mit Takten 10, 20 und 30 fahren. Die Satze
4.2.5 und 4.2.13 liefern eine obere Schranke von 5, aber es ist nur ein Sicherheitsabstand
von 3 erreichbar.

Diese Beispiele geben Anlass zu einer neuen oberen Schranke.

Satz 4.2.17 Sei s eine Station mit L(s) > 3. Seien Ty, Ty und Ty die Takte dreier Linien
durch die Station s. Wenn ggT (T, Ty) < Tj ist, so gill:

o <]
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17 1615 14

Abbildung 4.1: Beispiel, bei dem die obere Schranke nicht angenommen wird.

Beweis: Seien T3, T, und T3 die Takte dreier Linien [y, [, und /3 durch die Station s. Sei
A € A beliebig. Seien ay, a; und as die Ankunftszeiten der drei Linien an der Station s fiir

den Fahrplan A (a; := a(s,l;; A), 1 <7 < 3). Nach Satz 4.2.5 gilt:

Wl 1)

5(37l17l27)\> S \‘ 2

Daraus folgt:

T(T,, T
dro, s0 € No : |ay + 19Ty — az — soTy| < \‘MJ (*)

2

Ohne Einschrankung konnen wir annehmen, dass a1 + roTh < ag 4 so7T3 ist. Sei tg € Z
so gewdhlt, dass gilt:

as +toTs3 < ay +rTy < as+ (to+1)75
Wegen ggT(Ty,Ty) < T; gilt:
(I) a3 + t0T3 S a9 + SoTQ S a3 + (to + ])T3

oder

(ID)  as+ (to + D715 < az+ 50T < as + (to +2)T5

Im ersten Fall (I) hdtten wir drei Linien, die in einem Zeitintervall von T fahren. Daraus
ergibt sich der Satz. Aus dem zweiten Fall (IT) ergibt sich:

ay +roTy < as+ (to + 1)7T5 < ay + 50T

und daraus folgt, dass
99T (T, T3)

o < | 222 |

’ 2 3
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Da die beste Moglichkeit, die Ankunftszeit zwischen den zwei Ankunftszeiten aq+roTh, az+
soTy zu platzieren, die Mitte ist, und wegen (*) lasst sich hochstens einen Sicherheitsabstand

V.qT(ﬂ vT2)J
; 1 hen
VOorn 3 erreic . O

Bemerkung 4.2.18 Satz 4.2.17 gilt auch, wenn % ~ggT (T, Ty) < T gilt.
Aus der Arbeit von Burkard [Bur86] folgt folgende obere Schranke:

Satz 4.2.19 Sei s eine Station und L(s) die Menge der Linien, die durch die Stalion s
fahren. Sei m; die Anzahl der Linien, die den Takt T; besilzen und durch die Station s
fahren. Seien Ty # Ty die Takte zweier Linien aus T(L(s)). Seien ny, nq, d, m und q wie

folgt definiert: ny = %T;’TZ’), ng 1= %?’TQ), d = ggT(ni,ng), m = kgV(ni,ny) und

q= [m—ld—‘ + {m—"’d—‘ . Dann gilt fiir den Sicherheitsabstand an der Station s:

n2 ni

q-m

(s, ) < [w J

Es stellt sich die Frage, ob der Satz 4.2.19 gelegentlich bessere Schranken liefert als die
Séatze 4.2.5, 4.2.13 und 4.2.17. Das folgende Beispiel zeigt, dass die obere Schranke fiir den
Sicherheitsabstand in Satz 4.2.19 bessere Werte liefern kann als die Schranken aus anderen
Sétzen.

Beispiel 4.2.20 Sei s eine Station, durch die finf Linien mit Takten 20, 30, 30, 30, 30
fahren. Die Satze 4.2.5, 4.2.13 und 4.2.17 liefern eine obere Schranke von 5, aber es ist
nur eine Sicherheitsabstand von 3 erreichbar. Satz 4.2.19 liefert als obere Schranke 3.
Ty =20,T,=30,my =1, my=4,n=3,n=2,d=1,m=6,q= L]+ [%£] = 3.
Daraus folgt die obere Schranke \_@J = 3.

36

4,2.2 Giite der oberen Schranken

Um zu untersuchen, wie gut die oben genannten oberen Schranken sind, wurden fir typi-
sche Takte von Linien im OPNV (also fur die Takte 5, 10, 15, 20, 30, 60), obere Schran-
ken berechnet und spater mit den optimalen Losung verglichen. Im Falle, dass eine obere
Schranke nicht mit der optimalen Losung iibereinstimmt, wurde diese gespeichert. Der
folgende Algorithmus zeigt genauer, wie der Test durchgefithrt wurde.

Dabei wurden nur 15 Fille gefunden, bei denen die obere Schranke nicht mit der opti-
malen Lésung iibereinstimme, siehe Tabelle 4.1.

Wie man an der Tabelle 4.1 sieht, ist der Unterschied zwischen dem optimalen Sicher-
heitsabstand und der oberen Schranke héchstens eins.
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Algorithmus 3: Giite der oberen Schranken

for n < 3 to 6 do
foreach T € {5,10,15,20,30,60}" do
Berechne obere Schranke 4 fiir den Sicherheitsabstand;
Erzeuge ein Streckennetzwerk mit n Linien, die durch dieselben Stationen
fahren und T als Taktvektor haben;
Berechne die optimale Losung 6*;
if § > 6* then

| Q:=QU{T};

foreach a,b € @ und a # b do
if Vo € {5,10,15,20,30,60} gilt : |a|, < |bl, und &§* = & und §, = &, then
L // wobei |a|, die Anzahl der Linien mit Takt x in a ist;

Eliminiere a aus @);

Anzahl der Linien | optimale Lésung | obere Schr. | Takte

10 10 20 30

10 10 15 20

510 20 30

5 20 20 20 30

10 20 20 20 30

10 15 20 20 20
20 20 30 30 30 60
5 20 30 30 30 30
55551520

10 10 10 10 20 30
10 10 15 15 15 60
10 10 15 15 15 30
10 20 30 30 30 30
10 15 15 15 20 30
55551015

YOO OOy O Oy Oy O Ut U U b b b
O RPN === O = W= N~ = =N
— N W N NN — N RN W N NN W

Tabelle 4.1: 15 Félle, in denen obere Schranke und optimaler Sicherheitsabstand nicht
itbereinstimmen
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4.2.3 Obere Schranken fiir den Sicherheitsabstand iiber alle Sta-
tionen

Wir mochten fiir Teilfahrplane, d.h. fiir Fahrplane, bei denen nur fiir Teil der Linien die Ab-
fahrtszeiten festgelegt sind, obere Schranken fiir Sicherheitsabstidnde im gesamten Strecken-
netzwerk berechnen. Alle Fahrplane, die aus diesen Teilfahrplanen erzeugt werden kénnen,
kénnen keinen besseren Sicherheitsabstand haben als eine obere Schranke fiir den jeweiligen

Teilfahrplan.

Obere Schranke auf Basis bereits getroffener Entscheidungen

Der Branch-and-Bound-Algorithmus baut Fahrplane gemaf der Best-First-Strategie auf,
indem sukzessiv Abfahrtszeiten noch nicht behandelter Linien fixiert werden. Die jeweiligen
Teilfahrplane liefern kanonisch obere Schranken fiir den Sicherheitsabstand.

Der Sicherheitsabstand fiir einen Fahrplan A, bei dem alle Linien fest sind, ist wie folgt
definiert:

§(A) = minges d(s, A) mit §(s, \) = MmNy, 1 e (s),1#L, 8(s,liy L, \)

Wenn man die Menge . durch eine Teilmenge Lo ersetzen wiirde, so bekommt man
eine obere Schranke.

VLo C L: 0(s,X) < min 0(s, Ly 1, N)

Tl EL(s)N Lo, il

Durch Benutzung der oberen Schranken fiir die einzelnen Stationen §(s) ergibt sich:

VLo C L: 6(s,A) < min{d(s), min 8(s,li, L, A)}

Ui\l ;€L(s)NLo,li £l

Definition 4.2.21 Sei A ein Teilfahrplan wahrend eines Branch-and-Bound-Schritts. Mit
L()) bezeichnen wir die Menge der festen Linien im Teilfahrplan A. Definiere eine obere

Schrankenfunktion §() fiir den Sicherheitsabstand wie folgt:

d(A) = mind(s, A)

SES

wobei

0(s,A) = min{d(s), li,ljeL(sr)nn]I?(A),li;élj 6(s, Ly 15, )}

Obere Schranke durch Vervollstindigung von Teilfahrplinen

Eine Verbesserung der vorstehend genannten oberen Schranken auf Basis von Teilfahr-
planen ldasst durch geeignete Vervollstandigung derselben erzielen.
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Definition 4.2.22 Sei A ein Teilfahrplan wihrend eines Branch-and-Bound-Schritts. Sei
Ly C L\ L(X).

Definiere die Menge A aller Teilfahrplane, die aus dem Teilfahrplan A erzeugt werden
kénnen, wobei nur die Linien der Menge [ festgelegt werden.

A={Xo € A|L(Xo) = L(A)U Ly, VI € L(N) : dos = N}

Definiere eine obere Schrankenfunktion §3(A) fiir den Sicherheitsabstand wie folgt:

52()\) = /{Iolég (S()\())

Wie man sieht, muss man exponentiell viele obere Schranken bzgl. |L;| berechnen, um
eine obere Schranke zu erhalten. Daher kann man nur eine sehr kleine Linienmenge I
auswiahlen. Diese Auswahl ist auch besonders wichtig, da sie die obere Schranken stark
beeinflusst.

Bemerkung 4.2.23 Auf genau dieselbe Weise wie bei der Berechnung der oberen Schran-
ke fiir den Sicherheitsabstand kann man eine obere Schranke fiir die Summe der Sicher-
heitsabstdnde berechnen. Sei A ein Teilfahrplan wéhrend eines Branch-and-Bound-Schritts.
Durch getroffene Entscheidungen erhalten wir die folgende obere Schrankenfunktion dx())

fiir die Summe der Sicherheitsabstande wie in der Definition 4.2.21: §g(X) = > o d(s, A

SES

~—

mit §(s, A) = min{d(s), ming, ; ern(s)nra)ue, (s, li, L, )}

Durch Vervollstindigung der Fahrpline erhalten wir als obere Schrankenfunktion dx())
fir die Summe der Sicherheitsabstande wie in der Definition 4.2.22: §5()) = ESES 8a(s, A

mit dy(s, A) = miny e 6(s, Ao).

—

4.2.4 Obere Schranken fiir den Sicherheitsabstand zweier Linien
mit verschiedenen Linienwegen zwischen zwei gemeinsa-
men Stationen

Im Folgenden wird untersucht, wie sich der Sicherheitsabstand &ndert, wenn sich zwei
Linien an einer gemeinsamen Station trennen und an einer anderen Stationen wieder zu-
sammentreffen, wobei beide verschiedene Wege benutzen wie z.B. in Abbildung 4.2. In dem
Streckennetzwerk der Kolner Verkehrs-Betriebe tritt dies zwischen den Linien 15 und 16,
und 6 und 12 auf.

Satz 4.2.24 Seien zwei Linien [y und ly wie in Abbildung 4.2 gegeben. Sei der Takt beider
Linien gleich T. Seien F(s1,s9,1;) (1 =1, 2) die Fahrzeiten der Linien von Station s; zu
sy. Fiir alle Fahrpline N € A qilt:

5(N) < {maX{TQ— ‘. C}J
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Liniel ——
N Linie2 -~ - >
/// \\

Abbildung 4.2: Ein Streckennetzwerk mit 2 Linien.

mit ¢ = (F(s1,82,01) — F(s1,82,l3)) mod T. D.h. L%J ist eine obere Schranke fir

den Sicherheitsabstand. Diese wird auch angenommen, wenn man als Fahrplan A = (Aq,0)

wihlt, wobei Ay folgende Bedingung erfillt: Ay + (A + ¢) mod T' =T oder T + 1 wdhll.

Beweis: Sei Fahrplan A = (A, A\2) € A beliebig. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit
kann A2 = 0 und 0 < Ay < T — 1 gewdhlt werden, da der Suchraum um eine Dimension
verringern werden kann (siche Abschnitt 3.4). Dann gilt fir die Sicherheitsabstande an den
beiden Stationen s; und s, nach Satz 3.1.2:

5(81, /\) = mm{|/\1 — /\2|,T — |)\1 — /\2|} = min{/\l,T — /\1}
und

§(s2,A) = min{A, T — A}
mit A = | X 4+ F(s1,82,01) — F(s1,82,[2)| mod T. Daraus ergibt sich fiir den Sicherheitsab-

stand im ganzen Streckennetzwerk:
() = min{d(s1,A),8(s2,A)} = min{A, T — X\, A, T — A}

Sei ¢ = (F(s1,82,01) — F(s1,82,02)) mod T

Fiir zwei ganze Zahlen a, b gilt: (a + b) mod T'= (a + b mod T') mod T' (*)

Aus (*) folgt, dass A = (A +¢) mod T oder A =T — (A +¢) mod T gilt und daraus ergibt
sich fiir den Sicherheitsabstand:

§(A) = min{A, T — Xy, (A + ¢)mod T, T — (A + ¢) mod T}

Im Tdealfall l4sst sich Ay so wéahlen, dass der Sicherheitsabstand an beiden Stationen
sich um hochstens um eins unterscheidet. Damit 6(sq, A) = 0(s2,A) oder §(s2, ) + 1 gilt,
muss Ay + (A + ¢) mod T'= T oder T + 1 sein.

Hier wird nur der Fall betrachtet, dass die Sicherheitsabsténde an den beiden Stationen
gleich sind. Der andere Fall funktioniert analog.

O.b.d.A. gelte Ay + (A +¢) mod T' =T (**).
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Ay (A;FC)mod T

|
»:

Abbildung 4.3: Sicherheitsabstdnde an den beiden Stationen.

1. Fall: Ay + ¢ = ()\1 + c) mod T
Aus (**) folgt dann: Ay = TQ_C. Da Ay € Ny ist, gilt dann: Ay = LT;CJ oder \; = ’—TQ_C]

Daraus ergibt sich fiir den Sicherheitsabstand: 6()) = [ 15=].

2

Do

Fall: Ay +¢# (M +¢) mod T
Dann gilt :A\; +¢—T = (A +¢) mod T. Aus (**) folgt dann: Ay =T — 5-Da A € Ny
ist, gilt dann: Ay = \_T - %J oder \; = ’—T - 9-‘.

2
Aus beiden Fillen zusammen ergibt sich folgende obere Schranke fiir den Sicherheitsab-

Daraus ergibt sich fiir den Sicherheitsabstand: §(\) = \_
stand:
50 < \‘maX{T— ¢, C}J

2

N0

4.3 Branch-and-Bound-Algorithmus

Am Anfang wird eine Startlosung fiir das Branch-and-Bound-Verfahren mit Hilfe eines
Backtracking-Verfahrens bestimmt. Dieses Backtracking-Verfahren wurde in Rahmen mei-
ner Diplomarbeit [Gen99] fiir das Sicherheitsabstand-Problem entwickelt. Der Suchbaum
Q, der als Prioritatsschlange verwaltet wird, wird mit dem leeren Fahrplan, d.h. mit ei-
nem Fahrplan, bei dem fiir keine Linie eine Abfahrtszeit festgelegt worden ist, initialisiert.
In jedem Branch-and-Bound-Schritt wird ein Teilfahrplan A aus dem Suchbaum @) aus-
gewahlt. Diese Auswahl erfolgt durch die Quasiordnung <, in Definition 2.4.1 auf den
Fahrplanen, wobei der Sicherheitsabstand und die Summe der Sicherheitsabstande durch
obere Schranken ersetzt werden. Fiir den Teilfahrplan A werden eine obere Schranke fiir den

Sicherheitsabstand §(A) und eine obere Schranke fiir die Summe der Sicherheitsabsténde
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8y (A) berechnet. Aufgrund von Speicherplatzproblemen bei reiner Anwendung des Branch-
and-Bound-Verfahren wird in regelméafBigen Abstdnden von dem ausgewahlten Fahrplan ein
Backtracking-Verfahren fiir das Fahrplan-Problem fiir wenige Sekunden gestartet, um bes-
sere Losungen zu erhalten.

Der im Rahmen dieser Arbeit implementierte Algorithmus hat folgenden Aufbau:

Algorithmus 4: Branch-and-Bound-Algorithmus

Bestimme mit Backtracking eine (suboptimale) Losung Ay des Sicherheitsabstand-

Problems;
Setze Apest := Ag und 0 := §(Ap);
Setze A := (—1,—1,...,—1)T und Q := {\};

// X ist die Wurzel des Suchbaumes @. Noch ist keine Linie gesetzt;

while (Q #+ () und Zeitlimit nicht ﬁberschritten) do

Wihle bzgl. der Quasiordnung <, in Definition 2.4.1 den besten Fahrplan X aus
der Menge @ aus;

Berechne obere Schranke fiir den Sicherheitsabstand W;

if (m < §) then

| Eliminiere A aus Q;

else

/] 050N > &

)

if ((6(X) > ) V (dn(A) > ds(Apest))) then
Wihle eine Linie [ im Fahrplan A aus, die noch freie Variablen ist;
foreach t € {0,1,...,7,— 1} do

All] == t;
if ((6(A) > 38)V (6(A) =dAds(N) > ds(Msest))) then
if (alle Variablen \; fiziert) then

// bessere Losung gefunden ;

L Setze Apesr := A und 8 := 6(A);

else

| Fige () den Fahrplan A hinzu;

4.4 Heuristiken

In diesem Abschnitt werden verschiedene Heuristiken vorgestellt, um gute Anfangslsun-
gen fiir das Branch-and-Bound-Verfahren zu erhalten. Als erste Heuristik wird ein ein-
facher probabilistischer Algorithmus verwendet, der nur Mutationen erlaubt. Als zweites
wahlen wir die Greedy-Heuristik. Die letzten beiden Heuristiken verwenden das Branch-
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and-Bound-Verfahren eingeschriankt auf einige Linien. Dabei unterscheiden sie sich in der
Auswahl der freien Linien.

4.4.1 Probabilistischer Algorithmus

Bei diesem Verfahren wird ein Fahrplan als “Gene® eines Fahrplans aufgefasst. Die Po-
pulation besteht aus nur einem Individuum, auf das natiirlich nur Mutationen angewandt
werden kénnen. Ausgehend von einem gegebenen oder zufillig erzeugten Fahrplan wird per
Zufall eine Linie ausgewahlt und die Abfahrtszeit um einen zufalligen Wert von +1, +2, -1,
-2 Minuten verandert (“mutiert®). Falls sich die Bewertung des Fahrplans nicht verschlech-
tert, wird der neue Fahrplan weiterverfolgt, sonst der alte. Daraus wird zuféllig eine Linie
ausgewahlt und die Abfahrtszeit mutiert etc.. Die Optimierung wird abgebrochen, wenn
sich bei k - m aufeinander folgenden Schritten (“Mutationen) keine echte Verbesserung
der Bewertung des Fahrplans ergibt. Dabei ist m die Anzahl der zu optimierenden Linien
und £ ein frei wahlbarer Parameter, der in diesem Kontext mit & = 100 gewahlt wurde.

Genetische Algorithmen werden im Bereich der Fahrplanoptimierung zur Minimierung

der Gesamtwartezeiten beim Umsteigen eingesetzt ([Rie99],[KMO00],[NV95]).

Algorithmus 5: Probabilistischer Algorithmus
while (Zeitlimit nicht iberschritten) do
Wibhle zufélligen Fahrplan: A;
AnzS :=0; // AnzS bezeichnet die Anzahl der Schritte ohne Verbesserung:
while (AnzS < 100 * |L|) do
Wihle zuféllig eine Linie aus und d@ndere deren Abfahrtszeit um einen zufallig
gewahlten Wert von +1, +2, -1, -2 Minuten;
if (Fahrplan besser) then
| AnzS:=0;
else

Mache Anderung riickgangig;
AnzS + +;

4.4.2 Greedy-Algorithmus

Ein Fahrplan wird zuféllig erzeugt. Dann wird dieser an einer Position gedndert, dies ge-
schieht fiir jede Linie und jede Abfahrtszeit. Die beste Verbesserung wird dann weiterve-
folgt, bis entweder keine Verbesserung mehr erzielt wird oder eine Zeitlimit tiberschritten
ist. Falls die Zeit noch nicht abgelaufen ist, so wird dies wiederholt.

In jedem while-Schritt wird lediglich die Abfahrtszeit einer Linie gedndert, ndmlich der
Linie, die die beste Verbesserung bzgl. unserer Zielfunktion liefert.
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Algorithmus 6: Greedy-Algorithmus

)‘greedy = 6§

while (Zeitlimit nicht iberschritten) do

Wihle zufélligen Fahrplan: A;

)‘best = )‘7

repeat

foreach [ € L do

Ag 1= A

foreach t € {0,1,...,7,— 1} do
Aol =t
if (Fahrplan Xy besser als Ay ) then

L Abest 1= Az}

A= /\best;

until (keine Verbesserung von Fahrplan X erziell worden);
if (Fahrplan \y.s besser als Ajpceqy) then

L )\greedy = )\best;

4.4.3 Lokale Anwendung des Branch-and-Bound-Algorithmus

Dieser Algorithmus versucht durch lokales Einsetzen des Branch-and-Bound Algorithmus
eine bessere Losung zu finden. Ausgehend von einem zufillig erzeugten Fahrplan wird
zufallig eine Station ausgewédhlt. Dann werden die Linien, die durch die ausgewéhlte Stati-
on fahren, als verdnderbare Variablen im Branch-and-Bound-Algorithmus festgelegt, d.h.
wahrend der Branch-and-Bound-Optimierung werden nur die Abfahrtszeiten der Linien
geandert, die durch diese Station fahren. Der Branch-and-Bound-Algorithmus wird nur fir
eine Sekunden gestartet, die beste Losung wird iibernommen. Es wird wieder eine Station
zuféllig gewahlt usw..

Algorithmus 7: Lokale Anwendung des Branch-and-Bound-Algorithmus
Wihle zufélligen Fahrplan: A;
while (Zeitlimit nicht iberschritten) do
Wihle zuféllig eine Station s € Sy, aus;
Starte Branch-and-Bound-Algorithmus mit freien Linien L(s) fiir eine Sekunde:

)‘neu 3

if (Fahrplan A, besser als A) then
L A= Aeus
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4.4.4 Langsamer Aufbau des Fahrplans

Dieses Verfahren erzeugt schrittweise den Fahrplan, indem eine Folge von Stationen durch-
laufen wird. Am Anfang sind im Fahrplan alle Abfahrtszeiten nicht festgelegt. In jedem
Schritt wéhlt man zuféllig eine Station. Mit dem aktuellen Fahrplan startet man den
Branch-and-Bound-Algorithmus fiir £ Sekunden, wobei die Linien, die durch die ausgewé&hl-
te Station fahren, als verdnderbare Variablen im Branch-and-Bound-Algorithmus festgelegt
sind. Dies wird solange durchgefithrt bis alle Linien eine Abfahrtszeit haben.

Algorithmus 8: Langsamer Aufbau des Fahrplans
Lo := 10 // Menge der fixierten Linien ;
Setze A := (—1,—1,...,—1)T; //Noch ist keine Linie gesetzt;
while (Lo # L) do
Wahle zuféllig eine Station s € Sy, aus;
Starte Branch-and-Bound-Algorithmus mit freien Linien L(s) auf Streckennetz-

werk mit Linienmenge L fiir &£ Sekunden;

Ly := Lo U L(s);

{ L(s1) { L(s1)

L(s2) — L(s2)

L(s3) L(s3)
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4.5 Zerlegung des Streckennetzwerks

In diesem Abschnitt wird untersucht, wie sich der Branch-and-Bound-Algorithmus be-
schleunigen lasst, wenn sich das Streckennetzwerk in signifikant kleinere Teilnetze zerlegen
lasst.

Dazu wird der Linienkonflikt-Graph (LK-Graph) betrachtet. Wenn der LK-Graph in
zweifach zusammenhangende Teile zerfallt, so lasst sich aus den optimalen Fahrplénen der
Teilnetze ein optimaler Fahrplan fiir das gesamte Streckennetzwerk erstellen, wobei die
Teilnetze aus den zweifachen Zusammenhangskomponenten des LK-Graphen entstehen.

4.5.1 Zerlegung mit Hilfe der zweifachen Zusammenhangskom-
ponenten des LK-Graph

Wenn der LK-Graph nicht zusammenhéangend ist, so bilden die Linien einer Zusammen-
hangskomponente ein Teilnetz, das von den anderen Teilnetzen unabhingig ist, weil sie
keine gemeinsamen Linien besitzen. Darum kann man die Teilnetze auch getrennt optimie-
ren. Der optimale Fahrplan des gesamten Streckennetzwerks lasst sich aus den optimalen
Fahrplanen der Teilnetze zusammensetzen.

Da der LK-Graph meistens zusammenhéangend ist, werden im Weiteren die zweifa-
chen Zusammenhangskomponenten untersucht. Wir werden sehen, dass auch aus den op-
timalen Fahrplinen der Teilnetze, die aus den zweifachen Zusammenhangskomponenten
(2-Zhgskomp) des LK-Graph entstehen, ein optimaler Fahrplan fir das Gesamtnetz in
linearer Zeit zusammengesetzt werden kann.

Fir jede zweifache Zusammenhangskomponente wird fiir deren zugehoriges Teilnetz
ein optimaler Fahrplan erstellt. Die zweifachen Zusammenhangskomponenten bilden einen
Wald, wenn man jede zweifache Zusammenhangskomponente als einen Knoten auffasst.
Zwischen je zwei Knoten existiert eine Kante, wenn die beiden Knoten eine Linie gemein-
sam haben. Diesen Wald bezeichnen wir als Superstrukturgraph des LK-Graphen. Im Su-
perstrukturgraphen wird eine Tiefensuche durchgefithrt (Breitensuche ist auch moglich).
Die Knoten (2-Zhgskomp.=Teilnetze) werden bzgl. dieser Tiefensuchereihenfolge durch-
laufen und aus den Fahrplanen der Teilnetze berechnet man den optimalen Fahrplan fur
das gesamte Netz. Dabel wird zwischen zwei Arten von Knoten unterschieden. Die erste
Art von Knoten sind solche, die zum ersten Mal in einer Zusammenhangskomponente des
Superstrukturgraphen besucht worden sind, d.h. sie sind Wurzel einer Zusammenhangs-
komponente des Superstrukturgraphen. Die zweite Art von Knoten bildet den Rest, d.h.
diese Knoten haben einen Vorgéngerknoten, mit dem sie eine Linie gemeinsam haben.

Wenn die Knoten also bzgl. der Tiefensuchereihenfolge durchlaufen werden und der
Knoten von der ersten Art ist, so kann man dessen Fahrplan ohne Verdnderung in den Ge-
samtfahrplan tibernehmen. Ansonsten wird derjenige Vorgangerknoten gesucht, mit dem
der aktuelle Knoten eine gemeinsame Linie hat. Fir diese gemeinsame Linie wurde im
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Vorgéngerknoten eine Abfahrtszeit schon festgesetzt. Diese Abfahrtszeit wird beibehal-
ten. Darum werden die Abfahrtszeiten im optimalen Fahrplan des Teilnetzes, den man
in den Fahrplan des gesamten Streckennetzwerks einfiigen will, so verschoben, dass die
Abfahrtszeiten des Teilnetzes und mit den Abfahrtszeiten des Fahrplans fiir das gesamte
Streckennetzwerk auf der gemeinsamen Linie iibereinstimmen.

Der Algorithmus, der dieses berechnet, sieht wie folgt aus:

Algorithmus 9: Optimaler Fahrplan aus den Teilnetzen
Gegeben: LK-Graph;
Berechne die zweifachen Zusammenhangskomponenten des LK-Graphen (2-ZKen);
Seien zy, ..., z; die 2-ZKen;
foreach 2-7ZK z; do
| Berechne optimalen Fahrplan A’ fiir das Teilnetz von 2-ZK z;;

Bilde aus den 2-7ZKen einen Superstrukturgraphen;
Fithre im Superstrukturgraphen eine Tiefensuche durch;
Seien py,pa, ..., pr die Reihenfolge der 2-ZKen bzgl. der Tiefensuche;
Setze A := (—1,—1,...,—1); // Fahrplan fiir das Gesamtnetz;
for:+ 1 to k do
if (Vater(p;)=p;) then
//d.h. p; ist Wurzel einer 2-7Ke;
foreach (I € L(p;)) do
| A= A

else
Sei lp := L(p;) N L(Vater(p;));
// d.h. [y ist die gemeinsame Linie von Knoten p; und Vater(p;);
foreach (I € L(p;)) do
L )\1 = (/\; + /\10 — )\;-o + Tlo) mod Tl;

Jedes Teilnetz behélt seinen optimalen Fahrplan im Gesamtnetz, da sich durch die
Verschiebung des Fahrplans nach Satz 3.4.1 nichts an den Eigenschaften des Fahrplans
andert und jede Linie hochstens einmal verdndert wird, da im Superstrukturgraphen keine
Kreise existieren.

Bei dreifachen Zusammenhangskomponenten kann man diese nicht getrennt optimieren.
Dazu ein einfaches Beispiel mit 4 Linien und 4 Stationen.



4.5 Zerlegung des Streckennetzwerks 71

Streckennetzwerk LK- Graph
Liniel —= 1 —» Linie 3
L!n!e 2 - 1 1
Linied ---» ‘

Y
Linie 4 2 _@I

Der LK-Graph im Bespiel hat vier dreifache Zusammenhangskomponenten {l1,3},
{l1,14}, {l2,13} und {l2,14}. Bei einem festen Linientakt von 10 fir alle Linien wiirde fir
jede dreifache Zusammenhangskomponente der optimale Sicherheitsabstand 5 betragen,
aber fir das gesamten Streckennetzwerk ist der optimale Sicherheitsabstand 4.

[ ] ]
v
DNe?ANN
/‘} .év‘"vl
| =4 N
AN

Abbildung 4.4: Der Linienkonfliktgraph fiir den KVB-Testinstanz I, mit 28 Linien und
543 Stationen. (28 Knoten, 76 Kanten)

4.5.2 Unterteilung des LK-Graphen durch Festlegen der Abfahrts-
zeiten einiger Linien

Viele Streckennetzwerke im OPNV haben eine sehr grofe zweifache Zusammenhangskom-
ponente, darum bringt der obige Ansatz meist keine grofle Verbesserung.

Wenn wir die Abfahrtszeiten einiger Linien festlegen, so konnen die zugehorigen Lini-
enknoten im Linienkonfliktgraph entfernt werden. Dadurch kann bei geeigneter Wahl der

Linien das Streckennetzwerke in viele Teile bzgl. der zweifache Zusammenhangskomponen-
ten des LK-Graphen zerteilt werden.

Hier sehen wir zwei mégliche Anséatze:

Sei der LK-Graph G = (L, F) fiir ein Streckennetzwerk gegeben.



72 Ein Branch-and-Bound-Algorithmus zur Lésung des Fahrplan-Problems

1. Ansatz: Bestimme Sy C S fiir die gilt:

(a) Graph G hat nur zweifache Zusammenhangskomponenten der GroBe O(log|L]),
wobel G = (L, F) mit L = L\ L(Sy) und F = E|;.

(b) |L(So)| ist minimal
2. Ansatz: Bestimme Ly C L fiir die gilt:

(a) Graph Né hat nur zweifache Zusammenhangskomponentender Grofle O(log|L]),
wobel G = (L, F) mit L = L\ Lo und £ = E|;.

(b) |Lo| ist minimal

Fiir jeden Teilfahrplan der ausgewéhlten Linien ist eine neue Berechnung der optima-
len Fahrpldne fir die Teilnetze notwendig, da die optimalen Fahrpldane der Teilnetze vom
Teilfahrplan der fixierten Linien abhangen. Der Vorteil des ersten Ansatzes ist, dass viele
Teilfahrplane nicht betrachtet werden miissen, da die Linien gemeinsame Stationen befah-
ren und dadurch einige mégliche Fahrzeiten nicht sinnvoll sind. Unter Umstanden kann die
Menge der ausgewahlten Linien L(Sg) viel grofler sein als mit dem zweiten Ansatz. Im zwei-
ten Ansatz kann es vorkommen, dass Linien ausgewahlt werden, die keine gemeinsamen
Stationen haben und dadurch kann man keine Abfahrtszeiten ausschliessen.

Bemerkung 4.5.1 Sei Ly C L so gewdhlt, dass die zweifachen Zusammenhangskompo-
nenten des Graphen G die GroBe O(log|L|) haben, wobei G = (Z, E) mit L = L \ Lo und
E = El;. Der Algorithmus 9 muss im worst-case [[,., Ti-mal aufgerufen werden, da es
HleLo Ti-viele verschiedene Teilfahrplane fiir die Linien Ly gibt. In Abschnitt 3.4 wurde
gezeigt, dass die Dimension des Suchbaums um eins verringert werden kann, indem die
Abfahrszeit einer beliebigen Linie auf 0 gesetzt wird. Wenn wir eine Linie aus Ly wéhlen,
so kann die Anzahl der Teilfahrplane verringert werden.



Kapitel 5

Darstellung des Fahrplan-Problems
als ganzzahliges lineares Programm

In diesem Kapitel wollen wir das Fahrplan-Problem als ganzzahliges lineares Programm
(ILP) darstellen, um es mittels CPLEX, einem Programmpaket zur Losung linearer und
quadratischer Optimierungsprobleme mit kontinuierlichen und gemischt ganzzahligen Va-
riablen, zu l16sen.

5.1 Lineare und ganzzahlige lineare Programme

Probleme der Form

max ¢ =z
Axz <b
z e R"”

nennt man Lineare Programmierungs-Probleme, kurz Lineare Programme (linear program,
LP). Die Menge {z € R"|Az < b} nennt man Losungsraum, wobei A eine m x n Matrix
ist, ¢ € R™ ein n-dimensionaler und 5 € R™ ein m-dimensionaler Vektor ist. = ist der
Vektor der Variablen oder Unbekannten. Die Funktion & : R” — R mit k(z) = ¢’z heifit

Kostenfunktion.

Wenn einige Variablen nur ganzzahlige Werte annehmen kénnen, nennt man das Pro-
blem gemischt ganzzahliges Lineares Programm (mixed integer linear programm, MIP).
Dieses lasst sich wie folgt formulieren:
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max cla 4+ hTy
Az + By <b
xr e R”
yez"

Wenn alle Variablen ganzzahlig sein miissen, so bezeichnet man es als ganzzahliges
lineares Programm (integer linear program, ILP). Fir Literatur zur Theorie von linearen

Programmen und Losungsmethoden verweisen wir auf [Sch98], [Chv83] und [NWSS].

5.2 ILP-Darstellung des Sicherheitsabstand-Problems

Sei ein Streckennetzwerk N(S,C,t, L, T) gegeben.

Im Folgenden wollen wir zuerst das Sicherheitsabstand-Problem als ILP darstellen. Aus-
gehend von der Darstellung des Problems werden die Definitionen erweitert und umfor-
muliert, bis wir eine ILP-Darstellung erhalten. Aus den Definitionen erhalten wir folgende
Programm-Darstellung fiir das Sicherheitsabstand-Problem:

max ()
8(s,A) = ming, 1 er(s) 8(s,li,lj,\) Vs € S
§(A) = minges d(s, A)
AeA

Der Sicherheitsabstand zweier Linien an einer Station lasst sich berechnen, indem die
Ankunftszeiten der beiden Linien im Zeitintervall von 0 bis zum kleinsten gemeinsamen
Vielfachen aller Takte betrachtet wird.

Definiere folgende Konstanten fiir die ILP-Darstellung des Sicherheitsabstand-Prob-

lems.

o Tyyv = kgV{Ty,Ty,..., T,,}
[ ] Tmzn = mlH{TlU € L}, Tmax - maX{Tl|l € L}

o mi= 1 41, 1<i <L
m; gibt die Anzahl der Ankunftszeiten der Linie [; im Intervall Ty,v an, die fir die
Berechnung des Sicherheitsabstands benotigt wird.

¢ § : obere Schranke fiir den Sicherheitsabstand

e J5, : obere Schranke fiir die Summe der Sicherheitsabstinde
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e 4, : obere Schranke fiir den Sicherheitsabstand an der Station s € S

® 5, :m = (s,l;,1;) obere Schranke fiir den Sicherheitsabstand an der Station s zwi-
schen den Linien /; und /;

Die Konstanten fiir die oberen Schranken werden bestimmt mit Hilfe der Satze aus Kapitel

4.2.

max (5.2.1)
a;=X)+7-T Vie L VjeN,,
ai; = (aij + a(s,li,ﬁ)) mod (Tyy +T;) Vs€S Vie L(s) VjeEN,,
§ < laf; — ayyl Vs€S Vike L(s),i#k
VjeN,,,leN,,
0<a; <Thyv +T; =1 Vs€S Vie L(s) VjeN,,
0<A<ST, -1 Viel

0<5<4

aii, Ai, 0 anleger

Bedeutung der einzelnen Variablen:

e ) : Sicherheitsabstand

o ), : Abfahrtszeit der Linie s

e a;; : Abfahrtszeiten der Linie 1 fiir m; aufeinander folgende Bahnen (0 < 5 < m;—1)

¢ a;; : Ankunftszeiten der Linie 1 an der Station s fir m; Bahnen im Zeitintervall

[0, TkgV + 7T — 1].

In der Darstellung storen die Betrag- und Modulo-Funktion. Wir wollen die Gleichungen
bzw. Ungleichungen, die Betrag- bzw. Modulo-Funktionen enthalten, im Folgenden durch
aquivalente lineare Gleichungen bzw. Ungleichungen ersetzen.

e Modulo-Funktion: Seien a,b € Z und K € N.

r = (a—l—b)mod[\"
Sdz€Z:x—(a+bd) = 2 K, 0<z<K-1

Wie man sieht, muss man, um die Modulo-Funktion aus einer Gleichung zu eliminie-
ren, eine weitere ganzzahlige Variable einfithren.
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o Betrag-Funktion: Seien z,y,6 € Z und §,T € N.

)
o
S0 <z,y<T-1
0 -
!

Wobei H eine Konstante ist, firr die gilt:

VO<a,y<T—-1V0<6<d:|le—y|+6<H

Darum reicht es H = T + § zu wahlen.
Falls @ = 0 gewahlt wird, so bedeutet dies, dass y grofer als z ist. Die Konstan-
te H garantiert dann, dass die andere Gleichung erfiillt wird. Bei o = 1 gilt es

umgekehrt. [NWSES]

Durch Eliminierung der Modulo-und Betragfunktionen aus den (Un-)Gleichungen im

ILP 5.2.1 ergibt sich die folgende ILP-Darstellung fir das Sicherheitsabstand-Problem:

max § (5.2.2)
ij . (Tk'gV + T7) = afj — ()\Z +_] . Ti + CL(S, ZZ', 0)) VS € S \V/Z € L(S) \V/] € Nmz
6 <aj; —ag + H(1 — aiju) VseS Vi,ke L(s),i#£k

Vj € N, I €Ny,
0 < —aj; +ap + Hogjp

0<\<T —1 Viel

0<d5<§

0<a;; <Tpv+T;—1 VseS VieL(s) VjeEN,,
0<aim<1 Vs €S Vi,keL(s),i#£k

VjeN,,,leN,,

S S N
Qijkl, @5y 25 Aiy 0 integer

Wobei H = Tyyv + Taw + Trmin gewdhlt werden kann.
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5.3 ILP-Darstellung des Fahrplan-Problems

Das Sicherheitsabstand-Problem hatte als Zielfunktion den Sicherheitabstand. Beim Fahrplan-
Problem wurde im Branch-and-Bound-Ansatz mit einer Ordnung gearbeitet, aber wir brau-
chen fiir die ILP-Darstellung eine Zielfunktion.

Definition 5.3.1 (Zielfunktion)

Gegeben sei ein Streckennetzwerk N(S,C,t,L,T). Sei ds € N eine obere Schranke fiir
die Summe der Sicherheitsabstdnde. Definiere die folgende Zielfunktion auf der Menge der
Fahrplane A:

H(N) 1= 60 - B + d ()
mit A € A.

Definition 5.3.2 (Fahrplan-Problem?2)
Gegeben sei ein Streckennetzwerk N(S,C,t, L, T). Bestimme ein A\g € A mit p(Ao) = p*,
wobei p* wie folgt definiert ist:

wo= I/I\lea/i(lu(/\> (5.3.3)

Satz 5.3.3 Jede opltimale Losung des Fahrplan-Problems ist auch eine optimale Lésung
des Fahrplan-Problem2 und umgekehrt, d.h. fir alle Ay € A gilt:

H(ho) = i & 85(o) = 6%

Beweis:

o “&": Seien A\g € A und dx(Ag) = 6% (F)
Daraus folgt: §(A\g) = 6*.
Angenommen es existiert ein Ay € A = p(Ay) > p(Xo). (*%)

1. Fall: 5(\;) = 8(X) = 6*

W) > )
& 8(M)Ts +05(\) > 8(h) - Fs + bx(Xo)
42)’52(/\1) > 52(/\0)

Dies ist ein Widerspruch zur Optimalitat von Ag (*).



78 Darstellung des Fahrplan-Problems als ganzzahliges lineares Programm

2. Fall: 6(A;) < 6(Xg) = 0%
Daraus folgt: §(A) —d(Xo) +1 <0, da (X)) € N.

pM) = () B+ ds(h)
= 3(h) B+ 8u(M) + (300) — 6(M)) - B
< 8(Xo) - 0% + 3% + (8(M1) = 8(Xo)) - 3
= (M) s + (8(\) — 6(he) + 1) - 3%
(M)
(M)

IAIA

Das ist ein Widerspruch zu Annahme (**).

e “=7": Seien A\g € A und p(Ag) = p*.(**%)
Zu zeigen 6(Ag) = 0* und oy (o) = 6%.
Beweis von §(Xg) = 6* funktioniert analog zum 2.Fall in “<”.
Es ist noch zu zeigen, dass dx(Ag) = 6% gilt.
Angenommen es gilt dx(Xg) < 0%, d.h. es existiert ein Ay € A : §(A) = 6* und
52()\]) > 52(/\())

pn) = () -85 + b
= 5 Tn 4 6n(M
= 50\0)'@4-52
> §(Xo) - ds + Ix

)

A1)
o) = (o)

N N e N

Dies ist aber ein Widerspruch zu Optimalitat von Ay (**%).

Das Fahrplan-Problem2 (siehe Def. 5.3.2), das dquivalent zum Fahrplan-Problem ist,
lasst sich als ILP dann wie folgt darstellen:



5.3 TLP-Darstellung des Fahrplan-Problems 79

max J -0y + Z ds (5.3.4)
sES
Zz-sj . (TkgV + T7) = afj — (/\7 +_] . Tg + CL(S,L;,O)) VS € S \V/l € L(S) \V/] € Nmz
53 S a‘;j — azl + H(l — aij,kl) \V/S € S \V/Z,]C € L(S),l 75 k

Vi € Np,,l € Ny,

0y < —aj; +aj; + Hagjp

5 <6, Vse S

0< A <ST—1 Vie L

0<68, <4, Vse S

0<6<§

0<al, < Thgv +Ti— 1 Vse S VieL(s) VjeN,
0 <ajjm<1 VseS Vi,keL(s),i#£k

Vj € Nu,,l € Ny,

S S N
Qijkly 55 2555 Niy 05, 0 inleger

Wenn man die Reduktion in Abschnitt 3.2.2 benutzt und S durch Sy ersetzt und
> ses 0s in der Zielfunktion durch 25652 |[8]rs |- s ersetzt, so wird die Anzahl der Variablen
und Ungleichungen reduziert. Die Tabelle 5.1 gibt die Grofe der ILPs (5.3.4) fir die drei
Instanzen des StraBenbahnnetzes der KVB an. Genaueres zu den Instanzen ist im Abschnitt
6.2.1 angegeben. Wie man in Tabelle 5.1 sehen kann, werden die Anzahl der Variablen um

70% und die Anzahl der Ungleichungen um 60% verringert.

ILP (5.3.4) ILP (5.3.4) nach Reduktion

Inst. | [L| | |S] || [Var.| ‘ |Ungl.| ‘ Var.| ‘ |Ungl.| ‘
I, | 20 | 461 || 4526 4907 961 1829
Lo | 28| 543 || 18060 | 26159 || 5125 9115
Io | 26 | 525 || 10332 | 13488 | 2871 5075

Tabelle 5.1: Grofie von ILPs, die gemafl ILP (5.3.4) und deren Reduktion fiir die KVB-

Testinstanzen entstehen.

Die ILP-Darstellung (5.3.4) und deren reduzierte Darstellung des Fahrplan-Problems
ist nicht geeignet fiir CPLEX. CPLEX liefert nach einer Stunde Rechenzeit fiir die drei
Instanzen der StraBenbahnnetzes der KVB sehr schlechte Ergebnisse. Um eine andere ILP-
Darstellung zu bekommen, wollen wir den Sicherheitsabstand zweier Linien anders be-
rechnen. Mit Hilfe von Satz 3.1.2 wurde eine alternative Berechnungsmethode des Sicher-
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heitsabstandes zwischen zwei Linien vorgestellt. Damit sieht die Darstellung des Fahrplan-
Problems wie folgt aus:

max 4§ -0y + Z O (5.3.5)

SES
al =X\ +a(s,;,0) Vs €S Vie Ls)
wf; = |aj —ai| mod ggT (T, T;)  Vse€ S Vi,j€ L(s),1 #j
8y <min{al, ggT(T:, Ty) — 2} Vs €S Vi,je L(s),i#j

0 < 4, Vs e S

0< N\ <T; =1 Vie L

0<4, <6, Vse S

0<§<é

0<af <ggT(T;,T;) — 1 VseS Vi,je L(s),i#J

., M, 05,0 inleger

75

wobei die Variablen folgende Bedeutung haben:

e J, : Sicherheitsabstand an der Station s
e «’ : Ankunftszeit der Linie 7 an der Station s mit Fahrzeit A;

e z;; : Hilfsvariable, mit deren Hilfe der Sicherheitsabstand berechnet wird.

Im Folgenden werden dquivalente Schritte gezeigt, wie man den Betrag, die Modulo-
und die Min-Funktion eliminieren kann.

I 11

max d max d

a=l|r—ylmod D ||a=|r—y|l—2-D
d<min{a,D —a} | d <min{a, D —a}

0<a<D-—-1
z €L
I v
max d max d
a=x—y—=z-D a=x—y—=z-D
d <minf{a, D —a} d<a
d<D-—a
0<a<<D-1 0<a<<D-1

z €7 z €D
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Von Schritt T zu 1T wird die Modulo-Funktion wie bekannt entfernt. Beim Ubergang
von Schritt 1T zu III kann der Betrag weggelassen werden, da durch die Einschrankung
0 < a < D —1 sichergestellt wird, dass die Menge {a, D — a} sich nicht verdndert. Im
letzten Schritt wird durch zwei Ungleichungen die Ungleichung d < min{a, D — a} ersetzt.

Durch Entfernen von Modulo und Betrag ergibt sich aus ILP 5.3.5 das ILP 5.3.6 :

max & -0y + Z ds (5.3.6)
SES

al =X +a(s,l;,0) Vse S Vie L(s)
v =al —ab — 25 ggT (T, T;) Vs€S Vi,j€ L(s),i#j
bs < af; VseS Vi,jeL(s),i#]
ds < ggT(T3, 1) — x3; VseS Vi,jeL(s),i#]

6 < 4 Vse S

0<N<ST -1 Vie L

0<4d, <4, Vse S

0<5<4

0<aj <ggT(T;,T;) — 1 Vse S Vi,jeL(s),i#]

T3 25 Aiy 05,0 integer

ILP (5.3.6)
Ins. | |L] | [S] || [Var] | |Ungl] |
I, | 20 | 461 886 1067
Lip | 28 | 543 || 1338 1692
Iy | 26 | 525 || 1192 1485

Tabelle 5.2: GroBe von ILPs, die gemafl ILP (5.3.6) fiir die KVB-Testinstanzen entstehen.

Wir kénnen die Anzahl der Variablen und Gleichungen reduzieren, indem wir die Sta-
tionen eliminieren, durch die nur eine Linie fahrt.

Bemerkung 5.3.4 Falls eine Station s nur von einer Linie [ befahren wird, so ist der
Sicherheitsabstand an dieser Station fiir jeden Fahrplan A gleich dem Takt der Linie, d.h.
5(8, /\) = Tl.

Definition 5.3.5 Sei S, = {s € S|1 < |L(s)|}, S=1 = {s € S|1 = |L(s)|} und C =
ZSES=1 TL(S)'
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Wenn wir im ILP 5.3.6 die Menge der Stationen S durch S5 ersetzen, so erhalten wir
ILP 5.3.7:

max 805+ ), &+ C (5.3.7)
s€S51
ai =\ +a(s,;,0) Vm = (s,1i,1;) €
xl = aj —a; — 25 - ggT (T3, T;) Vm = (s,1;,1;) €
s < g Vm = (s,1;, ;) €
ds < ggT(T;,T;) — Ty Vm = (s,l;,1;) e M
0 < & Vs € Ss
0< A <T—1 Viel
0<6, <4 Vs € Ssq
0<d5<4§
0 <y <ggT(Ti,T) =1 Ym = (s,1;,1;) € M

7]’ 7]’ Ais 05,0 integer

Sei Sy 51 = 551N Sx. Wir ersetzen M durch My, indem wir die Satze 3.2.24 und 3.2.25

benutzen, und erhalten:
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max -0y + Z [s]rs| - 6s + C (5.3.8)
SEST >1

a; = X +a(s,1;,0) Vm = (s,1;,1;) € My
af, = ai —ai — 25 - ggT (T, T;) Vm = (s,1;,1;) € My
om < 235 Vm = (s,1;,1;) € My
om < ggT(T:, Tj) — Vm = (s,1;,1;) € My

ds < O Vs € Sy,51 Vm € My(s)

6 <4, Vs € Sy 51

0< N <T;—1 Vie L

0<6, <4, Vs € S

0<6<6

0<6, < {MJ Vm = (s,1;,1;) € My

0<af <ggT(T,Ty) =1 Vm = (s,1;,1;) € My

Tl 255 Aiy Oy 05,0 integer

wobei §,, den Sicherheitsabstand zwischen zwei Linien darstellt und nach Satz 4.2.5

) ) ; ) ) ) Cr. ) T(T:,T
wissen wir, dass fiir den Sicherheitsabstand zwischen zwei Linien gilt: 4, < LWJ.

TLP (5.3.7) TLP (5.3.5)
Ins. | [L] | |S] || [Var] | [Ungl] || [Var.] | [Ungl.| |
I, | 20 | 461 533 714 187 242
Iio | 28 | 543 984 1338 311 416
Iy | 26 | 525 837 1130 275 370

Tabelle 5.3: GroBe von ILPs, die gemafl ILP (5.3.8) fir die KVB-Testinstanzen entstehen.

Tabelle 5.3 zeigt, dass wir die Anzahl der Ungleichungen und Variablen fiir die ILP-
Darstellung des Fahrplan-Problems um 75% verringert haben.






Kapitel 6

Experimentelle Ergebnisse

In diesen Kapitel wollen wir anhand verschiedener Streckennetzwerke unsere Branch-and-
Bound-Losungen mit den CPLEX-Lésungen vergleichen. Da wir mit dem Schienennetzwerk
der KVB aber nur ein reales Streckennetzwerk haben, haben wir auch kiinstliche Strecken-
netzwerke erzeugt, um zu sehen, wie sich die beiden Anséitze verhalten und welcher besser
geeignet ist, das Fahrplan-Problem zu l6sen.

6.1 Software und Hardware

Wir haben das Programm unter dem Betriebssystem Sun Solaris 2.6 in der Programmier-
sprache C++ entwickelt. Als Compiler wurde der GNU C++ Compiler in Version gee 2.95.2
eingesetzt. Fiir die Losung des ganzzahligen linearen Programms wurde die kommerzielle
Software CPLEX in der Version 6.6.1 eingesetzt, niheres zu CPLEX findet man in [ILO98].

Die Tests wurden auf einer SUN Workstation Ultra-4 mit vier Prozessoren mit je

296Mhz und einem Arbeitsspeicher von 1024 MB durchgefiihrt.

6.2 Instanzen

In Folgenden wollen wir uns naher mit den Instanzen befassen, an denen wir die Giite
unserer Losungsansétze messen wollen.

6.2.1 Kolner Verkehrs-Betriebe (KVB)

Von der Kolner Verkehrs-Betriebe AG (KVB) stammen unsere realen Daten. Die Da-
ten fiir die Linien, Stationen, Verbindungen und Takte sind dem Fahrplan vom 30.5.2001
der KVB entnommen. Fiir jede Stunde an Werktagen haben wir aus diesen Daten eine
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Streckennetzwerk-Instanz fiir unser Programm erzeugt. Dabei entstanden 10 verschiedene
Streckennetzwerke, da einige Linien nur zu bestimmten Zeiten oder die Takte einiger Li-
nien wechseln. Aus diesen 10 Instanzen haben wir drei reprasentative ausgewahlt, da sich
die anderen Instanzen wenig von diesen drei Instanzen unterscheiden.

Abbildung 6.1 zeigt das Straflenbahnnetz der KVB.
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Abbildung 6.1: StraBenbahnnetz der Kolner Verkehrs-Betriebe (KVB).

Die Tabelle 6.1 gibt die Gréfe der Streckennetzwerke fiir drei verschiedene Instanzen
an.

6.2.2 Gitter-Streckennetzwerke

Gitter-Streckennetzwerke sind Streckennetzwerke, die zuféllig erzeugt werden. Als Grund-
struktur fiir das Streckennetzwerk dient ein Stationsgitter mit Verbindungen wie in der

Abbildung 6.2.

Auf einem Stationsgitter werden Linien zufillig erzeugt. Dazu wird fiir jede Linie eine
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| Tnstanzen | [L] | |S]] |C]]
I, | 20 | 461 | 424
o | 28| 543 | 508
Ty | 24| 525 | 486

Tabelle 6.1: Grofle der drei KVB-Testinstanzen

zufillige Startstation in der ersten Spalte des Gitters ausgewahlt. Von den Stationen im
Gitter dirfen sich die Linien nur in zwei Richtungen bewegen, entweder parallel zu den
Zeilen von links nach rechts oder je nach Position der Stationen nach oben (gerade Spal-
ten) oder nach unten (ungerade Spalten). Welchen Weg die Linien nehmen, wird zuféllig
entschieden. Eine Linie endet, wenn sie letzte Spalte im Gitter erreicht hat. Die Fahrzeiten
zwischen den Stationen im Gitter werden zufillig aus {1, 2,3} gewéhlt, und die Takte der
Linien zuféllig aus {5,10,15,20,30,60}.

ooo-».

Abbildung 6.2: Grundstruktur fiir Gitter-Streckennetzwerke.

Ein Beispiel fiir ein Zufallsstreckennetzwerk mit 3 Linien auf einem 4x5 Gitter findet

sich in Abbildung 6.3.
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[ ] >>.—>A.>>T>>. --->= Liniel
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Abbildung 6.3: Beispiel fiir drei Linien in einem 4x5 Gitter.
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6.3 Ergebnisse

6.3.1 Kolner Verkehrs-Betriebe (KVB)
Branch-and-Bound Ergebnisse

Im Branch-and-Bound-Algorithmus werden bei jedem Branch-and-Bound-Schritt der Si-
cherheitsabstand § und die Summe der Sicherheitsabstiande dy fiir einen Teilfahrplan be-
rechnet. Mit Hilfe der in Abschnitt 3.2 vorgestellten Relationen lésst sich die Berechnung-
zeit von § und Oy deutlich verbessern.

Zuerst wollen wir untersuchen, wie stark sich diese Reduzierungen auf die Laufzeit des
Branch-and-Bound-Algorithmus auswirken.

ohne Reduktion | mit Reduktion

Instanzen | |L] || |S] | M| || [Sg] | |Ss] || | Mo
Iy | 20 || 461 202 28 | 16 46

Iy | 28 || 543 383 48 | 28 78

Iy | 26 || 525 320 44 | 22 68

Tabelle 6.2: Frgebnisse der Reduktion mit Hilfe von Relationen aus Kapitel 3.2 fiir die
KVB-Testinstanzen.

Wenn im Branch-and-Bound-Algorithmus an Stellen, wo der Sicherheitsabstand d(\)
(bzw. Summe der Sicherheitsabstinde dx;(A)) berechnet wird, fiir S jetzt die Menge S5 (bzw.
Sy;) verwendet wird, so braucht der Branch-and-Bound-Algorithmus fiir unsere Instanzen
nur ein Viertel der Zeit, um die gleiche Lésung zu finden.

Die erzielte Laufzeitverbesserung ist gegeniiber der Stationsreduktion sehr gering. Dies
liegt daran, dass die Berechnung des Sicherheitsabstandes quadratisch mit der Anzahl der
Linien zunimmt und die meisten redundanten Stationen von sehr wenigen Linien befahren
werden.

In der Tabelle 6.3 sehen wir die Backtracking-Ergebnisse nach 5 Minuten Rechenzeit
mit und ohne Ausnutzung der Reduktion der drei Instanzen der KVB.

Aus der Tabelle 6.3 ergibt sich, dass der Laufzeitgewinn bei der Reduktion mittels
der MLK-Graphen(My) am groften ist. Darum wird in den weiteren Experimenten im
Branch-and-Bound-Algorithmus nur diese Reduktion betrachtet.

Tabelle 6.4 zeigt die Ergebnisse des Branch-and-Bound-Verfahrens angewendet auf die
Instanzen der KVB nach 5 Minuten und einer Stunde Rechenzeit. Wie man erkennt,
verdndert sich die Losung kaum.
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ohne Reduktion mit Red. (S5, Sx) mit Red. (M)

Inst. | |L] ) ‘ Oy, ‘ Zeit ) ‘ Oy ‘ Zeit ) ‘ Oy ‘ Zeit
I, | 20 || 12 | 23516 | 253.44 || 12 | 23561 | 119.39 || 12 | 23561 | 70.97
I, | 28 2| 4596 | 166.33 21 4596 | 41.58 || 2| 4596 | 15.45
Ioo| 26| 2| 6532 ] 89.01 || 2| 6532 | 24.04 || 2| 6542 | 41.67

Tabelle 6.3: Backtracking-Ergebnisse fir die KVB-Testinstanzen nach 5 Minuten Rechen-

zeit.

Ergebnis nach 5 Minuten || Ergebnis nach einer Stunde
Inst. | |[L| || 6| s |gap| Zeit| 4| Jy | gap | Zeit
Iy | 20 || 12 | 23548 | 570 | 156.74 || 12 | 23548 | 445 271.80
I, | 28 2| 4613 | 128 16.80 2| 4612 | 112 92.38
Io | 26| 3| 6518 | 173 | 233.17 || 3| 6544 | 143 | 1858.54

Tabelle 6.4: Branch-and-Bound-Ergebnisse fiir die KVB-Testinstanzen nach 5 Minuten und

einer Stunde Rechenzeit.

Ergebnisse mit CPLEX

In Kapitel 5 wurde das Fahrplan-Problem als ganzzahliges lineares Programm dargestellt.
Die Anzahl der Gleichungen und Variablen wurden mit Hilfe der Relationen, die bei Branch-
and-Bound eingesetzt wurden, erheblich verringert. Die Ergebnisse die CPLEX fiir die
ILP-Darstellung der drei Instanzen erzielte, zeigt Tabelle 6.5.

nach 5 Minuten nach einer Stunde
Ins. || ¢ ‘ os ‘ gap ‘ time || 4 ‘ ox ‘ gap ‘ time
Iy || 12 | 23214 | 857 | 297.02 || 12 | 23675 | 12 | 1894.54
Lo || 2| 4541 | 224 | 37.56 || 2| 4651 | 99 | 1043.50
Iog || 3| 6452|262 | 20.59 || 3| 6570 | 116 | 1452.05

Tabelle 6.5: CPLEX Ergebnisse fiir die KVB-Testinstanzen gemaf ILP (5.3.8) nach 5 Mi-

nuten und einer Stunde Rechenzeit.

Wenn man die Ergebnisse von unseren Branch-and-Bound-Algorithmus und dem Pro-
grammpaket CPLEX vergleicht, so erkennt man, dass die Lésungen nach 5 Minuten von
Branch-and-Bound-Algorithmus besser sind als die von CPLEX, aber nach einer Stunde
liefert CPLEX bessere Losungen und bessere obere Schranken.
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Ergebnisse mit Hilfe der Heuristiken

In diesen Abschnitt werden die Ergebnisse, die mit Hilfe der Heuristiken aus Abschnitt 4.4
erzielt worden sind, prasentiert und verglichen.

Algor. 5 || Algor. 6 | Algor. 7 Algor. 8
Alg!GA ) ‘ (SE 0 ‘ (SE ) ‘ (SE ) ‘ (SE
I || 6| 23220 || 4 | 23752 || 7 | 23894 || 10 | 23533
Ly | 1] 4606 || 1| 4671 || 1| 4667 | 1| 4686
Ipo || 1| 6551 || 1] 6621 || 1| 6622 || 2| 6595

Tabelle 6.6: Ergebnisse der Heuristiken fiir die KVB-Testinstanzen nach 5 Minuten.

Wie man in Tabelle 6.6 sehen kann, liefern die Heuristiken gute Losungen fiir die Summe
der Sicherheitsabstdnde, aber leider sind die minimalen Sicherheitsabstdnde sehr schlecht.
Fiir die Verwendung im Branch-and-Bound-Algorithmus sind diese Heuristiken nicht ge-
eignet, da Backtracking-Verfahren nach einigen Sekunden viel bessere Losungen als die
Heuristiken liefern. Die Heuristiken, die in Algorithmen 6 und 7 beschrieben werden, kann
man zur Nachbesserung von schon berechneten Fahrplanen nutzen.

6.3.2 Ergebnisse fiir Gitter-Streckennetzwerke

Bei Gitter-Streckenetzwerken treten oft Linienverldufe auf, die in realen Streckennetzwer-
ken kaum auftauchen. In wirklichen Streckennetzwerken kommt es selten vor, dass zwei
Linienwege zusammenlaufen, sich trennen und spéater wieder zusammen kommen. In den
erzeugten Gitter-Streckennetzwerken geschieht dies oft. Im Beispiel in Abbildung 6.3 er-
kennt man, dass dies zwischen den Linie 1 und 2 und zwischen 2 und 3 auftritt. Dies macht
die Optimierung viel schwieriger, da die Fahrzeiten der beiden Linien von der Station, wo
die Linien sich verzweigen, zu der anderen Station, wo die Linien wieder zusammenlaufen,
in der Regel unterschiedlich sind, und dadurch die oberen Schranken sehr schlecht werden,
weil solche Strukturen gar nicht berticksichtigt werden.

Fir jedes Gitter und fir eine feste Anzahl von Linien wurden je 10 verschiedene
Streckennetzwerke zuféllig erzeugt und fiir jedes Streckennetzwerk wurde das Fahrplan-
Problem mit dem Branch-and-Bound-Algorithmus und die zugehoérige ILP-Formulierung
mittels CPLEX gelost. Nach einer Stunde wurde die Rechnung abgebrochen.

In den Abbildungen 6.4 und 6.6 werden prozentual der durchschnittliche Unterschied
zwischen bester Losung und der oberen Schranke fiir jedes Verfahren dargestellt. In den Ab-
bildungen 6.5 und 6.7 werden prozentual die Differenz der Summe der Sicherheitsabsténde
fiir die besten Losungen beider Verfahren fiir jede Instanz dargestellt.

Fiir keine Instanz war die Losung, die CPLEX lieferte, besser als die Lésung unse-
res Branch-and-Bound-Algorithmus. Die obere Schranke, die CPLEX liefert, war immer
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schlechter als die obere Schranke von unserem Branch-and-Bound-Algorithmus. Bei 10x10-
Gitter berechnete der Branch-and-Bound-Algorithmus immer optimale Loésungen fiir die
Instanzen (siehe Abbildung 6.4). Bei 20x20-Gitter liefert CPLEX ab 10 Linien etwa eine
3-4% schlechtere Losung bzgl. der Summe der Sicherheitsabstdnde als unser Branch-and-

Bound-Algorithmus (sieche Abbildung 6.7).
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Abbildung 6.4: Durchschnittliche Unterschied zwischen bester Losung und oberen Schranke
fiir beide Verfahren bei 10x10 Gitter-Streckennetzwerken.
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Abbildung 6.5: Differenz der Summe der Sicherheitsabstdnde der besten Loésungen von
CPLEX und Branch-and-Bound-Algorithmus fiir jede Instanz bei 10x10 Gitter-Strecken-

netzwerke.
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Abbildung 6.6: Durchschnittliche Unterschied zwischen bester Losung und oberen Schranke
fiir beide Verfahren bei 20x20 Gitter-Streckennetzwerken.
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Abbildung 6.7: Differenz der Summe der Sicherheitsabstdnde der besten Losungen von
CPLEX und Branch-and-Bound-Algorithmus fiir jede Instanz bei 20x20 Gitter-Strecken-

netzwerke.



Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde ein neuer Ansatz der Fahrplanoptimierung untersucht, bei dem es
um Maximierung von zeitlichen Sicherheitabstdnden geht, wobei das gesamte Streckennetz
beriicksichtigt wird. Das Ziel dieses Ansatzes war es die Ankunftszeiten der Linien auf den
einzelnen Stationen so gleichméBig wie moglich zu verteilen, so dass kleine Verspéatungen,
wie sie hdufig vorkommen, nur geringe Auswirkungen auf andere Linien haben.

Das Fahrplan-Problem ist NP-schwer, da unter den Lésungen des NP-vollstéandigen Si-
cherheitsabstand-Problems, diejenige gesucht wird, deren Summe der Sicherheitsabsténde
maximal ist. Des Weiteren haben wir untersucht, ob sich das Streckennetz so aufteilen lasst,
dass jedes einzelne Teilnetz getrennt optimiert wird und aus den optimalen Fahrplanen der
Teilnetze ein optimaler Fahrplan fiir das gesamte Streckennetz konstruiert werden kann.
Dafiir haben wir den LK-Graphen des Streckennetzes betrachtet. Es stellte sich heraus, dass
man das Streckennetz bzgl. der zweifachen Zusammenhangskomponenten des LK-Graphen
in Teilnetze zerlegen kann. Anhand eines Beispiels wurde gezeigt, dass sich dieser Ansatz
nicht auf dreifache Zusammenhangskomponenten erweitern liasst, da die Eigenschaften der
Teilfahrplane im Fahrplan nicht fiir das gesamte Streckennetzwerk gelten.

Um das Fahrplan-Problem exakt zu losen, haben wir einen Branch-and-Bound-Algo-
rithmus vorgestellt. Fiir das Branch-and-Bound-Verfahren haben wir obere Schranken fir
den Sicherheitsabstand untersucht. Da die Laufzeit des Branch-and-Bound-Verfahrens von
der Zeit zur Berechnung des Sicherheitsabstands und der Summe der Sicherheitsabsténde
dominiert wird, und diese von der Anzahl der Stationen abhéngt, haben wir mit Hilfe von
in Kapitel 3.2 eingefithrten Relationen die Anzahl der Stationen reduziert. Beim Liniennetz
der Kolner Verkehrs-Betriebe AG (KVB) konnte die Anzahl der benétigten Stationen zur
Berechnung von Sicherheitsabstdnden um 90-95% reduziert werden und zur Berechnung
der Summe der Sicherheitsabstinde um 85%. Diese Reduktion lieferte eine Laufzeitverbe-
serung fiir das Branch-and-Bound-Verfahren auf den Instanzen der KVB von etwa 70%.
Eine zweite Reduktion der Kanten des MLK-Graphen lieferte sogar eine Verbesserung der
Laufzeit von 85%. Es darf hier nicht vergessen werden, dass diese Laufzeitverbesserung
wesentlich von der Reduktion des Streckennetzwerks abhangt. Fir experimentelle Unter-
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suchungen haben wir Daten des Streckennetzwerks der Kélner Verkehrs-Betriebe AG und
kiinstlich erzeugte Streckennetzwerke verwendet. Leider lieferte nach einer Stunde Laufzeit
das Branch-and-Bound-Verfahren keine optimale Losung fiir das Fahrplan-Problem fiir die
drei ausgewéhlten Beispielinstanzen. Das Branch-and-Bound-Verfahren lieferte zwar nach
einigen Sekunden bereits gute Losungen, deren Verbesserung jedoch hohen Rechenbedarf
erforderte.

Das Fahrplan-Problem konnten wir auch als ganzzahliges lineares Programm darstellen
und durch Anwendung der Reduktion die Anzahl der Variablen und Gleichungen so weit
reduzieren, dass es mit CPLEX gut gelést werden konnte.

Bei dem Vergleich der Losungen, die von dem von uns implementierten Branch-and-
Bound-Verfahren und denen durch CPLEX auf Basis einer ganzzahligen LP-Formulierung
gefunden wurden, stellte sich heraus, dass das Branch-and-Bound-Verfahren schnell gute
Losungen findet, aber die Losungen sich nur mit hohem Rechenaufwand verbessern lassen.
Auf kiinstlich erzeugten Streckennetzwerken waren die Losungen und oberen Schranken,
die CPLEX lieferte, immer schlechter als die des Branch-and-Bound-Verfahrens. Auf den
drei Instanzen der KVB lieferte das Branch-and-Bound-Verfahren in den ersten Minuten
bessere Losungen als CPLEX, aber nach langerer Laufzeit wurden die Lésungen und oberen
Schranken von CPLEX besser als die mit dem Branch-and-Bound-Verfahren erzielten.

Es wurden auch verschiedene Heuristiken entwickelt, um gute Anfangslosungen fiir das
Branch-and-Bound-Verfahren zu erhalten. Die Heuristiken lieferten keine gute Losungen
fiir die untersuchten Instanzen der KVB. Einfache Backtracking-Verfahren lieferten nach
sehr kurzer Zeit bessere Losungen als die durch Heuristiken erzielten. Einige Heuristiken
kénnen zur Nachbesserung von Fahrplénen die das Branch-and-Bound-Verfahren liefert
eingesetzt werden.

Insgesamt liefert der Branch-and-Bound-Ansatz bereits nach kurzer Zeit gute Fahr-
plane. Aber Fahrpline, die mit diesem Ansatz erzeugt werden, beriicksichtigen nur eine
bestimmte Tageszeit. Damit erhdlt man Fahrpléane fiir einzelne Tagesabschnitte, jedoch
nicht fiir die Ubergéinge zwischen diesen.

Der im Teilabschnitt 4.5.2 vorgestellte, vielversprechende Zerlegungsansatz kénnte auch
zur Berechnung optimaler Losungen des Fahrplan-Problems fiir grofie Streckennetzwerke
herangezogen werden.

Wir haben den Finfluss verschiedener Fahrplane auf die Betriebskosten nicht bertick-
sichtigt. Dieser Kostenaspekt hat aus Sicht von Verkehrsunternehmen natiirlich einen hohen
Stellenwert. Darum wére eine Erweiterung, die den Kostenaspekt einschliesst, wichtig. Dies
kénnte durch Kombination des PESP-Ansatzes, der in Abschnitt 1.2.2 vorgestellt wurde,
mit unserem Ansatz erreicht werden.
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