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Einleitung

In seiner Arbeit Uber ganzwertige ganze Funktionen [38] bewies POLYA im
Jahre 1915, dass fiir jede ganztranszendente Funktion f, d.h. jede ganze
Funktion f, die keine Polynomfunktion ist, stets

o(f) = Tm g\f!

r—00

——=T >log2

gilt, wenn sie der Bedingung f(IN) C Z geniigt. Dabei ist [f| =
max|.|<, | f(2)| gesetzt. Da fiir Polynomfunktionen der vorstehende Limes su-
perior offensichtlich gleich Null ist, gibt es also keine ganze, im obigen Sinne
ganzwertige Funktion f mit 0 < o(f) < log2. Wir sprechen deshalb von
einer Wachstumsliicke innerhalb der ganzwertigen ganzen Funktionen. Die
Funktion 27 zeigt, dass der Wert log 2 als Unterschranke des obigen Limes
superior bestmoglich ist. Der Satz von POLYA war historisch der Startpunkt
der Untersuchungen von Ganzwertigkeitsfragen bei ganzen Funktionen.

Die Theorie der ganzwertigen ganzen Funktionen ist eng verkniipft mit der
Theorie der transzendenten Zahlen. Die Hauptidee der oben genannten Ar-
beit von POLYA, nimlich die betrachtete ganze Funktion in eine geeignete
Interpolationsreihe zu entwickeln und dann deren Koeffizienten zu untersu-
chen, gestattete es spiter GEL’FOND [20], das berithmte siebte HILBERTsche
Problem iiber die Transzendenz von o fiir algebraisches nichtverschwinden-
des a # 1 und irrationales, algebraisches 3 in dem Spezialfall, dass [ eine
imaginér-quadratische Zahl ist, zu 16sen. Aber sowohl die vollstdndige Losung
des siebten HILBERTschen Problems von GEL'FOND [25, 24] als auch die von
SCHNEIDER [42] benotigte noch eine weitere, von SIEGEL erstmals 1929 in
[46] présentierte Idee, die darin besteht eine Hilfsfunktion zu konstruieren,
die an vielen vorgegebenen Stellen verschwindet. Die bei der Losung des
siebten HILBERTschen Problems entwickelten Methoden von GEL’FOND und
SCHNEIDER aus der Theorie der transzendenten Zahlen sind dann spéter
wiederum erfolgreich bei Untersuchungen von Ganzwertigkeitsfragen ange-
wendet worden.
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Um eine Einordnung der in der vorliegenden Arbeit behandelten Fragestel-
lung zu ermdoglichen, wollen wir im Folgenden einen kurzen Uberblick iiber
einen Teil der umfangreichen Theorie der ganzwertigen ganzen Funktionen
geben. Wir beschrianken uns dabei auf Ergebnisse iiber Funktionen, die an
unendlich vielen verschiedenen Stellen ganzwertig sind. Fiir Literatur {iber
Funktionen, die mit samtlichen Ableitungen an nur endlich vielen verschie-
denen Stellen ganze Werte annehmen, sog. HURWITZ-Funktionen, verweisen
wir auf das umfangreiche Literaturverzeichnis in SATo [41].

Wie bereits oben bemerkt wurde, steht am Anfang der Theorie der ganz-
wertigen ganzen Funktionen der Satz von POLYA aus dem Jahre 1915 iiber
Funktionen, die IN nach Z abbilden. Bei Ganzwertigkeit auf den positiven
ganzen Zahlen sprechen wir vom additiven Full. Gelegentlich wurden auch
Funktionen untersucht, die auf sdmtlichen ganzen Zahlen ganze Werte an-
nehmen. Auch diese Ergebnisse wollen wir dem additiven Fall zuordnen, da
sich das Wachstumsverhalten dieser Funktionen nicht wesentlich von dem
ganzwertiger Funktionen im obigen Sinne unterscheidet.

Nach einigen Verschirfungen des POLYAschen Ergebnisses u.a. durch HARDY
[30] und auch POLyA [39] verallgemeinerte GEL'’FOND [22] 1929 den Satz auf
ganze Funktionen, deren erste s—1 Ableitungen IN nach Z abbilden. SELBERG
verbesserte GEL’FONDs Ergebnis 1941 in [44].

Auflerdem bewies SELBERG in [45], dass eine ganze Funktion f, die den
Bedingungen f(IN) C Z und

1

o(f) <log2+ 1500
geniigt, von der Form P;(z)+ P»(2)2* mit Polynomfunktionen P, und P ist.
Bis zu diesem Zeitpunkt waren alle Ergebnisse in der Theorie der ganzwerti-
gen ganzen Funktionen durch Untersuchungen geeigneter Interpolationsrei-
hen, meistens so genannter NEWTONscher Interpolationsreihen, gewonnen
worden. 1942 fithrte dann P1soT [37] eine neue Methode in die Untersuch-
ungen von Ganzwertigkeitsfragen bei ganzen Funktionen ein. Unter Benut-
zung der LAPLACE-BOREL-Transformierten der ganzen Funktion f, konnte
P1soT zeigen, dass ein ap mit 0,825 < g < 0,850 existiert, so dass jede
ganze, im POLyAschen Sinne ganzwertige Funktion f mit o(f) < ag von
der Form > "_, P,(z)fZ mit Polynomfunktionen Py,...,P, und algebrai-
schen Zahlen (,..., (3, ist. Weitere Anwendungen der LAPLACE-BOREL—
Transformierten auf Ganzwertigkeitsfragen im additiven Fall finden sich bei
Buck [11], WALLISSER [51] und ROBINSON [40)].
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FRIDMAN [I8] untersuchte 1968 ganze Funktionen, deren sémtliche Ableitun-
gen ganzwertige Funktionen im POLyAschen Sinne sind. Er konnte zeigen,
dass fiir jede ganztranszendente Funktion f mit f(*)(n) € Z fiir alle n, o € IN

A(f) := T@ % > log(1+e1)
gilt. Weiter konstruierte er eine ganztranszendente Funktion f mit A(f) <,
die der obigen Ganzwertigkeitsbedingung geniigt. Somit existiert eine Kon-
stante a; mit log(1 +e™!) < oy < m, so dass A(f) > ay fiir alle in diesem
Sinne ganzwertigen, ganztranszendenten Funktionen f ist. Der bestmogli-
che Wert fiir a; ist nicht bekannt. In diesem Zusammenhang muss auch die
bereits erwihnte Arbeit von SATO [41] genannt werden, die eine dhnliche
Konstruktion enthalt.

WALDSCHMIDT [47] zeigte 1978, dass man den POLYAschen Satz prinzipi-
ell auch mittels SCHNEIDERs Methode aus der Theorie der transzendenten
Zahlen beweisen kann. Man erhélt bei diesem Ansatz allerdings lediglich die
Aussage, dass eine positive Konstante ¢ existiert, so dass o(f) > c fiir je-
de ganzwertige ganze Funktion f gilt, die keine Polynomfunktion ist. Die
korrekte Grofle der Wachstumsliicke, also ¢ = log2, konnte bisher nicht
mittels Transzendenzmethoden gewonnen werden. Einen Beweisvariante, die
1989 von LAURENT in die Transzendenztheorie eingefiihrten Interpolations-
determinanten anstelle des SIEGELschen Lemmas benutzt, wird von WALD-
SCHMIDT in [49] skizziert.

1967 bewies BAKER [3] ein Analogon zum POLYAschen Satz fiir ganze Funk-
tion mehrerer Verédnderlicher. Durch Untersuchungen der LAPLACE-BOREL—
Transformierten im C? erhielten AVANISSTIAN und GAY [2] im Jahre 1975 ein
Analogon zum Ergebnis von PIsoT fiir ganzwertige Funktionen mehrerer
Veranderlicher.

1981 betrachteten PERELLI und ZANNIER [35] das Wachstum von ganzwer-
tigen ganzen Funktionen f, die neben der POLvyAschen Ganzwertigkeits-
bedingung noch den zusétzlichen arithmetischen Bedingungen f(n + p) =
f(n) (mod p) fiir alle hinreichend groBlen Primzahlen p und alle n € IN
genigen.

Ein weiterer wichtiger Fall der in der Literatur behandelten Ganzwertigkeits-
fragen ist der imagindr-quadratische Fall, bei dem Funktionen untersucht
werden, die den Ganzheitsring eines imaginér-quadratischen Zahlkorpers in
sich abbilden. FUKASAWA begann 1926 in [19] das Studium von ganzen



Funktionen, die der Bedingung f(Z[i]) C Z[i] geniigen. 1929 konnte dann
GEL’FOND [21] zeigen, dass eine positive Konstante a existiert, so dass fiir
jede in diesem Sinne ganzwertige ganztranszendente Funktion f

— 1

r—00 7”2

gilt. Von hier aus war es nur noch ein kleiner Schritt zu der oben erwihnten
Losung des siebten HILBERTschen Problems fiir imagindr-quadratisches f3.
1981 bewies schlielich GRAMAIN [27] nach Vorarbeiten von GRUMAN [29)
und MASSER [34], dass man hier & = 7= nehmen kann und dass dies die
bestmogliche Wahl fiir a ist. Auflerdem zeigte er dort einen allgemeineren
Satz, in dem anstelle von Z[i] der Ganzheitsring Ok eines beliebigen ima-
gindr-quadratischen Zahlkorpers K betrachtet wird. Interessanterweise erziel-
te GRAMAIN dieses Ergebnis nicht mit einer Interpolationsreihen-Methode
sondern mit der SCHNEIDERschen Transzendenzmethode, indem er zuerst be-
wies, dass eine ganzwertige Funktion, die ein geringeres als das obige Wachs-
tum aufweist, gewissen Funktionalgleichungen geniigt. Hieraus konnte er fol-
gern, dass das Wachstum der untersuchten Funktion dann sogar so gering sein
muss, dass man die Algebraizitdt der Funktion aus einem Satz von WALD-
SCHMIDT aus der bereits erwihnten Arbeit [47] folgern kann. Einen Beweis
des Satzes von GRAMAIN, der Interpolationsdeterminanten anstelle des S1E-
GELschen Lemmas benutzt, findet man bei ABLY und M’ZARI [1]. Allerdings

wird auch hier nicht die korrekte Gréfle der Wachstumsliicke gewonnen.

Im dritten Fall, dem multiplikativen Fall, werden Wachstumsliicken innerhalb
der ganzen Funktionen bestimmt, die auf einer geometrischen Folge (¢")nen
mit einem g € IN'\ {1} ganze Werte, d.h. Werte in Z, annehmen. Allerdings
sind auch einige Arbeiten von BEzZIVIN [5, 6] hierzu zu zihlen, in denen
anstelle von (¢"),en gewisse Folgen (u, )nen € ZN betrachtet werden, fiir die
Uy ~ q" gilt.

Im Jahre 1933 zeigte GEL’FOND [23], dass fiir jede ganztranszendente Funk-
tion, die der Bedingung f(¢") € Z fiir alle n € IN geniigt, stets
— 1 1
Tim —8 |2f e >
r—oo log”r 4logq

gilt und dass dies bestmdoglich ist. 1967 verallgemeinerte er in [26] sein Er-
gebnis auf Funktionen, deren erste s —1 Ableitungen ganzwertige Funktionen
auf einer geometrischen Folge sind.

In [54, B55] haben wir ein multiplikatives Analogon zu dem Ergebnis von
FRIDMAN bewiesen. Wir haben dort gezeigt, dass fiir jede ganztranszendente
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Funktion f mit f(®)(¢") € Z fiir alle o,n € IN,

— logl 1
e log O%If\r >
r—oo  log”r 4logq

ist. Wahrend FRIDMAN sein FErgebnis mit einer Interpolationsreihen—
Methode erzielte, benutzten wir eine Transzendenzmethode, bei der mittels
SIEGELsS Lemma eine Hilfsfunktion konstruiert wird, von der wir zeigen, dass
sie identisch verschwindet, wenn f ein geringeres Wachstum hat.

Untersuchungen von ganzwertigen ganzen Funktionen mehrerer Verdnderli-
cher im multiplikativen Fall finden sich bei BunDscHUH [12], BEzIvIN [4]
und GRAMAIN [28]. GRAMAIN [2§] und BUNDSCHUH [13] geben alternative
Beweise des Ergebnisses von GEL’FOND aus dem Jahre 1933 via der SCHNEI-
DERschen Transzendenzmethode (vgl. auch WALDSCHMIDT [50]). Auch hier
konnte, wie im additiven Fall, bisher die korrekte Grofle der Wachstumsliicke
nicht mit einer Transzendenzmethode gewonnen werden. WALLISSER benutzt
in [52] 53] ein ¢-Analogon der LAPLACE-BOREL-Transformation zum Be-
weis des GEL’FONDschen Satzes. Es zeigt sich allerdings, dass die hierbei
abzuschétzenden Ausdriicke den Koeffizienten der von GEL’FOND betrachte-
ten Interpolationsreihe entsprechen.

Ein Analogon zu dem Ergebnis von PERELLI und ZANNIER hat BEzIVIN [9]
im multiplikativen Fall bewiesen.

Soweit zu den drei Hauptfillen von Ganzwertigkeitsfragen, die in der Ver-
gangenheit in der Literatur betrachtet worden sind. Der Vollstéandigkeit hal-
ber seien noch einige Ergebnisse im Bereich der ganzwertigen Funktionen
erwahnt, die sich nicht direkt den drei Hauptrichtungen zuordnen lassen.

Hierzu gehoren sicherlich die Arbeiten von BEZIVIN [8] [7] und von PILA und
RODRIGUEZ VILLEGAS [36], in denen auch Funktionen untersucht werden,
die auf diinneren Mengen als im multiplikativen Fall, also etwa auf der Fol-
ge (¢™)nen, ganzwertig sind. Diese Arbeiten sind allesamt sehr interessante
Anwendungen von Interpolationsreihen—-Methoden.

Auflerdem gibt es noch vereinzelte Untersuchungen von ganzwertigen Funk-
tionen iiber nicht-archimedisch bewerteten Korpern. p-adische Versionen der
Sétze von POLYA und P1sOT findet man bei HILLIKER und STRAUS [31],
LAOHAKOSOL, LOXTON und VAN DER POORTEN [32] und WELTER [54]. Da
In|, < 1fiir allen € IN gilt, betrachten die Autoren dieser Arbeiten allerdings
keine ganze Funktionen. Statt Unterschranken fiir das Mindestwachstum von
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transzendenten ganzwertigen Funktionen zu geben, werden hier Unterschran-
ken fiir deren Konvergenzradius bestimmt. Des weiteren hat CAR in [I5] und
[16] Analoga zu den Sétzen iiber ganzwertige Funktionen im additiven bzw.
imaginar-quadratischen Fall fiir ganzwertige ganze Funktionen iiber Funktio-
nenkorper erzielt.

Wir wollen nun die fiir unsere Arbeit wesentlichen, bisher bekannten Wachs-
tumsliicken in einer Tabelle zusammenfassen. Wir werden auf diese Tabel-
le am Ende der Arbeit noch einmal zuriickkommen. Es sei dazu A gleich
IN im additiven Fall, {¢"|n € IN} im multiplikativen Fall und Z[i] im ima-
gindr-quadratischen Fall gesetzt, und (u,),en sei die Folge der nach wach-
sendem Betrag geordneten Elemente in A. Weiter sei B gleich Z im additiven
und im multiplikativen Fall und Z[¢] im imagindr-quadratischen Fall. Ist nun
s € {1,00} und f eine ganztranszendente Funktion, die fiir alle n € IN der
Bedingung

f9u,) eB firc=0,...,s—1 (1)
geniigt, so gilt
Fall s=1 5 =00
add. lim % >log?2 | lim % > log(l+e)
PoLya (1915) FRIDMAN (1968)
iy loglfl, 1 Tiyy loglogl|f], 1
mult. Tlirrolo bgg—gr > Thosa Tlggo gloggr 2 Thogq
GEL'FOND (1933) WELTER (1999)
imag.-quadr. lim % > 9 ?
(Ox = Z[i))
GRAMAIN (1981)

Nun konnen wir die neue Klasse von ganzwertigen ganzen Funktionen be-
schreiben, die wir in der vorliegenden Arbeit untersuchen. Alle bisherigen
Untersuchungen von ganzwertigen ganzen Funktionen beschéftigten sich mit
Funktionen, die einer Ganzwertigkeitsbedingung der Art mit einem festen
s € NU{oco} geniigen. Wir betrachten Funktionen, die anstelle von fiir
alle grofen n € IN der Bedingung

fu) € B firo=0,...,5,—1 (2)
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geniigen, wobei (s,) eine monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen ist.
Genauer betrachten wir in dieser Arbeit den Fall, dass die Folge (s,) expo-
nentielles Wachstum hat. Wir zeigen, dass man obige Wachstumsschranken
fiir s = oo bereits erhélt, wenn die Folge (s,) hinreichend schnell wéchst. Es
reicht also aus, wenn an jeder Stelle u,, endlich viele Ableitungen ganzwertig
sind.

Im ersten Kapitel untersuchen wir die obige Fragestellung im multiplikativen
Fall. Wir schliefen somit an unseren Artikel [55] an.

Im zweiten Kapitel betrachten wir den additiven Fall. Unter anderem ver-
bessern wir dabei FRIDMANs Resultat von 1968. Auflerdem leiten wir eine
Unterschranke fiir das Wachstum von ganztranszendenten Funktionen her,
die mit sdémtlichen Ableitung an allen ganzen Zahlen ganze Werte annehmen.

Im dritten und letzten Kapitel betrachten wir schliefllich den imaginér-
quadratischen Fall. Wir erhalten dabei u.a. ein Analogon zum Satz von FRID-
MAN fiir den imagindr-quadratischen Fall. Ein solches fehlte bisher in der
Literatur génzlich.

POLYA verwendete in seiner oben genannten Arbeit eine schwache Version
des folgenden Eindeutigkeitssatzes, der auf CARLSON [I7] zuriickgeht: Ist f
eine ganze Funktion mit o(f) < m und f(n) =0 fir alle n € IN, so ist f die
Nullfunktion. Die Funktion sin 7wz zeigt, dass dieser Satz bestmoglich ist. Die
Bezeichnung Eindeutigkeitssatz leitet sich davon ab, dass man Klassen von
Funktionen betrachtet - in CARLSONSs Satz die ganzen Funktionen mit o(f) <
7 -, die auch immer die Linearkombinationen ihrer Mitglieder beinhalten. Ein
Eindeutigkeitssatz besagt also, dass die Mitglieder der betrachteten Klasse
durch ihr Werteverhalten auf einer bestimmten Folge eindeutig bestimmt
sind. Solche Eindeutigkeitssidtze nehmen einen zentralen Platz in der Theorie
der ganzen Funktionen ein. Wir wollen aber nicht weiter hierauf eingehen
und stattdessen auf die umfangreiche Literatur zu den ganzen Funktionen,
wie z.B. den Monographien von BoAs [10] und LEVIN [33], verweisen.

Neben den Sétzen iiber ganzwertige Funktionen, leiten wir in jedem Kapitel
einen zugehorigen Eindeutigkeitssatz her, das heifit, wir untersuchen Funk-
tionen, die anstelle von der Bedingung

fuy) =0 firoc=0,...,5,—1

fiir alle groen n € IN geniigen. Ein Vergleich des Mindestwachstums von
ganztranszendenten Funktionen, die einer solchen Bedingung geniigen, und
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von solchen Funktionen, die die zugehorige Ganzwertigkeitsbedingung
erfiillen, liefert einige interessante Parallelen, aber auch gravierende Unter-
schiede, je nachdem wie schnell die Folge (s,,) anwéchst.

AuBlerdem untersuchen wir in jedem Kapitel die Giite der von uns gefunde-
nen Wachstumsliicken, indem wir Funktionen konstruieren, die einerseits den
Ganzwertigkeitsbedingungen geniigen und andererseits ein geringes Wachs-
tum haben. Dabei gewinnen wir u.a. auch eine bessere Oberschranke fiir das
oben definierte o, von dem FRIDMAN a; < 7 gezeigt hatte.

Am Ende der Arbeit findet sich eine Zusammenfassung der neu gefundenen
Wachstumsliicken. Auflerdem formulieren wir dort einige Vermutungen, die
sich aus der vorliegenden Arbeit ergeben.

An dieser Stelle mochte ich Herrn Prof. Dr. P. Bundschuh herzlich fir die
Anrequng zu dieser Arbeit, seine stindige Diskussionsbereitschaft und seine
wertvollen Hinweise danken.



Symbolverzeichnis

Die in der vorliegenden Arbeit benutzten Symbole sind weitgehend kanonisch,
die wesentlichen sind im Anschlufl aufgelistet und erklért:

IN
INo
Za Qa Rv R-i-) C

Ok
[a, 0]
Ja, 0]

:={1,2,3,...}, die Menge der natiirlichen Zahlen

=INU{0}

die Mengen der ganzrationalen, rationalen, reellen, positiven reellen
und komplexen Zahlen

der Ganzheitsring des algebraischen Zahlkorpers K
={reRla<z<0b}

={reR|a<z<0b}

= maxg <, |(2)]

die grofite ganzrationale Zahl unterhalb x, GAUSS-Klammer

, falls % bei dem Grenziibergang x — oo beschréinkt bleibt, und
g eine positivwertige Funktion ist; das LANDAU-,, Grof-oh“-Symbol
, falls lim,_ . b (i)‘ existiert und 0 ist, und g eine positivwertige
Funktion ist; das LANDAU-,Klein-oh“-Symbol

:= logmax (1, z)

= (511, ..., 5,), Multiindex
. n

= 2lio1 %

=l )

Limes superior
Limes inferior

log bzw. arg bezeichnen immer den Hauptwert der Logarithmus— bzw. Ar-

gumentfunktion.

Leere Summen und leere Produkte sind als 0 bzw. 1 definiert.
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Kapitel 1

Der multiplikative Fall

1.1 Definitionen und Resultate

In [54, [55] haben wir das Wachstumsverhalten von ganztranszendenten Funk-
tionen untersucht, die mit sdmtlichen Ableitungen auf einer geometrischen
Progression ganzrationale Werte annehmen. Wir haben dort den folgenden
Satz bewiesen.

Satz 1.1
Es sei ¢ € IN\ {1}. Dann gilt fir jede ganztranszendente Funktion f mit
9 (q") € Z fiir alle o,n € Ny

— 1 1 1
Tim —2 O%*”‘T > . (1.1)
r—00 log” r 4log q

Bemerkung

Ist K der Korper der rationalen Zahlen Q oder ein imaginér-quadratischer
Zahlkorper und Og sein Ganzheitsring, so bleiben der vorstehende Satz und
auch alle folgenden Sétze iiber ganzwertige Funktionen in diesem Kapitel
giiltig, wenn man statt ¢ € IN'\ {1} sogar ¢ € Ok, |¢| > 1, voraussetzt, und
in den Aussagen iiber das Wachstum der betrachteten Funktion log ¢ durch
log |q| ersetzt.

In diesem Kapitel wollen wir das Wachstumsverhalten von ganzen Funktio-
nen f untersuchen, die fiir alle groen n € IN der Bedingung

f(a)(qn) ez ftiro=0,..., [eT”A]
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mit festen 7, A € IR, geniigen.

Um dieses Ergebnis formulieren zu kénnen, benétigen wir einige Definitionen
und Bezeichnungen.

Ist f eine ganze Funktion, so setzen wir fiir k € R

— log. log, | f]|
N = ] + + r
pe(f) rnn log" r

p1(f) entspricht also der klassischen Wachstumsordnung der ganzen Funk-
tion f, die iiblicherweise mit p(f) bezeichnet wird. Auf der linken Seite der

Ungleichung ([1.1)) steht po(f).

Wir wollen einige einfache Eigenschaften von p, festhalten.

Lemma 1.2
Es sei P eine Polynomfunktion, und f,qg seien ganze Funktionen. Dann gilt
fiir jedes k € R,

(i) px(P) =0,
(ii) pu(f +9) < max{p.(f),px(9)},

(iil) pe(fg) < max{p.(f),px(9)}-

Beweis
Der offensichtliche Beweis sei dem Leser iiberlassen. Den Fall k = 1 findet
man in der Literatur.

O

Um die arithmetischen Voraussetzungen in unseren Sétzen zu formulieren,
bendtigen wir die folgende

Definition

Es seien a € C,n € INy, T'C C und f eine ganze Funktion. Wir sagen dann,
dass f an a eine T-Stelle der Ordnung n (in Zeichen ordr(f, a) = n) besitzt,
wenn fM)(a) € T fir v =0,...,n — 1 und f™(a) ¢ T gilt. Ist f®(a) € T
fiir alle v € INg, so setzen wir ordr(f,a) = +00.



Bemerkung
Ist T = {0}, so ist orde(f,a) nichts anderes als die iibliche Nullstellen-
ordnung der Funktion f an a. Wir schreiben in diesem Fall ordg(f,a) statt

Ol“d{o} (f, CL).

Bevor wir uns aber dem Studium der oben beschriebenen Klasse von ganz-
wertigen ganzen Funktionen zuwenden, wollen wir einen entsprechenden Ein-
deutigkeitssatz im CARLSONschen Sinne herleiten, d.h. wir wollen das Wachs-
tumsverhalten von ganzen Funktionen untersuchen, die fiir alle grofien n € IN
der Bedingung

FO ) =0 fire=0,..., [em]

mit festen 7,\ € IR, geniigen. Wir werden diesen Eindeutigkeitssatz bei
unseren Untersuchungen von ganzwertigen Funktionen anwenden.

Wir setzen fiir ¢ € C mit |¢| > 1

1 | d n
Mo(f;q) = lim —2+ 08+ olf.4").

AuBerdem sei fiir A € Ry

1 d n
ro(fi g \) = lim —2+ % ol f.q")

gesetzt. Offensichtlich ist 7o(f;q;\) = oo, falls 0 < A < Ao(f;q) ist,
und 7o(f;q¢;A) = 0, falls A\o(f;9) < A < oo ist. Wir setzen 7o(f;q) =
To(f3a; Mo(f1q)), falls 0 < Ag(f3q) < +o0 ist.

Dann gilt der folgende

Satz 1.3
Es seiq € C mit |g| > 1 und A € R,

(i) Fir jede ganze, nicht konstante Funktion f mit \o(f;q) > X\ gilt

To(f;q: )

plf) 2 log*[q|

(ii) Zu jedem T € R, existiert eine ganztranszendente Funktion g mit
Mo(g50) = A, To(g59) = 7 und px(g) = 7/ log*|g|.



Bemerkungen

(i) Der Teil (i) ist der eigentliche Eindeutigkeitssatz. Aus (ii) folgt, dass
(i) bestméglich ist.

(ii) Neben dem Beweis des Satzes im néchsten Abschnitt geben wir in
Abschnitt noch einen alternativen Beweis fiir (i) mittels einer
Interpolationsreihen—Methode.

Wenden wir uns nun den ganzwertigen Funktionen zu. Um das Werteverhal-
ten der Funktionen zu beschreiben, definieren wir

Mo(fiq) = lim —8+ %8+0°0 a(f,q")

oo logn

Weiter setzen wir fir A € R,

log. ordz(f, q"
(g A) = lim ot At

n—oo n?

und, falls Az(f;q) € Ry ist, 7(f:q) == m2(f; ¢; A\z(f39)).
) )

Da fiir alle a € C offensichtlich ordz(f,a) > ordy(f,a) gilt, haben wir den
folgenden Zusammenhang zwischen \o(f;q) und Az(f;¢q).

Lemma 1.4
Ist ¢ € C mit |q| > 1 und f eine ganze Funktion, so ist Az(f;q) > Mo(f;q).
Gilt Az (f;q) = Xo(f;q) € Ry, so ist 72(f;q) = 70(f;q).

Nun gilt der folgende Satz, der das Wachstumsverhalten ganzer Funktionen
mit Az(f;q) > 0 beschreibt. Wir werden den Satz in Abschnitt beweisen.

Satz 1.5
Esseiq € N\{1}, A €]0,2] und 7 € R.. Dann gilt fir jede ganztranszendente
Funktion f mit m(f;q¢; \) > 7:

(i) Ist A <2, so ist px(f) >

-
= logr g

log q log“ q

—2
(i) Ist A =2, so ist po(f) > (2 T | 1) .

Insbesondere ist po(f) > 1/(41ogq), falls t7(f; q;2) = 400 ist.
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Bemerkungen

(i)

(i)

Der Zusatz in (ii) fiir 72(f;¢;2) = +oo verschérft offensichtlich Satz
LI

Aus Satz (ii) folgt, dass die Aussage (i) im vorstehenden Satz
bestmoglich ist. Sind némlich A €]0,2[ und 7 € R4, und bezeichnet ¢
eine ganztranszendente Funktion geméfl Satz (il) mit A\o(g;q) = A,
70(g;q) = 7 und px(g) = 7/log*q, so folgt mit Lemma AL =
Az(9:9) > Ao(g;q) = A. Wére Ay > A, so wére nach (i) im vorstehen-
den Satz pr(g) > 72(g;¢; \)/log* ¢ = +o0. Also ist \; = X\. Wieder aus
Lemma [1.4] folgt nun 77(g; q) > 70(g; ¢) = 7 und somit

T 72(9; )
= S X
log™ ¢ log™ ¢

pA(9)

Uber die Giite von Satz|l.1/und Satz (ii) gibt der folgende Satz Auskunft,
den wir in Abschnitt [[.6] beweisen.

Satz 1.6
Es sei ¢ € IN\ {1}. Dann ezistiert eine ganztranszendente Funktion g mit

9 (q

") € Z fiir alle o,n € Ny und

1
< .
pa2(g) < STogq

Bemerkungen

(i)

(i)

(iii)

In [55] findet sich dieser Satz mit der Behauptung pa(g) < 1/(41logq).
Der Beweis dort ist aber inkorrekt. Man vergleiche hierzu die Bemer-
kung auf Seite [25]

Der Beweis dieses Satzes benutzt eine Konstruktion, die auf der NEW-
TONschen Interpolationsreihe beruht, wie sie sich in dhnlicher Form
auch bei GRAMAIN [27] und bei BUNDSCHUH und SHIOKAWA [14] fin-
det.

Wiéhrend die Wachstumsliicken fiir ganze Funktionen f mit Ao(f;¢q) <
2 bzw. Az(f;q) < 2 iibereinstimmen, zeigt der vorstehende Satz in
Kombination mit Satz|1.5| (ii), dass sich die Wachstumsliicken fiir ganze
Funktionen mit Ao(f;q) > 2 bzw. Az(f;q) > 2 sogar in der Funktion
unterscheiden, in der das Mindestwachstum von f ausgedriickt wird,

d-h. pag(ri0)(f) bzw. p2(f).



Wie bereits in der Einleitung bemerkt wurde, sind die Untersuchungen
von ganzwertigen ganzen Funktionen eng mit denen von transzendenten
Zahlen verkniipft. Wir benutzen im Beweis von Satz fiir die untere
Abschétzung eines gewissen Ausdrucks lediglich die Tatsache, dass der Be-
trag einer nicht-verschwindenden ganzrationalen Zahl stets grofler oder gleich
Eins ist. Wiirden wir statt dessen die so genannte Fundamentalungleichung
benutzen, die eine Abschiatzung des Betrags einer algebraischen Zahl nach
unten gestattet, so konnten wir leicht einen um gewisse algebraische Voraus-
setzungen erweiterten Satz formulieren und beweisen, der sowohl Satz als
auch den klassischen Satz von HERMITE und LINDEMANN {iber die Tran-
szendenz von e® bei algebraischem a« # 0 beinhaltet. In der Tat ist es so,
dass in [55] Satz aus einer solchen Verallgemeinerung gefolgert wird.

Aus Satz[1.5] folgt aber noch folgender Spezialfall des Satzes von HERMITE—
LINDEMANN.

Korollar 1.7
Ist « € IN, so ist e* ¢ IN.

Beweis
Wir betrachten die Funktion f(z) := exp(az). Wire e® € IN, so wiirde fiir
beliebiges ¢ € IN'\ {1} und o,n € IN,

n

FUg") = a” explag”) = a” (¢*)" € Z

gelten. Nach Satz|1.1|folgt hieraus po(f) > 0. Andererseits ist aber log | f], <
ar und somit po(f) = 0. Folglich ist unsere Annahme e* € IN unhaltbar.
0

Bemerkung

Satz behilt seine Giiltigkeit, wenn man voraussetzt, dass die f(®)(¢") im
Ganzheitsring Ok eines festen imagindr-quadratischen Zahlkorpers K liegen.
Man kann also sogar folgern, dass e® nicht in Ok liegen kann, wenn o € K\ {0}
ist.



1.2 Beweis von Satz 1.3

1.2.1 Beweis von Teil (i)

Es seien \,7 € R, und f eine ganze, nicht konstante Funktion mit
70(f;q; A) > 7. Wir kénnen hier ohne Einschrénkung 7o(f; ¢; A) > 0 anneh-
men, da ansonsten nichts zu zeigen ist. Wir zeigen nun py(f) > 7/log™|q|.

Ist € > 0 beliebig, so existiert ein ng := ny(e) € IN, so dass
ordo(f,q") > [exp (T — e)n*)] (1.2)
fiir alle n > ngy gilt.

Es bezeichne n(r, f) die Anzahl der Nullstellen von f in 0 < |z| < r. Weiter
sei k := ordy(f,0). Dann besagt die JENSENsche Formel (vgl. Theorem 1.5 in
LevIN [33])

r t, 1 2 ;
/o@dt:%/o log!f(ree)‘de—log

Hieraus folgt sofort wegen der Monotonie von n(r, f)

f"(0)
oy

‘ — klogr.

t 2 )
n(r, f) < / n{t, f)dt< 5 / log|f(erela)|d(9—|—(’)(1) <log|fl].,+O(1).
Aus der Definition von py(f) folgt, dass fiir alle hinreichend grofien r € R

log | ], < exp ((pa(f) + ) log7)

gilt. Somit haben wir
log n(r, f)
log* r
Andererseits ist aber wegen (|1.2))

< pa(f) te

[rogia] )
n(r f)= 3 [exp ((r—e)n)] = exp (Lg—quﬁlogk"ﬁ)'

Kombiniert man die letzten beiden Aussagen, so erhilt man

— 1
() T ERD) 5 T
r—00 1og r log™ |q]




1.2.2 Beweis von Teil (ii)

Es seien A\, 7 € R, . Wir unterscheiden drei Félle.

1. Fall: A\ =1

Da p1(f) die klassische Wachstumsordnung der Funktion f ist, folgt (ii) im
Fall A = 1 sofort aus bekannten Sétze aus der Theorie der ganzen Funk-
tionen endlicher Wachstumsordnung. Bezeichnet nédmlich (z,) die Folge, in
der jedes ¢™ genau [exp(7m)] mal vorkommt, so ist die Wachstumsordnung
des zur Nullstellenfolge (z,) zugehorigen kanonischen Produktes gleich dem
Konvergenzexponenten der Nullstellenfolge (vgl. Theorem 1.7 in LEVIN [33]).
Der Konvergenzexponent ist 7/log|q|, da

K o0
konvergiert < Z elr=rloglam konvergiert.

m=0

>~ fesptrm]| -

m=0

Die rechte Reihe konvergiert genau fiir k > 7/ log |¢|. Das kanonische Produkt
hat folglich alle im Satz geforderten Eigenschaften.

2. Fall: A < 1
Wir betrachten die durch das unendliche Produkt

NG
()

definierte Funktion einer komplexen Veradnderlichen z, die mit g bezeichnet
sei. Wir zeigen nun, dass g eine ganze Funktion mit py(g) < 7/log"|q| ist.
Da Ao(g;q) = A und 79(f; q) = 7 ist, muss dann aber nach Teil (i) Gleichheit
gelten.

Es sei 7 € Ry grof. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes m := m(r) €
Ny, so dass |g"" < r < |q|™ gilt. Es sei z € C mit |2 < 7.

Dann gilt

. ﬁ (1_ q%) o]

n=0

Slogﬁ (14 1gl™™) ]

n=0

<exp (Tm* + O (logm)) .

8



AuBlerdem ist wegen log(1 + z) < z fiir x € R

o] P [eT"A} 00
log H (1 — —) < Z exp (rn* 4+ (m — n)log|q|) .

qn
n=m-+1 n=m-+1

Wir betrachten nun die Funktion einer reellen Veréinderlichen h(z) := 72* +
(m — x)log|q|. h' ist offensichtlich monoton fallend, und fiir groles m ist
W (m) < —1log|g| < 0. Somit haben wir nach dem Mittelwertsatz

> exp(h(n) = h(m)) <> exp (K (m)n) = O(1).

Ist also r und damit auch m geniigend gro8, so gilt

o0 P [eT"/\} [e'e}
o) T (1—q—n) <ew ) Y- el —hom) |

< exp (h(m) + O (1)).

Wegen m = logr/log|q| + O (1) folgt nun aus (1.3) und (1.4)), dass g eine
ganze Funktion mit py(g) < 7/log” |q| ist.

3. Fall: A >1
Wir betrachten die durch das unendliche Produkt

il A
T3 % 16

definierte Funktion und zeigen wiederum, dass ¢ eine ganze Funktion mit
palg) < 7/log” g ist.

Wie zuvor sei r € R wieder grol, z € C mit |z| <7 und m := m(r) € IN
so, dass |g|™ "' <7 < |g|™ gilt.



Wir schétzen wieder zunéchst den Anfang des Produktes ab. Es ist

Y
m - [log\rql )\71] 1 - i
log (1 — —) exp - (—)
EO " ; j\q"
< Z exp (tn* + 7A(m — n)n* ! + O (logm)) (1.5)

n=0

= exp (tm* 4+ O (logm)),

da die Funktion einer reellen Verdnderlichen h(z) := 2* + A\(m — x)2*~! ihr
Maximum auf R, in x = m annimmt.

Fiir n > m ist |z¢™"| < |¢|™ " < 1 und somit
-n - 1 —n\J
log(1—2¢"") = —Z;(Zq ).
j=1

AuBlerdem ist

- m—n)j m—n) 2T-pr=1 - —j
> g < g g
(g

Also haben wir fir n > m

z 1/ z2Y
log (1 — —) exp - (—)
q" ; J\q"

j:[lo;Tq\nA71]+1

[e.e]

™A m—n)j
<e D IR

j:[lo;qunA71]+1

< c(g)exp (Tn* + TA(m — n)n*)
= ¢(q) exp (Th(n)),

mit einer von ¢ abhéngigen, aber von m unabhéngigen Konstante ¢(q). Die

Funktion A ist fiir x > m monoton fallend und hat eine Nullstelle in z =

A
/\_1m.
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Somit folgt aus (|1.6])

2oml+1 el j ]
0 (S B [ >R T |

Fiir n > 2-m+ 1, ist h(n) = n*'(Am — (A = 1)n) < —(A — 1)n*~'. Da die
Potenzreihe ) 27 den Konvergenzradius 1 hat, folgt somit aus 1’

o]
00 . [loqu\nA71]1 ~ j
1 1—— - =
o it =5 )
n=[52ym]+2 J=1
. (1.8)

Da m = foog% + O (1) ist, folgt nun aus , und , dass g eine

ganze Funktion mit py(g) < 7/log” |q| ist.

1.3 Zweil Hilfssitze aus der Theorie der tran-
szendenten Zahlen

Um unsere Ergebnisse iiber ganzwertige Funktionen beweisen zu konnen,
benotigen wir zwei Hilfssdtze aus der Theorie der transzendenten Zahlen.

Der erste Hilfssatz spielt eine wichtige Rolle bei der Konstruktion von Hilfs-
funktionen. Obwohl er fiir beliebige algebraische Zahlkorper formuliert wer-
den kann, formulieren wir ihn hier in dem von uns bené6tigten Spezialfall.

Lemma 1.8 (SIEGELsches Lemma)

Es sei K der Korper der rationalen Zahlen oder ein imagindr-quadratischer
Zahlkorper und Ok sein Ganzheitsring. Weiter seien m,n € IN mit n > m.
Die Betrige der Koeffizienten a;; € Ox firi=1,...,mund j =1,...,n

11



seien durch A beschrinkt. Dann gibt es eine von n,m,A und den a;; un-
abhingige Konstante C' € R, so dass alle Gleichungen

Zaz‘ﬂ?jzo (t=1,...,m)
j=1
durch ein (x1,...,x,) € Op \ {0} erfillt sind, fir das

max |z;| < (Cnd)

qgilt.

Bemerkung
Den Ausdruck —- nennt man STEGEL-Exponent.

Beweis
Dies ist Hilfssatz 31 in SCHNEIDER [43] in dem Spezialfall, dass K der Korper

der rationalen Zahlen oder ein imagindr-quadratischer Zahlkorper ist.
O

Lemma 1.9 (ScHWARZsches Lemma)
Sei 0 < r < R und f # 0 holomorph in |z| < R. f habe n Nullstellen in
|z| < r, wobei jede gemafs Vielfachheit gezihlt sei. Dann gilt

R? 4 2
2rR

log |f], < log|f|p —nlog

Beweis
Dies ist Lemma 1.3.1 in WALDSCHMIDT [48].

1.4 Beweis von Satz 1.5

Es sei A €]0,2],7 € Ry und f eine ganze Funktion mit 7(f;¢; A) > 7 und

T falls A < 2

Togh ¢

pA(f) < (2

log g

—2
- +1) 5, fallsA=2.
og* g
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Wir zeigen nun, dass f dann keine transzendente Funktion sein kann, d.h.
dass ein Polynom P € C[X,Y]\ {0} existiert, so dass die ganze Funktion
F(z) = P(z, f(2)) identisch verschwindet.

Zu jedem e > 0 existiert ein Ny := Ny(¢), so dass fiir alle n > Ny
ordz(f,q") > exp (( — e)n?) (1.9)

ist.

Wegen der Voraussetzung iiber py(f), existiert ein v € IR, mit

T, falls A < 2
v < -
(2 — 4 1) T, falls A =2,

log q

so dass fiir alle hinreichend grofien r € R,

log™ r
log | f], < exp (’y 5 ) (1.10)
log™ q

ist.

Es sei € > 0 so klein, dass sogar

T — ¢, falls A < 2

< —2 1.11
! (2 > +1> (1—¢), falls \=2 (L11)

log g

gilt.

Sei N € IN stets hinreichend grofl gewéhlt; insbesondere gréfer als Ny und
so grof}, dass (1.10) fiir alle r > ¢ gilt.

Wir setzen S,, := [G(T_E)RA} firn € N, H := [SNNI/Q] + 1 und K =
[N92] 1 1.

T,0 € R~ sind Parameter, an die im Verlauf des Beweises Bedingungen
gestellt werden und die dann im 4. Beweisschritt fiir A < 2 und A = 2
gesondert gewahlt werden. Die Aussagen der Schritte 1 bis 3 gelten also nur
unter der Annahme, dass man geeignete 6 und T finden kann, die diesen
Bedingungen geniigen.

13



1. Schritt: Es existieren apy € Z, (h=0,...,H—1; k=0,...,K —1), mit

0 < max |ap k| < exp (S - O (N)),

so dass die ganze Funktion

t

-1 K-

,_.

(Ih kZ
0 k=0

fir allen € {N,...,[TN]} der Bedingung

>
Il

ordo(F,q") > Sy
geniigt.

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

H-1K-1 h k f(%j)<qn)
0=F )= "> anr Y. a!( )qn(h”k“) 11 Tl
— senk j=1

He+1

firn = N,...,[TN]und ¢ = 0,...,Sy — 1. Dies sind Sy([TN] — N + 1)
Gleichungen in den HK > SyN? Unbekannten ap - Ist ATA < 7 — ¢, so ist
log |f|,r~v < S, falls N geniigend groff gewihlt wurde, und fiir obige n und
o gilt

‘f(O)(qn)‘: i / (gf(ﬂ < olexp (Sy + O (N)).

27i —qn)ot!
€l=g"+1
Beriicksichtigt man noch, dass die Kardinalitit von {s € IN§™||x| = o}

gleich (”zk) ist, so ergibt sich fiir die Koeffizienten des obigen Gleichungs-
systems

ko (o
R A Tl | G
zeNEH it Jj=1 %]'

|z|=0

o127 K  exp (HTNlog g + KSy + K - O (N))

<
< exp (SN -0 (Nz)).

und die Behauptung folgt aus dem SIEGELschen Lemma. Man beachte, dass
der SIEGEL-Exponent von der GroéSenordnung O (N71) ist.
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2. Schritt: Fir alle M > N und S € {Sy-1,...,Su} gilt

Vm € {M,...,[TM]}: ordy(F,q™) > S. (Inr,s)

Wir zeigen dies durch Induktion. Der 1. Schritt liefert uns die Induktionsver-
ankerung (Iy s, )-

Es sei (Ip15) bereits gezeigt.

Wir zeigen nun:

1) Ist Spro1 < S < Suyso gilt: (Iyrs) = (Inrs41)-

2) Ist S = SM, SO gllt (IM,S) — ([M+175).

Dann gﬂt (IN,SN) 2:)> (INJFLSN) 1:)> (IN+1,SN+1) 1:)> 1:)> (IN+1,SN+1) 2:)>

(INt2,55+1) :)> ..., und die Behauptung des 2. Schritts ist gezeigt.
1.

Zu 1.): Esist Sy—1 < S < Sy F hat wegen (Ij,6)) mindestens S([TM] —
M +1) Nullstellen in |z| < ¢™ + 1. Mit dem SCHWARZschen Lemma haben
wir also

20T M

q
10g|F|qTM+1 S 10g|F|qT9M — S([TM] - M + 1) 1ng

= log |F| ronr — S(T = 1)T(0 —1)M?logq+ S - O (M).
(1.12)
Ist nun y0*T* < 7 — ¢, so ist nach ([1.10)
10g|f\quM < SM—l < S;

falls nur N (und damit auch M) hinreichend grof ist. Hieraus ergibt sich,
wenn man Schritt 1 und die Wahl von H und K beriicksichtigt

log |F| ora < log H + log K + log max |ap x| + 0T HM log g + K log | f| era
<S-0(M*?).

Setzen wir

h(0,T):=T(T —1)(0 —1)logg,
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so folgt aus der CAuUCHYschen Integralformel und (1.12) fiir m €
{M,...,[TM]}

|[F&) (g™)]

S! F(§)de
%a:lﬂ €=
Slexp (—h(0,T)SM? + S - O (M*?)) (1.13)
exp (S (log Sy — (6, T)M? + O (M*7?)))
exp (S ((r — )M — h(0, T)M?* + O (M*/?))) .

ININCIA

Kann man nun unter Beriicksichtigung der iibrigen an 7" und 6 gestellten
Bedingungen diese so wéhlen, dass h(6,7) > 0 im Fall A < 2 und 7 — ¢ —
h(0.T) < 0 fiir A = 2 gilt, so ist also |F@)(¢g™)| < 1, falls N hinreichend
groB ist. Somit muss F?)(¢g™) = 0 sein, da F(©)(¢™) € Z ist. Die Wahl der
Parameter erfolgt in Schritt 4.

Zu 2.): Im Fall S = Sy verlduft der Beweis vollkommen analog. Man
schitzt mit dem SCHWARzschen Lemma [F| ras4y,, ab und folgert dann

wieder mit der CAUCHYschen Integralformel, dass |F(?)(¢™)| < 1 fiir m €
{ITM])+1,...,[I(M +1)]} und 0 € {0,...,5 — 1} gilt. Insbesondere erge-
ben sich dieselben Bedingungen an 7" und 6.

3. Schritt: Es ist F'=0. Somat ist f eine algebraische Funktion.

Dies folgt sofort aus Satz|1.3| (i). Denn nach Lemma 1.2 (1.10] - ), (L.11)) und

der Konstruktion von F gilt py(F) < v/log* q < (1 —¢)/log* q. Andererseits
ergibt sich aus dem 2. Schritt A\o(F';¢) > A und 70(F;¢; A) > 7 — . Somit ist
F nach dem Eindeutigkeitssatz eine konstante Funktion.

4. Schritt: Wahl der Parameter T und 6.

zu (i): A <2
Wir suchen T',0 > 1, so dass

YT*0* <7 —¢ und h(0,T)=T(T —1)(0 —1)logq >0

ist. Setzt man nun ¢ := T := 1 4 ¢ mit einem von 7, 7,¢ und A abhingigen
5 € Ry, so ist beides offensichtlich erfiillt, da nach (L.11)) v < 7 — ¢ ist.
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zu (ii): A =2
Wir suchen 7,0 > 1, so dass
VT?*0* <7 —¢ und 7—ec—h(0,T) <0
ist.
Dazu maximieren wir die Funktion

1

unter der Nebenbedingung
h(0,T)—7=T(T—1)(0 —1)logqg— 7 =0.
Es ist also
-
T(T —1)logq
Setzt man dies in g(0,T) ein, so ergibt eine leichte Rechnung, dass die Funk-

tion ihr Maximum in
T=1+4,—
log g

annimmt. Aus ((1.11)) ergibt sich nun

T —£& T —¢&

TS T z
(2 log q + 1>

und auBerdem ist 7 —e — h(0,T) = —e < 0.

0=1+

1.5 Uber NEwTONsche-Interpolationsreihen
und ein weiterer Beweis fiir Satz [1.3| (i)

Es sei (z,) € CN eine beliebige Folge. Setzen wir Py(z) := 1 und P,(z) :=
(z — z,)Py_1(2) fiir n € N, so ergibt sich aus der fiir £ # z, 2,41 giiltigen

Gleichung
1 1 Z = Znt1

= +
§—=z §— znn1 (é_z)@_zn—#l)
induktiv bei & # 2, 21, 29, . ..




fiir alle n € IN.

Es sei nun f eine ganze Funktion. Multipliziert man die vorstehende Glei-
chung mit % und integriert dann iiber |{| = r mit einem r € R, welches
so grofl gewihlt sei, dass sdmtliche Nullstellen von P, (§) und (£ — 2)P,(&)

innerhalb von |£| = r liegen, so erhélt man fiir jedes feste z € C mit |z| < r

n—1

f(z)= ZAVPZ/(Z) + R, (2) (1.14)
mit
A, = A (f) = % ]J:(i)éi (1.15)
€=
e Pa(z) [ J()de
Rulz) 1= T |5|Z Tt (1.16)

Konvergiert R, (z) bei n — oo lokal gleichméfig gegen die Nullfunktion, so
gilt in ganz C die eindeutige Darstellung

)= AB(). (1.17)

Definition

Die Reihe rechts in heifit die NEWTONsche Interpolationsreihe von
f beziiglich der Folge (z,). Die z, heilen die Interpolationsstellen, und die
A, (f) heiflen die Interpolationskoeffizienten von f beziglich der Interpolati-
onsstellenfolge (z,).

Als erste Anwendung der NEWTONschen Interpolationsreihe einer ganzen
Funktion wollen wir einen alternativen Beweis fiir Satz (i) geben.

Es seien ¢, 7,A € Ry,e < 7 und ¢ € C mit |¢| > 1. Fiir g € INg setzen wir
t, := [exp((T — &)p*)]. Dann existieren zu jedem n € IN eindeutig bestimmte

m € Noundt € {1,...,t,},sodassn = ZZ:OI t,+t ist. Wir setzen z, := ¢™
und erhalten

Poal2) = Pu(z) = (2 — ™)' [ (= = ).



Ist f eine ganze Funktion, so gilt nach ([1.14)) fiir jedes N € IN

) = 3 AdP(2)+ Ra(2)

M-1 tm T-1
= Z Z At P (2) + Z A Prri(2) + Ry (2),
m=0 t=1 t=1

falls N = Y0001, + T mit T € {1,... ).

Mit diesen Bezeichnungen gilt nun folgendes

Lemma 1.10 (Ein Konvergenzlemma)
Ist pA(f) < ﬁ, so gilt fiir alle z € C

f2)=>" i At P (2)- (1.18)

m=0 t=1

Beweis
Wegen p,(f) < == gilt

log*|q]
log* r
log |f|, <exp (7T>
log™ [q

mit einen 0 < v < 7 — ¢ fiir alle hinreichend grofien r € IR, . Folglich kann
man 0 € R+, so wihlen, dass 70* < 7 — ¢ ist.

Es sei nun § € Ry und z € C mit |2]| < 6.
Wir setzen ry; := |q|”™. Nach (1.16) gilt

Pyr(2) LS
Rn(2) = Ryr(z) = T omi / (& —2)Pyr(§)’

1€1=rnm
wenn N = nyz_ol t,+ T mit einem 7" € {1,...,ty}.
Wir wollen nun zeigen, dass R, (z) fiir n — oo gegen Null konvergiert.

Wir kénnen also annehmen, dass N und somit auch M grof§ sind. Folglich
konnen wir |z| < rj;/2 und somit auch

€ — 2] = rag/2 (1.19)
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auf || = r); annehmen.

Weiter haben wir fiir grofle M

| f],,, < exp (e'YQAMA> < exp ([e(T’E)(M’l)AD = exp(ty—1) < exp(N).

(1.20)
Es ist
TM—I
Pur(2)] < (2] +1al™) " TT (1 + o)™

n=0
1 M—1 tu T 1.21
<lq=sen T ()" () 0

120 [ |q|

<c(q, 6)N |g""

mit ¢(q,6) :=[[,2,(14+0 |¢| ") > 1. Das unendliche Produkt konvergiert, da
die Reihe "7 /¢~ absolut konvergiert.

Auf €] = 7 gilt

M1 t T
Pl = IT (™ = 1a*) " (1™ = 1a™)

pn=0
_ M—1 ¢ T (1.22)
_ |q|9MZL”:01 tu+OMT H (1 _ \q|”*9M> Z (1 B |q|(17€)M>
©n=0
>ci(q,0)™ g™

mit 0 < ¢;(q,0) == (1 —|g|"") < 1.

Aus (1.19), (1.20), (1.21) und (1.22) folgt nun mittels der Standard-
abschitzung

[Rarr(2)] < exp (1 = 0)MNloglg| + O (N))

und somit limy_,. Ry(z) = 0 wegen 6 > 1.
U

Hieraus folgt nun Satz (i) wie folgt:

Ist f eine ganze Funktion mit 7o(f;q; A\) > 7, so existiert zu jedem € > 0 ein
Ny € IN, so dass fiir alle m > N

OI'd()(f, qm) 2 tm
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gilt.
Wir setzen nun Q(z) := Hﬁfio(z’ — ¢")™ und betrachten die ganze Funktion
F(z) :== Q(z) f(z). Offensichtlich gilt

ordo(F,q™) >t (1.23)

fiir alle m € INg.

Ist px(f) < 7/log|q|, so wihlen wir £ so klein, dass sogar p\(f) <
(1 — €)/log*|q| gilt. Nach Lemma ist auch p\(F) < (1 — ¢)/log|q|
und somit lasst sich F' nach dem Konvergenzlemma als Interpolationsreihe

(1.18) darstellen mit
F(§)de
27rz f Prmit1(€)’ falls 1 <t<t,
Apa(F) =4 18 e o)

271'1 P 1 1(6)’ faHS t - tm

|€l=rm
Nach der CAUuCHYschen Integralformel gilt also fiir 1 <t < t,,

B —1tu—1 1 dtu_l_g (g _ qu>tu):| (0)
Amt - H
AF) ; — (t,—1)! {dft“lg (Pm,tﬂ(f) E—qn Fo) (1.25)

t l dt—a (é—_qm>t+1>:| (0)(.m
1 {dét"( i@ Mo

~+

1

+

o=

und fir t = ¢,

m tu—1 dtu_l_a (f - qﬂ)tu
mt = F(U) M
A Z (t, —1)! {dé‘tula (Pm,tﬂ(f) >} E=qh ) (1.26)

pn=0 o=
1

+ I — qm—i-l )
Pl (g™ ) ( )

Nach (1.23) ist F(?)(¢™) = 0 fiir alle m € Ny und o € {0,...,t, — 1}. Aus
(1.25) und (1.26]) folgt somit A,,; = 0 fur alle m € No und ¢ € {1,...,¢,}.
Also ist nach dem Konvergenzlemma F' = 0. Dies impliziert aber f = 0, da
die Polynomfunktion ) nur endlich viele Nullstellen hat.
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1.6 Beweis von Satz [1.6]

1.6.1 Das Beweisprinzip

Wir wollen zuerst kurz die Idee skizzieren, die den Beweisen der Sétze (1.6}

und [3.4] zugrundeliegt.

Die Aufgabe, die in den Beweisen dieser Sétze zu losen ist, ldsst sich wie
folgt beschreiben: Es sei K der Korper der rationalen Zahlen @Q oder ein
imaginar-quadratischer Zahlkérper und Ok sein Ganzheitsring. Zu einer ge-
gebenen Folge (u,)nen, von paarweise verschiedenen Zahlen in Ok soll nun
eine ganztranszendente Funktion g(z) mit der Eigenschaft ¢(*)(u,) € Ok fiir
alle o,n € INy und einem moglichst geringen Wachstum konstruiert werden.

Dazu konstruieren wir zunéchst eine geeignete Interpolationsstellenfolge
(zn)nen C {u;]j € INo}. Geeignet bedeutet hier, dass zu jedem Tupel (o, n) €
IN x INg ein N € IN existieren soll, so dass

card({j € {1,...,N}|z; =u,}) =0
gilt.

Wir betrachten dann die NEwTONsche Interpolationsreihe einer ganzen
Funktion f beziiglich der Interpolationsstellenfolge (z,). Wie bei den Glei-
chungen ([1.25)) und ([1.26)) sind die Interpolationskoeffizienten A, (f) Linear-
komblnatlonen in gevvlssen @ (u;) mit Koeffizienten in K, die von der
gewahlten ganzen Funktion f unabhéngig sind, d.h. fiir alle n € IN existieren
von f unabhéngige a;,(n — 1) € K, so dass

m  tj
An—l(f) = Z aj,a(n - 1)f(g)(u])
=0 0=0
Ist nun 2,41 = -, so existiert ein o* € INy und ein Polynom Qn+1( ) K[z]
mit Qni1(uj) # 0, so dass P,11(z) = (z Zni1) Pu(2) = (2 —uj)T T Quia(2)

ist. Es ist aje o+ (n) = (0*! Quy1(u;+)) " € K\ {0} und mit gewissen CL]U( n) €
K gilt

m

ZZ%U 7 (ug) + aje o (n) f7) (u0). (1.27)

7=0 o=0

Die Idee ist nun folgende: Man ersetzt die f()(u;) durch g;, € Ok, die
man rekursiv definieren kann, da, wie wir gerade gesehen haben, bei dem
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Ubergang von n — 1 nach n genau ein f("*)(uj*) neu hinzukommt. Die g, ,
werden dabei so gewéhlt, dass die Linearformen

m 1
By = Z Zaj,a(n - 1)gj,0 (1'28)

j=0 =0
betraglich moglichst klein sind, aber ungleich Null.

Die rekursive Wahl der g;, geschieht wie folgt: Sind die g;, in bereits
gewahlt worden, so muss nach als nédchstes g; »« gewéhlt werden. Zu
dem Zahlkorper K existiert eine Konstante C' := C(K) mit der folgenden
Eigenschaft: Zu jedem z € K existiert ein w € Ok, so dass 0 < |z —w| < C
ist. Wir setzen d,, := a;» ,+(n). Wie wir oben gesehen haben, ist stets d,, # 0,
und somit hat die Gleichung

m &
By =Y aj0(n)gjo + dnj o =0
j=0 0=0
eine eindeutige Losung g;- »~ in K. Wahlen wir nun g¢;- ,- € Ok so, dass

<C

O < ‘g_j*,o’* — gj*,a*

ist, so erhalten wir

0< |Bn’ == ‘Bn + dngj*,a* — dngj*’g*

< Cldy). (1.29)

Dann betrachten wir die durch die Reihe
9(z) = Z B, Pa(2)
n=0

definierte Funktion. Wenn wir zeigen konnen, dass g eine ganze Funktion
mit dem im zu beweisenden Satz angegebenen Wachstum ist, so ist der Satz
komplett bewiesen. Wegen der Eindeutigkeit der Interpolationsreihendarstel-
lung gilt némlich A,(g) = B, und somit ¢'*)(u;) = g, fiir alle 0,57 € N,.
Auflerdem ist g eine transzendente Funktion, da alle B,, ungleich Null sind.

Nachdem wir nun das Beweisprinzip dargestellt haben, miissen wir in den
Beweisen der Sétze [1.6] [2.5] und [3.4) also zwei Aufgaben 16sen:

e Konstruktion einer geeigneten Interpolationsstellenfolge.
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e Zeigen, dass die durch diese Interpolationsstellenfolge definierte Funk-
tion g eine ganze Funktion mit dem im Satz angegebenen Wachstums-
verhalten ist. Dazu zeigen wir, dass die g definierende Reihe auf C ab-
solut und lokal gleichméfBig konvergiert. Gleichzeitig erhalten wir eine
Abschétzung von |g|,. fir alle grofien r € R

1.6.2 Konstruktion der Funktion

Wir setzen t,, := [exp (%m2 logq)] fir m € IN. (ty)men ist eine streng
monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen. Somit gilt mt,, < mt,,.1 <
(m + 1)ty fiir alle m € IN, und fiir jedes n € IN trifft genau einer der
folgenden beiden Fille zu{l]

Fall I: Es ist mt,, < n < mt,,,; fiir ein m € IN. Wir konnen n dann eindeutig
als
n=mt-+1

mit t € {ty, ..., tme1 — 1} und I € {1,...,m} schreiben.
Fall II: Es ist mt,,.1 < n < (m + 1)t fir ein m € INy. Wir kénnen n

dann eindeutig als
n="mlypy1 + S

mit s € {1,...,t41} schreiben.

1

Setzen wir nun z, := ¢! im Fall I und 2, := ¢™ im Fall II, so ergibt sich

m—1 -1

[TGE-—"T][(z—¢") ,imFalll

Pa(z) = 4 58 h=0 (1.30)
I1(z = ¢")tm+ (2 — ¢™)* , im Fall IL.
k=0

Setzen wir nun

m—1 , im Fall I
=

und
¢ , 0<j<i-1 ‘
o) =1 lgjgm_l} im Fall T
Jj = _ ) ’
s—1 , ji=m

'Im Folgenden hingen die GréBen m,t,[,s und somit auch u, die 7; und die a;
offensichtlich von n ab. Wir wollen diese Abhéngigkeit aber nicht kenntlich machen.
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so konnen wir ((1.30) als
o
— H T]Jrl

schreiben. Aus ([1.15]) ergibt sich mittels des Residuensatzes dann fiir ganze
Funktionen f

o Tj . d7i—° I3 o o

el = 253 (2) | e o] | o
j=0 J7 =0 Z;g o
:q]

w7y
= 22 el @),
7=0 o

A, _1 ist also eine Linearkombination der f{)(¢7) mit rationalen Koeffizien-
ten, die von der gewihlten Funktion f unabhingig sind.

Wir setzen d,,—1 := a;—1; # 0 im Fall I und d,,_1 := a;, s—1 # 0 im Fall II.

Bemerkung
In [55] tritt an dieser Stelle ein Fehler in der Konstruktion von g auf. Im Fall
I wird dort d,,_y := ay_1+,_, gesetzt. Es ist allerdings nicht ¢™~!, sondern

¢'~! die n-te Interpolationsstelle. Also kommt bei dem Schritt von B,,_, nach
B, nicht g,,—1,r,,_,, sondern g;_;, neu hinzu.

Wie wir in Abschnitt ausgefiihrt haben, konnen wir induktiv eine Folge
(9j,0) von ganzrationalen Zahlen so definieren, dass die Linearformen

p(n) 75(n)
n 1= Z Z a] cr.gja (131)
7=0 o=0
den Bedingungen
0 < |Bp_1| < |dn1| (1.32)
geniigen. Wir zeigen nun, dass
== Z Bn—lpn—l(z> (133)
n=1

eine ganze Funktion mit dem im Satz angegebenen Wachstum definiert.
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1.6.3 Ein Hilfssatz

Um den zweiten Punkt der in Abschnitt formulierten Aufgabenstellung
in Angriff nehmen zu koénnen, wollen wir zunéchst ein Lemma beweisen, auf
das wir bei unseren Abschitzungen immer wieder zuriickgreifen werden.

Lemma 1.11
Es seien m,mg € INg,q € IN\ {1}. Dann ezistiert eine Konstante ¢, die nur
von q abhdngt, so dass

-1
(g™ +¢*) < {cqmmo ;< my

3

Cq2mo(mo+1)+ m(m—1) .M > my.

k=0

Beweis
Fir m < myg ist

m— m—1 ]
H mo +q _ mmo H (1 _‘_qkfm0> < qmmo H (1 _i_qfk)
k=0 k=0 k=0
und fiir m > my gilt
m—1 mo m—1
(" +d) = e[ +1) I @+
k=0 k=0 k=mo+1
— qém(m +2 smo(mo+1) ﬁ 1+q mﬁ _k+1
k=0 k=1
< q2m(m H+2 smo(mo+1) ﬁ 1+ q 7
k=0

woraus die Behauptung sofort folgt.

1.6.4 Abschitzungen

Bei den folgenden Abschéitzungen bezeichnet ¢ immer eine positive, von my
unabhingige Konstante, die aber an unterschiedlichen Stellen des Beweises,
selbst innerhalb einer Ungleichungskette, verschiedene Werte haben kann.
Wir sparen uns so eine Indexierung der Konstanten.
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Abschitzung von |d, |. Fiirl€{0,...,m} gilt

m— -1 m—1
H ¢-d") = [[«-¢) [] (-4
Ztl) k=0 k=Il+1
-1 m—1
_ ql2 H (1 _ q )qlm(m 1—11(1+1) H (1 _ qlfk)
k=0 k=Il+1

> q%m(m—l)—l—%l(l—l) H (1 . q_k 2

Somit erhalten wir im Fall I

m—1 -2
1 _ _ _ _
o] = S| [T @ =) T =Y
T k=0 h=0
k#l—1
t
< c i —t(3m(m-1)+1(-1)(1-2))—(1—1)?
— t' Y
und in Fall IT gilt
1 m—1
|dn_1| = m H (qm _ qk>—tm+1
" k=0
Ctm+1 24
—M7lm+1
S oot

Abschitzung von |P,,_1(z)| auf |z| <r. Sei nun r € R, gro. Wir defi-
nieren mg := mg(r) durch ¢! < < g™,

Im Fall T ergibt sich fiir m < mg aus Lemma [I.1]]

m— -2

Poci(2)] = H (z—=d"' ]z — "
h=0
m— -2

IN
el
5
_l’_
>Q
=
[}
E
_l’_
[}

mmot+(l 1)m0

IN

'q
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Ist m > myg, so gilt fiir [ < mg+1

m—1 -2
Paa(z)] = []](z—d") H(z —q")
m—1 l 2
S H mo + q ( mo +qh)
k=0 h=
< th(%mo(mo+1) ém(m 1))t+(I—-1)m
und fiir [ > mg + 1
m—1 -2
[P (2)] = (=" [z ="
k=0 h=0
m—1 -2
< JI@™+a) @™ +d"
k=0 h=0
< th(%mo(m0+l)+lm(mfl))t+ mo(mo+1)+51(1—1)

Im Fall IT gilt fiir m < my

Paa() = T =)z — qmy

m—1

[T+ (gm™ + g™
k=0

Ctm+1 qmmotm+1 (2qm0)871 )

IN

IA

Fiir m > my ergibt sich

|Pn—1(z>| = f[ (z — qk)th (Z _ qm>s—1
k=0

m—1

H(qmo + qk)tm+1 <qm0 + qm>s—1

k=0

IN

IA

Ctm_Hq<%mo(mo+1)+%m(m—1))tm+1 (2qm)571'
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Jetzt haben wir alles beisammen, um |g(z)| auf |z| < r abzuschétzen. Es ist

l9(z)] < Z\Bn Pt ()] €D [dna| [Paca(2)]
n=1 n=1
- Z b Z|az_1,t||Pmt+l_1<z>|
_oo_tmm

Z ams 1|}Pmtm+1+s 1(Z)‘

= Z Z Z ap— 1t||Pmt+l 1( )|

m=1 t=tm I[=1

9] +1=4L m
+ Z Z Z |a171,t‘ ‘Pmt+lfl<z>|

m=mo+1 t=tm, =1
mo tm+1
+ E E ’am,sfly ‘Pmtm+1+sfl(z)’
m=0 s=1
t'm+1

+ Z Z ’ams 1’ ‘Pmtm+1+s 1 ’

m=mo+1 s=1

=: X+ Mg+ M3 + Xy

Abschitzung von ¥ + 5. Im Fall I gilt fiir m < my

|ar-1,¢| | Prnti-1(2))]
C_tq—t(%m(m—l)—f—%(l—l)(l—?))—(l—1)2+mmot+(l—1)mo
t

IN

_  C t(mmo—3m(m—1)-3(1-1)(1-2))—(I-1)2+(-1)mg

IN
=]
QQ
N
N

und somit

> a1l [Pt (2)] < t,QTHO( 0).
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Ist m > my, so ist

m
S Jar-sil [Parsia(2)
=1

mo+1 m

= > laidl [Pria () + D il | Pt (2))]
=1 I=mo+2
motl Ct 1 1

< Z Fq—t<§m(m—1)+§(l—1)(l—2)>—(l—1)2q(%mo(mo+1)+%m(mfl))tJr(lfl)mo
=1

m t

4 Z C! q( mo(mo+1)— 3 (1—1)(1=2))t+ L mo (mo+1)+31(1—1)—(1-1)?
l=mo+2
t

< q2mo(m0+1)t+(’)( 2)

J— ‘ .

t!

Kombiniert man die obigen Abschétzungen, so erhélt man
0o tmti—1 m

Y1+ = Z Z Z|al 1tHPmt+l 1(2)]

m=1 t=t,m I=

< Z
L,

< exp | exp §mologq+(9(m0) )

m3+0(mo))t+0(m3)

Wl}_;

Abschitzung von X3. Im Fall II gilt fiir m < my

|am,371| ‘Pmtm+1+8*1 (2) |

< Ctm+1 ,mth+1+mm0tm+1 <2qm0)871
— (s—=1)!

Ctm+1 1,2 1
< gt (2¢™)

(s —1)!

womit sich sofort

s < (Ctmg1) ™0

ergibt.
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Abschitzung von ¥,4. Fiir m > my haben wir

|am,s—1 | ‘ Pmtm+1+s—1 (Z) ’
Ctm+1

= (s —1)!

(%mo(mo+1)f%m(m+1))tm+1 (2qm)s—1 )

Also folgt mit dem Mittelwertsatz

o0 tm+1
E4 - Z |am,s—1| |Pmtm+1+s—1(z)‘
m=mo+1 s=1
oo
< Z Ctm+1q(%mo(mo+1)—%m(m+1))tm+1 exp (2qm)
m=mgo+1
> t
< S (e,
m=mo+1

wobei wir in der letzten Ungleichung exp(2¢™) < e fiir alle groen m ausge-
nutzt haben. Ist mg gentigend gro8, so ist ¢¢g~™° < 1/2 und somit ¥4 = O (1)
bei mg — oo.

Die Abschéatzungen fiir 3, 3, 33 und ¥4 ergeben

191, < (ctmgr) ™o+

Beriicksichtigt man noch mg = }gi; + O (1) und die Definition von t,,,.1, so
erhélt man

log?r

loglog |g|, < + O (logr).

~ 2logq

Also ist g eine ganze Funktion mit ps(g) < @.
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Kapitel 2

Der additive Fall

2.1 Definitionen und Ergebnisse

FRIDMAN untersuchte 1968 in [I§] ganze Funktionen, die mit sémtlichen
Ableitungen an allen nicht-negativen ganzrationalen Zahlen ganzrationale
Werte annehmen. Er zeigte

Satz 2.1 (FRIDMAN, 1968)
Fiir jede ganztranszendente Funktion f mit f©)(n) € Z fiir alle o,n € INy
qilt
— log, 1
Af) o= T 28108 T 00 4 oty 0,31,

r—00 r

Bemerkung
FRIDMAN hat aulerdem gezeigt, dass eine ganztranszendente Funktion f mit
9 (n) € Z fiir alle o,n € Ny und A(f) < 7 existiert.

Wir werden in diesem Kapitel dieses Ergebnis verbessern und genau wie im
multiplikativen Fall zeigen, dass man die arithmetischen Voraussetzungen
abschwichen kann.

Dazu wollen wir wieder einige Bezeichnungen einfiithren. Es sei f eine ganze
Funktion. Dann setzen wir fiir k € R,

— 1 1
An(f) o= T 0B+1084Fl,

r—00 T
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Ay (f) ist also das A(f) bei FRIDMAN in [I8]. Wir notieren die folgenden
einfachen Eigenschaften von A,(f).

Lemma 2.2
Es sei P eine Polynomfunktion, und f,g seien ganze Funktionen. Dann gilt
fiir jedes k € R,

(i) Au(P) =0,
(i) Au(f + ) < max {A,(), Ac(9)},
(ii)) Au(fg) < max {A.(f), Au(9)}.

Beweis
Der Beweis sei wieder dem Leser iiberlassen.

Bemerkung

In diesem und im néchsten Kapitel gibt es viele Analogien zum multipli-
kativen Fall. So gilt fiir die GréBen Ao(f), Az(f),..., die wir im Folgenden
definieren werden, und ihre Entsprechungen im imaginar-quadratischen Fall
offensichtlich eine zu Lemma [1.4] analoge Aussage. Auch viele Bemerkun-
gen, die wir zu den Sétzen im multiplikativen Fall gemacht haben, kénnen
in offensichtlich angepasster Form iibernommen werden. Um Redundanz zu
vermeiden, werden wir uns daher in diesem und im néchsten Kapitel an den
entsprechenden Stellen kurz fassen und lediglich auf die Unterschiede zum
multiplikativen Fall aufmerksam machen.

Wir wollen zuerst wieder einen Eindeutigkeitssatz herleiten, den wir zum
Beweis unseres Ganzwertigkeitsresultats bendtigen. Dazu setzen wir

. log, log, ordy(f,n
Aolf) = lim 2B+ lj)gn°< )

Fir A € R, setzen wir

o(fi) = lim log, ordy(f, n)

oo nA

Weiter sei 7o(f) := 10(f; Ao(f)), falls Ao(f) € Ry ist. Nun gilt der folgende
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Satz 2.3
Es sei A € R,.

(i) Fiir jede ganze, nicht konstante Funktion f mit X\o(f) > A gilt

A\(f) = 1o(f5 N).

(ii) Zu jedem T € R, existiert eine ganztranszendente Funktion g mit

Mo(g) = A, 7o(g) = 7 und Ax(g) < 7e*1/A.

Bemerkung

Teil (ii) zeigt, dass (i) fiir A = 1 bestmoglich ist. Fiir beliebiges A € R, sehen
wir lediglich, dass unter den Voraussetzungen von (i) im Allgemeinen nicht
A\(f) = 400 gefolgert werden kann.

Um die Ganzwertigkeitseigenschaften der Funktionen zu beschreiben, die wir
im Folgenden untersuchen wollen, setzen wir

. log, log, ordz(f,n
Ao(f) = lim 2Bt ggnz< )

Weiter definieren wir fiir A € R,

7z(f;A) == lim log,, ordz(f, n)

oo n?

und 77(f) == m2(f; M\z(f)), falls A\z(f) € Ry ist.

Nun gilt der folgende

Satz 2.4
Es sei A €]0,1],7 € Ry und f eine ganztranszendente Funktion mit
172(f; \) > 7. Dann gilt:

(i) Ist X< 1, so ist A\(f) > T.

(i) Ist A\ =1, so ist A1(f) > ——log2.
Insbesondere ist A (f) > log?2, falls m(f;1) = +oo ist.
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Bemerkungen

(i) Im Gegensatz zum multiplikativen Fall kénnen wir hier fiir kein A zei-
gen, dass das vorstehende Resultat bestmdglich ist.

(ii) Der Zusatz in (ii) verschirft Satz in zweierlei Weise, da zum einen
die arithmetischen Voraussetzungen an f abgeschwécht und zum ande-
ren die Unterschranke fiir A, (f) vergroBert wird.

Wie bereits zuvor erwédhnt wurde, hat FRIDMAN gezeigt, dass man die Un-
terschranke log 2 nicht durch eine Konstante ersetzen kann, die grofler als
ist. Wir konnen diese Oberschranke ein bisschen verbessern, denn es gilt

Satz 2.5
Es existiert eine ganztranszendente Funktion g mit ¢\")(Z) C Z fiir alle o €
Ny und Ai(g) < 2,638.

Die Methode, mit der dieser Satz in Abschnitt bewiesen wird, ist die-
selbe wie die, die wir in Abschnitt benutzt haben. Versuche, mit dieser
Methode eine Funktion g zu konstruieren, bei der statt ¢'*)(Z) C Z ledig-
lich ¢()(INg) C Z fiir alle ¢ € INg sichergestellt ist, scheitern immer daran,
dass die konstruierten Reihen nicht fiir alle z € C konvergieren. Der néchste
Satz zeigt aber, dass man mit einer Konstruktion, wie wir sie in Abschnitt
durchfiihren, niemals zeigen kann, dass der Zusatz in Satz[2.4] (ii) bestmoglich
ist.

Satz 2.6
Fiir jede ganztranszendente Funktion f mit f°)(Z) C 7Z fiir alle o € Ny gilt

A (f) > log <3 i \/§> ~ 0, 96.

2

Bemerkung
POLYA [38] hat gezeigt, dass fiir ganztranszendente Funktionen f mit f(Z) C

— 1
lim log | f],. > log <3+T\/5>
r

T—00

gilt.
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2.2 Beweis von Satz 2.3

2.2.1 Beweis des Teils (i)

Die Behauptung folgt aus

Satz 2.7 (CARLEMANsche Formel)

Es sei f eine auf Re(z) > 0 holomorphe Funktion. Es sei p € Ry so
gewdhlt, dass f auf dem Halbkreis |z| = p in Re(z) > 0 keine Nullstelle hat.
Zy = rpen n =1,2,3, ... seien die Nullstellen von f in Re(z) > 0, welche
betraglich grofier als p sind, wobei jede gemdfl ihrer Vielfachheit aufgefiihrt
sei. Setzt man

X(f,R) = Z (ri — %) cos 0,

; Brioo1 , ,
108 = g [ (G g ) el i

1 w/2 )
JUR) = = / /21og\ F(Re®)| cos 6 db,

so gilt
X(f,R)=1(f,R)+ J(f,R)+O(1), (2.1)

wobei O (1) eine Funktion von p und R bezeichnet, welche fir festes p bei
R — o0 beschrinkt ist.

Beweis
Diesen Satz ist in der Theorie der ganzen Funktionen wohlbekannt. Man
findet ihn z.B. in den Monographien von Boas [10] oder LEVIN [33].

O

Es seien A, 7 € R,, und f sei eine ganze Funktion mit 7o(f; \) > 7. Dann
gibt es zu jedem € > 0 ein Ny := Ny(¢), so dass fiir alle n > N,

ordo(f,n) > exp (( — &)n?) (2.2)
ist. Wir nehmen an, dass mit einem v < 7

log | f], < exp (y1*) (2.3)

fiir alle geniigend groflen r € IR, gilt.
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Wir fixieren p € R so, dass es den Voraussetzungen in der CARLEMANschen
Formel geniigt.

Es sei R € IR, grof}, insbesondere gréfler als Ny und p.

Dann ist wegen ([2.2))

[R]

X(f,R) > Z exp ((1 —e)n) (l — %) > exp ((1 —2¢)R%).

n
n=Ng

Andererseits folgt aus
I.R) < exp (1R +0(1)
und
J(f,R) < exp(vRY)
fiir alle grofen R. Wenn f nicht identisch verschwindet, so folgt aus
exp (RM7—2e—7)) = O(1) bei R — oo.

Dies ist aber offensichtlich ein Widerspruch zu v < 7, falls € geniigend klein
gewahlt wird. Also muss f identisch verschwinden.

2.2.2 Beweis von Teil (ii)

Wir betrachten die durch das unendliche Produkt

A {eﬂl}
) [T”] j
IT| (=)o | 25 6)

definierte Funktion g(z).

Zu jedem r € R, existiert genau ein m :=m(r) € N, sodassm—1<r <m
ist. Wir schétzen jetzt |g|, fiir groie r ab.

Es sei |z] <.

Firl <n <mist

(1+2) exp ;%(_) < e+ e ] (2) 7).
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Somit haben wir

. [
" AT
(- 5)ew | 25 ()

< exp (Z exp(Tn(1 4 logm — logn) + O (log m))) .

n=1

Die Funktion einer reellen Veriinderlichen h(z) := 2*(1+log m—log z) nimmt
ihr Maximum auf Ry in x = m - exp(l — 1/\) =: m - «(\) an und ist auf
10, a(A)m] streng monoton wachsend und auf z > «(A)m streng monoton
fallend. Wir erhalten also fiir A <1

o TT|(1-2) e []S;(g)j | ]<exp( I + 0 (logm) )
and fir A > 1
o [ | (1- %) exp [mx]l(i)j W]<exp(7mk+oaogm>).
L= er| 250

Fiir n > m gilt |z/n| < 1, und wir haben

w1-3) - 53

und
00 m\ J m [Tn)‘]-i-l 00 m j [Tn)\]—i_l
‘=[§]+1% <E> = (E) JZO (m—+1> = (m+1) <E)



Hieraus ergibt sich fiir n > m

By [emk]
] ;
ol (1= 2o | 4 2)
< exp (T?’L)\) i %(%)J

j:[rn*]—i—l
< exp (Tn*(1 +logm —logn) + O (logm))
= exp(7h(n)+ O (logm)).

Die Funktion A hat eine Nullstelle in x = em. Ist n > 2em, so ist h(n)
n*(1 4+ logm —logn) < —log2 - n*. Wir erhalten also

A
- [rm?] {e ]
z 1 /72\7
log (1 — —> exp - <—)
n:[?le_T[nH-l n ]Z:; J A

< exp (O (logm)) Zexp (—=7log2-n*) = exp (O (logm)).

Hierbei haben wir die Tatsache ausgenutzt, dass die Potenzreihe > 2]
den Konvergenzradius 1 hat.

Wir miissen schliefSlich noch

) [
[2em)] [rn?] ;
AL 0-D e Z56)

abschétzen.

Da auch hier n > m gilt, ergibt sich wie zuvor

Y
[2em] B (0 U ]
log <1 — —) exp - (—)
nzlg+1 n jZl J AT

< (2e—1)m max exp(7h(n)+ O (logm))

m<n<[2em)]

exp (Th(m) + O (logm)), falls A <1
exp (Th(a(A)m) + O (logm)), falls A > 1.

40



Aus den vorstehenden Abschiitzungen ergibt sich nun Ay(g) < 7e* 1/
Xo(g) = A und 79(¢9) = 7 sind nach Konstruktion klar. Da g offensichtlich
nicht die Nullfunktion ist, muss g eine transzendente Funktion sein.

2.3 Beweis von Satz 2.4

Es sei A €]0,1],7 € Ry und f eine ganze Funktion mit 77(f; A\) > 7 und

. falls A < 1
A <<
") { g2 - falls A = 1.

T+log?2

Wir zeigen, dass f unter diesen Voraussetzungen keine ganztranszendente
Funktion sein kann.

Zu jedem e > 0 gibt es ein Ny := Ny(e), so dass fiir alle n > N
ordz(f,n) > exp ((1 — e)n*) (2.4)
gilt.
Aus der Voraussetzung an Ay (f) ergibt sich, dass
log | f], < exp (y) (2.5)

fiir alle geniigend groflen » € R, mit einem v € R, gilt, das

{7‘, falls A < 1
v <

Tlfl—gogQQT, falls A =1

geniigt. Es sei € > 0 so klein, dass sogar

- T — €, falls A < 1 (2.6)
T (r—e), falls A= 1 '

gilt.
Es sei N stets hinreichend grofl gewéhlt.
Wir setzen nun S,, := [e(T*E)M] firn € N, H := [SN log2 N} + 1 und

o N
K= [m} 41
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T,0 € R+ sind Parameter, an die wir im Verlauf des Beweises Bedingungen
stellen werden und die wir dann am Ende des Beweises fiir A < 1 und A =1
gesondert festsetzen werden.

1. Schritt: Es existieren apy € Z, (h=0,...,H—1; k=0,...,K —1), mit

N
0< mhiX\ahM < exp (SN 0 (@)) 7

so dass die ganze Funktion

m

-1 K-

,_.

ahkz
0 k=0

>
Il

fir allen € {N,...,[TN]} der Bedingung
ordg(F,n) > Sy
gentigt.

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

() ale B\ s 11 S ()
0=F (n) = Z Qp, K Z o! Py n k+1HT
h=0 k=0 senkt kt1 j=1 J

|2|=0

fir n = N,...,[TN] und ¢ = 0,...,Sy — 1. Dies sind Sy([TN] — N + 1)
Gleichungen in den HK > SyNlog N Unbekannten ay,j. Ist VT < 1 —k,
so ist log|f|pn < Sy und fiir obige n und o gilt

‘f(")(n)|: U—!, / gfi < alexp (Sy + O (log N)).

_ n)o—i—l
|§]=n+1

Hieraus ergibt sich fiir die Koeffizienten des obigen Gleichungssystems

> a!<

zeNfH

> he J’%-&-le(%])
|z|=0

o127  oxp (Hlog N + K Sy + O (N))
exp (Sy - O (N)).

41
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und die Behauptung folgt aus dem SIEGELschen Lemma, da der SIEGEL-
Exponent von der Gréfenordnung O ((log N)™1) ist.

2. Schritt: Fir alle M > N und S € {Sy-1,...,Su} gilt
Vm e {M,...,[TM]}: ordg(F,m) > S. (Inm,s)

Wir zeigen dies durch Induktion. Der 1. Schritt liefert uns die Induktionsver-
ankerung (Iy s, )-

Es sei (Ip1) bereits gezeigt.

Wir zeigen nun:

1) Ist SM,1 <S< SM, SO gllt (IM,S) - (IM,S+1).

2) Ist S = SM, SO gllt (IM,S) — ([M—i-l,S)-

Zu 1.): Esist Sy—1 < S < Sy

Wir wollen F)(m) = 0 fiir m € {M,...,[T'M]} zeigen. Dies erledigen wir
wieder, indem wir zeigen, dass |F () (m)‘ < 1 ist. Im Beweis des multiplika-
tiven Analogons haben wir dazu |F|, fiir einen geeigneten Radius r mittels
des SCHWARZschen Lemmas abgeschétzt. Im Prinzip konnten wir diese Vor-
gehensweise hier kopieren. Wir wiirden aber eine schlechtere Unterschranke
fiir Ay(f) bei ganztranszendentem f erhalten. Deshalb werden wir nun nicht
| F|,, sondern | F5)(m)| direkt abschéitzen. Dazu bendtigen wir eine geeignete
Darstellung von F)(m), die wir aus dem Residuensatz erhalten.

Nach dem Residuensatz und (1) gilt fir m € {M,...,[TM]}

[T'M]
st F(€)de
) () = 2= — )’
F=m) = 55 L1 (m =) / ] ‘
e gi=orar T (€= p)¥(§ —m)
pn=M
Wegen der Funktionalgleichung
I'(z+1) = zI'(2) (2.7)
der I'-Funktion haben wir auf |¢| = 0T M
(M) (M)

DOTM —p) — T(OTM — [TM])"

Me-n =11 T(OTM — p+1)  T(OTM — M +1)

u=M u=M
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Andererseits haben wir

[TM]
[T m-m| = (m—MN(TM] - m)! < (ITM] - M)

p=M
pFmM
Aus der STIRLINGschen Formel folgt
| ([TM] - M)IT(0TM — [T M])
o8 TOTM — M +1)

) — h(0,T) M + O (log M),

h(0,T) = (T —1)log(T'— 1)+ (0 — 1)T'log((6 — 1)T) — (6T — 1) log(0T — 1)
setzen.

Ist YT0* < 7 — ¢, so ist log | f|pras < exp (Y02 M?) < Syy, falls nur N
hinreichend grofl gewahlt worden ist, und somit gilt

’F|6)TM < HK max |ah,k| (QTM)H(|f|9TM + 1>K

(50 2).

Wenden wir auf die obige Integraldarstellung von F)(m) die Standard-
abschitzung an, so erhalten wir schlieSlich

|FO(m)| < SU[F|ypasexp (S (h(8, T)M + O (log M)))
< exp (S ((T —&)M* + h(0, T)M + O <1024M>)) :

Kann man nun unter Beriicksichtigung der iibrigen an T und 6 gestellten
Bedingungen 7" und 6 so wéhlen, dass h(0,7) < 0 im Fall A < 1 und 7 —
e+ h(6,T) <0 fiir A =1 gilt, so ist |[F@)(m)| < 1, falls N hinreichend grof
gewihlt wurde, und somit F7)(m) = 0, da F(©)(m) € Z ist. Die Wahl der
Parameter erfolgt in Schritt 4.

Zu 2.): Es ist S = Sy. Wir zeigen nun, dass (Ip41,5) aus (Ip,s) folgt. Dies
geht aber weitgehend analog zu dem vorstehendem Beweis. Wir fassen uns
deshalb kurz.

Es sei m € {[TM]+1,...,[T(M+1)]} und 0 < 0 < S — 1. Ohne Ein-
schrankung kénnen wir annehmen, dass o die kleinste Zahl in {0,...,S — 1}
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ist, fiir die wir noch nicht gezeigt haben, dass F(?)(m) = 0 ist, d.h. es gilt
F®(m)=0fiirt=0,...,0 — 1. Dann erhalten wir wieder aus dem Residu-
ensatz und (I,s)

| M F(£)d
F@(m) = 7 (m — w)’ / — (€)d€

2mi S '
1= g=ro+1) ] (€ — p)%(§ —m)o+?
p=M

Es ist auf [£| =TO(M + 1)

[T'M]

reTrM+1)—M+1)
[[€-m|= T(OT(M +1) — [TM])

p=M

und
[TM]

[ =) < (1M + 1)) = M)

p=M

F©@)(m) = 0 folgt nun genau wie zuvor, indem man mittels STIRLINGscher
Formel und Standardabschétzung aus obiger Integraldarstellung ‘F (@) (m)} <
1 herleitet. Insbesondere ergeben sich dieselben Bedingungen an 7" und 6.

3. Schritt: Es ist F' = 0. Somit ist f eine algebraische Funktion.

Dies folgt sofort aus dem Teil (i) von Satz [2.3] Denn nach Lemma [2.2]
und der Konstruktion von F gilt A\(F') <y < 7—e. Andererseits ergibt sich
aus dem 2. Schritt A\o(F) > A und 79(F;\) > 7 — . Somit ist F' nach dem
Eindeutigkeitssatz konstant.

4. Schritt: Wahl der Parameter T und 6.

zu (i): A <1
Wir suchen T',0 > 1, so dass

VT2 <7 —¢ und h(H,T) <0

ist. Setzt man nun 6 := 7T := 1 + 0 mit einem von 7,7 und A abhéngigen

0 € Ry, so ist beides offensichtlich wegen (2.6) erfiillt.

zu (ii): A =1
Wir suchen T',0 > 1, so dass

YT <1—¢ und T—e+h(0,T) <0
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ist.
Dazu maximieren wir diesmal die Funktion

1
9(07 T) = G_T

unter der Nebenbedingung h(0,7T) + 7 = 0. Mittels der LAGRANGEschen

Multiplikatorenregel erhélt man

T7—-1

+ un + T

-
2log 2

Wegen ([2.6)) gilt nun

und auferdem ist h(0,T) +7 —c = —e < 0.

2.4 Beweis von Satz 2.5

2.4.1 Konstruktion einer geeigneten Funktion

Der Beweis dieses Satzes verlduft nach dem in Abschnitt beschriebenen
Beweisprinzip. Wir miissen also zunéchst eine geeignete Interpolationsstel-
lenfolge definieren.

Wir setzen t,, := [exp (2log 2 - m)] fiir m € IN. Somit ist (¢,,)men eine streng
monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen. Also gilt mt,, < mt,.1 <
(m + 1)t fiir alle m € IN, und fiir jedes n € IN trifft genau einer der
folgenden beiden Fille zu{l]

Fall I: Es ist mt,,, < n < mt,,; fiir ein m € IN. Wir konnen n dann eindeutig
in der Form

n=mt+1

mit t € {tp,...,tme1 — 1} und I € {1,...,m} schreiben.

Im Folgenden hiingen die GroBen m,t, 1, s offensichtlich von n ab. Wir wollen diese
Abhéngigkeit aber nicht kenntlich machen.
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Fall II: Es ist mt,, g1 < n < (m + 1)ty fiir ein m € Ng. Wir kénnen n
dann eindeutig in der Form

n="mtypt1 + 8

mit s € {1,...,t,41} schreiben.

Setzen wir nun zg, 1 ;=1 — 1 und 2y, := —(l — 1) im Fall I und z9,_; :=m
und zy, := —m im Fall II, so ergibt sich
m—1 -2
) 0(22 — k%)t hHO(22 —h)(z—=(—-1)) , imFalll
PZn—l(z) - mil - (28)
(22 — k?)tm+1(22 —m?)* Yz —m) , im Fall II
k=0
und
m—1 -1
ITGE2=K)TI(22 =A%)  , im Fall I
Py, (z) = ¢ F=0 h=0 (2.9)
IT (22 = k?)tm+1(2%2 —m?)* | im Fall IL.
k=0

Es sei mit 7x(n) + 1 die Nullstellenordnung des Polynoms P,(z) an z = k
bezeichnet.

Aus der Definition der Interpolationskoeffizienten (vgl. (L.15))) beziiglich der
vorstehend definierten Interpolationsstellenfolge ergibt sich wieder, dass fiir
eine ganze Funktion f die Interpolationskoeffizienten As,_» und A,,_; Li-
nearkombinationen in gewissen f(°)(j) mit rationalen von f unabhiingigen
Koeffizienten sind. D.h. wir haben im Fall I

L1 ey
=2 T o m—1 1—2
=TI (2 = K2)F TT(& = h*)(E—(1-1))
k=0 h=0
m—1  7(2n—1) T-1(2n—1)
Y Y a @20+ S aen— 2700 1)
j=—(m—-1) o0=0 o=0

p#—1
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L1 F(e)de
L m—1 -1
el T1 (2 = #2)" T1 (€2 = h?)
! k=0 h=0
7j(2n) T_141(2n)

— Z ZCLJ” — Z a_pp1,0(2n — 1) f7 (=1 4+ 1)

j=—(m-1) =0
n#E—(-1)

mit gewissen rationalen a;,(2n —2) und a;,(2n —1). Und im Fall IT erhalten
wir

P F(€)de
M2 o m=1
e, TL(E = R2)omss (€ — 21— m)
m—1 7;(2n—1) s—1
Z Z ajo(2n —2)fG)+ Y amo(2n —2) £ (m)
j=—m =0 o=0
und
P IGLS
T om m=1
e T (€ = R (€ — )
7'] (2n)

= Z Zaj,,Qn—l U) +Zaf—mo 2n—2>f(g( m).

j=—m+1 o=0

Wir setzen im Fall 1

d L apor(2n —2), fallsl=1
T ai—14(2n —2), fallsl#1
(QL) e 11(k2) (21) ((m—1)H)~*, falls [ =1

R mr_[ (=12 =k hr:[z((l —1)2=h)"12 - 1)), fallsl#1
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und

d ': a072t+1(2n — 1), falls I =1
et a_i414(2n —1), fallsli#1
(Qt-lu)'l i 11(k2) (21) ((m - Hh, falls I =1
— s I =12 =) H (1 —1)2 —h2)~Y=2(1— 1)), falls 1.
k=0 h=0
kt—l+1

Im Fall IT setzen wir

don—2 = am,sfl(Qn - 2)
m—1
1 - —s
= (S — 1)' H<m2 _ k2) tm+1<2m) +1
T k=0
und
d2n—1 = a—m,s—1(2n - 1)
1 m—1
= oo [ (m* = &)=t (=2m) .
" k=0

Nun kénnen wir wieder, wie in Abschnitt beschrieben, induktiv eine
Folge (g, ) definieren, so dass die Linearformen

~

Ti(n

~

p(n

ajo(n—1)g;o, (2.10)

M

o=0

T,
o

fiir alle n € IN der Bedingung
0< ‘Bn,ﬂ < ’dn,ﬂ (211)
geniigen.

Wir werden im Folgenden zeigen, dass durch
= BuaPai(2) (2.12)
n=1

eine ganze Funktion mit dem im Satz angegebenen Wachstumsverhalten de-
finiert wird.
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2.4.2 FEin Hilfssatz

Ziel dieses Abschnitts ist es Ausdriicke der Form [}, (m3+k?) mit m, mo €
IN moglichst gut abzuschétzen. Es gilt das folgende

Lemma 2.8
Sind m,mg € IN, so ist

m—1

log H (mg 4 k%) = h(m;mg) + O (log(m +my)) , (2.13)

wobes

h(m;mg) := mlog(m? + m3) — 2mg arctan (ﬂ) —2m + mmy
m

gesetzt ist.

Beweis

Aus der Funktionalgleichung (2.7) der '-Funktion folgt

m—1 m—1
H (m3 4+ k%) = | | (k — imo)(k + imy)
k=0 k=0
_”ﬁ T'(k + 1 —img) D(k + 1+ img) (2.14)

p (k —imy) L'(k+imyg)
:F(m —img) I'(m + imy)

Nach der STIRLINGschen Formel gilt bekanntermaflen fiir |arg(z)| < m — 4
bei festem 6 > 0

1 1
logI'(z) = (z— 5) logz — z +logV2r + O <—> :

||

wobei die Konstante im O <|—i|>—Ausdruck nur von ¢ abhéngt.
Hiermit ergibt sich
IT(2)| = exp (Re(zlog z — 2) + O (log |2])) .
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Wegen
Re(zlog z) = Re(z) log |z| — Im(z)arg(z)

haben wir also
IT(2)T'(Z)| = exp (2Re(z) log |z| — 2Im(z)arg(z) — 2Re(z) + O (log |2|)) ,

woraus sich mit (2.14) dann (2.13)) ergibt.

2.4.3 Abschitzungen

Abschitzung von |dz,_2| und |da,_1|. Im Fall T gilt fiir [ # 1

ol = H (=1 = k)~ T =12 = )2 - 1)

1 (1—1) ! 1

B E((m—z)!(m+1—2)!) (20— 3)(1—1)
1 4(1—-1) ! 1

= E((m—n!(m—l)!) 2 =3 —1)

1
= 5 exp (t (—2mlogm + 2m + O (logm))),

wobel wir (2(;’:[1))
Ebenso ist fiir [ # 1

IN

(2(721:11)) und die STIRLINGsche Formel benutzt haben.

m—1 -2
_ | 2 7.2\t 2 _ p2\-1 —t-1
[dona] =5 (=1 =) I =1 =)~ (=20 - 1)
k;ffl(lu h=0
1
< 71 CXP (t (—=2mlogm +2m + O (logm))) .

Diese Abschétzungen fiir |dy, 2| und |ds,_1| sind aber offensichtlich auch fiir
[ =1 giiltig.

o1



Im Fall II erhalten wir wiederum mittels der STIRLINGschen Formel

m—1

|d2n—2’ = ﬁ H (m2 — k2)—tm+1(2m)—s+1
T k=0
1 1 tm41 1
T (51! <m(2m— 1)!> (2m)*t
= T O e (C2mlog(m) +2m O log )
und

|don—1| = ﬁ H (m? — k2)"tm1(2m)

= G _1 0 (2;)5 exp (tm11 (—2mlog(2m) + 2m + O (logm))) .

Sei nun r € Ry grofl. Wir wollen |g(2)| auf |z| < r abschétzen. Dazu definie-
ren wir mg := mg(r) durch mg — 1 <r < my.

Abschitzung von |Pj, 2(z)| und |P2,_1(z)| auf |z| <r. Essei h(m;my)
wie in Lemma definiert. Dann ergibt sich aus (2.13]) im Fall I

max{\Pgn_z(Z)’ 5 ’P2n—l(z)|}

m—1 -2
< [ (md+E) T]0mg + h*)(mo +1-1)
k=0 h=0

< exp (t (h(m;mg) + O (log(m + my)))) .

da wegen [ < mund t > t,,

-2
[T(md+1r%) < exp(t-O(log(m+my)))

h=0

1st.
Im Fall IT gilt
max {| Pan—2(2)|, [Pan—1(2)[}

m—1

=TT g+ &) (mg + m®)* ™ (m + mo)
(mf 4+ ) exp (b (s mo) + O (log(m + mo)))

IN
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Jetzt haben wir alles beisammen, um |g(z)| auf |z| < r abzuschétzen. Es ist

9(z)] < > [Ban-a| [Pan—a(2)| + D [Ban-a| [Panca (2))]
n=1

n=1

oo tm+1—1 m

= Z Z Z|d2mt+2l 2| [Pomyor—2(2)]
m=1 t=t,, I=
oo t'm+1
+ Z Z ‘detm+1+25_2‘ ‘Pthm+1+25_2(Z)‘
m=0 s=1

0o tmt1i—1 m

_|_Z Z Z\dzmtul 1 [ Pomig21-1(2)]

m=1 t=t, I=1

00 tm+1

+ g E ‘d2mtm+1+28—1‘ ‘PthmHJrzs—l(Z)‘

m=0 s=1

= X+ + 2] + 2.

Wir haben gesehen, dass die Abschétzungen von |da,—1| und |Py,—1(2)| denen
von |dg, 2| und | Py,_2(2)| entsprechen. Folglich lassen sich ¥} und ¥, genau
wie 2; und X5 abschétzen.

Wir schétzen nun zuerst Yo ab, da sich hier einige Grolen, die im Folgenden
auftreten, (z.B. 2log2 und «y) in natiirlicher Weise ergeben.

Abschitzung von ¥,. Fiir v € R sei

k(x;mo;7y) = h(x; mo) —xloga® + 2z — yw
z? +m0

mo
— 2mg arctan (—) + mmgy — yx
22 T

= xlog
gesetzt. Dann ergeben die obigen Abschétzungen fiir m > 1

|d2mtm+1+2372| |P2mtm+1+2372<2)‘
1 m? 4+ m3
(s —1)!

- ) exp (tss ((ms mo; 2108 2) + O (log(m + mo)))

Es ist




und somit haben wir
| Doty +25—2| | Pomty s 425—2(2)| < exp (k(m;mo; 2108 2 — €)tyi1)
fiir beliebiges € > 0, falls nur m > my geniigend grof3 ist.

Es ist “Lk(2; mo; 21og 2) = log z2;m% — 2log 2. Als Funktion in x betrachtet,
1

nimmt k(x; mg; 2log2) also ihr Maximum auf R, in x = 5o an, ist streng

monoton fallend auf = > \%mo und hat eine Nullstelle bei x = agmg mit
ap ~ 1,902859355 . ... Es ist also k(ap; 1;21log2) = 0.

Setzen wir « := a(0) := (1 + )y mit einem ¢ > 0, so ist k(«; 1;2log2) < 0.

Wihlen wir ¢ in Abhéngigkeit von ¢ geniigend klein, so ist auch
k(x;mo;2log2 — €) auf x > amg negativ und streng monoton fallend. Und
fiir e < —%k‘(a; 1;21og 2) haben wir k(amg; mo;2log2 —¢) = k(a; 1;2log 2 —
e)mg < 3k(a;1;2log 2)my.

Also folgt mittels der geometrischen Reihe

o0 tm+1

E E ‘detm+1+2372‘ ‘PthmHJrstz(Z)’

m=[amg]+1 s=1

exp (k(m;mo;210g2 — €)tpi1)

(]

< Z exp (k(amg; mo; 2log2 — e)m)
= 0O(1)

bei my — 400, wobei die Konstante in dem Ausdruck O (1) wegen unserer
Wahl von « und € von § abhéngt.

Da k(x;mp; 21log2) ihr Maximum in z = \/Lgmo annimmt, haben wir

[amo] tm41

E E ‘d2mtm+1+23—2"P2mtm+1+23—2(2)‘

m=0 s=1

< €Xp (t[amo]-i-l -0 (m0>) .

Zusammengenommen ergibt dies
Sy < exp (tamglt1 - O (mo))
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und somit wegen der Definition der Folge (¢,)

loglog ¥p < a2log?2 - mg + o (my) .
Abschitzung von ;. Aus den obigen Abschétzungen fiir | Py, _o(2)| und
|dan—2| im Fall T ergibt sich

|d2mt+2172| |P2mt+2172(z)|

< % exp (¢ (k(m: mo; 0) + O (log(m + my)))).

Die Funktion k(z;mg; 0) = xlog 12 — 2myg arctan ( ) —|—7rm0 ist als Funk-

tion in x monoton wachsend auf ]R+, da L k(z;mp; 0) = log = ;mo dort stets
positiv ist. Wegen k(amg;mg;0) = k(a; 1;0)my erhalten wir

[Ocm()] tm4+1—1

Z Z —eXp (k(m;mo;0) + O (log(m + my))))

[amo] tm+41—1

< 33T exn(tk(ai1i0)mo + O (log(mo)))
< exp (exp (k(a 1;0)g + O (log(1mo)))) .

Mit der STIRLINGschen Formel ergibt sich fiir den Reihenrest

tm+1—1

Z > —eXp (k(m;mo; 0) + O (log(m))))
m=[amo]+1 t=tm !

tm+1—1

— Z Z exp (t (k(m;mg;2log2 — €)))

m=[amg]+1 t=tm
oo

< Zexp(k(a; 1;2log2 — e)mot) = O (1)

t=0

bei my — 400, wobei die Konstante im Ausdruck O (1) wegen unserer Wahl
von « und € wieder von ¢ abhéngt.

Wir haben also

¥ < exp (exp (k(a; 1;0)mo + O (log(my))))
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und
%, < exp (exp (@ - 210g.2) mo + 0 (o))

Nach der Definition von «y ist

al+1
g

k(ap; 1;0) = o log ( -
0

1
) — 2arctan (—) +T=0ap-2-log2 < 2 638.
Qo
Wegen a = (14 9)ay ist lims_o k(a;1;0) = k(ap; 1;0). Und somit haben wir
wegen mo = r + O (1) gezeigt, dass fiir jedes € > 0
loglog |g|, < ap2log2(1 +€)r

gilt, falls nur r geniigend grof} ist.

2.5 Beweis von Satz 2.0

Es sei f eine ganze Funktion mit f(°)(n) € Z fiir alle 0 € INg und n € Z. Wir
nehmen an, dass fiir alle groflen r € R,

log | f], < exp (y7) (2.15)

345

mit einem v < log ( > gilt. Wir zeigen nun, dass unter diesen Annahmen

f eine algebraische Funktion sein muss.

Es sei N stets hinreichend grofi gewéhlt.

6 > 1 ist ein Parameter, der spéter geeignet gewahlt wird.

Wir setzen S, := [exp (y0n)] + 1 fir n € IN, H := [Sylog’ N] 4+ 1 und
K= [ng] + 1.

1. Schritt: Es existieren apy € Z, (h=0,...,H—1; k=0,...,K —1), mit

N
0< I?lix|ah,k| < exp (SN © (IOgN)) 7

so dass die ganze Funktion

m

-1 K-

,_.

CLh kZ
0 k=0

i
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fir allen € {—N +1,..., N — 1} der Bedingung
ordo(F,n) > Sy
geniigt.

Wir betrachten das folgende System von (2N — 1)Sy linearen Gleichungen
in den HK > SyN log N Unbekannten ay,

frm=—-N+1,...,N—1

F(n)=0
(n) und 0 =0,...,5yv — 1.

Wegen
log |f|y < exp(yN) < Sy

sieht man genau wie im Beweis von Satz [2.4] dass die Betrdge der Koeffizi-
enten des obigen Gleichungssystem durch

exp (Sy - O (N))
beschrénkt sind, und die Behauptung folgt aus dem SIEGELschen Lemma.
2. Schritt: Fir alle M > N und S € {Sn, ..., Sy} gilt

Vme{-M+1,....M —1} : ordg(F,m) > S. (Inrs)

Wir zeigen dies durch Induktion. Der 1. Schritt liefert uns die Induktionsver-
ankerung (Iy s, )-

Es sei (Ip,5) bereits gezeigt.

Wir zeigen nun:

1) Ist Sy < S < SM+1, SO gllt (IM,S) — ([M,SJrl)-

2) Ist S = SM+1’ SO gﬂt: (IM,S) eSS ([M+17S).

Zu 1.): Es ist Sy < S < Sypr41. Wir definieren

M-1

Pus(z):= [] (-



Seim € {—(M —1),...,M —1}. Dann ist wieder nach dem Residuensatz
und wegen (Ij7s)

1 F(£)de 1 I
271 l€|=0M (g_m)PM,S(S) N S'F (m) u——l(_kjf:—l)(m M) .
pFEM
Es ist
M-1
[I (m-mw] <@ -1)r<rem).
p=—(M-1)
pFEM

Wegen der Funktionalgleichung der I'-Funktion I'(z+1) = «I'(x) gilt fiir alle
€ Cmit || =0M

M-—1
1Pus@© = [ T] € -w»)°
pu=1
M— S
rg —p+1))° Iwa+u+w'
- H GEDR H C(el+ 1)
I'(|§] + M) °
(€] = M +1)r(j¢] - M)
Mit der STIRLINGschen Formel folgt dann sofort
LRMT(|E| — M 4(6 — 1)0-1
S )‘ = xp (g (e ) + O ex )

Fiir grole M gilt
log [flgr < S,

und somit haben wir

N
[Flopy < (H+1)(K +1)exp (SN -0 (m) + Hlog(OM) + KSM)

c s 0(i2)

Beriicksichtigt man noch, dass

logS < logShri1
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ist, so ergibt sich mittels Standardabschéitzung

F(2M)F(!£\—M))S
L(l¢] + M)

e (5 (e 10 (1000 Lo (L)),

Wenn wir nun noch die Definition von S); eintragen, erhalten wir
6 —1)7-1 M
£ < M+ Miog (40=1 :
[FPm)| < exp (S (79 + Mg ( @1 ) T \ogar

Die reellwertige Funktion h(#) := —log <4%) /6 nimmt ihr Maximum

bei § = /5 an. Wegen v < h(V5) = log%5 ~ 0,96242365 folgt, dass
|F)(m)| < 1 und somit gleich Null ist, falls N' (und damit auch M) hinrei-
chend grof} ist.

‘F(S)(m)‘ < Sl |F|9M(

zu 2.): Esist S = Sy41. Es sei m € {—M, M} und o € {0,...,S}. Ohne

Einschrankung kénnen wir annehmen, dass o die kleinste Zahl in {0,..., S}
ist, fiir die wir F(?)(m) = 0 noch nicht gezeigt haben, d.h. es gilt £®(m) =0
firt =0,...,0 — 1. Dann folgt aus dem Residuensatz und (/)

1 F(&)d¢ 1

2mi - —F@ -
2mi Jie_gas (€ —m)7H Pas(€) — 7 (m) Pars(m) ™,

wobei Py g(z) wie oben definiert ist. Jetzt verlduft der Beweis vollkommen
analog zum Fall S < Sy;;.

3. Schritt: F'= 0. Somit ist f eine algebraische Funktion.

Dies ist klar, da F(®)(0) = 0 fiir alle o € INy nach Schritt 2 gilt.

29
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Kapitel 3

Der imaginar-quadratische Fall

3.1 Definitionen und Ergebnisse

Wir wollen nun Analoga zu den Ergebnissen in den ersten beiden Kapiteln
in dem Fall finden, dass eine Funktion f und ihre Ableitungen den Ganz-
heitsring Ok eines imaginér-quadratischen Zahlkorpers K in sich abbilden.
Insbesondere wollen wir ein imagindr-quadratisches Analogon zu den Sétzen

[.1] und 2.1] finden.

In diesem gesamten Kapitel gelten die folgenden Generalvoraussetzungen:
Es sei K ein imaginédr-quadratischer Zahlkorper und Ok der Ring der ganzal-
gebraischen Zahlen in K. Bekanntlich ist der Ganzheitsring Ok eine diskrete
Teilmenge von C. Die Elemente von Ok, geordnet nach wachsendem Betrag
und Argument, seien mit (g, (1, (o, ... bezeichnet. Der Fliacheninhalt eines
Fundamentalparallelogramms von Ox sei mit a bezeichnet.

Wie in den vorangegangenen Kapiteln auch, wollen wir zuerst Funktionen
studieren, die an den (, fiir grofle n € IN Nullstellen von hoher Ordnung
haben.

Wir setzen

1 1 d :
No(f; Ox) = lim —2+ 8+°% o(f, Cn)
n—00 logn

und fiir A € R,

TO(f; OK; >\) = h_m 10g+ OrdO(f7 Cn) .

n—oo n?
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Ist A\o(f; Ok) € R, so definieren wir 7o(f; Ox) := 70(f; Ox; Mo(f; Ok)). Unser

Eindeutigkeitssatz im imaginér-quadratischen Fall lautet dann

Satz 3.1
Es sei A € Ry

(i) Fir jede ganze, nicht konstante Funktion f mit N\o(f;Ox) > A gilt
_
> . . -
Aax(f) = 7o(f; Ok; A) <a)

(ii) Zu jedem 7 € R, existiert eine ganztranszendente Funktion g mit

Xo(9; Ok) = A, 79(9; Og) = 7 und

Aax(g) < T;TA <z>/\-

Bemerkung

Wie im additiven Fall kénnen wir hier nicht zeigen, dass die Aussage (i)
im Allgemeinen bestmdglich ist. Der Teil (i) zeigt aber, dass (i) fir A = 1
bestmdoglich ist und dass fiir ganztranszendentes f mit \o(f;Ox) > X € R
im Allgemeinen nicht Agy(f) = 400 gilt.

Kommen wir zu den auf Ok ganzwertigen Funktionen. Wir definieren

| 1 d ;
Aoy (f) = lim —2+08+ % 0x(f,Gn).

oo logn

Weiter sei fiir A € R

Tox(f; ) :== lim log.. ordoy (f, ¢n)

gesetzt, und wir setzen 7o, (f) 1= 70, (f; Ao (f)), falls Ao, (f) € Ry ist.

Nun gilt der folgende

Satz 3.2
FEs sei A €]0,1] und 7 € Ry. Dann gilt fir jede ganztranszendente Funktion

f mit o (f; ) > 7
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(i) Ist A < 1, so ist Ag\(f) > (L)/\ T.

ea

(i) Ist A =1, soist As(f) > 77, wobei o die in Ry eindeutig bestimmte
Nullstelle von k(x) = x — logx — 27 — 1 bezeichnet.

Insbesondere ist Ay(f) > 5=, falls 1o, (f;1) = +o0 ist.

Beweis (der Zusatzbehauptung in (ii))
Es sei 7 € Ry und T = T'(7) die in R+, eindeutig bestimmte Losung der
Gleichung

T=1+27+logT.

Offensichtlich gilt T'(17) — oo fiir 7 — 0o. Genauer muss wegen lim, (1 +
217 +1ogT)/T = 1 die folgende Asymptotik bei 7 — oo gelten

T=2r+4+o0(1).

Hieraus folgt nun der Zusatz.

Bemerkung

Interessanterweise unterscheiden sich hier im imaginér-quadratischen Fall die
gefundenen Wachstumsliicken des Ganzwertigkeitsresultats und des Eindeu-
tigkeitssatzes (i) fiir A < 1 um einen Faktor e=*. Im multiplikativen und
im additiven Fall stimmten die Wachstumsliicken in den entsprechenden Re-
sultaten fiir kleine X\ {iberein.

Hieraus folgt nun sofort ein Analogon zu den Sétzen [I.Tund 2.1 im imaginér-
quadratischen Fall.

Korollar 3.3
Fiir jede ganztranszendente Funktion f mit f(9)(Og) C Ok fiir alle ¢ € Ny
gilt
T
A > —.
2(f) 2 5~

Die Giite von (i) und des vorstehendes Korollars lidsst sich am néchsten
Satz ablesen.

Satz 3.4
Es existiert eine ganztranszendente Funktion g mit ¢'?)(Og) C Ok fiir alle
o € INg und

T
< —.
A2(9) =9,
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3.2 Zwel Hilfssatze

Unter den Generalvoraussetzungen dieses Kapitels gelten die folgenden bei-
den Hilfssétze.

Lemma 3.5
Es gibt eine Konstante Cy, so dass fir alle z € C mit |z| = 0|(,| und n > 2

[Te-¢

J=0

1
log — —nlogn —nw(f)| < Cymax{1,0} /nlogn

gilt, wobei [[* bedeutet, dass sich das Produkt nur iber die Faktoren erstreckt,
deren Betrag > 1 ist, und wo

62 1 1
T =5 —3logT Lwennf <1

w(e):{loge—%logg ,wenn 0 > 1

Beweis
Dies ist Lemma 3 in GRAMAIN[27].

Lemma 3.6
Es gibt eine Konstante Cy, so dass fiir alle n € INg

n
— | < (.

]w -

Beweis
Dies ist Lemma 2 in GRAMAIN[27].

3.3 Beweis von Satz 3.1l

3.3.1 Beweis von Teil (i)

Wir wenden wieder die CARLEMANsche Formel (Satz an.
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Es seien A\,7 € R,, und f sei eine ganze Funktion mit 7o(f; Ox; ) > 7.
Dann gibt es zu jedem € > 0 ein Ny := Ny(¢), so dass fiir alle n > N

ordo(f,Gn) = exp ((r — e)n?) (3.1)
ist. Wir nehmen an, dass mit einem v < 7(7/a)*
log|f, < exp (yr**) (3.2)

fiir alle geniigend groflen r € R, gilt.

Wir fixieren p € R, so, dass es den Voraussetzungen in der CARLEMANschen
Formel geniigt.

Es sei R € R, grof}, insbesondere grofler als Ny und p.

Da Og ein Gitter in C bildet, gibt es eine Konstante C' := C(K), so dass
zu jedem z € C ein ( € Ok mit |z — (| < C existiert. Folglich findet man
zu jedem groflen R € R, ein (, € Ox mit |R—(,| < C. Wir konnen
somit annehmen, dass 3 < cosarg(¢,) < 1 gilt. Nach Lemma ist n =
“R2 1 O (R).

f hat also nach an (, eine Nullstelle von hoher Ordnung, und es gilt
S(f,R) > exp((r(r/a)* —22)R*).

Aus folgt
I(f,R) exp (YR* +0 (1)) und
J(f, R) exp (7R2A)

fiir alle groen R. Wenn f nicht identisch verschwindet, so folgt aus (2.1]) auf
Seite

<
<

exp (R*M(r(m/a)* —2e — 7)) = O (1) bei R — oo.

Dies ist aber offensichtlich ein Widerspruch zu v < 7(7/a)?*, falls € geniigend
klein gew#hlt wird.

3.3.2 Beweis von Teil (ii)

Wir betrachten die durch das unendliche Produkt

. W
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definierte Funktion.

Wir wollen nun |g|, fiir grofe r € Ry abschétzen. Es sei m = m(r) :=
min {n € N| r <|[(,| < |Cut1]}- Nach Lemmaist dann m = Zr? + O (r).

Es sei z € C mit |z] < 7.

Ist € > 0 vorgegeben, so existiert nach Lemma 3.6/ ein J € IN, so dass fiir alle

m,n > J
Cm vam/m+ Cy \/@
Cn = van/m — Cy <(1+e) n
ist. Offensichtlich ist
J—1 . [n?] 172\’ [e"'" ]
H <1 — C_) exp Z 7 (C_) < exp (exp (O (logm))) .
n=1 n j=1 n
Fir J <n <mist
(1+C—m>ex [g]lg—m]
)P &l

<exp | ™* ((1 + s)ﬁ) - + O (logm)

und somit
[]
[1/(-2)eo [ 2 (2)
W o) =il

S 1 1
< exp (Z exp(Tn(1 + 3 logm — 5 logn +log(1+¢)) + O (logm))> .
n=J

Die Funktion einer reellen Veréinderlichen h(z) := (1 4 §logm — 1 logz +
log(1 + €)) nimmt ihr Maximum auf R, in z =m - (1 +¢)*exp(2 — 1/)\) =:
m - a(A,e) an, ist auf |0, a(A, €)m[ streng monoton wachsend und auf = >
a(A, e)m streng monoton fallend.
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Wir erhalten also fiir A < 1

. [ AV o
z 1/ »
lOg};[1 <1 — C_n) exp ]Zl ; (Q_n) < exp (Th(a(X,e)m) + O (logm))
und fir A > %
)

log H (1 - —> exp [S % <<Z—n)j < exp (T(1+¢&)m* + O (logm)) .

Fiir n > m gilt |2/¢,| < 1, und wir haben

os(1-2) = Z‘ﬁ(—)‘

Dann ist fiir n > [(14+¢)m] + 1

0 n 00 i oA
Z 1 C_m J - C_m [ ]‘H Z Cm J {C[(1+6)m]+1| C_m [ ]"rl
jz[rn*]—i—lj Cn o gn =0 g[(l—f—a)m}-i—l B ‘C[(1+5)m]+1‘ — |Cm‘ n

Cl(14e)ym]+1

Da nach Lemma limm_,oo) - > 1 ist, gilt |([(1+8 m]+1‘ — |G| >1

fir alle grofen m. Hieraus folgt nun fiir n > [(1 4 £)m] + 1, wenn wir auf die
vorstehende Formel wiederum Lemma anwenden,

N (L]
o (1 e [ S (2)
ANV jzlj G
< A — Cm
< eXp(Tn) Z C

IN

exp (Tnk(l + 5 logm — 5 logn +log(l+¢)) + O (log m)>
= exp (Th(n) + O (logm)) .
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h hat eine Nullstelle in z = (1 + &)?*m. Ist n > 4e?(1 + €)*m, so ist h(n) =
n(1 + %logm — %logn +log(1+¢)) < —log2 - n*. Wir haben dann

. N
o T |0 [2E)

n=[4e2(1+<)2m]+1

< ep(Oogm)) Y exp(rh(n))
n=[4e?(14+¢)%m]+1

< exp (O (logm)) Zexp (—7log2-n*) = exp (O (logm)).

n=0

Wir haben hierbei wieder die Konvergenz der Reihe )"~ A7 i |z <1
ausgenutzt.

Als nachstes wollen wir

[462 (1+5)2m]

H 1—C—>exp

(=)= |23E)
n=[(1+e)m]+1 =1/ Cn

abschétzen. Es ist

[462(1+5)2m] [-rn’\] [e‘m/\]

z 1/ 2 J
s T1 (177 )ew .13(5)

n=[(1+e)m]+1

J
ma e h(n) + O (logm
[(1+€)m]+1§n§}[(462(1+6)2m] xp (7h(n) (logm))

exp (Th((1 +¢e)m) + O (logm)), falls A
exp (Th(a(X,e)m) + O (logm)), falls A

IA

1
<3
1
>3

Schliellich miissen wir noch



abschéatzen. Wir haben

[(1+e)m] . OPIPN ]
I (2| 25(0)
.

IA

max  exp (Tn’\ e+ L 0 (log m))

m<n<[(1+e)m] Cm+1
< exp (exp (T((1+¢&)m)* + O (logm))) .

Wegen m = Zr? 4+ O (r) ergibt sich aus den vorstehenden Abschétzungen fiir
beliebiges € > 0

22—1

log |g], < exp (762)\ (g)A (1+e)*r** +0 ('r’A)> :

Alsoist Agy(g) <7 (g)/\ % Xo(g) = Aund 75(g) = 7 sind nach Konstruktion

klar. Da g offensichtlich nicht die Nullfunktion ist, muss ¢ eine transzendente
Funktion sein.

3.4 Beweis von Satz 3.2

Es sei A €]0,1], 7 € Ry und f sei eine ganze Funktion mit 7o, (f; A) > 7.

Somit existiert zu jedem € > 0 ein Ny € IN, so dass fiir alle n > N,

ordo, (f,¢a) > exp ((7 — )n?) (3.3)
gilt.

Es sei 2 wie im Satz. Die reellwertige, auf R, stetige Funktion k(x) := x —
logz — 27 — 1 ist fiir > 1 streng monoton wachsend, es ist k(1) = —27 < 0,
und es gilt lim, . k(x) = co. Somit hat die Gleichung k(z) = 0 genau eine
Nullstelle in |1, o[, und unser x, ist eindeutig definiert.

Wir nehmen weiter an, dass ein v € IR} mit

U@ falsa< (5.0
TTlEn fallsa=1 |
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existiert, so dass
log | f1, < exp () (3.5)
fiir alle geniigend groflen r € R, gilt.

Wir zeigen nun, dass f unter diesen Voraussetzungen eine algebraische Funk-
tion ist.

Sei N stets hinreichend grof}; insbesondere N > Ny und so grof}, dass (3.5
fir r > |(v_1| gilt.

Weiter sei € > 0 so klein gewihlt, dass statt (3.4 sogar

(i)/\ (1—e¢), falls A <1

ea

7 <
{ (r—e), fallsA=1
eaxo

gilt.
Wir setzen nun .S,, := [6(7_5)7”} fiir n € IN. Weiter seien H := [SN log2 N} +1
und K := [logN} + 1 gesetzt.

T,0 € IR~ sind Parameter, an die wir im Verlauf des Beweises Bedingungen
stellen werden und die wir dann am Ende des Beweises fiir A <1 und A =1
gesondert festsetzen werden.

1. Schritt: Es existieren apy € Og, (h=0,...,H—-1; k=0,...,K — 1),

mait N
0< mh%cx‘ah’k‘ < exp (SN 0 (m)> 7

so dass die ganze Funktion

E

-1 K-

,_.

ah kZ
0 k=0

>
Il

fir allen € {N,...,[TN]} der Bedingung
ordo(F, () > Sw
gentugt.

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

FO(g,) =0
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firn = N,...,[TN]und 0 = 0,...,Sy — 1. Dies sind Sy([TN] — N +1
Gleichungen in den HK > SyNlog N Unbekannten ay, . Ist v(Ta/m)* <
T — €, so ist nach (3.5) und Lemma

a\ A
log]f]‘C[TN]‘ < exp (’y (T;> N/\_|_0(N/\)) < Sn,

falls NV hinreichend grof ist, und fiir obige n und o gilt

!
‘f(a)(Cn)‘: % / % <olexp(Sy+ O (logN)).
[€1=I¢n|+1

Hieraus ergibt sich fiir die Koeffizienten des obigen Gleichungssystems

h—s¢11 <f
Z i (%k—l-l) H

xeNkHL

|2|=0

o127 K  exp (Hlog N + K Sy + O (N))
exp (Sy - O (N))

und die Behauptung folgt aus dem SIEGELschen Lemma.

”‘J)

<
<

2. Schritt: Fiir alle M > N und S € {Sy_1,...,Su} gilt
Vm e {M,...,[TM]}: ordg(F,m) > S. (Inrs)

Wir zeigen dies durch Induktion. Der 1. Schritt liefert uns die Induktionsver-
ankerung (Iy sy )-

Es sei (Ip1) bereits gezeigt.

Wir zeigen nun:

1) Ist SM—l < S < SM, SO gllt (IM,S) — (IM75+1>.
2) Ist S = SM, SO gllt (IM,S) — (IM+175).

zu 1.): Es ist Sjyy—1 < S < Sy Nach dem Residuensatz und (I/¢) gilt fur
me{M,...,[TM]}
(T M)]
S| F(§)dg
() = -6 | Y

27m

i 61=6] Ciran | EM@ — )3 (€ = Cm)
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Es sei £ € C mit || = 0 |([TM}‘. Ist N hinreichend gro8, so ist |{ — (,| >
0 |Coran| = [Cran| > 1 fiir alle p € {0,...,[TM]}, da 6 > 1 ist.

Nun folgt aus Lemma |3.5

[TM]
log | [T (¢~ ¢)
n=M
[T M] M—1
= log [ J] ¢ =) —log | [T (¢ - <)
n=0 ©n=0

1 1
= STMlog(TM)+TM (1og9 ~ 5o f)
a

1 0 1
—“MlogM — M 1og|<[—TW——1ogf +(9(\/MlogM).
2 [evasy 2 a

Weiter ist fir m € {M, ..., [TM]}

[TM] (M)

log | [T (Gn = G| < log |T] (Gn — Gu)
i h=M
(2] Ml

= log|J] G — G| —log |J] (Gm — )
u=0 1=0

1 P 1 1
= —TMlog(TM)+TM (lc—’? — - ——log E)
2 2’C[TM]‘ 2 2 a

1 S
—“MlogM — M (log Gl Lyog f) +0 <\/Mlog M)
2 |G| 2 a

1 1 m
—TMlog(TM) — =T M log —
5 og(TM) 5 0g —

IN

1 1
—~MlogM — M (log CSTINNNE DY f) o) <\/Mlog M) .
2 |CM71’ 2 a

Nach Lemma [3.6| gilt

lim (S| =1 und lim ‘C[TM” :\/T7
M—o0 |CM—1| M—o0 |<M—1|

72



und somit erhélt man, wenn man die obigen Abschéitzungen kombiniert, fiir
hinreichend grofl gewéhltes N

[TM] [TM]
log | [] (Gn = Gu)| = log [ T (¢ = ¢u)
pd n=M

1
< M((l—T)10g9+§logT+Z) ~|—C’)<\/MlogM>.

Aus (3.7) ergibt sich mittels der Standardabschétzung

log [F*)(G)|
1
< SlogS + log ’F|9|C[TM]| +SM <(1 —T)logf + B log T + %) (3.8)

Ist v0% (Ta/7)" < T — ¢, so gilt wegen (3.4) und Lemma

10 | Flg|cipppy| < €XP (792* (Ta/m)* M* + o (MA)) <Sya<S,

falls N hinreichend grof} ist.

Beriicksichtigt man nun noch die Abschétzung der |ap | im 1. Schritt, so
folgt

log |F|9|<[TMJ|

< log H +log K + logmax |ai| + H1og(0 |Grag|) + K log |y,

M
< g.
< 5 O(logM)’

und man erhalt folglich wegen S < Sy, wenn man dies in (3.8)) eintragt,

log |[F(¢n)| < S ((T — )M+ M <(1 —T)logf + %logT - g))
= S((r—e)M*+ (h(0,T)+¢/2)M),

wobel

h(0,T):=(1—T)logf + %logT

gesetzt sei.
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Kann man nun unter Beriicksichtigung der iibrigen an 6 und T gestellten
Bedingungen diese so wihlen, dass h(6,7T) + /2 < 0 im Fall A < 1 und
T—¢/2+h(0,T) <0 im Fall A = 1 gilt, so ist offensichtlich |[F) ()| < 1,
falls N hinreichend grofi gewihlt wurde. Da F¥)((,,) aber in Ox liegt, muss
F®)(¢,,) = 0 gelten. Die Wahl der Parameter erfolgt im 4. Schritt.

zu 2.): Esist S = Sy. Esseim € {[TM]+1,...,[T(M+1)]}und 0 <o <
S — 1. Ohne Einschrédnkung kénnen wir annehmen, dass o die kleinste Zahl
in {0,...,8 — 1} ist, fiir die wir noch nicht gezeigt haben, dass F*)((,,) =0
ist, d.h. es gilt F®((,,) =0 fiir t =0,...,0 — 1. Dann erhalten wir aus dem
Residuensatz und (Ip7s)

oy T

! F(&)d
F(U)(Cm) = 2_7TZ (Cm - gu)s / (TM] (5) 3 .
n=i |€\:|<[T0(M+1)]| #IZ_IM(g - C,M)S(f - Cm)U—H

Nun verlauft der Beweis vollkommen analog zum Fall S < S);. Insbesondere
ergeben sich dieselben Bedingungen an 6 und 7.

3. Schritt: Es ist F'= 0. Somat ist f eine algebraische Funktion.

Nach , , der Konstruktion von F' im 1. Schritt und Lemma ist
klar, dass Agy(F) < v < (7/a)*(T — ) ist. Andererseits ergibt sich aber aus
dem 2. Schritt, dass A\g(F;Ox) > A und 70(F; Og; \) > 7 — ¢ ist. Nach dem
Eindeutigkeitssatz ist F' also konstant.

4. Schritt: Wahl der Parameter T und 6.

zu (i): A< 1
Wir suchen 7,0 > 1, so dass

V0 (Ta/n) <71 —¢

und

1
Maﬂ+g:(—ﬂw%9+?%T+%<0

ist. Wir setzen 7' := 1 + ¢ mit einem 6 € R, und 6 := e'/2. Dann ist
0 > exp (W) und somit h(6,T) < 0. Falls ¢ geniigend klein ist, ist dann
auch h(0,T) + e/2 < 0. Weiter existiert wegen ein 0 < dp < 1, so dass
v = do(m/ea)*(T — ¢) ist. Wir haben also

V0 (Ta/m) = 6oTN7T — ) = 8(1+ N1 —e) < T —&¢,

falls man ¢ in Abhéangigkeit von g und A geniigend klein wéhlt.
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zu (ii): A =1
Wir suchen 7,0 > 1, so dass
v0* (Ta/T) < T —¢
und )
T—&?/Q—l—h(@,T):T+(1—T)10g9+§logT—g<0

ist.

Dazu maximieren wir die Funktion

9(0,T) := T

unter der Nebenbedingung
1
T+ h(0,T)=(1—-T)logh + ElogTvLT =0.

Aus 7+ h(0,T) = 0 ergibt sich

+ilogT

Setzt man dies in g(#,T) ein, so erhilt man nach leichter Rechnung, dass T’
die Gleichung 7' = 27 4+ 1 4 log T" 16sen muss, damit die Funktion ¢(0,T") ein
Maximum annimmt. Es ist also T = zg.

Wegen logT =T — 21 — 1 ist § = €'/, und es ergibt sich mit (3.6)

Ta
VP <1 —e.
7

SchlieBlich ist 7 —e + h(0,T) = —e < 0.

3.5 Beweis von Satz 3.4

3.5.1 Konstruktion einer geeigneten Funktion

Wir folgen wieder dem im Abschnitt dargestellten Beweisprinzip und
miissen also zuerst eine geeignete Interpolationsstellenfolge definieren.
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Wir setzen t,, := [exp (3m)] fiir alle m € IN. Die Folge (t,,) ist streng
monoton wachsend, und somit gilt mt,, < mt,1 < (m + 1)ty fiir alle
m € IN. Fiir jedes n € IN trifft also genau einer der folgenden beiden Fille

zZu: E]

Fall I: Es ist mt,, < n < mt,,; fiir ein m € IN. Wir konnen n dann eindeutig
als

n=mt+1(
mit t € {tp, ..., tme1 — 1} und I € {1,...,m} schreiben.

Fall II: Es ist mt,,.1 < n < (m + 1)t fir ein m € INy. Wir kénnen n
dann eindeutig als

n=mlyy1 + S
mit s € {1,...,t,41} schreiben.
Setzen wir nun z,, := (;_; im Fall I und z, := (,, im Fall II, so ergibt sich

m—1 -1

[1Gz-CG) [I(:—¢) ,imPFall
[T (z = )i+ (2 — Gn)® , im Fall 11
k=0

Setzen wir weiter

{m—l , im Fall I

und
¢ , 0<j<i—1 .
P t—1 lgjgm_l} im Fall I
a - <i<m_=
s—1 , ji=m
so konnen wir (3.9) als
p(n)
Pn(Z) = H(Z C,)Tj+1
j=0

'Im Folgenden hingen die GréBen m,t,[,s und somit auch u, die 7; und die a;
offensichtlich von n ab. Wir wollen diese Abhéngigkeit aber nicht kenntlich machen.
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schreiben. Mittels des Residuensatzes ergibt sich dann aus ([1.15])

A, = zu:i N 7j ds—c ﬁ(ﬁ_c )_Tk_l f(a)(C‘)
nt 75! o) |dzmi—° ¥ J

k=0
£ €=

A, ist also eine Linearkombination der f(*)(¢;) mit Koeffizienten in K, die
von der gewahlten Funktion f nicht abhéngen.

Wir setzen d,,—1 = a;—14 im Fall I und d,,—; := a;, s—1 im Fall II. Dann
kénnen wir, wie in Abschnitt auf Seite 22| beschrieben, induktiv eine
Folge (gj,,) von ganzen Zahlen in dem imaginér-quadratischen Zahlkorper K
definieren, so dass die Linearformen

p(n) 7(n)

Bn—l = Z Z (ljvggjja (310)

j=0 =0

den Bedingungen

0 < |Bo_1| < Cldy_i] (3.11)

mit einer von dem Zahlkorper abhéngigen Konstante C' geniigen.

Wir zeigen nun, dass

9(2) =  Bu1Pai(2) (3.12)

eine ganze Funktion mit dem im Satz angegebenen Wachstum definiert. Dass
g die im Satz angegebenen Ganzwertigkeitseigenschaften hat und eine ganz-
transzendente Funktion ist, ergibt sich aus der Konstruktion. Man vergleiche
hierzu unsere Erlduterungen in Abschnitt [1.6.1]
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3.5.2 Abschitzungen

Abschitzung von |d,_1|. Nach Lemma gilt im Fall I fiir [ > 4 und
m >3

|dn—1|
m— -2
= H (Go1 — G~ H(Cz_l — )t
) h=0
1 1 g ]P 1 1
< Hexp{—t <§(m—1)10g(m—1)—|—( —1)( Ci 11 —5—510g2>

—Cyvm — 1log(m — 1)) - %(Z —2)log(l — 2)
G-1

1
—(l—2)(10g 4172 —51 >+Cl

Fiir alle m, [ € IN gilt also in diesem Fall

1 1 1 1
d,1| < 7;exp{—t <§mlogm+m <—§ — —log g) +0O (\/Elogm))}.

G-1
G2

VI—2log(l — 2)}

Im Fall IT gilt

|dn—1|
1 m—1 .
= o G-
k=0
< e {—tmﬂ G(m ~ 1) log(m — 1)
Fm—1) (log Ciml - ;mgg) Cm | Vi = Tlog(m >)}
1 1
= mexp {—th (§mlogm
(log Cfn Nis %log g) +O (\/ﬁlogm)) } .

Sei nun r € R grofl. Wir wollen |g(2)| auf |z| < r abschétzen. Dazu definie-
ren wir mg := mo(r) := min{n € IN| r < || < |[¢n+1]}- Ohne Einschrankung
kénnen wir mg > 3 annehmen. Nach Lemma [3.6|ist mo = Zr* + O (r).
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Abschitzung von |P, 1(z)| auf |z| <r . Im Fall I ergibt sich fiir 3 <
m S mo + 1

| Pr1(2)]
m—1 -2
= [[=-w']¢-w
k=0 h=0
< exp {t (%(m —1)log(m — 1)+ (m — 1) (1og % - %log g)

+Ch G \/m—llog(m—l))+%(l—2)log(l—2)
m—1
+(—=2)( log Smg —llogE + S VI—2log(l —2)
G-2 2 a G—2
= t( L log | 70| — L1og ™ 4 0 (g1
= exp{ (ém ogm—l—m(og o2 oga)+ (v/mo ogmo))}

und fir m > mg + 1

| Pr1(2)]
= [[IG-w'TIE-w

Smo.

Cm—l

IN

exp {t (%(m —1)log(m —1)+ (m —1) (%

S| 117r
2 2%

+C1vm — 1log(m — 1)) + llog(2 |§m|)}

1 1
= expyt §mlogm—|—m 5

o

gm—l

_%_%bgg) +O(\/ﬁlogm)>}.

79



Im Fall IT gilt fiir 3 <m < mg+ 1

| P (2)]

m—1

[1G=¢)m(z=¢m)

k=0
exp {tmﬂ (%(m —1)log(m — 1) + (m —1) (log Cinol _ %log g)

+Cy| 22| = Thog(m 1)) (s - 1>1og|2<mor}
m—1
exp {th (%mlogm +m (log Cgmo %log g) + O (v/mg log mo)) }
m—1

und fiir m > mg + 1

| Po1(2)]

m—1

[16G- )= ™

k=0
G |© 1 1w
G| 2 2%

exp {tmﬂ <%(m — 1) log(m — <
+Ci1vm — 1log(m — 1)) + (s — 1) log |2¢m | }

1 G P01 1. 7
exp{tm+1<2mlogm+m< =70 —5—51 >+(’)(\/_logm)>}

le

Jetzt haben wir alles beisammen, um |g(z)| auf |z| < r abzuschétzen. Es ist

IN

|9(2)]
) [eS)
S Bl Par (] £ €S fdual|1Pos (2)
n=1 n=1
mo+1tmtr1i—1 m tm+1—1 m
CY DS arl [P (2)] + € Z S Jarrl [Puigi-(2)]
m=1 t=t,, I=1 m=mo+2 t=t,, =1
mo+1 tm+1 tm41
+C Z Z |am,s—1| ‘Pmtm+1+s 1 ‘ + C Z Z |ams 1| |Pmtm+1+s 1 }
m=0 s=1 m=mo+2 s=1

C{31+ 3+ 23+ 3,}.
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Abschitzung von ;. Nach Lemma existiert zu jedem ¢ > 0 ein
J € N, so dass fiir mg,m > J
< Mo (1 X f)
m 2

Gmo_
Cm—l

ist.
Wir zerlegen nun 3; in zwei Summen

J tm+1—1 m

Y = Z Z Z|6Ll 1t||Pmt+l 1(2)]

m=1 t=t,, I=1

mo+1 tmt1—1 m

+ Z Z Z|al 1| [Potti-1(2)|

m=J4+1 t=ty, I=

= 25 + 26-
Nach obigen Abschétzungen ist fir 1 <m < J
1 m
|dy—1Po1(2)| < 51 €XP {mt (log CC =+ ) +tO (Vm logmo)}
. m—1
1

< 77 €XP ((c(J)y/mglogmy)t),

wobei die Konstante ¢(.J) nur von J und somit von ¢ abhéngt. Somit haben
wir
Y5 < exp (eC(J)\/”TOIOng) .

Wegen unserer Wahl von J und log(1 + ¢/2) < £/2 haben wir weiter

mo+1 tm+1—1 m
Y < Z Z Z A exp {mt <log CCmo 2> +tO (/mo log mo)}
m=J+1 t=t,, =
mo+1 tmy1—1 oy 1
< — log /-9 + =
< Z Z .exp{mt(og m+2—|—5>}

m=J+1 t=tm,

1
< expexp ((5 —I—s) mo) ,

falls nur mq geniigend grofl ist. Dabei haben wir benutzt, dass die reelle
Funktion h(z) = z (3log ™ + 1) ihr Maximum im Intervall [0, mq] in mqg
annimmt.
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Abschitzung von .. Esist

tm+1 1 m

Yo = Z Z Z|al 1t] | Prati— 1(2)] -

m=mo+2 t=tm =

Aus den obigen Abschétzungen fiir |d,,_1| und |P,_1(z)| im Fall T ergibt sich
fiir m > mg + 1, wenn man auf ¢! die STIRLINGsche Formel anwendet und

t > t,, beriicksichtigt,

|dn,1Pn,1( )|

< 1 G | 0 1

< Eexp mt i +1 (\/m ogm)

< exp { CCmo —tlogt +tO (v/mlogm) }
m—1

< exp {mt2 Cmo — tlogt,, +t O (v/mlogm) }
m—1

1] G 1
< - — = .
< exp {mt <2 a 5 + 8) }

Nach Lemma 3.6/ kann man zu ¢ ein § > 0 so wéhlen, dass fiir m > (14 J)myg

2

Gono || Cmo
Cm—1 C[ (1+oymo) | — 1+6/2 7

gilt, falls » und somit my geniigend grofl ist. Man beachte, dass man ¢ so
wahlen kann, dass mit € — 0 auch ¢ — 0 gilt.

<1-—4e (3.13)

Spalten wir nun 3y bei m = [(1 + §)mo] + 1 auf, also

(1+5)m0 tm+1—1 m

Yo = Z Z Z|al 1t||Pmt+l 1( >|

m=mo+2 t=t,, I=1

tm+1 1 m

+ Z Z Z|al 1tHPmt+l 1( )’

m=[(1+0)mo]+1 t=tm I=1
=: Y7+ g,

so ist offensichtlich
Y7 < exp (t[(1+5)m0]0 (mo)) .
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AuBlerdem ist

e_EmOtm0+l

Ss< Y () = g <L

falls my nur geniigend grof} ist.

Abschitzung von Y3. Wie zuvor bei ¥ zerlegen wir die Summe X3 in
zwei Summen

mo+1 tm+1

Z Z |am’5_1| ’Pmtm+1+5—1<z)}

m=0 s=1

23

IN

J tm+l

= Z Z |am,s_1| |Pmtm+1+5—1(z)‘

m=0 s=1

mo-+1 tm+1

+ Z Z |am75_1| |Pmtm+1+5—1(z)‘

m=J+1 s=1
= Zg + 210.

Die Abschétzungen von |d,—;| und |P,_1(2)| fir m < mp + 1 im Fall II
ergeben

|dn lpn 1 |
Cmo Cm
< XD | i log | 2|~ Tog | | ) 4 g10 (/7 log mo)
m—1 m—1
= | <P {m m4110g Cmo + timg+10 (v/mo log mo)}
< exp {m mal (logw 0 ~|—5)}
1
S S _ 1 eXP 2_6 + € mOtmo+1 )

da die Funktion hy(z) = £log ™0 ihr Maximum im Intervall [0, mo] in e~'mq
annimmt.

Wegen

tm+1 1

2 (s —

s=1
erhalten wir hieraus

E1o < exp (tmp41 - O (mo)) -
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Offensichtlich ist wieder

2o < exp (c(J)y/mo(log mo)timg+1)

mit einer von J, also von & abhéngigen, positiven Konstanten C'(J).

Abschidtzung von X4. Wir spalten auch 3, wie X5 bei m = [(1 + §)mg]+1
auf. Wir haben dann

[(1+8)mo] tim+1
24 = Z Z ‘am,sfl| |Pmtm+1+5*1(z)‘
m=mo+2 s=1
o0 tm+1
+ Z Z |am,s—1| |Pmtm+1+8—1(z)‘
m=[(148)mo]+1 s=1
= 211 + 212.

Fir mo+1<m < (14 6)my gilt

IA

IA

und

Mi

-+

IN

IA

|dn—1Pn-1(2)|
G _1 i exp {mtmﬂ (% 5:_01 : — % — log Cf:il ) + t1O (Vmlog m)}
e _1 01 P {tia8ymole1 - O (mo) §
somit auch
Y1 < exp (t[(1+5)m0}+1 -0 (mo)) )
folgt fir m > [(1 4 0)my]
|dn—1 P ()|
E _1 0 exp {mtm+1 (% Cinjl 2 - % — log Ci"il ) + 410 (Vmlog m)}
1

exp {—emt,q1}.

(s —1)!
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Hiermit erhalten wir

e¢] tm+171 1
Y < Z — €Xp {—emtme1}
=mo+2 s=0 s
oo
< e Z exp (—etmy+1m)

m=mo+1
eexp (_5tm0+1(m0 + 1))

<1
1- exp (_‘gtmo—i-l)

fiir alle groflen my.

Beriicksichtigt man die Definition der Folge (t,,), so ergeben diese
Abschétzungen, dass fiir beliebiges € > 0

1
loglog|g(2)] < (5 + e) mo + O (log my)

ist, falls mq gentigend grof ist. Und somit haben wir wegen my = §r2 +0O (r),
dass g eine ganze Funktion mit As(g) < - ist.
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Zusammenfassung

Wenn wir die Ergebnisse aus der vorliegenden Arbeit in die Tabelle der Ein-
leitung (vgl. Seite eintragen, so ergibt sich

Fall s=1 s = 00

add. lim % >log?2 | lim % > log?2

T—00 T—00

PoLya (1915) WELTER (2002)

T 1 T logl
mult. lim Og'f‘r > 1 lim =% °§‘f'r > 411
rooo log“T 0gq

GEL'FOND (1933) |  WELTER (1999)

. T 1 X T logl .
imag.-quadr. | lim % > lim % >

(Ox — 7] :

r—00 T—00

GRAMAIN (1981) WELTER (2002)

Wie bereits in der Einleitung bemerkt wurde, ist von den in der Spalte s = 1
angegebenen Unterschranken bekannt, dass sie alle bestmdoglich sind. Die in
der Tabelle offensichtlich werdenden Analogien lassen uns vermuten, dass
auch unsere in der Spalte s = oo angegebenen Ergebnisse bestmoglich sind.
Ein weiteres Indiz fiir die Korrektheit dieser Vermutung liefert uns Satz
und die zugehorige Bemerkung.

Ist A(f) gleich \z(f) im additiven Fall, \z(f;¢) im multiplikativen Fall und
Aoy (f) im imagindr-quadratischen Fall, so haben wir gesehen, dass es in
jedem der drei Fille einen “Schwellenwert” A gibt, so dass sich die in der
obigen Tabelle fiir s = oo angegebenen Wachstumsliicken bereits unter der
wesentlich schwiicheren arithmetischen Voraussetzung A(f) > A ergeben.

87



In den zugehorigen Eindeutigkeitsséitzen gibt es einen solchen “Schwellen-
wert” nicht. Dort erhalten wir fiir alle A € R, gleichartige Wachstumsliicken.

Im multiplikativen Fall haben wir auflerdem gesehen, dass die Grofle der
Wachstumsliicke fiir 0 < A(f) < A mit der des Eindeutigkeitssatzes (Satz
1.3[()) iibereinstimmt, wenn man Az(f;q) bzw. 77(f;q) durch Ao(f;q) bzw.
To(f; q) ersetzt, und dass diese Ergebnisse bestmoglich sind. Wir vermuten,
dass die Unterschranken in unseren Eindeutigkeitssédtzen im additiven und
im imagindr-quadratischen Fall, also in den Sitzen [2.3|1) und B.1f(i), ebenfalls
bestmoglich sind.

Interessanterweise tritt diese Analogie zwischen Ganzwertigkeitsresultat und
Eindeutigkeitssatz fiir 0 < A(f) < A im imaginir-quadratischen Fall nicht
auf. Hier unterscheiden sich unsere erzielten Wachstumsschranken um einen
Faktor e,

Neben der Behandlung der soeben skizzierten offenen Fragen, erscheint uns
eine Untersuchung der hier eingefiihrten Klasse von ganzwertigen ganzen
Funktionen im bisher lediglich von CAR untersuchten Funktionenkorperfall
besonders interessant.
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Kurzzusammenfassung

Es sei K der Korper der rationalen Zahlen Q oder ein imaginar-quadratischer
Zahlkorper und Ok sein Ganzheitsring. In dieser Arbeit studieren wir fiir
gewisse Folgen (u,) in Ok das Wachstumsverhalten von ganzen Funktionen
f, die fiir alle groen n € IN der Bedingung

fu,) € O fiir o =0,...,s,—1

geniigen, wobei (s,) eine Folge natiirlicher Zahlen ist, die ein exponentielles
Wachstum hat. Als ein Korollar beinhalten unsere Ergebnisse eine Verbes-
serung des FRIDMANschen Satzes von 1968 iiber das Wachstum von gan-
zen Funktionen, die zusammen mit allen ihren Ableitungen ganze Werte an
den Stellen z = 0,1,2,... annehmen. Auflerdem folgen aus unseren Unter-
suchungen analoge Sétze fiir ganze Funktionen, die zuammen mit allen ih-
ren Ableitungen ganze Werte an den Stellen einer geometrischen Progres-
sion ¢",n = 0,1,2,... annehmen, und fiir ganze Funktionen, die mit ih-
ren samtlichen Ableitungen den Ganzheitsring eines imaginar-quadratischen
Zahlkorpers in sich abbilden.

Abstract

Let K be either the field of rational numbers Q or an imaginary quadratic
number field, and let Ok denote the ring of integers in K. In this thesis we
study for some sequences (u,) in Ok the growth of entire functions f, that
satiesfy for all large n € IN the condition

fu,) € Ox firec=0,...,8,—1,

where (s,,) is a positiv integer sequence of exponential growth. As a corollary
our results contain an improvement of FRIDMAN’s theorem from 1968 on the
growth of entire functions, that take together with all their derivatives integer
values at the points z = 0,1,2.... Also analogues to FRIDMAN’s theorem for
entire functions, that take together with all their derivatives integer values
on a geometric progression ¢",n = 0,1,2,..., and for entire functions, that
map together with all their derivatives the ring of integers of an imaginary-
quadratic field into itself, can be deduced from our results.
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