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ABSTRAK 

Kajian ini membincangkan kebukansferaan langsung persembahan kumpulan relatif 

dengan panjang lima, P = < H, t;R >, yang H suatu kumpulan dan R suatu 

penghubung berbentuk thlth2th3th4rlhs dengan hl,h2,~,h4,hs unsur berbeza bagi H. 

Terdapat beberapa kemungkinan bentuk bagi R yang dikumpulkan kepada beberapa 

bentuk: thlth2th3th4rlhs yang hI * h2 * h3 * h4 * hs , thlth2th3thi-lhs yang 

It,. = h2 = h3 dan beberapa bentuk yang lain. Bentuk ini pula dibahagikan kepada kes­

kes tertentu. Gambar sfera bagi P dilukis berdasarkan setiap kes, sementara 

kebukansferaan langsung bagi P dibuktikan dengan menggunakan ujian 

kebukansferaan langsung. Kes yang gambar sfera dan kebukansferaan langsung bagi 

P tidak dapat ditentukan disenaraikan berdasarkan bentuk R. 
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ABSTRACT 

This study discusses the asphericity of one-relator relative group presentation of 

length five ~ = (H,t;R) where H is a group and R is of the form th,.th2th3th4t-
1 hs 

where h,.,h2,~,h4,hs are distinct elements of H. There are several possibilities of R; 

grouped into several major forms. These forms are then divided into several cases. 

The asphericity of ~ is proved using the tests of asphericity. Cases for which 

spherical pictures of ~ cannot be produced and the asphericity of ~ cannot be 

determined are listed according to the form of R. 
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BAB 1 

PENGENALAN 

Andaikan H suatu kumpulan, < 1 > kumpulan kitaran tak terhingga yang dijana oleh 1 

dan H* < I> adalah hasil darab bebas kumpulan H dengan < { >. Misalkan pula R 

unsur bagi H * < 1 > yang berbentuk 

dengan Ii; = ±l, h; E H, i = 1,2, ... ,n. Maka kita memperoleh persembaban kumpulan 

relatif 

p= (H,I;R) 

yang R suatu hubungan. Persembahan P dikatakan mempunyai panjang n jika R 

mempunyai n bilangan I. 

Kumpulan relatifyang ditakrifkan oleh P adalah kumpulan 

(i = H * (I) 
«R» 

yang < < R > > merupakan subkumpulan normal terkecil bagi H * < 1 > yang 

mengandungi R (Bogley & Pride 1992). 



1.1 Gambar bagi persembaban kumpulan relatif 

Gambar P ialah pungutan terhingga pasangan cakera tak bcrcantum 

(~I'~2' ... '~ml dalam pedalaman cakera f)
2 dan pungutan terhingga pasangan 

lengkung ringkas tak bercantum {al ,a2 , ... ,a,.)yang berada di dalam tutupan bagi 

/)2 _ O~i. Sempadan bagi P ialah bulatan a/)2, dilambangkan sebagai a P. Sudut 
,-I 

" bagi ~i ialah tutupan a~, -Ua, yang a~i' i = 1,2, ... ,m adalah sempadan bagi A, 
i=l 

Rantau bagi P adalah tutupan /)2 -(Q~, uQa
J 
). Rantau terkedalam P ialah rantau 

berkait P yang tidak menyentuh ap. Suatu gambar P adalah tidak remehjika m?l, dan 

m 11 

berkait jika UA, uUa/ berkait. Gambar P disebut gambar sfera jika tidak ada satu 
i=1 }=I 

pun lengkung dalam P yang menyentuh /)2. Contoh gambar bagi persembahan 

kumpulan p= (a,b;a 2 ,b 2 ,[a,bD. 

Seterusnya setiap lengkung a i ialah gam bar P dilengkapkan dengan anak panah 

merentasinya yang dilabelkan sebagai t uri (Edjvet 1994). Setiap sudut dalam P 

berorentasi mengikut arah jam dan dilabelkan dengan unsur H. lila c sudut bagi A 

maka kita menulis W(c) bagi mewakili perkataan yang diperoleh dengan membaca 

label pada lengkung dan pada sudut yang bertemu dengan lengkung dan pada sudut 

yang bertemu dengan a~ bermula dengan sudut c, mengikut arah jam. 



Gambar P disebut gam bar bagi persembahan kumpulan relatif IJ> = (H ,I; R)jika 

i. untuk setiap sudut c, W(c) pilih atur kitaran bagi R dan KI, 

ii. h l h2 .. .llm adalah urutan label sudut bagi sempadan rantau terkedalam P, 

maka 11/12 .. .llm = 1 dalam H. 

Contoh gambar sfera bagi persembahan kumpulan relatiflJ> = (H,t;tutbtctdrle) yang 

e 2 =1, d 2 = 1 dan a, b, c, d dan e unsur-unsur tidak remeh yang berbeza dalam H: 

Perhatikan bahawa untuk gam bar sf era, cakera D2 ditinggalkan. Dalam gambar di atas, 

d 2 = I dan e 2 = 1. 

Dwikutub bagi gambar P terdiri daripada sepasang sudut c dan c' dengan suatu 

lengkung a yang menyambungkan kedua-dua sudut itu sehingga 

I. c dan c' berada dalam rantau yang sarna 

11. W(c) = W(c·)( Abdul Ghafur 1995 ) 

Suatu persembahan kumpulan relatif IJ> adalah bukan sfera langsung jika dan 

hanyajika gambar sferanya yang berkait mengandungi suatu dwikutub (Bogley & Pride 

1992). Jika wujud suatu gambar sfera tanpa dwikutub maka persembahan IJ> adalah 

sfera. 



1.2 Latar beJakang kajian 

Kajian kebukansferaan langsung bagi kumpuJan reJatif dengan panJang dua dan 

panjang tiga te1ah dimuJakan oJeh BogJey & Pride (1992) dan Edjvet (1994). BogJey & 

Pride memberikan syarat kebukansferaan Jangsung bagi persembahan kumpuJan re1atif 

berbentuk (H,t;tatbt-Ie). Se1epas itu, Baik (1997) memberikan syarat kebukansferaan 

Jangsung bagi persembahan kumpuJan reJatif panjang empat yang berbentuk 

(H,t;tafbfefd). Syarat kebukansferaan Jangsung bagi persembahan kumpuJan re1atif 

panjang empat yang berbentuk (H,t;tatbrlerld) diteruskan oJeh Faieza (2000). 

Howie & Metaftsis (2001) puJa me1anjutkan syarat persembahan kumpuJan re1atif 

dengan panjang lima, iaitu berbentuk (H,f;tatbtetdte). 

Berikut adaJah syarat bagi kebukansferaan Jangsung bagi persembahan kumpuJan re1atif 

panjang Jima P =(H,t;tafbtetdte) yang diberikan oJeh Howie & Metaftsis. 

T eorem 1. 1.1 

Andaikan a = b serta gantikan x = fa, gl =a-Ie, g2 =a-Id dan g3 =a-Ie. Maka 

persembahan reJatif L membentuk 

P = (C,X;X 3g lxg2Xg3 = 1). 

Jika semua gl' g2 dan g3 adaJah berbeza, maka P bukan sfera Jangsung 

Teorem 1.1.2 

Andaikan L membentuk P=(C,X;X3g lxg2Xg 3 = 1) yang x = fa, oRl = a-Ie, g2 = a-ld 

dan g3 = a-Ie. Jika a = b = e = d dalam L maka persembahan relatif adaJah bukan sfem 

Jangsungjika dan hanyajika peringkat a-Ie tidak terhingga. 



Teorem I. 1.3 

Andaikan persembahan relatif L membentuk ,p ~ (i,x,s;xg,x., , = I ='.t:c\.\) \ang.\ 

adalah bukan sfera langsung jika tidak wuJud kitaran yang dapa! ditenma dan panJang 

3 atau 4 dalam L ,{ dengan L ,{ adalah pelengkap graf dari em pat bueu. 

Teorem 1.1.4 

Andaikan P = (C,X,S;X2S~1 = 1 = Sg,XSg2) yang x = hi, g, = a-'e, g2 = ,,-1<1, 

s = xglx. Juga H subkumpulan bagi G dijana oleh {g I' g 2} dan andaikan bahawa 

1 * gl * gil * I. Jika satu daripada yang berikut dipatuhi, maka P adalah bukan sfera 

langsung. 

(I) gl = g; atau g2 = g12. 

(2) H adalah kitamn dari 6 turutan yang dijana oleh g, atau g2. 

(3) H adalah kumpulan dwihedron tak terhingga. 

(4) Ijo(gl) + IjO(g2) + Ijo(gh-I) > I. 

Teorem 1.1.5 

Andaikan H sUbkumpulan bagi C dijana oleh {g" g 2 } dan P 

(C,x,S;X 2S- 1 = 1 = SgIXSg2 ) yang gl = a-Ie dan g2 = a-Id. Jika H adalah kumpulan 

dwihedron tidak terhingga, maka P bukan sfera langsung. 

T eorem 1. 1. 6 

Andaikan P = (C,x,s;x 2s-1 = 1 = SgIXSg 2 ) yang x = la, gl = a-Ie, 

g2 = a-Id, s = xglX. Jika gl = gil maka P 4 adalah bukan sfera langsung jika dan 

j ika gl terhingga. 
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Sekarang, kita Iihat semua kemungkinan bentuk persembahan kumpulan relatif panjang 

lima: 

(I) p= (H,t;tatbtctdte) 

(2) p= (H,1;r 'atbtctdte) 

(3) p= (H ,1;1-1 aI-I btctdle) 

(4) p= ( H,t;r1atbl-1ctdte) 

(5) p= (H ,t;rl atbtcl-' dte) 

(6) p= (H,1;tar'blctdte) 

(7) p= (H,t;talbt -I ctdte) 

(8) p= (H ,t;tatblcr' dte) 

(9) p= (H,t;tatbtctdr'e) 

( to) p= (H,1;r 'atbtctdr'e) 

(II ) p= (H,t;tar'br'ctdte) 

(12) p= (H ,t;tat-'btcr'dte) 

( 13) p= (H,t;tar'btctdr'e) 

( 14) p= (H,1;tatbr'cr'dte) 

(15) p= (H ,t;tatbr'ctdr' e) 

( 16) p= (H ,t;tatbtcr1 dr' e) 

(17) p= (H ,1;t -I at-I bt -I ctdte) 

(18) p= (H ,t;r l at-'btct-'dte) 

(19) p= (H ,t;t -I at -I btctdt-' e) 

(20) ,p= (H,t;r'atbr'cr'dte) 
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(21) p= (H,t;t-'atbr'ctdr'e) 

(22) p= (H,t;r'atbtcr'dr'e) 

(23) p= (H,t;tar'bt-'cr'dte) 

(24) p= (H, t; tat -, bt -, ctdt -, e) 

(25) p= (H ,t;tat -, bter' dr' e) 

(26) p= (H ,t;tatbt-'cr'dr'e) 

(27) p= (H,t;r'at-'br'cr'dte) 

(28) p= (H ,t;t-'at-'br'ctdr'e) 

(29) p= (H,t;r'at-'btcr'dt-'e) 

(30) p= (H,t;r'atbr'ct-'dr'e) 

(31) p= (H ,t;tat-' bt-' ct-' dt-' e) 

(32) p= (H,t;t-'ar'br'cr'dr'e) 

Dua bentuk R dan R' dikatakan setara jika satu daripada bentuk tersebut adalah 

songsangan atau kitaran bentuk yang satu lagi. Bentuk (1) setara dengan bentuk (32). 

Begitujuga, bentuk (2) setara dengan bentuk (6), (7), (8), (9), (27), (28), (29), (30) dan 

(31) sementara bentuk (3) setara dengan bentuk (10), (11), (14), (16), (17), (19), (22), 

(23) dan (26). Seterusnya, bentuk (4) setara dengan bentuk (12), (15), (18), (20), (21), 

(24) dan (25). Akhir sekali, bentuk (5) setara dengan bentuk (13). Oleh yang demikian, 

lima bentuk persembahan kumpulan relatif panjang lima yang berbeza ialah 

(I) p= (H ,t;tatbtctdte) 

(2) p= (H,t;tatbtctdr'e) 

(3) p= (H,t;t-'ar'btctdte) 

(4) p= (H,t;r'atbr'ctdte) 

(5) p= (H,t;t-'atbtct-'dte) 
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Daripada hasil-hasil yang disenaraikan, didapati bahawa bentuk (l) telah dikaji oleh 

Howie & Metaftsis (2001). Oleh itu bentuk P yang masih tinggal adalah (2), (3), (4) 

dan (5). Penulis memilih bentuk (2). 

Dalam kajian ini, kita ingin menentukan kebukansferaan langsung bagi 

persembahan kumpulan relatif P = (H,t;tatbtctdr1e), a, b, c, d dan e dalam H yang 

a "* b "* c "* d "* e "* 1 dengan mencari gambar sfera bagi P. Untuk itu, kita 

mempertimbangkan beberapa kemungkinan bentuk hubungan R bagi P. Umumnya, R 

terbahagi kepada lima: 

• Bentuk tatbtctdr1 e yang a "* b "* c "* d "* e 

• Bentuk tatbtctdt-1e yang a = b = c 

• Bentuk tatbtctdr l e yang d = e 

• Bentuk tatbtctdt -I e yang a = c 

• Bentuk tatbtctdr l e yang b = c 

Kesferaan bagi P dengan R = tatbtctdt-1e yang a"* b"* c"* d "* e dibincangkan 

dalam bab 3, manakala P dengan R = tatbtctdr1e yang a = b = c dan R =tatbtctdt-1e 

yangd = e dibincangkan kesferaannya dalam bab 4. Kesferaan bagi P dengan R = 

tatbtctdr l e yang a = c dibincangkan dalam bab 5 dan akhir sekali kesferaan bagi P 

dengan R = tatbtctdr1e yang b = c dibincangkan dalam bah 6. 

Dalam bab 3, kita akan membincangkan kesferaan bagi P dengan lima bentuk 

berbeza. Seterusnya, dalam bab 4, kita akan membincangkan kesferaan bagi P dengan 

mempertimbangkan lima bentuk yang berbeza dalam R. Kemudian, dalam bab 5 dan 

bab 6 kesferaan bagi P dengan lima bentuk yang berbeza R akan dibincangkan. Bagi 

menentukan kesferaan bagi setiap peringkat gambar bagi P = (H ,t;tatbtctdt -I e) 

dengan per(e) = 2, per(d) = 3 sarna dengan gambar P dengan per(d) = 2, per(e) = 3 



melainkan label d dalam rantau d' diubah kepada e dan label e dalam rantau t': dluhah 

kepada d. Di sini peringkat bagi d diwakili dengan pend). 

Gambarbagi P = (H,I;lalblcldr'e) dengan pene) = 2, pend) = 4 sarna dcngan 

gambar P dengan per(d) = 2, per(e) = 4 melainkan label d dalam rantau d· dlUbah 

kepada e dan label e dalam rantau e 2 diubah kepada d. Begitu juga gam bar bag! .p 

(H,I;lalblcldr'e) dengan per(e) = 2, per(d) = 5 sarna dengan gambar P dengan per(d) 

= 2, per(e) = 5. Seterusnya untuk gam bar bagi P = (H,I;talblcldl-'e) dengan pene) ~ 

3, per(d) = 4 sarna dengan gam bar P dengan per(d) = 3, per(e) = 4 manakala gambar 

bagi P = (H,I;lalblcldr'e) dengan per(e) = 3, per(d) = 5 sarna dengan gam bar 'P 

dengan per(d) = 3, per(e) = 5. 

Dalam bab ini, kita memberikan simbol '::' untuk menunjukkan gambar yang 

diperoleh bagi kes sebelah kiri '::' sarna dengan gam bar yang diperoleh bagi kes 

sebelah kanan '::'. Sebagai contoh, P = (H,I;latbtctdte) dengan a*h*ccFd*e, 

[per(e) =2, per(d) = 3]::[per(d) = 2, per(e) = 3]. 

Seterusnya, dalam bab 4, kita akan membincangkan kesferaan P dengan 

mempertimbangkan lima bentuk yang berbeza bagi R. Kemudian dalam bab 5 dan bab 

6 kesferaan bagi P dengan lima bentuk yang berbeza R akan dibincangkan. Bagi 

menentukan kesferaan bagi P, keadaan yang P tidak mempunyai gambar sfera 

ditentukan dengan menggunakan ujian kebukansferaan langsung bagi cp yang akan 

dibincangkan dalam bab 2. 



BAB2 

UJIAN KEBUKANSFERAAN LANGSUNG 

2.1 Teori Pemansuhan kecil 

GrafP·' 

Graf pst bagi P merupakan graf dua bueu, (I dan I yang setiap sisinya dilabelkan 

dengan unsur-unsur kumpulan H Untuk setiap pilih atur kitaran yang bermula dengan 

t, katakan It, tulis It = Sh, yang hEH dan S bermula dan berakhir dengan I atau (I. 

Setiap Sh memberikan sisi bagi graf dengan bueu pertama adalah simbol pertama S, 

bueu kedua adalah songsangan bagi simbol terakhir S manakala sisi graf, "-(It) = h. 

Suatu Iintasan dalam graf pst dikatakan teraku jika ia mempunyai label yang 

bersamaan dengan identiti dalam H 

Contoh: 

Misalkan P= < H, I, lalh(lc(ld > yang a ;c h ;cc ;cd. 

R = lath(Ic(ld 

R1= Ih(lc(ldta 

R2 = (Idldlalh 

R) = (Idtath(' c 

Gfaf pSI bagi P: 



II 

~ 
Misalkan k integer positlf Roda-k bagl P adalah gamhar bcrl-.alt W \ang m~nganJlJng, 

cakera-cakera { !J.n, !J." A!, ... , ~ : dengan 

I. setiap lengkung menyentuh cakera ", untul-. sellap J - I,~. . 1-.. 

2. setiap lengkung sarna ada menyentuh cakera A, atau sempadan (lW. 

3. setiap cakera mempunyai satu sudut ~ ang bcrada dl dalam rantau \ ang 

menyeluruh aw 

Gambaran kasar bagi roda-k : 

Takrif 2.1.1 

Misalkan q integer positif Maka P dikatakan memenuhi T(q) jika tiada lintasan teraku 

dalam pst yang panjangnya m dengan 3::S; m < q. 

Takrif 2.1.2 

Andaikan p integer positif Jika tiada roda-k terturunkan bagi 'Pdengan k <: p, maka cp 

dikatakan memenuhi C(P) 



Teorem 2.1.1 (Bogley & Pride 1992) 

Jika Pmemenuhi C(P) dan T(q) dengan ~+~ =!, maka P bukan sfera \angsung. 
p q 2 

2.2 Ujian pemberat 

12 

Fungsi pemberat (J pada pst adalah suatu fungsi bemilai nyata yang ditakrif pada sisi 

graf pst sehingga 8...SI1) = 8...S11z01
) untuk setiap sisi It' = Sh. Pemberat bagi lintasan 

adalah hasil tam bah pemberat bagi setiap sisi. Sebagai contoh, pemberat bagi lintasan 

U,U4 U3 pada grafpst yang 8...Ul) = 8...U2) = 0 dan 8...U3) = 8...U4) = 1 ialah 8...Ul) + 8...U4) + 

8...U3) = 2. 

Fungsi pemberat (J adalah bukan sfera langsung jika syarat-syarat berikut dipenuhi : 

I. Jika R = 1"1 hl ... I"' 11", maka t(1_(J~EI hl ... tE'ol hi_J)~ 2. 
i-I' 

II. Setiap lintasan teraku dalam graf pst mempunyai pemberat sekurang­

kurangnya dua. 

III. Setiap sisi graf pst mempunyai pemberat tidak negatif 

Teorem 2.2.1 (Bogley & Pride 1992) 

Jika fungsi pemberat pst bukan sfera langsung, maka P bukan sfera langsung. 

Berikut adalah contoh menentukan kebukansferaan langsung bagi P menggunakan 

ujian pemberat. Misalkan P = ~H,I;t2ar2b) yang a "# b dan peringkat bagi b tidak 

terhingga. 
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Pertimbangkan graf pst bagi P : 

yang a,=a, a2 =b, a3 =1, a4 =1 dannilaipemberat 

Daripada nilai pemberat yang diberikan jelas bahawa syarat ketiga untuk e bukan sfera 

4 

langsung dipenuhi. Kita akan mengira L 1-e(aj ). 

;=) 

1 l-e(a,)+ l-e(aJ+ l-e(aJ+ l-e(aJ= 4 -"2-1-0-0 

=2.!.. 
2 

4 

Didapati bahawa L 1- e(a,) ;::: 2. Jadi syarat yang pertama untuk ujian kebukansferaan 
;;o;;;J 

langsung dipenuhi. Syarat yang kedua juga dipenuhi kerana tiada Iintasan teraku dalam 

grafpst yang mempunyai pemberat kurang daripada dua. Dengan Teorem 2.2.1, maka P 

bukan sf era langsung. 

2.3 Ujian kelengkungan 

Misalkan P gambar sfera tegas bagi P. Takrifkan fungsi kelengkungan pada cakera A 

sebagai r(A) = 21r - Ie(c) yang c merupakan sudut dalam rantau <1> dalam P. 
c~(i.1 

Manakala r(<1» = 21r - I (JT - e(c)) yang c merupakan sudut dalam rantau <1> dengan 
ce((l> 

e fungsi sudut bemilai nyata yang tertakrifpada set sudut dalam P. 



J't 

Teorem 3.3.1 

Untuk sebarang fungsi sudut pada sebarang gam bar sfera berkait, wujud suatu cakera 

atau rantau yang mempunyai nilai kelengkungan positif. 

Bukti: (Rujuk Edjvet 1994) 

2.4 Ujian taburan 

Pertimbangkan gam bar berikut: 

.--~--- .. -_/ 

Misalkan rantau <t> dan rantau <t>' dipisahkan oleh suatu lengkung a. Andaikan I] 

suatu skalar. Tolak !l daripada setiap sudut dalam rantau <t> yang menyentuh a dan 
2 

tambah !l kepada setiap sudut yang bertentangan dengannya dalam rantau <t>' . 
2 

Ini bermakna kita memberikan fungsi sudut yang baru <t> * kepada P dan oleh 

itu, kita mendapat fungsi kelengkungan yang baru, r *. Di sini, r * (.1) = r(.1} untuk 

semua cakera .1 dalam P, r*(<t>}= r(<t>}-I] dan r*(<t>'}= r(<t>} + 1]. Dalam hal ini, 

kita mengatakan yang kelengkungan I] telah diagihkan daripada <t> kepada <t>'. (Edjvet 

1994 dan Abdul Ghafur 1995). 



BAB3 

Pada mulanya kita membincangkan kesferaan bagl persembahan I-umpulan rclallf .J' 

(H,I;R) dcngan R = lalhlcld/'c (a *- h *- c *- d *- d 

Misalkan P = (H,I;IalhlCldl-1e) , (a*-h*-c*-d*-,-l Dalam bahaglan Inl I-na 

membincangkan kesferaan bagi P. 

3.1 Bentuk lalblCldr l e 

Kes yang tidak dapat ditentukan: 

A3.1.1 per(e)=3,per(d)=3,per(a-'c)=3, b=da, b=ec. 

A3.1.2 per(e) = 3, per(d) = 4, per(a-1c)= 3, b = da, h = e<:. 

A3.1.3 per(e) = 3, per(d) = 5, per(a-1c)= 3, h = da , h = ec. 

Untuk itu kita mempertimbangkan dua kes, iaitu: 

I. Peringkat bagi d sarna dengan peringkat bagi e. 

2. Peringkat bagi d tidak sarna dengan peringkat bagi e. 

3.1.1 per( d) = per( e ) 

• per(e) = per(d) = 2 

3.1.2 per(d) *- per(e) 

• per(e) = 2, per(d) = n, n> 2 

• per(e) = 3, per(d) = n, n > 3 

• per(e) = 4, per(d) = n, n > 4 




